JEZYKOZNAWSTWO I NAUKI O INFORMACIJI, ROK I

Logika Matematyczna: egzamin pisemny 29 czerwca 2015

Imig I Nazwisko: . ... ... .. e DZIARSKIE SKRZATY

Wybierz doktadnie cztery z ponizszych pieciu zadan i sprobuj je rozwiqzaé. Za kazde poprawnie rozwiq-
zane zadanie moZzesz otrzymac co najwyzej sto punktow. Uzyskanie co najmniej 200 punktéow oznacza zdany
egzamin. O liczbie przyznanych punktow oraz ocenie decyduje ja.

1. Udowodnij, ze jest teza systemu zatozeniowego klasycznego rachunku zdar:

((p=s)A=r) = =) = (((p = 8) Ag) = 7).
2. Pokaz metoda dowodow zatozeniowych, ze nastepujacy zbior formut jest sprzeczny:

{p—q, r—s, —qVr, pAN-s}

3. Dowolna poprawna metoda ustal, czy wniosek Drink nie jest zmieszany, o ile jest wstrzqsnigty wynika
logicznie z przestanki: Drink jest wstrzqsniety, ale nie jest zmieszany.

4. Ustal, czy nastgpujace zdania tworza zbior tablicowo sprzeczny:
Kazda Maskuta jest Platwq. Co najmniej jedna Plgtwa jest OZuchq. Pewna OZucha jest Maskutq.

Jesli tworza, to napisz odpowiedZ pelnym zdaniem. Jesli nie, to zbuduj interpretacje, w ktdrej prawdziwe
sg te zdania.

5. Ustal, czy wniosek JzVy (P(z,y) — P(y, z)) wynika tablicowo z przestanki:

VaVy (P(x,y) — P(y,x)) A JzVy P(z,y).

P1sz 1 RYSuJ WYRAZNIE. NIE PRZEMILCZAJ CZYNIONYCH ZALOZEN. ODPOWIEDZI UZASADNIAJ.
ODPOWIEDZI PODAWAJ PEENYM POPRAWNYM SKEADNIOWO ZDANIEM.

Jerzy Pogonowski
Zaktad Logiki Stosowanej UAM



JEZYKOZNAWSTWO I NAUKI O INFORMACIJI, ROK I

Logika Matematyczna: egzamin pisemny 29 czerwca 2015

Imig I NazWisko: .. ... ... e ZWINNE ELFY

Wybierz doktadnie cztery z ponizszych pieciu zadan i sprobuj je rozwiqzaé. Za kazde poprawnie rozwiq-
zane zadanie moZzesz otrzymac co najwyzej sto punktow. Uzyskanie co najmniej 200 punktéow oznacza zdany
egzamin. O liczbie przyznanych punktow oraz ocenie decyduje ja.

1. Udowodnij, ze jest teza systemu zatozeniowego klasycznego rachunku zdar:

(p=s)ng) = 1) = (((p—=8) A=) = —q).
2. Pokaz metoda dowod6w zatozeniowych, ze nastepujacy zbior formut jest sprzeczny:

{pV—-q, r—q, 2(sA—T), sA—p}

3. Dowolna poprawna metoda ustal, czy wniosek Drink jest zmieszany, o ile nie jest wstrzqsnigty wynika
logicznie z przestanki: Drink jest wstrzqsniety, ale nie jest zmieszany.

4. Ustal, czy nastgpujace zdania tworza zbior tablicowo sprzeczny:
Pewna OZucha jest Platwq. Wszystkie Maskuty sq OZuchami. Wsréd Plagtw jest Maskuta.

Jesli tworza, to napisz odpowiedZ petnym zdaniem. Jesli nie, to zbuduj interpretacje, w ktdrej prawdziwe
sg te zdania.

5. Ustal, czy wniosek 3z (P(x) A Q(x, x)) wynika tablicowo z przestanki:

3z (P(z) ANVy (P(y) — Q(y, z))).

P1sz 1 RYSuJ WYRAZNIE. NIE PRZEMILCZAJ CZYNIONYCH ZALOZEN. ODPOWIEDZI UZASADNIAJ.
ODPOWIEDZI PODAWAJ PEENYM POPRAWNYM SKEADNIOWO ZDANIEM.

Jerzy Pogonowski
Zaktad Logiki Stosowanej UAM



ROZWIAZANIA DZIARSKIE SKRZATY

1. Dowdd zatozeniowy formuty: (((p — s) A —r) — —=q) — (((p — s) A q) — r). Budujemy dowdd nie
Wwprost:

I. (((p—s)A-r)——q) zal

2. (p—s)Ag zat.

3. —r z.d.n.

4. ¢ OK: 2

5. ¢ DN: 4

6. —((p—s)A-r) MT: 1,5

7. =(p—s)V-or NK: 6

8. ——w DN: 3

9. =(p—s) OA: 7,8
10. p—s OK: 2
1. L 9,10

Poniewaz w dowodzie nie wprost uzyskano par¢ formut wzajem sprzecznych, wigc badana formuta jest
teza systemu zatozeniowego klasycznego rachunku zdan.
Inny przyktad dowodu nie wprost rozwazanej formuty:

. (((p—=s)A-r)——q) zak

2. (p—>s)Ag zat.

3. —r z.d.n.
4. p—s OK: 2
5. (p—=s)A-r DK: 4,3
6. —q RO: 1,5
7. q OK: 2
8. L 6,7

2. Pokazujemy, ze mozna wyprowadzi¢ sprzeczno$¢ z podanych formut:

1. p—q zalozenie
2. r— s zalozenie
3. —qVr zalozenie
4. p A\ -s zalozenie
5. p OK: 4

6. -—s OK: 4

7. q RO: 1,5

8. —r MT: 2,6

9. —gq OA: 3,8

10. L sprzecznos$¢: 7, 9.

Mozna jeszcze inaczej, np. wykorzystujac tez¢ systemu zatozeniowego (—q V r) — (¢ — r) oraz wtérna

. . —q, =T .
regule Sylogizmu Hipotetycznego ’%.



I. p—=gq zatozenie
2. r—s zatozenie
3. —~qVr zalozenie
4. pA-s zalozenie
5. (—~qVr)—(q—r) tezawczesniej udowodniona
6. g—r RO: 5,3
7. p—r reguta Sylogizmu Hipotetycznego: 1, 6
8. p OK: 4
9. r RO: 7,8
10. s RO: 2,9
11. —s OK: 4
12. L sprzecznos¢: 10, 11.

3. Znajdujemy struktury sktadniowe przestanki i wniosku:

1. Drink jest wstrzqsnigty — p
2. Drink jest zmieszany — q
3. Przestanka: p A\ —q

4. Whniosek: p — —q.
Mogtas wykorzysta¢ kazda z nastgpujacych metod:

1. dowody zatozeniowe
2. tablice analityczne
3. metode 0-1

4. skrécong metode 0-1.

3.1. Dowody zatozeniowe.
Wystarczy pokazaé, ze formuta (p A —q) — (p — —q) jest teza systemu zatozeniowego rachunku zdan, co
jest zadaniem trywialnym:

1. pA—q zalozenie
2. p zalozenie
3. —q OK: 1.

Skoro (p A =q) — (p — —q) jest teza systemu zatozeniowego rachunku zdan, to — na mocy petnosci
metody zatozeniowej — formuta (p A —q) — (p — —q) jest tautologia KRZ, a to z kolei oznacza — na mocy
semantycznego twierdzenia o dedukcji wprost — ze formuta p — —¢ wynika logicznie z formuty p A —q.

3.2. Tablice analityczne.
Tablica analityczna dla formuty —((p A —~q) — (p — —q)):



(3a) ﬁﬁf‘l

X24,3q

Tablica jest zamknigta, co oznacza (na mocy trafnosci i petnoSci metody tablic analitycznych w KRZ), ze
formuta (p A —q) — (p — —q) jest tautologia KRZ. A to z kolei oznacza, na mocy semantycznego twierdzenia
o dedukcji wprost w KRZ, ze formuta p — —¢ wynika logicznie z formuly p A —q.

3.3. Metoda 0-1.

plq|-q|pAN—q|p——q|(pA-q) — (p— —q)
00/ 1 0 1 1
0[1] 0 0 1 1
10 1 1 1 1
1/1]0 0 0 1

Formuta (pA—q) — (p — —q) przyjmuje warto$¢ 1 przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych.
Na mocy semantycznego twierdzenia o dedukcji wprost w KRZ, formuta p — —¢ wynika logicznie z formuty

pAq.
3.4. Skr6cona metoda 0-1.

1. Przypusémy, ze istnieje wartoSciowanie w zmiennych zdaniowych takie, ze Val(p A —q,w) = 1 oraz
Val(p — —q,w) = 0.

2. Skoro Val(p A ~q,w) = 1, to Val(p,w) = 1 oraz Val(—q,w) = 1, czyli Val(q, w) = 0.
3. Skoro Val(p — —¢q,w) = 0, to Val(p,w) = 1 oraz Val(—q,w) = 0, czyli Val(q,w) = 1.
4. MielibySmy zatem: Val(q,w) = 0 oraz Val(q, w) = 1, co jest niemozliwe.

5. W konsekwencji, nie istnieje warto§ciowanie w zmiennych zdaniowych takie, ze Val(p A =q,w) = 1
oraz Val(p — —q,w) = 0.

6. Oznacza to, ze przy kazdym wartoSciowaniu w zmiennych zdaniowych takim, ze Val(p A —q,w) = 1
mamy: Val(p — —q,w) = 1.

7. Na mocy definicji, oznacza to, ze formuta p — —¢ wynika logicznie z formuty p A —gq.

4. WprowadZmy oznaczenia:
e P(x) - x jest Platwa
e M(z) — x jest Maskutg

e O(z) — x jest Ozucha.



Rozwazane zdania maja nastgpujace schematy:

dz (P(z) A O(x))
Vo (M(x) — P(x))
dz (O(z) A M(z))

Budujemy tablicg analityczna rozpoczynajaca si¢ od tych formut:

3z (P(z) A O(z)) -Y*

\

Vo (M(z) — P(z)) 3" 4"
\

3z (O(x) A‘ M(z))

(1) P(a) A‘ O(a) 5"

(2) O(b) A M(b) 6"

2,V

(3) M(a) — P(a) &~
(4) M(b) —‘> P(ab) 7
(59) P(a

‘( )
(54) (‘)(a)
(64) (‘)( )
(64) 1\‘/"(17)

b

(71) =M (b) (7p) P(b)

T (g ~l(a)  (8,) Pla)

\ \
L) L

Tablica ma dwie galezie otwarte, a zatem rozwazane zdania tworza zbidr tablicowo niesprzeczny. Sa one
wszystkie prawdziwe w nastgpujacych interpretacjach (odpowiadajacych gatgziom otwartym powyzszej ta-
blicy):

& P M| O & P\ M|O
a |+ | — |+ a |+ |7 |+
b |+ | + |+ b |+ | + |+

5. Budujemy tablicg analityczng dla przestanki oraz zaprzeczonego wniosku, czyli dla:
Vavy (P(z,y) — Py, x)) A 3aVy P(x,y) oraz =3aVy (P(z,y) — P(y, v)):

VaVy (P(z,y) — P(y,x)) /‘\ JzVy P(z,y) 1A
—\Hiljvy (P(J,’,y) - P(y,cc)) 3.

(1g) Va¥y (P(z,y) —‘> P(y,z)) +™
(1a) Fzvy I‘D(I,y)

(2) vy I‘D(a, Y)

(3) =Yy (P(a,y) ‘—> P(y,a))
(4) Vy (P(a,y) = P(y,a))

X3,4

2.Va

Wszystkie galezie tablicy dla przestanki oraz zaprzeczonego wniosku sa zamknigte, a to oznacza, ze wnio-
sek wynika tablicowo z przestanek.



ROZWIAZANIA ZWINNE ELFY

1. Dowdd zatozeniowy formuty: (((p — s) Agq) — r) — (((p — s) A =r) — —q). Budujemy dowdd nie
wprost:

I. ((p—s)Aq)—r zah

2. (p—=s)A-r zat.

3. ——q z.d.n.

4. —r OK: 2
5. =((p—=s)Aq) MT: 1,4
6. —(p—s)V—q NK: 5
7. =(p—s) OA: 6,3
8. p—s OK: 2
9. L 7,8

Poniewaz w dowodzie nie wprost uzyskano parg¢ formut wzajem sprzecznych, wigc badana formuta jest
teza systemu zatozeniowego klasycznego rachunku zdan.
Inny przyktad dowodu nie wprost rozwazanej formuty:

I. (p—s)Aq)—r zah

2. (p—=s)A-r zat.

3. ——q z.d.n.
4. ¢ ON: 3
5. p—s OK: 2
6. (p—s)Agq DK: 5.4
7. r RO: 1,6
8. —r OK: 2
9. L 7,8

2. Pokazujemy, ze mozna wyprowadzi¢ sprzecznos¢ z podanych formut:

1. pV—q zalozenie
2. r—gq zalozenie
3. —(sA-r) zalozenie
4. sAN—p zalozenie
5. s OK: 4

6. —p OK: 4

7. —q OA: 1,6

8. —r MT: 2,7

9. sA-r DK: 5,8

10. L sprzecznos$¢: 3, 9.

Mozna jeszcze inaczej, np. stosujac do zalozenia 3 regute NK negowania koniunkcji:



1.

2. r—
3.

4,

5.

6. s

7. ——s
8. ——r
9. r
10. ¢
1. —p
12. —q
13. L

pV q zalozenie

q zalozenie

—(s A=) zalozenie
SN\ —p zalozenie
—sV-—r NK:3

OK: 4

DN: 6

OA:5,7

ON: 9

RO: 2,9

OK: 4

OA: 1,11
sprzecznos$¢: 10, 12.

3. Znajdujemy struktury sktadniowe przestanki i wniosku:

1. Drink jest wstrzqsnigty — p
2. Drink jest zmieszany — q
3. Przestanka: p A —q

4. Wniosek: -p — q.

Mogta$ wykorzysta¢ kazda z nastgpujacych metod:

1. dowody zatozeniowe
2. tablice analityczne
3. metode 0-1

4. skrécona metode 0-1.

3.1. Dowody zatozeniowe.

Wystarczy pokazaé, ze (p A =q) — (—p — ¢q) jest teza systemu zatozeniowego rachunku zdan, co jest

zadaniem banalnym:

1
2.
3.
4

PA g
-p

%

q

zatozenie

zatozenie

OK: 1

reguta Dunsa Scotusa =-*: 2, 3.

Skoro (p A =q) — (—p — q) jest teza systemu zatozeniowego rachunku zdan, to — na mocy petnosci
metody zatozeniowej — formuta (p A —q) — (—p — ¢q) jest tautologia KRZ, a to z kolei oznacza — na mocy
semantycznego twierdzenia o dedukcji wprost — ze formuta -p — ¢ wynika logicznie z formuty p A —q.

3.2. Tablice analityczne.

Tablica analityczna formuty: =((p A =q) — (-p — q))



(39)'ﬁp
(34) ﬁ(\]

X 29739

Tablica jest zamknigta, co oznacza (na mocy trafnosci i petnoSci metody tablic analitycznych w KRZ), ze
formuta (p A —q) — (—p — q) jest tautologia KRZ. A to z kolei oznacza, na mocy semantycznego twierdzenia
o dedukcji wprost w KRZ, ze formuta —p — ¢ wynika logicznie z formuly p A —q.

3.3. Metoda 0-1.

pla|lp|-q|pA-qg|p—=q|(PA-g) = (-p—q)
0/0| 1] 1 0 0 1
01| 1] 0 0 1 1
1001 1 1 I
1100 0 1 1

Formuta (pA—q) — (—p — ¢) przyjmuje warto$¢ 1 przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych.
Na mocy semantycznego twierdzenia o dedukcji wprost w KRZ, formuta —p — ¢ wynika logicznie z formuty

pAq.
3.4. Skr6cona metoda 0-1.

1. Przypusémy, ze istnieje wartoSciowanie w zmiennych zdaniowych takie, ze Val(p A —q,w) = 1 oraz
Val(=p — q,w) = 0.

2. Skoro Val(p A ~q,w) = 1, to Val(p,w) = 1 oraz Val(—q,w) = 1, czyli Val(q, w) = 0.
3. Skoro Val(—=p — ¢, w) = 0, to Val(—p,w) = 1 oraz Val(q,w) = 0, czyli Val(p,w) = 0.
4. MielibySmy zatem: Val(p,w) = 1 oraz Val(p, w) = 0, co jest niemozliwe.

5. W konsekwencji, nie istnieje warto§ciowanie w zmiennych zdaniowych takie, ze Val(p A =q,w) = 1
oraz Val(—p — q,w) = 0.

6. Oznacza to, ze przy kazdym wartoSciowaniu w zmiennych zdaniowych takim, ze Val(p A —q,w) = 1
mamy: Val(—-p — ¢, w) = 1.

7. Na mocy definicji, oznacza to, ze formuta —-p — ¢ wynika logicznie z formuty p A —gq.

4. WprowadZmy oznaczenia:
e P(x) - x jest Platwa
e M(z) — x jest Maskutg

e O(z) — x jest Ozucha.



Rozwazane zdania maja nastgpujace schematy:

Vo (M(x) — O(z))
dz (O(z) A\ P(x)
dzx (P(z) N M (x))

Budujemy tablicg analityczng rozpoczynajaca si¢ od tych formut:

Vo (M(z) = O(x)) 37" 4™
I (O(z) /‘\ P(z)) Y

3 (P(x) A M(x))
(1) O(a) ! P(a) 5"
(2) P(b) A M(b) &

2.Vb

A

(59) O(a)
(54) 1‘3(&)
(64) 1"(6)
(64) 1\‘/1 ()
(71) =M (b) (7p) O(b)
XGLJ:

(81) ﬁl\f(a) (8p) ‘O(a)
o
Tablica ma dwie galezie otwarte, a zatem rozwazane zdania tworza zbidr tablicowo niesprzeczny. Sa one

wszystkie prawdziwe w nastgpujacych interpretacjach (odpowiadajacych gatgziom otwartym powyzszej ta-
blicy):

& P | M| O O P M|O
a |+ | — |+ a |+ | 7|+
b |+ | + |+ b |+ + |+

5. Budujemy tablicg analityczng dla przestanki oraz zaprzeczonego wniosku, czyli dla:
. (P(x) AVy (P(y) = Q(y,x))) oraz —(3z (P(z) A Q(x,x))):

3z (P(x) AVy (Py) = Q(y,2)) "
~(3z (P(z) A Q(x,2))) 3"
(1) P(a) AVy (P(y) = Q(y,a)) "
(29) P(a)
(24) Yy (P(y) = Q(y,a)) +™"
(3) ~(P(a) ‘A Q(a,a)) > "
(4) P(a) L Q(a,a) ®

—

(50) ﬁP‘(a) (5p) ~Q(a,a)
X1g,5,
(61) ﬂP‘(a) (6p) Q‘)(& a)

X1g4,6; X5p,6p

Wszystkie galezie tablicy dla przestanki oraz zaprzeczonego wniosku sa zamknigte, a to oznacza, ze wnio-
sek wynika tablicowo z przestanek.



