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Wprowadzenie

O wtasnosciach relacji dwuargumentowych powiedziano troche na zajeciach
ze Wstepu do Matematyki w semestrze zimowym.

W niniejszej prezentacji pokazujemy, jak wykorzystywany jest KRP do
,mowienia” o relacjach.

W szczegodlnosci, wskazujemy ktére z whasnosci relacji wymagaja uzycia
predykatu identycznosci.

Zaleca sie samodzielne rozwiazanie zadan 180-265 ze zbioru Cwiczenia z
logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna Whasnosci relacji 2/ 46



Co denotujg predykaty wieloargumentowe?

Predykaty wieloargumentowe denotuja relacje miedzy przedmiotami. )

Podobnie jak w przypadku wtasnosci, nie jest nam potrzebne rozwazanie
statusu ontologicznego relacji, wystarczy jedynie powyzsza charakterystyka.

Gdy rozwazamy KRP o sygnaturze ¥, ktéra zawiera cho¢ jeden predykat
dwuargumentowy, to wkraczamy na teren Nierozstrzygalnego.

Nie istnieje efektywna (obliczalna) metoda ustalania, czy dowolna formuta
jezyka KRP o sygnaturze ¥, ktéra zawiera cho¢ jeden predykat
dwuargumentowy jest jego tautologia.

KRP jest nierozstrzygalny. ]
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WikizetEd el
Wtasnosci formalne relacji dwuargumentowych

Moéwimy, ze relacja R C U x U miedzy przedmiotami z uniwersum U jest: ]

zwrotna, gdy xRx dla wszystkich x € U
przeciwzwrotna, gdy xRx nie zachodzi dla zadnego x € U

symetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jesli xRy, to yRx

asymetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jesli xRy, to nie
zachodzi yRx

e przechodnia, gdy dla wszystkich x,y,z € U: jesli xRy oraz yRz, to
xRz

e serialna, gdy dla kazdego x € U istnieje y € U taki, ze: xRy.
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WikizetEd el
Wtasnosci formalne relacji dwuargumentowych: przyktady

Niech uniwersum stanowi zbiér wszystkich liczb naturalnych. Rozwazmy
relacje:

@ mniejszosci <

@ niewiekszosci <

o xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa wzglednie pierwsze

o relacje > wiekszosci.

Wtedy:

@ Relacja < jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia, serialna.
@ Relacja < jest: zwrotna, przechodnia, serialna.
@ Relacja R jest: zwrotna, symetryczna, serialna.

@ Relacja > jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia.

v
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Wtasnosci formalne relacji dwuargumentowych

Ustalenie, ze dana relacja ma (badz nie ma) pewne wtasnosci formalne
umozliwia przeprowadzanie wnioskowan na temat jej zachodzenia (badz
niezachodzenia) miedzy jakimi$ przedmiotami, gdy wiemy, ze zachodzi ona
miedzy pewnymi innymi przedmiotami.

Zestawy pewnych wiasnosci implikuja inne (np. kazda relacja przechodnia i
asymetryczna jest przeciwzwrotna).

Niektére wtasnosci wykluczaja sie nawzajem (np. nie ma relacji
jednoczesnie symetrycznych i asymetrycznych).

Zwr6¢ uwage, ze np. symetria i asymetria nie s3 wtasnosciami
dopetniajacymi sie: istnieja relacje, ktére nie sg ani symetryczne, ani
asymetryczne.

Podane wtasnosci byty jedynie przyktadowe. Istnieja relacje, ktére nie maja
zadnej z nich.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna Whasnosci relacji 6 / 46



WikizetEd el
Réwnowaznosci, podobienstwa, opozycje

Méwimy, ze relacja R C U x U miedzy przedmiotami z uniwersum U jest:
e relacja podobienstwa (tolerancji), gdy jest ona zwrotna i
symetryczna w U

e relacja réwnowaznosci, gdy jest ona zwrotna, symetryczna i
przechodnia w U

e relacja opozycji, gdy jest ona przeciwzwrotna i symetryczna w U.

@ Réwnowaznosci to relacje zachodzace miedzy przedmiotami
nieodréznialnymi (ze wzgledu na ustalony zestaw cech).

@ Podobienstwa to relacje zachodzace miedzy przedmiotami
posiadajacymi co najmniej jedna wspélng ceche (z ustalonego zestawu
cech).

@ Opozycje to relacje zachodzace miedzy przedmiotami réznigcymi sie
co najmniej jedna cecha (z ustalonego zestawu cech).
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Niech R bedzie réwnowaznoscig w zbiorze U. Klasa réwnowaznosci
(wzgledem relacji R) przedmiotu x € U nazywamy zbiér:

e = {y e U : xRy}

Rodzing U/R = {[x]g : x € U} nazywamy podziatem U wyznaczonym
przez R.

Podziatem uniwersum U nazywamy kazda rodzine niepustych, parami
roztacznych podzbioréw U, ktérej suma réwna jest U. Tak wiec, A jest
podziatem U, gdy:

e VAc A ACU

e VAe A A#1

e VABe A (A£#B—-ANB=0)

o JA=U.

v
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podziatami U a
relacjami réwnowaznosci okreslonymi na U:

o Jesli R jest relacja réwnowaznosci na U, to U/R jest podziatem U.

o Jesli A jest podziatem U, to réwnowaznoscia jest relacja R4 C U?
zdefiniowana dla dowolnych x, y € U warunkiem:
xRuy = dAe€e A x,y € A

Skrzyzowaniem podziatéw A oraz B zbioru U nazywamy rodzine:

AB={ANB : Ac AANB € B}.

Moéwimy, ze podziaty A oraz B sa niezalezne, gdy ) ¢ A ® B, czyli gdy
ich skrzyzowanie nie ma jako elementu zbioru pustego.

Operacje krzyzowania podziatéw mozna iterowa¢, otrzymujac w ten sposéb
klasyfikacje wielopoziomowe.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje
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W tej tabeli podane s3 trzy podziaty pewnych mokrych obiektéw. Jakie sa
relacje réwnowaznosci, ktére wyznaczaja te podziaty?
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Te trzy podziaty reprezentowa¢ mozna tez poprzez drzewo: )

mokre

stoi ptynie

/\/\

naturalne sztuczne naturalne sztuczne

duze mate duze mate duze mate duze mate
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

5 % |
w %] O

Przyktad podziatu (klasyfikacji) pewnego zbioru Stworzen. Czy widzisz,
jaka relacja réwnowaznosci odpowiada temu podziatowi?

v
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Uwaga. Zachecam do wykonania kilku ¢wiczen ze Zbioru zadan z
Jezykoznawstwa (Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1990;
jeden egzemplarz tej ksiazki dostepny byt w Bibliotece |IJ UAM). W
¢wiczeniach tych dokonuje sie m.in.: klasyfikacji oraz szeregowania danych
jezykowych. Stawia sie hipotezy na temat przektadu, wykorzystujac zasade,
iz regularnosciom w sposobach wyrazania znaczeh odpowiadaja relacje
semantyczne. Zob. np. zadania:

@ 140. Ttumaczenie z arabskiego. [Klasyfikowanie]
e 68. Ttumaczenie z sanskrytu. [Klasyfikowanie]

@ 139. Ttumaczenie z laponskiego. [Klasyfikowanie 4+ znajdowanie
podobienstw znaczeniowych]

@ 66. Ttumaczenie z azerbejdzanskiego. [Szeregowanie]

@ 91. Ttumaczenie z indonezyjskiego. [Znajdowanie izomorfizmul].
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Zaréwno podobienstwa, jak i opozycje mozna reprezentowac przez systemy
postaci (O, F, ¢), gdzie:

@ O jest zbiorem obiektéw;

@ F jest zbiorem cech;

e relacja ¢ C O x F zachodzi miedzy obiektem x € O a cechg f € F
gdy x ma ceche f.

Rodzine A niepustych podzbioréw U nazywamy pokryciem U, gdy jej
suma réwna jest U: (J A = U.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Szukaj podobienstw miedzy obiektami w kazdym z obu powyzszych
przypadkéw.
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WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

Przyktad przypisania obiektom cech.
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WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

To graf relacji podobienstwa wyznaczonej przez przypisanie obiektom cech
(z poprzedniego slajdu).
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Niech R bedzie relacja podobienstwa na U. Méwimy, ze: |

@ AC U jest R-preklasa, gdy Vx,y € A xRy.

@ A C U jest R-klasa, gdy A jest maksymalna (wzgledem inkluzji)
preklasa.

@ A C U jest zbiorem R-rozproszonym, gdy
Vx,y € A(x # y — —xRy).

@ A C U jest zbiorem R-pochtaniajacym, gdy Vx € U3y € A yRx.

@ Relacje R zdefiniowana warunkiem: xRty =Vz € U (xRz = yRz)
nazywamy relacja stowarzyszong z R. Jest ona réwnowaznoscia na
U. Jej klasy réwnowaznosci nazywamy R-jadrami.

@ Przechodnie domkniecie relacji podobienstwa R (czyli najmniejsza,

wzgledem inkluzji, relacje przechodnia zawierajaca R) oznaczamy
przez R'. To takze jest relacja réwnowaznosci.

v
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Niech U//R oznacza rodzine wszystkich R-klas. Rodzing klas U//R relacji
podobiefAstwa R na U nazywa sie czasami typologia obiektéw z U.

Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy pokryciami U a
relacjami podobienstwa okreslonymi na U:

@ Jesli R jest relacja podobienstwa na U, to U//R jest pokryciem U.

o Jesli A jest pokryciem U, to podobienstwem jest relacja R4 C U?
zdefiniowana dla dowolnych x, y € U warunkiem:
xRpy =3dAec Ax,y € A

Kazda minimalng (wzgledem inkluzji) rodzing B C U//R taka, ze dla
dowolnych x,y € U zachodzi xRy = JA € B x,y € A nazywamy R-baza.
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WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

X={a,b,¢}

#={{a, b}, {b,c}, {a.c}}
H, ={{a,b,c}}

Fig. 7.
x
B et The, IS
- X i I/f) W
\\ 2 \i ¥
¥ ]
. Fh A
X={x1, o, X} v N g
Y
#={{x1, 32,2}, {52, 3, %) S
{xa, x5, x6}} y
=t U {{x2, %0, 35} Y
Observe that (¥,1,) is the space NP
from 1.11. ol

Pokrycia a relacje podobienstwa. Znajdz baze.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Kilka faktéw o relacjach podobienstwa: J

o Dla kazdej relacji podobienstwa R istnieje R-baza.

@ Dla kazdej relacji podobieAstwa R: Rt C R C R™.

@ Zbiory, ktére sg jednoczesnie maksymalnymi zbiorami R-rozproszonymi
i minimalnymi zbiorami R-pochtaniajacymi sa najbardzie;
»ekonomicznymi opisami” relacji R.
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WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

Znajdz zbiory, ktére sa jednoczesnie minimalnymi zbiorami pochtaniajacymi
i maksymalnymi zbiorami rozproszonymi.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Whtasnosci formalne relacji opozycji bada sie podobnie, jak wtasnosci relacji
podobienstwa. Nie bedziemy sie tu nad tym rozwodzi¢. Wymienimy jedynie

kilka waznych rodzajéw relacji opozycji, spotykanych w badaniach jezykéw
etnicznych:

@ kontekstowe (np. oparte na dystrybycji);
@ parametryczne (np. bazujace na wymiarach semicznych);

@ opozycje typu nieporéwnywalnosci (np. hiponimiczne).
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Predykaty wieloargumentowe

Podobienstwa i opozycje

Wtasnosci relacji

O matematycznej teorii relacji podobienstwa oraz opozycji, a takze jej
zastosowaniach poczyta¢ mozesz np. w: )
Tolerance i
Spaces
with GPPOSITIONS
Applications
to Linguistics
)
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Jesli RC X x Y oraz S C Y x Z sa relacjami, to ztozeniem relacji R i S
jest relacja Ro S C X x Z zdefiniowana warunkiem: xR o Sz wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje y € Y taki, ze xRy oraz yS5z. Jesli R C X x X, to

R o R oznaczamy tez przez R?.

Jesli R C X x Y jest relacja, to przez konwers (relacje odwrotna) relacji
R rozumiemy relacje R~ zdefiniowana nastepujaco:
xR~y wtedy i tylko wtedy, gdy yRx.

Poniewaz relacje sa zbiorami, mozna na nich dokonywaé¢ wszystkich
operacji, ktérych dokonujemy na zbiorach: sumy, iloczynu, dopetnienia, itd.

v
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych: przyktady

Niech xRy zachodzi, gdy x jest ojcem y. Wtedy R o R jest relacja ,by¢
dziadkiem (po mieczu)”: xR o y wtedy i tylko wtedy, gdy x jest dziadkiem
(po mieczu) y.

Niech xRy zachodzi, gdy x jest bratem y, a xQy zachodzi, gdy x jest
ojcem y. Wtedy xR o Qy zachodzi, gdy x jest stryjem y.

Konwersem relacji mniejszosci < jest relacja wiekszosci >.
Konwersem relacji R zdefiniowanej przez warunek: xRy wtedy i tylko
wtedy, gdy x i y sa liczbami wzglednie pierwszymi, jest relacja R.

Dopetnieniem relacji < jest relacja > (ktéra jest tez suma relacji < i =).
lloczynem relacji < i > jest relacja =
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Oto niektére wihasnosci operacji na relacjach: )

o Operacja ztozenia relacji jest faczna, tj.:
Rio(Rz 0 R3) = (R1 0 R2) o Rs. Operacja ztozenia nie jest przemienna,
tj. nie dla wszystkich relacji Ry i R» zachodzi: Ry o Ry = Ry o Ry.

o (RH =R

e R l1=(-R)L

@ Jesli Ry C Ry,to RoRy C Ro Ry oraz Ry o R C R, o R dla dowolnych
relacji R, Ry i R».

o (RIUR) =R TUR!

o (RoS)1=S"1oR1
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Udowodnimy, dla przykfadu, ze: (Ro S)™! =S"1o R7L. J

Nastepujace warunki sa réwnowazne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz
dowolnych x i y:

x(RoS)™ty

y(Ro S)x

Jz (yRz A z5x)

Jz (z5x A yRz)

3z (xS71z A RS 1y)

x(S71o R71)y.

Otrzymujemy stad zatem: (Ro S)™1 =S~ 1o R7L
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Oto niektére zwigzki miedzy witasnosciami relacji a operacjami na nich: )

@ Relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R~1.

@ Relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R.

o Jesli relacje R i S s3 zwrotne, to relacja R o S tez jest zwrotna.

o Jesli relacje Ry i Ry s3 symetryczne, to symetryczne s3 tez relacje:
RIURy, RINRy, RiY, Rio R

@ Suma R; U R, réwnowaznosci Ry i R jest réwnowaznoscia wtedy i
tylko wtedy, gdy Ri UR> = Ry o R».

@ Ztozenie Ry o Ry réwnowaznosci Ry i Ry jest réwnowaznoscig wtedy i
tylko wtedy, gdy Ry o R = Ry o Ry.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Udowodnimy, dla przyktadu, ze: ztozenie Ry o R réwnowaznosci Ry i R
jest réwnowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy Ry o Ry = R o Ry.

Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o R, jest réwnowaznoscia, to
R]_OR2:R2OR]_.

Jesli Ry o R, jest réwnowaznoscia, to zachodza nastepujace réwnosci:

RioRy=(RioR) =Ry o R = RyoR;.
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Niech Ry o Ry = Ry o Ry. Pokazemy, ze Ry o R» jest réwnowaznoscia.
Po pierwsze, mamy:

(RioR) T =(RaoR) T=R1oR; 1 =RioRy,

tj. R1 o R, jest symetryczna.

Po drugie, mamy:

(R]_OR2)O(R]_OR2):R]_O(R2OR]_)OR2:R]_O(RloR2)OR2:
(RloRl)O(R20R2)g R10R2,

tj. Ry o R jest przechodnia.

Zwrotno$¢ Ry o Ry jest oczywista, poniewaz Ry oraz R, s3 zwrotne z
zatozenia.
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KRP z identycznoscia Predykat identycznosci

Relacja identycznosci

Identyczno$¢ jest relacja réwnowaznosci, czyli jest zwrotna, symetryczna
oraz przechodnia. Nadto, przedmioty identyczne s3 nieodréznialne, ani

przez zadng wtasno$¢, ani poprzez pozostawanie w zaleznosciach z innymi
przedmiotami.

Zauwazmy, ze bez relacji identycznosci praktycznie niewyobrazalne jest
uprawianie wiekszosci dyscyplin matematycznych — wspétczesne
rozumienie pojecia funkcji, jednego z najistotniejszych pojeé¢
matematycznych, wykorzystuje relacje identycznosci.
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Prahites s eans
Predykat identycznosci

Dla predykatu identycznosci tradycyjnie uzywanym symbolem jest = i
tradycja ta zostanie tu uszanowana. To, ze relacje identycznosci
oznaczamy tym samym symbolem, nie powinno prowadzi¢ do
nieporozumien — z kontekstu zawsze bedzie jasno wynikaé, czy odnosimy
sie do predykatu (jezyk), czy do relacji (odniesienie przedmiotowe jezyka,
interpretacje).

Tak wiec, identyczno$¢ terméw t; oraz tp zapisywaé bedziemy formuta:
t; = tp. Formute —t; = t, bedziemy (takze zgodnie z tradycja), zapisywac
tez czasem w postaci t; # to.
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KRP z identycznoscia Predykat identycznosci

Predykat identycznosci

O predykacie identycznosci zaktada sie nastepujace aksjomaty:
o (1) Vx (x =x)
o () Vx1..VxoVy1 .. Vyn (i =y1 Ao AXnp=yn) —
(F(x1y...yxn) = F(y1,---,¥n)))
e B)Vx1... VX Vy1..Vyn (i =y1 Aec. AXn=yn) —
('D(Xla e ,X,,) = Q(YL s a}/n)))'

dla wszystkich n-argumentowych symboli funkcyjnych F oraz wszystkich
predykatéw n-argumentowych P, Q, dla wszystkich n.

Zwrotnos¢ predykatu identycznosci wyraza warunek (1). Wtasnosci:
symetrycznosci oraz przechodniosci predykatu identycznosci, czyli:

o VxVy (x=y =y =x)
0 VXVyWz ((x=yAy=2z)—x=2)

sa konsekwencja powyzszych aksjomatéw.
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Fezbitcly
Antysymetria i spéjnos¢

Mowimy, ze relacja R C U x U jest: )

@ spgjna, gdy dla kazdego x € U istnieje y € U taki, ze x # y oraz:
xRy lub yRx

@ antysymetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jesli x # y, to xRy
lub yRx.

Przykfady. Relacja < jest spéjna oraz antysymetryczna w zbiorze
wszystkich liczb catkowitych. Relacja inkluzji w rodzinie podzbioréw
dowolnego zbioru jest w tej rodzinie antysymetryczna. Relacja R
zdefiniowana w zbiorze generatéw Wojska Polskiego warunkiem: xRy wtedy
i tylko wtedy, gdy x ma nie wiecej orderéw niz y nie jest w tym zbiorze
antysymetryczna, o ile istnieja rézni generatowie o tej samej liczbie orderéw.
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KRP z identycznoscia Przyktady

Kwantyfikatory numeryczne

Kwantyfikator egzystencjalny pozwala wyrazi¢ pojecie ,co najmniej jeden”.
Pojecia ,istnieje co najwyzej jeden”, ,istnieja dokfadnie dwa”, itp. wymagaja
w swoim sformutowaniu uzycia, oprécz kwantyfikatoréw, takze predykatu
identycznosci. Oto kilka takich kwantyfikatoréw numerycznych (P jest tu
dowolnym predykatem):

e dx P(x) (istnieje co najmniej jeden przedmiot o wtasnosci P)
e dx3dy ((P(x) A P(y)) A x # y) (istnieja co najmniej dwa przedmioty o
wtasnosci P)

o IxIyIz (P()AP()) AP N((x#y Ay # 2) Ax # 2))
(istnieja co najmniej trzy przedmioty o wtasnosci P)

Z powyzszego powinno by¢ jasne, jak zapisa¢ ,,istnieje co najmniej n
przedmiotéw o witasnosci P
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KRP z identycznoscia Przyktady

Kwantyfikatory numeryczne

Wyrazenie: ,Istnieje co najwyzej n przedmiotéw o wtasnosci P" jest
réownowazne wyrazeniu: ,Nieprawda, ze istnieje co najmniej n+ 1
przedmiotéw o wiasnosci P".

Wyrazenie: ,Istnieje doktadnie n przedmiotéw o wtasnosci P" jest
réwnowazne koniunkgcji wyrazen:

@ ,lIstnieje co najmniej n przedmiotéw o wtasnosci P

@ ,lstnieje co najwyzej n przedmiotéw o wiasnosci P".

Cwiczenie. Zapisz w jezyku KRP formute stwierdzajaca, ze istnieja
doktadnie trzy przedmioty posiadajace wtasnosé P.
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Fezbitcly
Porzadki

Uwaga. Poszczegélne podreczniki réznia sie terminologia dotyczaca relacji
porzadkujacych.

Méwimy, ze relacja R C U x U jest:

e preporzadkiem, gdy jest ona zwrotna i przechodnia w U

@ czesciowym porzadkiem, gdy jest ona zwrotna, przechodnia i
antysymetryczna w U

o liniowym porzadkiem, gdy jest ona sp6jnym czeSciowym porzadkiem
w U

@ ostrym czesciowym porzadkiem, gdy jest ona asymetryczna i
przechodnia w U

@ ostrym liniowym porzadkiem, gdy jest ona spéjnym ostrym
czesciowym porzadkiem w U.

v
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Fezbitcly
Porzadki

Przyktady. )

@ Inkluzja C jest porzadkiem czesciowym.

o Inkluzja whasciwa C jest ostrym porzadkiem czesciowym.

@ Relacja mniejszosci < jest ostrym porzadkiem liniowym.

o Relacja niewiekszosci < jest porzadkiem liniowym.

@ Relacja R okreslona (dla liczb naturalnych dodatnich) warunkiem: xRy

wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli bez reszty y jest porzadkiem
czedciowym.
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Fezbitcly
Porzadki

Niech R bedzie czesciowym porzadkiem na U. Element x € U nazywamy: ]

R-minimalnym, gdy Vy € U (yRx — x =)
R-maksymalnym, gdy Vy € U (xRy — x =)
R-najmniejszym, gdy Vy € U xRy

e 6 o6 o

R-najwiekszym, gdy Vy € U yRx.

Uwaga: element R-najmniejszy (resp. R-najwiekszy), o ile istnieje, jest tez
elementem R-minimalnym (resp. R-maksymalnym), lecz niekoniecznie na
odwrét.
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KRP z identycznoscia Przyktady

Porzadki

Rys. IV. 1. Uporzadkowanie symboli
heraldycznych

Znajdz elementy: minimalne, maksymalne oraz (jesli istnieja) najwiekszy
oraz najmniejszy.
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Fezbitcly
Porzadki

Gdy xRy oraz nie istnieje z € U taki, ze x # z, y # z, xRz i zRy, to
moéwimy, ze x jest bezposrednim R-poprzednikiem y (a y
bezposrednim R-nastepnikiem x).

Méwimy, ze liniowy porzadek R jest:
o dyskretny, gdy kazdy element U ma bezposredni R-poprzednik oraz
R-nastepnik.
e gesty, gdy Ix,y € U (xRy) AVx,y € U (xRy — 3z € U (x #
zNz#y AxRz A zRy)).

Uwaga. Zaden porzadek (na zbiorze niepustym) nie moze by¢ jednoczesnie
dyskretny i gesty, ale sa porzadki, ktére nie sg ani dyskretne, ani geste.
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Fezbitcly
Porzadki

Przyktady. )

@ Zbiér wszystkich liczb catkowitych (i kazdy jego podzbiér) jest
uporzadkowany w sposéb dyskretny przez relacje mniejszosci <.

@ Zbiér wszystkich liczb wymiernych jest przez relacje mniejszosci <
uporzadkowany w sposéb gesty.

@ Zbior wszystkich liczb rzeczywistych takze jest uporzadkowany w
sposob gesty przez relacje mniejszosci <. Ale liczb rzeczywistych jest
istotnie wiecej niz liczb wymiernych. Relacja mniejszosci porzadkuje
wszystkie liczby rzeczywiste w tzw. sposéb ciagty.
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Fezbitcly
Porzadki

Liniowy porzadek R nazywamy dobrym porzadkiem na U, jesli kazdy
niepusty podzbiér U ma element R-najmniejszy.

@ Zbiér wszystkich liczb naturalnych jest uporzadkowany liniowo przez
relacje <. Relacja ta jest na tym zbiorze takze dobrym porzadkiem.
@ Zbior wszystkich liczb catkowitych jest liniowo uporzadkowany przez

relacje <. Uporzadkowanie to nie jest dobrym porzadkiem na tym
zbiorze.

Uwaga. Termin dobry nie ma tu charakteru ocennego.
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Fezbitcly
Porzadki

Niech R bedzie czgsciowym porzadkiem zbioru U i niech A C U. Méwimy,
ze element v € U jest:

e kresem dolnym zbioru A, gdy uRx dla wszystkich x € A

e kresem gérnym zbioru A, gdy xRu dla wszystkich x € A

e najwiekszym kresem dolnym zbioru A, gdy u jest R-najwiekszym z
kreséw dolnych zbioru A

@ najmniejszym kresem goérnym zbioru A, gdy u jest R-najmniejszym
z kreséw gornych zbioru A.
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Fezbitcly
Porzadki

Przykfady. )

@ lloczyn AN B jest najwiekszym kresem dolnym zbioru {A, B} w
rodzinie wszystkich podzbioréw ustalonego zbioru U uporzadkowanej
czesciowo przez relacje inkluzji.

@ Suma AU B jest najmniejszym kresem gérnym zbioru {A, B} w
rodzinie wszystkich podzbioréw ustalonego zbioru U uporzadkowane;j
czesciowo przez relacje inkluzji.

@ Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, ze
x? < 2. Wtedy liczba rzeczywista v/2 jest najmniejszym kresem
gérnym zbioru A.

@ Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, ze
x? > 2. Wtedy liczba rzeczywista /2 jest najwiekszym kresem dolnym
zbioru A.
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