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Na dzie« dobry

Ko«cz¡ si¦ trudy naszej
Przygody Edukacyjnej.
Bogatsze, mam nadziej¦,
o okruszki wiedzy,
opuszczaj¡ Panie tereny
naukoznawstwa innym
Tajemniczym Tunelem:
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Wprowadzenie Plan na dzi±

Granice poznania

Jakie s¡ granice poznania naukowego?

Czy o granicach tych mo»emy mówi¢ w sposób naukowy, czy te»
musimy przej±¢ na teren meta�zyki? Innymi sªowy, czy pytanie o
poznanie granic poznania nale»y do nauki?

Jakiego rodzaju s¡ to granice? Czy okre±lone s¡ przez nasze
mo»liwo±ci technologiczne, czy te» przez jakie± inne czynniki,
subiektywnej lub obiektywnej natury?

Jak granice poznania naukowego maj¡ si¦ do granic poznania
pozanaukowego? Czy granice poznania naukowego to»same s¡ z
granicami poznania racjonalnego?
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Wprowadzenie Plan na dzi±

Plan na dzi±

Plan na dzi±:

Wizyta w Hotelu Hilberta � numeryczna charakterystyka
niesko«czono±ci

Fraktale � niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Rodzaje NIEMO�LIWO�CI (w poznaniu naukowym)

Granice poznawalno±ci w (±cisªych) naukach empirycznych

Przykªad ogranicze« w naukach spoªecznych: Twierdzenie Arrowa

Tajemnice lingwistyki

Co metamatematyka mówi o granicach poznania w matematyce?

Nauka a pseudonauka oraz paranauka

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 6 stycznia 2007 4 / 103



Wprowadzenie Plan na dzi±
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Wprowadzenie Ciekawostki bibliogra�czne

Jako ciekawostk¦ zechc¡ Panie obejrze¢ tªumaczenie trzech prac Henri
Poincaré'go:

Nauka i Hypoteza (1908) przekªad M.H. Horwitza, pod reakcy¡ L.
Silbersteina;

Warto±¢ Nauki (1908) przekªad Ludwika Silbersteina;

Nauka i Metoda (1912); przekªad M.H. Horwitza,

(nakªad Jakóba Mortkowicza; Warszawa, G. Centnerszwer i Ska; Lwów:
Ksi¦garnia H. Altenberga). Warto poczyta¢, co Poincaré sto lat temu pisaª
o przyszªo±ci nauki.

Polecam równie» przekªad znakomitej ksi¡»ki popularnonaukowej:
John D. Barrow Kres mo»liwo±ci? Granice poznania i poznanie granic.
Prószy«ski i S-ka, Warszawa [bez daty wydania; oryginaª: Impossibility.
The Limits of Science and the Science of Limits. Oxford University Press z
1998 roku]. Korzystamy z tej ksi¡»ki w niniejszej prezentacji.
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Wprowadzenie Ciekawostki bibliogra�czne

I jeszcze dwie pozycje, tym razem sprzed póª wieku. Pozwol¦ sobie doda¢,
»e po lekturze drugiej z nich pisz¡cy te sªowa próbowaª sposobem
domowym otrzyma¢ (w poªowie lat sze±¢dziesi¡tych ubiegªego stulecia)
ci¦»k¡ wod¦, niezb¦dn¡ do produkcji bomby wodorowej. Dzi± mo»e nale»y
podkre±li¢, »e motywacj¡ tych (nieudanych) prób nie byªa dziaªalno±¢
terrorystyczna, lecz (normalna u dziecka) ciekawo±¢ poznawcza.

Wszech±wiat, »ycie, czªowiek. Ksi¡»ka i Wiedza, Warszawa 1955.

Gªadkow, K. Energia atomu. Wiedza Powszechna, Warszawa 1961.

W niniejszej prezentacji wykorzystujemy (dla urozmaicenia: nale»y si¦ Wam
co± estetycznego na koniec) obrazki fraktali, losowo wybrane z wielu
kolekcji dost¦pnych w Internecie.
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Wprowadzenie Ciekawostki bibliogra�czne
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Niektóre intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

Do mówienia o granicach
(oraz ich przekraczaniu)
potrzebna nam b¦dzie
re�eksja nad poj¦ciem
niesko«czono±ci
(potencjalnej i
aktualnej). Na pocz¡tek,
odwiedzimy Hotel
Hilberta, co± w rodzaju
matematycznej Wie»y
Babel (jednak udanej).
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Niektóre intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

Hotel Hilberta ma niesko«czon¡ liczb¦ pokoi:

1 2 3 4 5 . . .

Jest jasne, »e nawet gdy wszystkie pokoje s¡ zaj¦te, to mo»na umie±ci¢ w
nim nowego go±cia, w dowolnym pokoju o numerze n: wystarczy, aby ka»dy
z go±ci zamieszkuj¡cych pokoje o numerach n, n + 1, n + 2, . . . przemie±ciª
si¦ do pokoju o numerze o jeden wi¦kszym od numeru swojego
dotychczasowego pokoju. Wtedy pokój o numerze n staje si¦ wolny.

Jest te» jasne, »e nawet gdy wszystkie pokoje s¡ zaj¦te, to mo»na umie±ci¢
w nim dowoln¡ sko«czon¡ liczb¦ nowych go±ci. Pytanie do Pa«: w jaki
sposób?
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Niektóre intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

Pytanie (tylko troch¦) trudniejsze: czy w zapeªnionym ju» Hotelu Hilberta
pomie±ci¢ mo»na niesko«czon¡ (przeliczaln¡, tj. równoliczn¡ ze zbiorem
wszystkich liczb naturalnych; lub, co na jedno wychodzi, równoliczn¡ ze
zbiorem wszystkich pokoi w Hotelu Hilberta) liczb¦ nowych go±ci?

Oczywi±cie, TAK. Mo»na np. umie±ci¢ wszystkich dotychczasowych go±ci w
pokojach o numerach nieparzystych, a go±ci nowych w pokojach o
numerach parzystych.
Kolejne (znów, odrobin¦ trudniejsze) pytanie: czy w zapeªnionym ju»
Hotelu Hilberta mo»na pomie±ci¢ dodatkowo przeliczaln¡ liczb¦
przeliczalnych zbiorów nowych go±ci?

I w tym przypadku odpowied¹ brzmi: TAK. Widzicie, jak to zrobi¢?
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Niektóre intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

Czy»by wi¦c w zapeªnionym ju» Hotelu Hilberta mo»na pomie±ci¢
dodatkowo DOWOLN� liczb¦ nowych go±ci?
Odpowied¹ brzmi: NIE. Mo»na pokaza¢ (przy u»yciu metody
przek¡tniowej), »e zbiór R WSZYSTKICH przeliczalnych ci¡gów (kolejek)
nowych go±ci nie zmie±ci si¦ w Hotelu Hilberta. Argument jest prosty. Po
pierwsze, jest jasne, »e mo»emy uto»samia¢ ka»dy element zbioru R z
jakim± ci¡giem liczb naturalnych (dodatnich). Wyliczmy wszystkie
elementy zbioru R, w dowolnej kolejno±ci:

A1 = 〈 a11, a12, a13, . . . 〉
A2 = 〈 a21, a22, a23, . . . 〉
A3 = 〈 a31, a32, a33, . . . 〉
...
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Niektóre intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

Rozwa»my teraz ci¡g
A = 〈 a11, a22, a33, . . . 〉
i zbudujmy ci¡g
Aδ = 〈 aδ

11, a
δ
22, a

δ
33, . . . 〉

wedle reguªy:

je±li ann = 8, to aδ
nn

= 7

je±li ann 6= 8, to aδ
nn

= 8.

Wtedy ci¡g Aδ jest ró»ny od ka»dego ci¡gu An (dla wszystkich n), a wi¦c
nie mógª wyst¡pi¢ na li±cie (rzekomo) wszystkich elementów R.

Liczba elementów zbioru R jest oczywi±cie niesko«czona. Jest ona jednak
(w intuicyjnym sensie) �wi¦ksza� od liczby pokoi Hotelu Hilberta.
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Niektóre intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

Nie mo»emy tu opowiedzie¢ o arytmetyce liczb b¦d¡cych liczno±ciami
(mocami) zbiorów niesko«czonych � zob. dowolny porz¡dny podr¦cznik
teorii mnogo±ci. Powiedzmy tylko, »e skala kolejnych niesko«czono±ci jest
pozasko«czona (nie daje si¦ przedstawi¢ jako równoliczna z jak¡kolwiek
liczb¡ niesko«czon¡).

Hotel Hilberta jest metafor¡ niesko«czono±ci potencjalnej: wyobra»amy
sobie sytuacj¦, gdy po ka»dym kroku mo»emy wykona¢ nast¦pny, bez
ograniczenia (nie ma znaku stop w Hotelu Hilberta).
Gdy bierzemy pod uwag¦ Hotel Hilberta jako caªo±¢, to zaczynamy
operowa¢ niesko«czono±ci¡ aktualn¡. Mamy wtedy mo»liwo±¢
(gwarantowan¡ stosownymi aksjomatami teorii mnogo±ci) tworzenia coraz
to nowych niesko«czono±ci.
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Niektóre intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna De�nicje niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

Dotychczas posªugiwali±my si¦ poj¦ciem niesko«czono±ci w sposób
intuicyjny. Czy mo»na poda¢ precyzyjn¡, numeryczn¡ (i nie odwoªuj¡c¡ si¦
np. do czasu i przestrzeni) de�nicj¦ tego poj¦cia? Dla tych z Pa«, które nie
mog¡ pozby¢ si¦ ciekawo±ci, podaj¦ kilka propozycji.

De�nicja Fregego. Zbiór jest sko«czony, gdy ma n elementów, dla
pewnej liczby naturalnej n. W przeciwnym przypadku jest niesko«czony.

De�nicja Dedekinda. Zbiór jest niesko«czony, gdy jest równoliczny z
jakim± swoim podzbiorem wªa±ciwym. W przeciwnym przypadku jest
sko«czony.

De�nicja Tarskiego. Zbiór jest sko«czony, gdy ka»dy ⊆-ªa«cuch w
rodzinie jego podzbiorów ma kres górny. W przeciwnym przypadku jest
niesko«czony.
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna De�nicje niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

De�nicja von Neumanna. Dla dowolnego zbioru X , niech
X ∗ = X ∪ {X}. Iteracje operacji ∗ okre±lamy indukcyjnie:

X 0 = X

X 1 = X ∗

X n+1 = (X n)∗.

Zbiór jest sko«czony, gdy jest równoliczny z ∅n, dla pewnego n, gdzie ∅ jest
zbiorem pustym. W przeciwnym przypadku, jest niesko«czony.
Uwaga. W de�nicji von Neumanna tylko z pozoru odwoªujemy si¦ do liczb
naturalnych: w poprawnej, nieuproszczonej wersji (której nie b¦dziemy tu
podawa¢) de�nicja ta u»ywa tylko poj¦¢ teoriomnogo±ciowych; liczby
naturalne zostaj¡ wtedy zde�niowane (na gruncie teorii mnogo±ci).
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna De�nicje niesko«czono±ci

Hotel Hilberta

De�nicja Zermela. Niech Xζ = {X}, dla dowolnego X . Iteracje operacji ζ

okre±lamy analogicznie, jak dla ∗:

X0 = X

X1 = Xζ

Xn+1 = (Xn)ζ .

Zbiór jest sko«czony, gdy jest równoliczny z ∅n, dla pewnego n; w
przeciwnym przypadku jest niesko«czony.

Uwaga. Równie» w tej de�nicji odwoªanie si¦ do liczb naturalnych jest
jedynie pozorne. W nieuproszczonej, poprawnej wersji de�nicji Zermela
odwoªujemy si¦ do kumulatywnej hierarchii zbiorów, której okre±lenie
wymaga stosowania indukcji pozasko«czonej.
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Opuszczamy Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Ju» starczy, prawda?

To, co najwa»niejsze: mamy precyzyjne de�nicje niesko«czono±ci, nie
odwoªuj¡ce si¦ ani do czasu, ani do przestrzeni. De�nicji tych mo»emy
u»ywa¢, okre±laj¡c � znane Paniom ze szkoªy � poj¦cie granicy.

I jeszcze uwaga dotycz¡ca Hotelu Hilberta. Poniewa» mamy niesko«czon¡
liczb¦ go±ci, wi¦c dochody wªa±ciciela s¡ niesko«czone. S¡ te» jednak
pewne utrudnienia. Np.: jakiej dªugo±ci powinien by¢ w¡»
przeciwpo»arowy? Ile pªaci¢ pokojówce, która ma posprz¡ta¢ wszystkie
pokoje?
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Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Opuszczamy Hotel Hilberta

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 6 stycznia 2007 20 / 103



Niesko«czono±¢ potencjalna i aktualna Opuszczamy Hotel Hilberta
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale

Fraktale to obiekty, które maj¡ cech¦ samopodobie«stwa oraz uªamkowy
wymiar Hausdor�a-Besicovitcha. Pierwsz¡ wªasno±¢ do±¢ ªatwo obja±ni¢ na
przykªadach, o drug¡ niech si¦ Panie nie martwi¡.
Obiekty fraktalne dostarczaj¡ przykªadów niesko«czonej zªo»ono±ci
strukturalnej. Im dokªadniej przygl¡damy si¦ takim obiektom, tym wi¦cej
odnajdujemy szczegóªów i na »adnym etapie nie widzimy wszystkich tych
szczegóªów. Nadto, na ka»dym z tych etapów napotykamy pewien staªy
wzorzec, przynale»ny wyj±ciowej caªo±ci.
Fraktale znane s¡ od do±¢ dawna: np. krzywa Peana (wypeªniaj¡ca
kwadrat), dywan Sierpi«skiego, zbiór Cantora. Od kilkudziesi¦ciu lat
matematyka fraktali znajduje wiele zastosowa« w przyrodoznawstwie.
Nadto, gdy rozejrzysz si¦ dokªadnie dookoªa, to oka»e si¦, i» prawie
wszystko jest fraktalem (gdy odpowiednio spojrze¢). Ale nie bój si¦, ja
czuwam i nie dam Ci zrobi¢ krzywdy.
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale

Cech¦
samopodobie«stwa,
de�niuj¡c¡ fraktale,
ªatwo zaobserwowa¢ w
procesie konstruowania
obiektu fraktalnego.
Spójrzmy, jak powstaje
pªatek ±niegu Kocha:
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale: trójk¡t Sierpi«skiego
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale: zbiór Cantora
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale: krzywa Peana
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale: krzywa Hilberta
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna

Fraktale

To, co najwa»niejsze do zapami¦tania o fraktalach (na potrzeby tego
kursu):

s¡ to obiekty, które powstaj¡ jako elementy graniczne pewnych
iterowanych operacji;

lokalna struktura fraktala jest (na ka»dym poziomie)
odzwierciedleniem jego struktury globalnej;

fraktale s¡ obiektami o niesko«czonej zªo»ono±ci (czasem mówi si¦:
subtelno±ci) strukturalnej.

Uwaga. Mówimy o powstawaniu lub konstrukcji fraktali jako obiektów
matematycznych. Nie oznacza to oczywi±cie, »e Natura stosuje takie same
(jak my) metody konstrukcji.
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Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Co to znaczy, »e co± jest niemo»liwe w poznaniu naukowym? Mówi¡c nieco
ogólniej, z jakimi rodzajami niemo»liwo±ci mamy do czynienia w nauce?

Ograniczenia w poznaniu naukowym mog¡ mie¢ charakter m.in.:

ontyczny (nie mamy dost¦pu do pewnych zjawisk);

epistemiczny (wiadomo, »e pewne ustalenia nie s¡ wykonalne);

technologiczny (nie mamy ±rodków technicznych, aby przeprowadzi¢
badania);

ekonomiczny (nie mamy pieni¦dzy na badania);

±wiatopogl¡dowy (np.: uznawane warto±ci determinuj¡ obraz ±wiata).
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Pami¦taj¡ Panie (ze szkoªy) o sªynnych nierozwi¡zywalnych (ustalonymi
±rodkami) staro»ytnych problemach geometrycznych:

trysekcji k¡ta;

kwadratury koªa;

podwojenia (obj¦to±ci) sze±cianu.

Nie s¡ to ani przykªady antynomii, ani paradoksów. Maj¡ za to zwi¡zek z
wykraczaniem poza granice ówcze±nie znanego ±wiata liczb (wymiernych).
Mo»e warto doda¢, »e takie problemy nie byªy jedynie czcz¡ rozrywk¡
�lozofów � np. trzeci z wy»ej wymienionych pojawiª si¦ w zwi¡zku z tzw.
zapotrzebowaniem spoªecznym (budowy oªtarza).
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Problemy du Bois Reymonda:

Powstanie »ycia.

Powstanie j¦zyków.

Powstanie ludzkiego rozumu.

Ewolucyjna adaptacyjno±¢ organizmów.

Powstanie siª natury i natura materii.

Powstanie i natura ±wiadomo±ci oraz postrzegania zmysªowego.

Problem wolnej woli.

Problemy te sformuªowano w wieku XIX. Do dzisiaj nie posiadaj¡ one
zadowalaj¡cych rozwi¡za«.
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Skomplikowanie zjawisk a pewno±¢ ich opisu
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Gromadzenie i przetwarzanie informacji
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Typologia relacji epistemicznych Natura � czªowiek

Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Cztery typy epistemiczno-ontyczne w relacji Czªowiek-Natura:

Natura nieograniczona i mo»liwo±ci czªowieka nieograniczone.

Natura nieograniczona i mo»liwo±ci czªowieka ograniczone.

Natura ograniczona i mo»liwo±ci czªowieka nieograniczone.

Natura ograniczona i mo»liwo±ci czªowieka ograniczone.

Uwaga 1. Ka»dy z tych typów obrazowa¢ mo»na na diagramie, w którym
osi¡ odci¦tych jest czas, a osi¡ rz¦dnych wiedza (zob. cytowana ksi¡»ka
J.D. Barrowa, strony 91�103).
Uwaga 2. Przez ograniczono±¢ Natury rozumiemy tu to, i» zªo»ono±¢
strukturalna Wszech±wiata jest sko«czona, »e daje on si¦ caªkowicie opisa¢
za pomoc¡ rekurencyjnego (obliczalnego) zbioru praw; sam Wszech±wiat
mo»e by¢ przy tym niesko«czony.
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Typologia relacji epistemicznych Natura � czªowiek

Typ pierwszy: Natura i czªowiek nieograniczone.

Rozwój wiedzy w
przypadku, gdy zarówno
Natura jest
nieograniczona, jak i
mo»liwo±ci (poznawcze)
czªowieka s¡
nieograniczone (ciemny
obszar nad krzyw¡ ma
odpowiada¢
Nieznanemu):
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Typologia relacji epistemicznych Natura � czªowiek

Typ drugi: Natura nieograniczona, mo»liwo±ci czªowieka
ograniczone.
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Typologia relacji epistemicznych Natura � czªowiek

Typ trzeci: Natura ograniczona, mo»liwo±ci czªowieka
nieograniczone. Hm. Nie ma tu sprzeczno±ci?
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Typologia relacji epistemicznych Natura � czªowiek

Typ czwarty: Natura i czªowiek ograniczone.
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Typy cywilizacji

Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Ograniczenia technologiczne. Typy cywilizacji; skala makroskopowa.
Propozycja N. Kardeszewa podziaªu zaawansowanych ETI:

Typ I. Jest zdolny do restrukturyzowania planety; potra�
wykorzystywa¢ energi¦ do komunikowania si¦.

Typ II. Jest zdolny do restrukturyzowania ukªadów sªonecznych oraz
komunikacji mi¦dzygwiezdnej.

Typ III. Jest zdolny do restrukturyzowania galaktyk; potra� wysyªa¢
sygnaªy przez caªy obserwowalny Wszech±wiat.

Typ Ω. Potra� manipulowa¢ caªym Wszech±wiatem.
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Typy cywilizacji

Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Ograniczenia technologiczne. Typy cywilizacji; skala mikroskopowa.

Typ 1. Potra� manipulowa¢ obiektami o rozmiarach porównywalnych z
rozmiarami poszczególnych osobników.

Typ 2. Potra� manipulowa¢ genami i ±rodowiskiem organizmów
»ywych.

Typ 3. Potra� manipulowa¢ cz¡steczkami i wi¡zaniami
cz¡steczkowymi (a wi¦c i tworzy¢ nowe substancje).

Typ 4. Potra� manipulowa¢ atomami, tworzy¢ nanotechnologie oraz
sztuczne »ycie.

Typ 5. Potra� manipulowa¢ j¡drami atomów i nukleonami.

Typ 6. Potra� manipulowa¢ elementarnymi cz¡stkami materii.

Typ Ω−1. Potra� manipulowa¢ struktur¡ czasu i przestrzeni.
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Ograniczenia technologiczne i ±wiatopogl¡dowe

Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych

Ograniczenia technologiczne.
Powinno by¢ jasne, »e te ograniczenia nie s¡ wynikiem jedynie (banalnych)
ogranicze« ekonomicznych. Przeprowadzenie pewnego typu eksperymentów
mo»e by¢ niewykonalne (w skali UAM, Rzeczpospolitej Polskiej, Unii
Europejskiej, planety Ziemia, Ukªadu Sªonecznego, naszej Galaktyki, Grupy
Lokalnej, . . .).

Ograniczenia ±wiatopogl¡dowe.
Ka»da, bez wyj¡tku, dziaªalno±¢ naukowa odbywa si¦ na tle jakiego±
±wiatopogl¡du (z pewnymi aprobowanymi warto±ciami). Jednak w pewnych
przypadkach mo»emy stwierdzi¢, i» owo tªo ±wiatopogl¡dowe znieksztaªca
procesy poznawcze. Nie trzeba daleko szuka¢: ju» w UAM znale¹¢ mo»na
propozycje prób podporz¡dkowania bada« kosmologicznych przesªaniu
wywiedzionemu z Nowego Testamentu.
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Rodzaje niemo»liwo±ci poznawczych Ograniczenia technologiczne i ±wiatopogl¡dowe
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Granice poznania w naukach ±cisªych

Granice poznania w naukach ±cisªych

Wyliczymy niektóre przykªady ogranicze« w naukach ±cisªych. O
ograniczeniach w innych naukach nieco trudniej mówi¢. Pami¦tajmy o
dictum: w ka»dej wiedzy tyle jest nauki, ile jest w niej matematyki.

Systemy wiedzy, które nie s¡ formuªowane w j¦zyku matematyki nie maj¡,
mówi¡c metaforycznie, ustalonych granic. Dlatego nieªatwo te»
zdecydowa¢, z jakimi ograniczeniami mamy w takich przypadkach.
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Granice poznania w naukach ±cisªych

Skale wielko±ci �zycznych
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Granice poznania w naukach ±cisªych Mikroskala

Gdy spojrzysz uwa»niej � piana
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Granice poznania w naukach ±cisªych Mikroskala

Granice poznania w naukach ±cisªych

Dobrze znane ograniczenia:

Demon Maxwella. Nie istnieje. Nie mo»na zbudowa¢ perpetuum
mobile.

Zasada nieoznaczono±ci Heisenberga. Nie mo»na jednocze±nie
precyzyjnie okre±li¢ poªo»enia i p¦du cz¡stki.

Niektóre Wielkie Pytania:

Znalezienie bozonu Higgsa. Pilnie poszukiwany � �odpowiedzialny�
za posiadanie masy.

Eksperymentalne potwierdzenie teorii strun. Fizycy maj¡ nadziej¦ na
znalezienie Teorii Podstawowej; teoria strun jest kandydatk¡. To
kolejny przypadek, gdy rozwa»ania matematyczne wyprzedzaj¡
przyrodoznawstwo.
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Granice poznania w naukach ±cisªych Mikroskala

Kot Schrödingera � czy mamy �intuicje� dot. teorii
kwantów?
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Granice poznania w naukach ±cisªych Mikroskala

Kot Schrödingera; mechanika kwantowa a teorie percepcji
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Granice poznania w naukach ±cisªych Mikroskala
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Granice poznania w naukach ±cisªych Makroskala

Spójrzmy na
Wszech±wiat z zewn¡trz:

O, przepraszam. Jeszcze
raz:
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Granice poznania w naukach ±cisªych Makroskala

Dzieci«stwo Wszech±wiata: In�acja
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Granice poznania w naukach ±cisªych Makroskala

Dorosªo±¢ i Staro±¢ Wszech±wiata: ?
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Granice poznania w naukach ±cisªych Makroskala

Dorosªo±¢ i Staro±¢ Wszech±wiata: ?
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Granice poznania w naukach ±cisªych Makroskala

Granice poznania w naukach ±cisªych

Niektóre wielkie pytania dot. makroskali:

Pytanie o pocz¡tek Wszech±wiata. Czy mo»na sensownie pyta¢, co
byªo, zanim niczego nie byªo?

Pytanie o to, jaka jest ta cz¦±¢ Wszech±wiata, która znajduje si¦ poza
obserwowalnym Wszech±wiatem.

Scenariusze historii Wszech±wiata. Czy warto si¦ trudzi¢, skoro i tak
nast¡pi Wielki Krach?

Wymiar Wszech±wiata. Czy »yjemy w przestrzeni
jedenastowymiarowej?
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Granice poznania w naukach ±cisªych Makroskala

Poszukiwanie uni�kacji opisu
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Granice poznania w naukach ±cisªych Makroskala

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 6 stycznia 2007 58 / 103



Granice poznania w naukach ±cisªych Zªo»ono±¢

Zªo»one struktury: moce obliczeniowe
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Granice poznania w naukach ±cisªych Zªo»ono±¢

Zªo»one struktury: ªa«cuch biaªkowy

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 6 stycznia 2007 60 / 103



Granice poznania w naukach ±cisªych Zªo»ono±¢

Granice poznania w naukach ±cisªych

Problemy klasy NP (non-deterministic polynomial). To problemy,
których rozwi¡zania nie mo»na zwery�kowa¢ w czasie wielomianowym.
W przypadku problemów o du»ej zªo»ono±ci wa»na jest obj¦to±¢
pami¦ci potrzebnej w obliczeniach.

Biochemia molekularna. Np. sformuªowanie problemu zwijania
ªa«cuchów biaªkowych jest typu NP.

Problemy Syntetycznej Teorii Ewolucji.

Matematyczne modele w: socjologii, ekonomii, psychologii,
neuro�zjologii, oraz w innych naukach zajmuj¡cych si¦ ukªadami o
wielkiej zªo»ono±ci.
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Granice poznania w naukach ±cisªych Przykªad: szybko rosn¡ce funkcje

Przykªad: wzrost warto±ci funkcji
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Granice poznania w naukach ±cisªych Przykªad: szybko rosn¡ce funkcje

Przykªad: wzrost warto±ci funkcji

Notacja Mosera-Steinhausa u»ywana jest do zapisu pewnych wielkich liczb:

n w trójk¡cie oznacza nn;

n w kwadracie oznacza n w n trójk¡tach;

n w pi¦ciok¡cie foremnym oznacza n w n kwadratach;

n w k-k¡cie foremnym oznacza n w n (k − 1)-k¡tach foremnych.

Np. 2 w kwadracie to 2 w dwóch trójk¡tach, czyli 44 = 256. Do cz¦sto
wymienianych liczb zapisywanych w tej notacji nale»¡: mega, czyli 2 w
pi¦ciok¡cie oraz moser, czyli 2 w mega-k¡cie.
Inne, cz¦sto wymieniane (dla oszoªomienia publiczno±ci) wielkie liczby to
m.in. liczba Grahama oraz liczba Skewesa.
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Granice poznania w naukach ±cisªych Przykªad: szybko rosn¡ce funkcje

Przykªad: wzrost warto±ci funkcji

Funkcja Ackermanna:

A(m, n) =


n + 1 gdy m = 0

A(m − 1, 1) gdy n = 0

A(m − 1,A(m, n − 1)) w innych przypadkach
Jest to funkcja rekurencyjna (ale nie jest pierwotnie rekurencyjna!). Jej
warto±ci rosn¡ do±¢ szybko, np. A(4, 2) = 265536 − 3.

Innego interesuj¡cego przykªadu (pocz¡tkowo!) bardzo szybko rosn¡cej
zale»no±ci funkcyjnej dostarczaj¡ ci¡gi Goodsteina, których warto±ci jednak
dla odpowiednio du»ego argumentu staj¡ si¦ równe zeru. Ci¡gi te byªy
wykorzystane w podaniu przykªadu zdania nierozstrzygalnego w arytmetyce
Peana, posiadaj¡cego konkretn¡ tre±¢ matematyczn¡.
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Granice poznania w naukach ±cisªych Przykªad: szybko rosn¡ce funkcje
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Granice poznania w naukach ±cisªych Filmy

Granice poznania w naukach ±cisªych

Tu, je±li starczy czasu, ogl¡damy krótkie �lmy popularnonaukowe
przygotowane przez PWN (i zakupione przez pisz¡cego te sªowa, bez
jakiejkolwiek ingerencji �nansowej ze strony Instytutu J¦zykoznawstwa
UAM).
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Granice poznania w naukach ±cisªych Filmy
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ decyzji grupowych

Twierdzenie Arrowa

Twierdzenie Arrowa.
Jest to twierdzenie o niemo»no±ci ustalenia globalnej preferencji grupowej,
przy naturalnych (!) zaªo»eniach dotycz¡cych preferencji indywidualnych.
Pokazuje wi¦c ono, »e w pewnych warunkach podj¦cie racjonalnej decyzji
grupowej (a wi¦c podj¦tej np. na drodze demokratycznego gªosowania) nie
jest wykonalne.

Mo»na poszukiwa¢ interpretacji Twierdzenia Arrowa odnosz¡cych si¦ do
systemów wiedzy (zespoªów przekona«).
Sformuªujemy Twierdzenie Arrowa w wersji popularnej, bez odwoªywania
si¦ do formalizmu matematycznego. Najpierw zaªo»enia (o preferencjach
[wyborach, gªosowaniach] indywidualnych i grupowych):
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ decyzji grupowych

Twierdzenie Arrowa

Uniwersalno±¢. Procedura gªosowania musi na podstawie rankingu
preferencji ka»dego z gªosuj¡cych wybra¢ w sposób deterministyczny
(bez udziaªu elementu losowego) ranking preferencji grupy.

Suwerenno±¢. Ka»dy wynik powinien by¢ mo»liwy do osi¡gni¦cia
przez pewn¡ kombinacj¦ gªosów. Wykluczamy wi¦c procedury, w
których rozstrzygni¦cia s¡ narzucone.

Brak dyktatury. Wynik gªosowania zale»y od gªosów wi¦cej ni»
jednego uczestnika.
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ decyzji grupowych

Twierdzenie Arrowa

Monotoniczno±¢. Je±li wyborca zmieni preferencje podnosz¡c
ranking jednej z opcji, wynik musi albo zwi¦kszy¢ ranking tej opcji,
albo pozostawi¢ go na tym samym miejscu, nie mo»e go za± obni»y¢.

Niezale»no±¢ nieistotnych alternatyw. Je±li ograniczymy zakres
opcji do dowolnego podzbioru, wzgl¦dna kolejno±¢ opcji w wyniku
musi pozosta¢ taka sama jak w peªnym zbiorze. Dla przykªadu: je±li
peªny zakres opcji to A, B, C, D, E, i wynikiem procedury jest
kolejno±¢ CDEAB, to wzgl¦dna kolejno±¢ CAB musi zosta¢ taka sama
niezale»nie od tego jak zmieniaªyby si¦ preferencje dla D i E.
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ decyzji grupowych

Twierdzenie Arrowa

Teza Twierdzenia Arrowa mówi, »e je±li jest przynajmniej dwóch
gªosuj¡cych i przynajmniej trzy mo»liwo±ci, to nie da si¦ zbudowa¢ takiej
metody grupowego podejmowania decyzji, która speªniaªaby powy»sze
kryteria.

W wi¦kszo±ci systemów podejmowania decyzji poszczególne z
wymienionych zaªo»e« s¡ naruszane.
Twierdzenie Arrowa ma istotne konsekwencje dla teorii podejmowania
decyzji. W szczególno±ci, obna»a pewne mity na temat demokracji.
Uwidacznia bowiem kon�ikty mi¦dzy preferencjami indywidualnymi a
globalnymi. Kwestionuje te» potoczne przekonanie o �demokratyczno±ci�
wszelkich decyzji podejmowanych metod¡ gªosowania.
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ decyzji grupowych
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ w makroekonomii

Kategoria racjonalno±ci w makroekonomii

W naukach spoªecznych
podejmujemy jednak
oczywi±cie tak»e
racjonalne decyzje. O
kategorii racjonalno±ci w
makroekonomii mo»esz
poczyta¢ w (mog¦
poleci¢ t¦ pozycj¦ bez
nepotyzmu :) ) −→
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ w makroekonomii

Kategoria racjonalno±ci w makroekonomii
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Przykªad: twierdzenie Arrowa Racjonalno±¢ w makroekonomii
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Granice poznania w lingwistyce

Tajemnice lingwistyki

Do najwa»niejszych �gª¦bokich� problemów w lingwistyce nale»¡:

geneza j¦zyka;

mo»liwo±¢ skonstruowania j¦zyka uniwersalnego;

mo»liwo±¢ skonstruowania kompletnego zestawu semantic primitives;

problem wrodzono±ci j¦zyka;

wyliczenie zestawu uniwersaliów j¦zykowych;

. . .
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Granice poznania w lingwistyce

Tajemnice lingwistyki

Problemy lingwistyki
�materiaªowej�. Podstawowym
problemem dla �zbieraczy faktów
lingwistycznych� jest to, i» za
kilkadziesi¡t lat nie b¦d¡ ju» mieli
czego zbiera¢ � wszystko wskazuje
na to, »e znakomita wi¦kszo±¢
j¦zyków ±wiata niedªugo zniknie (ich
u»ytkownicy wymr¡ lub zostan¡
wymordowani).
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Granice poznania w lingwistyce

Sk¡d przychodzimy, dok¡d zmierzamy?
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Granice poznania w lingwistyce
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Granice poznania matematycznego Ustalenia metalogiki

Metamatematyka o granicach poznania matematycznego

Na poprzednim wykªadzie podano przykªady metalogicznych twierdze«
limitacyjnych.
Obiektywne (!) ograniczenia metody dedukcyjnej, które wynikaj¡ z tych
twierdze« nie martwi¡ samych matematyków, s¡ natomiast w centrum
zainteresowania logików.

Oczywi±cie, nie znaczy to, »e owe twierdzenia s¡ bezwarto±ciowe z
matematycznego punktu widzenia. Wr¦cz przeciwnie, niektóre z nich maj¡
wa»kie konsekwencje, np. w teorii oblicze« (a wi¦c tak»e w
informatycznych aplikacjach matematyki).
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Granice poznania matematycznego Ustalenia metalogiki

Metamatematyka o granicach poznania matematycznego

Niezale»no±¢ poszczególnych aksjomatów teorii mnogo±ci (od pozostaªych)
to cecha po»¡dana, z metodologicznego punktu widzenia. Jednak w
przypadku niektórych z tych aksjomatów (np. pewnik wyboru) pokazanie
tej niezale»no±ci otwiera drog¦ do spekulacji o istnieniu ró»nych
(równoprawnych?) systemów matematyki.

Co wi¦cej, niezale»no±¢ pewnych innych zda« o istotnym znaczeniu
matematycznym (np. hipotezy contunuum) od aksjomatyki teorii mnogo±ci
spekulacje takie wzmacnia.
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Granice poznania matematycznego Ustalenia metalogiki
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Granice poznania matematycznego Matematyka stosowana

Tajemnicza skuteczno±¢ matematyki

Matematyka a opis ±wiata (np. �zyczny).
Dlaczego matematyka jest skutecznym opisem ±wiata?
To jedna z najwi¦kszych zagadek, stanowi¡cych wyzwanie dla podmiotów
poznaj¡cych.

Ksi¡dz Profesor Michaª Heller w jednym z wywiadów powiedziaª: Bóg jest
Matematyk¡. Gdy niedawno pytaªem, na który z tych wyrazów poªo»yªby
akcent, stwierdziª, »e matematyka, któr¡ uprawiamy jest jedynie czym± w
rodzaju przybli»enia owej Matematyki z cytatu.
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Granice poznania matematycznego Matematyka stosowana

Metafora: spl¡tany trój±wiat
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Granice poznania matematycznego Matematyka stosowana

Konstrukcja niemo»liwa (wykorzystana w poprzedniej
metaforze)
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Granice poznania matematycznego Matematyka stosowana

Jaka jest topologia Wszech±wiata?
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Granice poznania matematycznego Matematyka stosowana
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Granice poznania matematycznego Czªowiek i Maszyna

Czy Nauce zagra»a Matrix?

Dowody komputerowe.
Czy stosowanie maszyn licz¡cych w tworzeniu dowodów twierdze«
matematycznych mo»e odmieni¢ posta¢ matematyki?

Od niedawna w dowodzeniu twierdze« matematycznych wspomagamy si¦
komputerami � przede wszystkim wtedy, gdy trzeba sprawdzi¢ jak¡±
bardzo wielk¡ liczb¦ przypadków. Jak wiadomo, wszystkie bogatsze
systemy matematyczne s¡ nierozstrzygalne, a wi¦c nie s¡ mo»liwe czysto
mechaniczne (rekurencyjne) procedury wyliczaj¡ce wszystkie twierdzenia
takich systemów.

Mo»emy jednak spekulowa¢ o matematyce uprawianej przez sztuczne
inteligencje o wystarczaj¡co du»ym stopniu zªo»ono±ci.
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Granice poznania matematycznego Czªowiek i Maszyna

Cytat stale aktualny

Wyobra¹my sobie, »e matematyk chce sprawdzi¢, czy jakie± wyra»enie jest
twierdzeniem badanej przez niego teorii. Dowód tego twierdzenia wymaga
jednak milionów b¡d¹ miliardów operacji, tak »e wykonanie ich przez
czªowieka jest praktycznie niemo»liwe. A wi¦c o twierdzeniu tym nie mo»na
orzec czy jest ono prawdziwe czy nie. Zastosowanie w tym przypadku
maszyny pozwoli przeprowadzi¢ dowód; powstaje jednak pytanie, czy
dowód ten mo»e by¢ przez czªowieka rozumiany? W dotychczasowym
sensie � chyba nie. Je»eli nie, to za pomoc¡ maszyn matematycznych
mo»na dowodzi¢ twierdze«, których nie mo»na zrozumie¢, ewentualnie
poj¦cie zrozumienia wymaga innej interpretacji.

Pawlak 1965, 6
Pawlak, Z. 1965. Automatyczne dowodzenie twierdze«. Pa«stwowe
Zakªady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa (seria: Biblioteczka
Matematyczna, 19).
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Granice poznania matematycznego Czªowiek i Maszyna

Tworzenie teorii przez matematyka nie sprowadza si¦ do kolejnego
wypisywania twierdze« i ich dowodów; teorie te s¡ budowane w celach
poznawczych. A wi¦c twierdzenia teorii musz¡ by¢ zrozumiaªe, musz¡ da¢
si¦ czyta¢ przez czªowieka ze zrozumieniem. Wiadomo za±, »e zdolno±ci
recepcyjne czªowieka s¡ ograniczone. Zbyt dªugie ci¡gi symboli nie mog¡
by¢ przez czªowieka rozpoznawane i czytane ze zrozumieniem.

Pawlak 1965, 25
Zaªó»my, »e kryterium takie [kryterium �ciekawo±ci� twierdzenia � JP]
udaªo si¦ znale¹¢ i »e maszyna produkuje rzeczywi±cie ciekawe twierdzenia.
Przy dzisiejszej szybko±ci liczenia maszyna matematyczna mo»e w krótkim
czasie wyprodukowa¢ kilkaset tysi¦cy twierdze« teorii. Pojawia si¦ wi¦c
pytanie, kto b¦dzie mógª te twierdzenia czyta¢, rozumie¢ i wykorzystywa¢?
Wªa±ciwie nale»aªoby zapyta¢, czy w jakiejkolwiek teorii mo»e by¢
rzeczywi±cie sto tysi¦cy interesuj¡cych twierdze«?

Pawlak 1965, 141
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Granice poznania matematycznego Czªowiek i Maszyna

T¦sknoty za platonizmem. . .

A computing machine can solve very complex problems owing to some
software and data based on strong assumptions due to the bold Platonian
approach. To opt for such an approach, going very far beyond the mundane
realm of �rst-order logic, it is a human a�air and human responsibility.

Marciszewski 2002, 5
Marciszewski, W. 2002. On going beyond the �rst-order logic in testing the
validity of its formulas. A case study. Mathesis Universalis, nr 11: On the
Decidability of First Order Logic.
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Granice poznania matematycznego Czªowiek i Maszyna

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 6 stycznia 2007 92 / 103



Nauka a paranauka i pseudonauka

Nauka a paranauka i pseudonauka

Gdy na ±wi¦tego Prota jest pogoda albo sªota,
to na ±wi¦tego Hieronima jest deszcz, albo go ni ma.

(Kornel Makuszy«ski)

Przekroczenie granic nauki mo»e zaprowadzi¢ nas na tereny paranauki lub
pseudonauki. W potocznym u»yciu, terminy te wyst¦puj¡ czasem
zamiennie. Mo»na jednak rozgraniczy¢ ich znaczenia, bior¡c pod uwag¦
czynniki natury metodologicznej oraz pragmatycznej. Od obu wy»ej
wymienionych zespoªów przekona« odró»nia si¦ jeszcze czasami protonauk¦
(jednak paranauka oraz protonauka bywaj¡ trudne do rozdzielenia).
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Nauka a paranauka i pseudonauka Paranauka

Paranauka to nauka (!), która:

przestrzega pewnych inwariantnych norm metodologicznych oraz:

albo nie zostaªa (w danym momencie historycznym) zaakceptowana
przez ±rodowisko naukowe (np. koncepcje Karola Darwina); z ró»nych
wzgl¦dów � np. braku przeprowadzenia bada« dowodz¡cych istnienia
postulowanych zjawisk;

albo stanowi ju» przeszªe stadium wiedzy, zast¡pione pó¹niej przez
bardziej adekwatne teorie (np: koncepcje �ogistonu lub eteru).

Uwaga. Paranauka mo»e wyprzedza¢ b¡d¹ nie nad¡»a¢ za pewnymi
(przyj¦tymi w danym momencie historycznym, zmiennymi) ogólnymi
normami metodologicznymi. Twierdzenia Galileusza (góry na Ksi¦»ycu)
byªy niezgodne z ówczesn¡ wizj¡ kosmologiczn¡. Teoria kopernika«ska nie
tylko (w momencie powstania) byªa niezgodna z obowi¡zuj¡cym obrazem
Wszech±wiata; wydawaªo si¦ te», i» obserwacje jawnie jej przecz¡
(paralaksa gwiazd).
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Nauka a paranauka i pseudonauka Paranauka
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Nauka a paranauka i pseudonauka Pseudonauka

Pseudonauka

Pseudonauka to zespoªy przekona«, które nie tylko nie s¡ powszechnie
nieakceptowane w ±rodowisku naukowym, lecz które nadto publicznie
aspiruj¡ do miana nauki, nie speªniaj¡c podstawowych reguª oraz norm
metodologicznych.

Pseudonauka (z lubo±ci¡!) u»ywa terminologii naukowej. Najcz¦±ciej, jej
stwierdzenia b¡d¹ pozostaj¡ w jawnej sprzeczno±ci z ustaleniami nauki
standardowej b¡d¹ nie jest mo»liwe poddanie ich uznawanym procedurom
(falsy�kacji, kon�rmacji).
Pseudonauka jest, z reguªy, dogmatyczna. Odmawia poddania si¦
standardowym testom, domagaj¡c si¦ jednocze±nie bezwarunkowego
uznania jej stwierdze«.
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Nauka a paranauka i pseudonauka Pseudonauka

Cechy pseudonauki

Niektóre cechy pseudonauki:

ogªaszanie prawdziwo±ci stwierdze« bez ich empirycznego testowania;

formuªowanie stwierdze« niemo»liwych do sfalsy�kowania;

gªoszenie pogl¡dów jawnie sprzecznych z teoriami dobrze
potwierdzonymi eksperymentalnie;

odmowa poddania wygªaszanych stwierdze« procedurom testowania;

odmowa dostarczenia wªasnych dowodów wygªaszanych stwierdze«.

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 6 stycznia 2007 97 / 103



Nauka a paranauka i pseudonauka Pseudonauka

Przykªady problematyki pseudonaukowej:

akupresura

akupunktura

alchemia

aromaterapia

astrologia

bioenergoterapia

biorytmy

homeopatia

irydologia

kreacjonizm

medycyna alternatywna

numerologia

pami¦¢ wody

parapsychologia

perpetum mobile

prekognicja

pseudoarcheologia

psychokineza

radiestezja

telepatia

ufologia

zjawiska paranormalne.
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Nauka a paranauka i pseudonauka Pseudonauka
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Nauka a paranauka i pseudonauka Paranauka: omówienie

Nauka a paranauka i pseudonauka

O paranauce (rozwa»anej w
perspektywie gªównych orientacji we
wspóªczesnej �lozo�i nauki) mo»esz
poczyta¢ w:
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Nauka a paranauka i pseudonauka Paranauka: omówienie

Barbara Pogonowska: Paranauka
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Nauka a paranauka i pseudonauka Paranauka: omówienie
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Koniec Bez dalszego ci¡gu

Koniec! Naprawd¦!! Szkoda?

O ile wiem, to byª to Wasz ostatni wykªad na tych studiach. Mam nadziej¦,
»e nie byª szkodliwy. U»ywaªem wielu skrótów, uproszcze«, metafor �
zmuszaªy do tego ograniczone ramy czasowe kursu.

Nale»¡ si¦ Paniom sªowa podzi¦kowania:

za cierpliwe wysªuchanie wykªadu;

za wspóªtworzenie atmosfery akademickiej;

and last but not least, za utrzymywanie przez pi¦¢ lat Instytutu
J¦zykoznawstwa UAM.

Dzi¦kuj¦. Trzymajcie si¦! Powodzenia!!!
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