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1 Cel

Głównym celem wykładu jest refleksja nad naturą poznania matematycznego. Dla
realizacji tego celu przewiduje się:

1. Przystępne ukazanie głównych kierunków rozwoju matematyki. Podane in-
formacje historyczne dotyczą wybranych momentów przełomowych w dzie-
jach matematyki. Twierdzimy, że można o nich mówić w sposób przystępny,
bez straszenia audytorium bardzo skomplikowanymi konstrukcjami teore-
tycznymi.

2. Przystępne omówienie praktyki badawczej matematyków. Aby sensownie
mówić o poznaniu matematycznym trzeba wiedzieć (choćby w przybliże-
niu), co naprawdę robią matematycy. Informacje wyniesione z matematyki
szkolnej nie dostarczają, naszym zdaniem, adekwatnego obrazu czym jest
matematyka.

3. Analizę współczesnych kognitywnych ujęć matematyki. Literatura przedmiotu
dotyczy m.in.: nabywania zdolności numerycznych, używania metafor po-
znawczych w procesie tworzenia pojęć matematycznych, umiejętności po-
prawnego formułowania oraz efektywnego rozwiązywania problemów.

Wykład przeznaczony jest dla studentów kognitywistyki UAM (lata: III, IV,
V). Wymagane jest zaliczenie kursu Matematyczne podstawy kognitywistyki.

Refleksję nad poznaniem matematycznym uprawiać można na różnych płasz-
czyznach. Na wykładzie skupimy się na następujących dwóch:

1. Epistemologia matematyki. Dotyczy pracy badawczej profesjonalnych mate-
matyków. Stara się charakteryzować kontekst odkrycia w matematyce. Bie-
rze pod uwagę historyczne aspekty: tworzenia pojęć matematycznych oraz
ustalania kryteriów poprawności stosowanych metod.
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2. Przyswajanie pojęć matematycznych. Dotyczy ontogenezy pojęć i operacji
matematycznych w umyśle. Stara się charakteryzować trudności napotykane
w procesie uczenia się matematyki, diagnozować przyczyny popełniania błę-
dów, proponować efektywne metody nauczania. Uwzględnia ustalenia doty-
czące mechanizmów poznawczych.

Umiejętności matematyczne, które uczeń wynosi ze szkoły związane są przede
wszystkim ze stosowaniem podanych algorytmów. Gorzej wygląda sprawa z poj-
mowaniem natury rozumowań matematycznych. Chcielibyśmy, aby słuchacze tego
wykładu nabyli przekonanie, że matematyka jest przede wszystkim:

1. Nauką o wzorcach. Początki matematyki biorą się z reprezentacji (wybra-
nych aspektów) świata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujaw-
nić występujące w nich wzorce – swoiste regularności. Wzorce mogą być
numeryczno-arytmetyczne (związane z ustalaniem stałości liczebności ko-
lekcji), algebraiczne (związane z własnościami działań na obiektach, syme-
trie), porządkowe (związane z rozmieszczeniem obiektów względem danych
relacji), mogą dotyczyć kształtu, przestrzeni, pozycji, odległości (konstruk-
cje geometryczne, topologiczne), mogą dotyczyć ruchu i zmiany (pojęcia
analizy matematycznej, geometrii i topologii różniczkowej), mogą wresz-
cie dotyczyć samych rozumowań matematycznych (pojęcia logiki matema-
tycznej), obliczalności (pojęcia teorii rekursji oraz różnych działów informa-
tyki), częstości (rachunek prawdopodobieństwa i statystyka matematyczna),
itd.

2. Nauką o rozwiązywaniu problemów. Praktyka badawcza matematyki obej-
muje wiele typów działalności. Przede wszystkim, jest to dowodzenie twier-
dzeń. Inne typy tej działalności to, m.in.: uogólnianie, abstrahowanie, two-
rzenie pojęć, stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prost-
szych, bardziej eleganckich) dowodów już znanych twierdzeń, wyobraża-
nie sobie, szukanie kontrprzykładów, prowadzenie rozumowań przez analo-
gię (prowadzących np. do rozważania nowych dziedzin matematycznych),
rozpatrywanie szczególnych przypadków, klasyfikowanie, szukanie nowych
aksjomatów, sięganie po motywacje płynące z nauk empirycznych, poszu-
kiwanie nowych punktów widzenia, przeprowadzanie (niekiedy żmudnych)
rachunków, myślenie przekorne, itd. Na początku każdego z takich działań
mamy do czynienia z problemem poznawczym. W jego rozwiązaniu korzy-
stamy dostępnych, sprawdzonych już w działaniu metod, ale także z tworzo-
nych na nowo heurystyk.

2



2 Spis tematów

1. Uwagi historyczne I. Przełomowe idee w matematyce (do 1800 roku). Tu
ograniczamy się jedynie do wskazania tych momentów w dawniejszych dzie-
jach matematyki, w których następowała ważna jakościowa zmiana w stylu
jej uprawiania.

(a) Euklides, Eudoksos, Archimedes, Diofantos.

(b) Fermat, Kartezjusz.

(c) Newton, Leibniz.

(d) Euler.

2. Uwagi historyczne II. Rewolucja w matematyce XIX wieku. Współczesna
matematyka zaczyna się w wieku XIX. To wtedy właśnie zmienia się (i to
dramatycznie) odniesienie przedmiotowe matematyki: rozpoczyna się roz-
ważanie struktur matematycznych. Dochodzi do uporządkowania (pod wzglę-
dem logicznym) podstawowych działów matematyki.

(a) Teoria grup.

(b) Geometrie nieeuklidesowe, geometria rzutowa, program Kleina.

(c) Ciała liczbowe.

(d) Podstawy analizy.

(e) Teoria mnogości i topologia.

3. Uwagi historyczne III. Wybrane działy matematyki współczesnej. Nie jest
oczywiście możliwe zwięzłe przedstawienie stanu badań matematyki współ-
czesnej. Można jednak wskazać na pewne tendencje rozwojowe, które uwy-
datniły się w wieku XX.

(a) Matematyka dyskretna.

(b) Rozgałęzienia analizy.

(c) Algorytmy i obliczenia.

4. Praktyka badań matematycznych I. Ustalanie standardów. Pojęcia matema-
tyczne były tworzone na drodze genetycznej bądź aksjomatycznej. Dlaczego
pewne z nich uważamy za podstawowe, standardowe, normalne? Wskażemy,
w jaki sposób sama matematyka odpowiada na to pytanie.

(a) Twierdzenia o klasyfikacji i twierdzenia o reprezentacji.
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(b) Postacie kanoniczne, normalne, standardowe.

(c) Modele zamierzone.

5. Praktyka badań matematycznych II. Wyznaczanie granic badawczych. Wy-
niki ukazujące, że czegoś zrobić nie można są niezwykle ważkie, ponieważ
wyznaczają granice poznania. Podamy przykłady takich twierdzeń o nie-
możliwości.

(a) Twierdzenia o niemożliwości.

(b) Konstrukcje kontrprzykładów.

(c) Patologie.

6. Praktyka badań matematycznych III. Wielkie programy matematyczne. Ma-
tematyka rozwija się spontanicznie, ale w pewnych momentach stajemy przed
koniecznością refleksji: czy stosowane przez nas pojęcia są dobrze okre-
ślone, czy używane metody mają należyte uzasadnienie, itp. Podamy przy-
kłady proponowanych z rozmysłem programów badawczych, które miały
na celu bądź uporządkowanie dotychczas zgromadzonej wiedzy, bądź wyty-
czały całkiem nowe kierunki badań.

(a) Arytmetyzacja analizy.

(b) Program Hilberta.

(c) Program Thurstona.

7. Filozofia matematyki I. Tradycja: logicyzm, formalizm, intuicjonizm. Pierw-
sze spójne koncepcje dotyczące filozofii matematyki powstały w pierwszej
połowie XX wieku. Każda z nich podlegała swoistej ewolucji.

(a) Logicyzm.

(b) Formalizm.

(c) Intuicjonizm.

8. Filozofia matematyki II. Różne odmiany empiryzmu. Współcześnie coraz
większą popularność zyskują koncepcje, które uwzględniają empiryczne aspekty
matematyki. Chodzi przy tym zarówno o sam kontekst odkrycia w matema-
tyce, jak też o rolę matematyki w innych naukach.

(a) Wigner.

(b) Lakatos.
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(c) Putnam.

(d) Chaitin.

(e) Wolfram.

9. Filozofia matematyki III. Ontologia i epistemologia matematyki. Filozofia
matematyki podejmuje refleksję na temat sposobu istnienia przedmiotów
matematycznych. Interesuje się także zagadnieniem osiągania prawdy ma-
tematycznej oraz używanych przy tym metod.

(a) Istnienie przedmiotów matematycznych.

(b) Prawda a dowód.

(c) Rozstrzygalność.

10. Kognitywne ujęcia matematyki I. Zdolności numeryczne. Większość ekspe-
rymentów poświęconych poznaniu matematycznemu dotyczy wykształcania
się zdolności numerycznych.

(a) Dehaene.

(b) SNARC.

(c) Bariera czterech elementów.

11. Kognitywne ujęcia matematyki II. Matematyka ucieleśniona: ustalenia i hi-
potezy. Od kilkunastu lat coraz większą popularność zyskuje koncepcja ma-
tematyki ucieleśnionej, a dokładniej rola metafor poznawczych w genezie i
funkcjonowaniu matematyki.

(a) Metafory poznawcze.

(b) Podstawowa metafora nieskończoności.

(c) Argumenty przeciwko platonizmowi.

12. Kognitywne ujęcia matematyki III. Matematyka ucieleśniona: polemika. Pi-
szący te słowa nie jest zwolennikiem koncepcji matematyki ucieleśnionej,
choć dopuszcza, iż pewne jej ustalenia mogą mieć wartość poznawczą.

(a) Krytyka ze strony matematyków.

(b) Metafory poznawcze a kontekst odkrycia w matematyce.

(c) Konsekwencje dla dydaktyki matematyki.
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13. Kognitywne ujęcia matematyki IV. Matematyka osadzona w kulturze. Na
podstawie danych archeologicznych, etnologicznych, lingwistycznych, itd.
próbuje się analizować nie tylko rolę matematyki w kulturze, ale również
ewentualny wpływ kultury na rozwój i funkcjonowanie matematyki.

(a) Matematyka w różnych kulturach.

(b) Rola języka.

(c) Eksperymenty.

(d) Efekt zapadki.

14. Kognitywne ujęcia matematyki V. Matematyka, świat, umysł. Refleksja nad
poznaniem matematycznym bierze pod uwagę wzajemne zależności między
trzema sferami: platońskim światem idei matematycznych, rzeczywistością
fizyczną oraz reprezentacjami tych dwóch sfer w umyśle.

(a) Heller.

(b) Popper.

(c) Próba podsumowania.

15. Dydaktyka matematyki. Mathematical Problem Solving. Refleksja nad po-
znaniem matematycznym powinna brać pod uwagę również to, w jaki sposób
nauczamy matematyki. Poglądy na temat efektywnych metod w dydaktyce
matematyki ulegały zmianom, z powodów merytorycznych, politycznych,
światopoglądowych, technologicznych. Dydaktycy matematyki w dalszym
ciągu odwołują się do ustaleń Piageta, ale popularność zyskują także nowe
propozycje.

(a) Polya.

(b) Schoenfeld.

(c) Tall.

3 Zasady zaliczenia

Wykład kończy się zaliczeniem z oceną. Podstawą uzyskania oceny jest napisanie
eseju (6–8 stron). Przykładowe tematy esejów:

1. Matematyka zwierzęca.

2. Eksperymenty dotyczące „zmysłu liczby”.
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3. Rozumienie notacji matematycznej.

4. Matematyczne filmy edukacyjne.

5. Wyobraźnia przestrzenna.

6. Gry matematyczne.

7. Etnomatematyka.

8. Paradoksy matematyczne.

9. Sofizmaty matematyczne.

10. Błędy matematyczne.

11. Przyczyny lęku przed matematyką.

12. Dowcipy matematyczne.

Dopuszczamy też oczywiście eseje na temat zaproponowany przez studenta, w
uzgodnieniu z wykładowcą.

Bibliografia

Aberdein, A., Dove, I.J. (Eds.) 2013. The argument of mathematics. Springer
Science+Business Media, Dordrecht.

Barbeau, E.J. 2000. Mathematical Fallacies, Flaws, and Flimflam. The Mathe-
matical Association of America, Washington, DC.

Bourbaki, N. 1980. Elementy historii matematyki. Państwowe Wydawnictwo Na-
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