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1 Cel

Gtéwnym celem wyktadu jest refleksja nad natura poznania matematycznego. Dla
realizacji tego celu przewiduje sig:

1. Przystepne ukazanie gtownych kierunkow rozwoju matematyki. Podane in-
formacje historyczne dotycza wybranych momentéw przelomowych w dzie-
jach matematyki. Twierdzimy, ze mozna o nich méwi¢ w sposdb przystepny,
bez straszenia audytorium bardzo skomplikowanymi konstrukcjami teore-
tycznymi.

2. Przystepne omowienie praktyki badawczej matematykow. Aby sensownie
méwié o poznaniu matematycznym trzeba wiedzie¢ (choéby w przyblize-
niu), co naprawde robiag matematycy. Informacje wyniesione z matematyki
szkolnej nie dostarczaja, naszym zdaniem, adekwatnego obrazu czym jest
matematyka.

3. Analize wspotczesnych kognitywnych uje¢ matematyki. Literatura przedmiotu
dotyczy m.in.: nabywania zdolnoSci numerycznych, uzywania metafor po-
znawczych w procesie tworzenia poje¢ matematycznych, umiejetnosci po-
prawnego formutowania oraz efektywnego rozwigzywania problemow.

Wyktad przeznaczony jest dla studentéw kognitywistyki UAM (lata: III, IV,
V). Wymagane jest zaliczenie kursu Matematyczne podstawy kognitywistyki.

Refleksj¢ nad poznaniem matematycznym uprawia¢ mozna na réznych ptasz-
czyznach. Na wyktadzie skupimy si¢ na nastgpujacych dwoch:

1. Epistemologia matematyki. Dotyczy pracy badawczej profesjonalnych mate-
matykoéw. Stara si¢ charakteryzowac kontekst odkrycia w matematyce. Bie-
rze pod uwage historyczne aspekty: tworzenia pojeé matematycznych oraz
ustalania kryteriow poprawnosci stosowanych metod.



2. Przyswajanie poje¢ matematycznych. Dotyczy ontogenezy pojeC i operacji
matematycznych w umysle. Stara si¢ charakteryzowac trudnosci napotykane
W procesie uczenia si¢ matematyki, diagnozowac przyczyny popetniania bteg-
doéw, proponowac efektywne metody nauczania. Uwzglednia ustalenia doty-
czace mechanizmdéw poznawczych.

Umiejetnosci matematyczne, ktére uczen wynosi ze szkoty zwiazane sa przede
wszystkim ze stosowaniem podanych algorytméw. Gorzej wyglada sprawa z poj-
mowaniem natury rozumowan matematycznych. Chcieliby$my, aby stuchacze tego
wykladu nabyli przekonanie, ze matematyka jest przede wszystkim:

1. Naukq o wzorcach. Poczatki matematyki biora si¢ z reprezentacji (wybra-
nych aspektéw) Swiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujaw-
ni¢ wystgpujace w nich wzorce — swoiste regularnosci. Wzorce moga by¢
numeryczno-arytmetyczne (zwiazane z ustalaniem statosci liczebnosci ko-
lekcji), algebraiczne (zwigzane z wlasnoSciami dziatar na obiektach, syme-
trie), porzadkowe (zwiazane z rozmieszczeniem obiektow wzgledem danych
relacji), moga dotyczy¢ ksztattu, przestrzeni, pozycji, odlegtosci (konstruk-
cje geometryczne, topologiczne), moga dotyczyé ruchu i zmiany (pojegcia
analizy matematycznej, geometrii i topologii ré6zniczkowej), moga wresz-
cie dotyczy¢ samych rozumowan matematycznych (pojecia logiki matema-
tycznej), obliczalnosci (pojgcia teorii rekursji oraz réznych dziatéw informa-
tyki), czestosci (rachunek prawdopodobieristwa i statystyka matematyczna),
itd.

2. Naukq o rozwiqzywaniu problemow. Praktyka badawcza matematyki obej-
muje wiele typéw dziatalnoSci. Przede wszystkim, jest to dowodzenie twier-
dzen. Inne typy tej dziatalno$ci to, m.in.: uogdlnianie, abstrahowanie, two-
rzenie pojeé, stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prost-
szych, bardziej eleganckich) dowodéw juz znanych twierdzen, wyobraza-
nie sobie, szukanie kontrprzyktadéw, prowadzenie rozumowan przez analo-
gi¢ (prowadzacych np. do rozwazania nowych dziedzin matematycznych),
rozpatrywanie szczeg6lnych przypadkow, klasyfikowanie, szukanie nowych
aksjomatdw, sigganie po motywacje ptynace z nauk empirycznych, poszu-
kiwanie nowych punktéw widzenia, przeprowadzanie (niekiedy zmudnych)
rachunkéw, mySlenie przekorne, itd. Na poczatku kazdego z takich dziatai
mamy do czynienia z problemem poznawczym. W jego rozwiazaniu korzy-
stamy dostgpnych, sprawdzonych juz w dziataniu metod, ale takze z tworzo-
nych na nowo heurystyk.



2 Spis tematow

1. Uwagi historyczne 1. Przetomowe idee w matematyce (do 1800 roku). Tu
ograniczamy si¢ jedynie do wskazania tych momentéw w dawniejszych dzie-
jach matematyki, w ktérych nastgpowata wazna jakoSciowa zmiana w stylu
jej uprawiania.

(a) Euklides, Eudoksos, Archimedes, Diofantos.
(b) Fermat, Kartezjusz.

(c) Newton, Leibniz.

(d) Euler.

2. Uwagi historyczne 11. Rewolucja w matematyce XIX wieku. Wspdtczesna
matematyka zaczyna si¢ w wieku XIX. To wtedy wilasnie zmienia si¢ (i to
dramatycznie) odniesienie przedmiotowe matematyki: rozpoczyna si¢ roz-
wazanie struktur matematycznych. Dochodzi do uporzadkowania (pod wzgle-
dem logicznym) podstawowych dziatow matematyki.

(a) Teoria grup.

(b) Geometrie nieeuklidesowe, geometria rzutowa, program Kleina.
(¢) Ciata liczbowe.

(d) Podstawy analizy.

(e) Teoria mnogosci i topologia.

3. Uwagi historyczne 111. Wybrane dzialy matematyki wspotczesnej. Nie jest
oczywiscie mozliwe zwigzle przedstawienie stanu badaii matematyki wspot-
czesnej. Mozna jednak wskazaé na pewne tendencje rozwojowe, ktére uwy-
datnily si¢ w wieku XX.

(a) Matematyka dyskretna.

(b) Rozgatezienia analizy.

(c) Algorytmy i obliczenia.
4. Praktyka badari matematycznych I. Ustalanie standardéw. Pojgcia matema-
tyczne byly tworzone na drodze genetycznej badZ aksjomatycznej. Dlaczego

pewne z nich uwazamy za podstawowe, standardowe, normalne? Wskazemy,
w jaki spos6b sama matematyka odpowiada na to pytanie.

(a) Twierdzenia o klasyfikacji i twierdzenia o reprezentacji.



(b) Postacie kanoniczne, normalne, standardowe.

(¢c) Modele zamierzone.

5. Praktyka badari matematycznych II. Wyznaczanie granic badawczych. Wy-
niki ukazujace, ze czego$ zrobi¢ nie mozna sa niezwykle wazkie, poniewaz
wyznaczaja granice poznania. Podamy przyklady takich twierdzeh o nie-
mozliwosci.

(a) Twierdzenia o niemoZliwosci.

(b) Konstrukcje kontrprzyktadow.
(c) Patologie.

6. Praktyka badari matematycznych I11. Wielkie programy matematyczne. Ma-
tematyka rozwija si¢ spontanicznie, ale w pewnych momentach stajemy przed
koniecznoScig refleksji: czy stosowane przez nas pojecia sa dobrze okre-
Slone, czy uzywane metody maja nalezyte uzasadnienie, itp. Podamy przy-
ktady proponowanych z rozmystem programéw badawczych, ktére miaty
na celu badzZ uporzadkowanie dotychczas zgromadzonej wiedzy, badZ wyty-
czaty catkiem nowe kierunki badafi.

(a) Arytmetyzacja analizy.
(b) Program Hilberta.

(c) Program Thurstona.

7. Filozofia matematyki 1. Tradycja: logicyzm, formalizm, intuicjonizm. Pierw-
sze spdjne koncepcje dotyczace filozofii matematyki powstaty w pierwszej
potowie XX wieku. Kazda z nich podlegata swoistej ewolucji.

(a) Logicyzm.
(b) Formalizm.

(c) Intuicjonizm.

8. Filozofia matematyki 1I. Rozne odmiany empiryzmu. Wspétczesnie coraz
wigksza popularnos¢ zyskuja koncepcje, ktére uwzgledniaja empiryczne aspekty
matematyki. Chodzi przy tym zaréwno o sam kontekst odkrycia w matema-
tyce, jak tez o rolg matematyki w innych naukach.

(a) Wigner.
(b) Lakatos.



9.

10.

11.

12.

(c) Putnam.
(d) Chaitin.
(e) Wolfram.

Filozofia matematyki I11. Ontologia i epistemologia matematyki. Filozofia
matematyki podejmuje refleksje¢ na temat sposobu istnienia przedmiotéw
matematycznych. Interesuje si¢ takze zagadnieniem osiggania prawdy ma-
tematycznej oraz uzywanych przy tym metod.

(a) Istnienie przedmiotow matematycznych.
(b) Prawda a dowdd.

(¢) Rozstrzygalnosé.

Kognitywne ujecia matematyki 1. Zdolnosci numeryczne. Wigkszos¢ ekspe-
rymentéw po§wigconych poznaniu matematycznemu dotyczy wyksztalcania
si¢ zdolno$ci numerycznych.

(a) Dehaene.
(b) SNARC.

(c) Bariera czterech elementow.

Kognitywne ujecia matematyki 11. Matematyka ucielesniona: ustalenia i hi-
potezy. Od kilkunastu lat coraz wigksza popularnos¢ zyskuje koncepcja ma-
tematyki uciele$nionej, a doktadniej rola metafor poznawczych w genezie i
funkcjonowaniu matematyki.

(a) Metafory poznawcze.
(b) Podstawowa metafora nieskoriczonosci.

(c) Argumenty przeciwko platonizmowi.

Kognitywne ujecia matematyki I11. Matematyka ucielesniona: polemika. Pi-
szacy te slowa nie jest zwolennikiem koncepcji matematyki uciele$nionej,
cho¢ dopuszcza, iz pewne jej ustalenia moga mie¢ warto$¢ poznawcza.

(a) Krytyka ze strony matematykow.
(b) Metafory poznawcze a kontekst odkrycia w matematyce.

(c) Konsekwencje dla dydaktyki matematyki.



13.

14.

15.

Kognitywne ujecia matematyki 1V. Matematyka osadzona w kulturze. Na
podstawie danych archeologicznych, etnologicznych, lingwistycznych, itd.
prébuje si¢ analizowaé nie tylko rolg matematyki w kulturze, ale réwniez
ewentualny wplyw kultury na rozwdj i funkcjonowanie matematyki.

(a) Matematyka w réznych kulturach.
(b) Rola jezyka.

(c) Eksperymenty.

(d) Efekt zapadki.

Kognitywne ujecia matematyki V. Matematyka, swiat, umyst. Refleksja nad
poznaniem matematycznym bierze pod uwage wzajemne zaleznos$ci migdzy
trzema sferami: platoriskim §wiatem idei matematycznych, rzeczywistoscig
fizyczna oraz reprezentacjami tych dwéch sfer w umysle.

(a) Heller.
(b) Popper.

(c) Proba podsumowania.

Dydaktyka matematyki. Mathematical Problem Solving. Refleksja nad po-
znaniem matematycznym powinna bra¢ pod uwage réwniez to, w jaki sposéb
nauczamy matematyki. Poglady na temat efektywnych metod w dydaktyce
matematyki ulegaty zmianom, z powodéw merytorycznych, politycznych,
Swiatopogladowych, technologicznych. Dydaktycy matematyki w dalszym
ciagu odwoluja si¢ do ustalen Piageta, ale popularno$¢ zyskuja takze nowe
propozycje.

(a) Polya.
(b) Schoenfeld.
(¢) Tall.

3 Zasady zaliczenia

Wyktad koriczy si¢ zaliczeniem z ocena. Podstawa uzyskania oceny jest napisanie
eseju (6-8 stron). Przyktadowe tematy esejow:

1.

2.

Matematyka zwierzeca.

Eksperymenty dotyczqce ,,zmystu liczby”.



Rozumienie notacji matematycznej.
Matematyczne filmy edukacyjne.
Wyobraznia przestrzenna.

Gry matematyczne.
Etmomatematyka.

Paradoksy matematyczne.

e A

Sofizmaty matematyczne.

10. Bfedy matematyczne.

11. Przyczyny leku przed matematykaq.
12. Dowcipy matematyczne.

Dopuszczamy tez oczywiscie eseje na temat zaproponowany przez studenta, w
uzgodnieniu z wyktadowca.
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