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Imie i nazwisko:................ MROWECZKA KROPECZKA

1. [3 punkty] Wyznacz elementy minimalne, maksymalne, najwigkszy i najmniej-
szy w zbiorze wszystkich podzbioréw zbioru {&, >, O, #, 4} o parzystej liczbie
elementow uporzadkowanym czesciowo przez relacje inkluzji zwykte;j.

2. [4 punkty] (a) Co to znaczy, ze relacja R na zbiorze X jest antysymetryczna?
(b) Podaj przyktad relacji, ktéra ma te wlasnosS¢ i relacji, ktéra jej nie ma. (c)
Rozstrzygnij czy relacja R C R x R zdefiniowana warunkiem: z Ry wtedy i tylko
wtedy, gdy |z — y| < 1 ma te wasnosé.

3. [4 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:
C—(ANB)=(C—-A)N(C— B'). Tu X' oznacza dopetienie X.

4. [4 punkty] Wyznacz pochodna funkcji: f(z) = v/2z - eVZ.

5. [5 punktéw] Wybierz dokladnie jedng z podanych propozycji i przeprowadz
dowdd:

1. Udowodnij, ze zbiér wszystkich liczb naturalnych podzielnych przez 6 jest
nieskonczony w sensie Dedekinda.

2. Udowodnij przez indukcj¢ matematyczna, ze:

18423433 4 4 pd = nmD?

Liczba punktéw | Ocena
<11 2
11-12 3
13-14 3+
15-16 4
17-18 4+
19-20 5
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ROZWIAZANIA

MROWECZKA KROPECZKA

1. Zbi6r {&, &, O, &, 21} ma pigé elementéw. Pytamy o jego podzbiory o parzy-
stej liczbie elementow. Takimi zbiorami sa: zbidr pusty, wszystkie podzbiory dwu-
elementowe 1 wszystkie podzbiory czteroelementowe. Poniewaz zbidr pusty jest
zawarty w kazdym zbiorze, wigc jest on w tym przypadku elementem najmniej-
szym wzgledem inkluzji w rozwazanym zbiorze podzbioréw o parzystej liczbie
elementéw. W konsekwencji, jest to tez element minimalny. Czteroelementowe
podzbiory zbioru {&, {, O, # M4} sa w tym przypadku elementami maksymal-
nymi wzgledem inkluzji w rozwazanym zbiorze podzbioréw o parzystej liczbie
elementéw. Sa to zbiory:

(%,0,0, B), {#, O, 0,5}, {%, O, AE), (b, O, 8,55}, {0, D, 4},

Poniewaz w rozwazanym przypadku mamy wigcej niz jeden element mak-
symalny wzgledem inkluzji, wigc wsréd podzbioréw zbioru {&, {, O, @} o
parzystej liczbie elementéw nie ma elementu najwigkszego wzgledem inkluzji.

Dwuelementowe podzbiory rozwazanego zbioru nie sg ani elementami mini-
malnymi (bo kazdy z nich zawiera zbidr pusty), nie sa tez elementami maksymal-
nymi (poniewaz kazdy zbiér dwuelementowy zawiera si¢ w ktéryms z wyzej wy-
mienionych zbioréw czteroelementowych). Zbioréw dwuelementowych jest tutaj
(g) = 10. Wszystkich podzbioréw zbioru {&, , O, # "4} o parzystej liczbie ele-
mentow jest razem 1+5+ 10 = 16, natomiast wszystkich podzbioréw tego zbioru
jest 25 = 32.

2. (a) Relacja R na zbiorze X jest antysymetryczna, gdy dla wszystkich z € X i
y € X:jeSli xRy oraz yRx,to x = y.

(b) Dla przyktadu, relacja <C R x R jest antysymetryczna: je§li z < yiy <
x, to x = y. Antysymetryczne sa réwniez: relacja inkluzji zwyklej oraz relacja
podzielnoSci. Nie jest antysymetryczna np. relacja zachodzaca migdzy figurami
geometrycznymi (np. tréjkatami) wtedy i tylko wtedy, gdy figury te maja réwne
pola (podobnie dla relacji posiadania tej samej dtugosci obwodu).

(c) Relacja R C R x R zdefiniowana warunkiem: xRy wtedy 1 tylko wtedy,
gdy | — y| < 1 nie jest antysymetryczna, poniewaz istnieja = € Riy € R takie,
ze |r —y| < loraz |y — x| < 1, amimo to nie zachodzi = = y. Dla przyktadu,
1—2]<1li]2—1| < 1alel #2.



3. Znalezienie kontrprzyktadu dla réwnosci C' — (A'NB') = (C—-A)N(C-B')
polega na podaniu takich zbioréw A, B i C, ze wynik operacji po lewej stronie tej
rownosci nie bedzie tozsamy z wynikiem operacji po prawej stronie.

Mozna narysowac diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies ele-
menty w kazdej sktadowej 1 policzy¢, czemu réwna jest lewa 1 prawa strona roz-
wazanej rownosci. Jesli wynik wykonanych operacji po lewej stronie nie bedzie
tozsamy z wynikiem operacji wykonanych po prawej stronie, to podane zbiory
stanowig kontrprzyktad, ze rozwazana réwnos¢ nie jest prawem rachunku zbio-
réw.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:
A=1{1,2,4,5}, B={2,3,5,6},C = {4,5,6,7}
Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po lewej stronie réwnosci:

A'=1{3,6,7,8}
B ={1,4,7,8}
A'NB ={7,8}

C—(A'NB)={4,56}
Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po prawej stronie rownosci:

A’ ={3,6,7,8)
B’ ={1,4,7,8}
C— A ={4,5)
C— B ={56)

(C—-A)n(C—-B")={5}

Widzimy zatem, ze:

C—(ANB)={4,56} #{5}=(C-A)n(C-DB).

Podane zbiory A, B i C stanowia zatem kontrprzyktad, ze rozwazana rownos¢
nie jest prawem rachunku zbioréw.



4. Obliczajac pochodna funkcji f(z) = v/2z - eV* korzystamy ze wzoru na po-
chodna iloczynu funkcji oraz wzoru na pochodna funkcji ztozonej (poniewaz /2x
jest funkcja ztozona):
(\/ 21 - eV®) = (V2x) - e\f + 2z - (eV®) =
v/ Ve
) \ﬁ eVt 42z e \F
Ve (s

T T 1
O (g B = o ) = G e

5.1. Zbiér wszystkich liczb naturalnych podzielnych przez 6 to zbidr:
X ={6-n:n¢e€ N} =1{0,6,12,18,24,...}. NiechY = {6 -m : m € X}.
Wtedy Y = {0,306, 72,108,144, ...} i oczywiscie Y C X. Zbiér Y jest ponadto
podzbiorem wiasciwym X, poniewaz np. 6 € X — Y. Funkcja f : X — Y
zdefiniowana warunkiem f(z) = 6 - z przeksztatca zbiér X na caty zbior Y,
czyli kazdemu elementowi zbioru X odpowiada jaki$ element zbioru Y. Funkcja
ta jest wzajemnie jednoznaczna, poniewaz jesli m # n, to 6 - m # 6 - m, czyli
f(lm) # f(m). Wida¢ zatem, ze funkcja f jest bijekcja migdzy zbiorami X i Y.
Poniewaz Y C X, wigc X jest rownoliczny ze swoim podzbiorem wilasciwym,
czyli X jest zbiorem nieskoficzonym w sensie Dedekinda.

5.2 Dowdd i . .. 13 3 3 3 _ n*(nt1)? :
.2. Dowdd indukeyjny tego, ze: 1° + 2° + 3° + ... + n® = ——— przebiega
nastgpujaco.
Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest 1. Dla k = 1
2 2
lewa strona rozwazanej réwnosci ma warto$é 1, a prawa jest réwna: — '(14“) =

% = 1, a zatem réwnoS¢ zachodzi dla k£ = 1.

Krok nastepnikowy. Czynimy zalozenie indukcyjne dla k& > 1: 13 + 23 +
B+ k= w. Mamy udowodnié, ze przy tym zatozeniu zachodzi:
PB+224+3+. . 4+ +(k+1)% = W. Rozwazmy lewa strong tej
réwnosci. Na mocy zatozenia indukcyjnego: (13 + 23 + 33 + ... + k) + (k +

1)3 = —k D” 4 (k4 1)3. Obliczamy: —kQ'(kjl)Z +(k+1)3 = B2 (k)2 4 (k1)

4
(k+1)2 (k24+4 (k+1) _ (k+1)? (k:2+4 ktd) (k+1)24-1(k:+2)2. Pokazali§my zatem, ze jesli

k+1) _ (k41)2-(k+2)?
P23430 4 4k = == 10 P4 204304 14 (k1) = =g,
czyli krok nastgpnikowy zosta1 udowodniony.
Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nieréwnos¢
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.




