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Wprowadzenie

Plan na dzi±

Plan na dzi±:

Minij¦zyk Smullyana;

Twierdzenie Gödla dla minij¦zyka;

Dodatek: Maszyny logiczne Smullyana.

W maju zostanie przedstawiony dowód Twierdzenia Gödla o niezupeªno±ci
Arytmetyki Peana.
Dla oswojenia si¦ z rozumowaniami przek¡tniowymi, które odgrywaj¡ w tym
dowodzie istotn¡ rol¦ pobawimy si¦ dzisiaj pewnym maªym systemem
logicznym, skonstruowanym przez Raymonda Smullyana (zob. rozdziaª 15
w Szatan, Cantor i niesko«czono±¢ oraz inne ªamigªówki.).
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Wprowadzenie

Ksi¡»ki z zagadkami logicznymi Raymonda Smullyana

Jaki jest tytuª tej ksi¡»ki? Tajemnica Drakuli, zabawy i ªamigªówki
logiczne. Warszawa 1993. Przeªo»yª: Bohdan Chwede«czuk. Trzy
wydania polskie.

Dama czy tygrys oraz inne zagadki logiczne. Warszawa 1995, 2004.
Przeªo»yª: Bohdan Chwede«czuk.

Szatan, Cantor i niesko«czono±¢ oraz inne ªamigªówki. Warszawa
1998. Przeªo»yli z angielskiego: Anna i Krzysztof Wójtowicz.

Przedrze¹nia¢ Przedrze¹niacza. Oraz Inne Zagadki Logiczne �¡cznie z
Zadziwiaj¡c¡ Przygod¡ w Krainie Logiki Kombinatorycznej. Warszawa
2007. Przekªad z j¦zyka angielskiego: Jerzy Pogonowski.

Forever Undecided. A Puzzle Guide to Gödel. Oxford University Press,
1988. Z angielskiego przeªo»yª Jerzy Pogonowski. Uka»e si¦ w 2007
jako: Na zawsze nierozstrzygni¦te. Zagadkowy Przewodnik po
Twierdzeniach Gödla.
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Minij¦zyk Smullyana

Minij¦zyk Smullyana

Rozwa»my j¦zyk o czterech symbolach: ♣,♠,♦,♥.
Wyra»eniem tego j¦zyka jest dowolny sko«czony ci¡g tych symboli.

Zbudujemy miniaturowy system S , w którym mo»na dowodzi¢ pewnych
wyra»e« tego j¦zyka.
Nie b¦dzie przy tym istotne, na czym polega owa dowodliwo±¢.

Interesowa¢ nas b¦dzie jedynie jej zwi¡zek z okre±lon¡ dla tego j¦zyka
prawdziwo±ci¡ jego wyra»e«.
Wyra»enia, które nie s¡ prawdziwe w S nazwiemy faªszywymi w S .

Nie b¦dzie istotne, czym jest prawdziwo±¢. Wa»ne b¦d¡ jedynie wzajemne
zwi¡zki dowodliwo±ci i prawdziwo±ci.
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Minij¦zyk Smullyana

Minij¦zyk Smullyana

Przypiszemy wyra»eniom tego j¦zyka nast¦puj¡c¡ interpretacj¦:

♠X � stwierdza, »e wyra»enie X jest dowodliwe w S ;

♣X � stwierdza, »e wyra»enie XX jest dowodliwe w S ;

♥X � stwierdza, »e wyra»enie X nie jest dowodliwe w S ;

♦X � stwierdza, »e wyra»enie XX nie jest dowodliwe w S .

Powiemy, »e:

♠X jest prawdziwe w S , gdy X jest dowodliwe w S ;

♣X jest prawdziwe w S , gdy XX jest dowodliwe w S ;

♥X jest prawdziwe w S , gdy X nie jest dowodliwe w S ;

♦X jest prawdziwe w S , gdy XX nie jest dowodliwe w S .
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Minij¦zyk Smullyana

Poprawno±¢ systemu S

Wida¢, »e wa»n¡ cech¡ systemu S jest jego samozwrotno±¢ � mo»na w
nim udowodni¢ ró»ne zdania, stwierdzaj¡ce, co w tym systemie jest, a co
nie jest dowodliwe.
Jedyne zaªo»enie, które czynimy o systemie S to zaªo»enie jego
poprawno±ci: wszystkie zdania dowodliwe w S s¡ prawdziwe w S .

Konsekwencjami tego zaªo»enia s¡:

W1 Je±li ♠X jest dowodliwe w S , to X jest dowodliwe w S .

W2 Je±li ♥X jest dowodliwe w S , to X nie jest dowodliwe w S .

W3 Je±li ♣X jest dowodliwe w S , to XX jest dowodliwe w S .

W4 Je±li ♦X jest dowodliwe w S , to XX nie jest dowodliwe w S .

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (12) (JiNoI III) (wykªad dodatkowy) 6 / 42



Twierdzenie Gödla dla S

Twierdzenie Gödla dla S

Istnieje wyra»enie prawdziwe w S , które nie jest dowodliwe w S .

Dowód. Takim wyra»eniem jest ♦♦.
Stwierdza ono, »e podwojenie wyra»enia ♦ nie jest dowodliwe.
Podwojeniem ♦ jest ♦♦.
Zatem ♦♦ jest prawdziwe w S wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest dowodliwe
w S .
Oznacza to, »e ♦♦ jest:

prawdziwe w S i niedowodliwe w S ; albo

faªszywe w S i dowodliwe w S .

Drugi czªon tej alternatywy jest wykluczony ze wzgl¦du na poprawno±¢ S :
tylko zdania prawdziwe s¡ dowodliwe.
Zatem zachodzi pierwszy czªon tej alternatywy.
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Twierdzenie Gödla dla S

Uwagi o interpretacji zamierzonej

Uwaga. Jest chyba dla wszystkich oczywiste, »e nasza zamierzona
interpretacja minij¦zyka Smullyana jest jedn¡ z wielu mo»liwych
interpretacji.
To, co jest istotne, to:

W0 mo»liwo±¢ interpretowania ci¡gów symboli;

warunki W1�W4.

Mo»na wi¦c my±le¢ o innych jeszcze interpretacjach, speªniaj¡cych te
warunki. Dla przykªadu, symbol ♠ mo»emy interpretowa¢ jako:

drukowalny (przez jak¡± maszyn¦);

poznawalny (przez jaki± podmiot);

akceptowalny (np. przez Watykan).

Anything goes, je±li tylko speªnione s¡ warunki W0�W4.
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Nierozstrzygalno±¢ systemu S

Operacja sprz¦»enia

Sprz¦»eniem ♠X jest ♥X .

Sprz¦»eniem ♥X jest ♠X .

Sprz¦»eniem ♣X jest ♦X .

Sprz¦»eniem ♦X jest ♣X .

Sprz¦»enie X oznaczamy przez X . Dla dowolnej pary wyra»e« sprz¦»onych,
jedno z nich jest prawdziwe w S , a drugie jest faªszywe w S .
Wyra»enie nazywamy obalalnym w S , gdy jego sprz¦»enie jest dowodliwe w
S . Zatem:

♥X obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy ♠X dowodliwe w S .

♠X obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy ♥X dowodliwe w S .

♣X obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy ♦X dowodliwe w S .

♦X obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy ♣X dowodliwe w S .
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Nierozstrzygalno±¢ systemu S

Nierozstrzygalno±¢ S

Wyra»enie, które nie jest ani dowodliwe w S , ani obalalne w S nazwiemy
nierozstrzygalnym w S .

Pokazali±my, »e ♦♦ jest prawdziwe i niedowodliwe w S .

Z prawdziwo±ci ♦♦ wynika, »e wyra»enie z nim sprz¦»one, czyli ♣♦ jest
faªszywe w S .

St¡d, na mocy poprawno±ci S , wyra»enie ♣♦ jest tak»e niedowodliwe w S .

St¡d i z de�nicji ♣, mamy, i» ♦♦ jest niedowodliwe w S .

Oznacza to, i» wyra»enie ♦♦ jest nierozstrzygalne w S .
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Nierozstrzygalno±¢ systemu S

Nierozstrzygalno±¢ S

Uwaga. Mo»na przeprowadzi¢ powy»sz¡ argumentacj¦ wcale nie odwoªuj¡c
si¦ do poj¦cia prawdy.
Istotnie, nierozstrzygalno±¢ wyra»enia ♦♦ udowodni¢ mo»na bezpo±rednio
z warunków W1�W4.
(1) Przypu±¢my, »e ♦♦ jest dowodliwe.
Podstawiaj¡c za X w W4 wyra»enie ♦ otrzymujemy, »e podwojenie ♦ jest
niedowodliwe, co znaczy, »e ♦♦ jest niedowodliwe. Sprzeczno±¢.
Zatem ♦♦ nie jest dowodliwe.
(2) Gdyby dowodliwe byªo sprz¦»enie wyra»enia ♦♦, czyli wyra»enie ♣♦,
to na mocy warunku W3 (podstawiamy ♦ za X ) wyra»enie ♦♦ byªoby
dowodliwe.
Pokazali±my ju» jednak, »e ♦♦ nie jest dowodliwe.
Wynika st¡d, »e ♣♦ równie» nie jest dowodliwe.
Ostatecznie, wyra»enie ♦♦ nie jest rozstrzygalne w S .
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Ciekawe wyra»enia systemu S

Niektóre inne ciekawe wyra»enia S

♥♦ stwierdza o sobie, »e jest obalalne.

♦♣ stwierdza o sobie, »e nie jest obalalne.

♣♣ stwierdza o sobie, »e jest dowodliwe.

Dla dowolnego wyra»enia E istnieje wyra»enie X , które stwierdza, »e
EX jest dowodliwe (tj. X jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy EX
jest dowodliwe). Dowód. X = ♥E♥.
Dla dowolnego wyra»enia E istnieje wyra»enie X , które stwierdza, »e
EX nie jest dowodliwe. Dowód. X = ♦E♦.
Dla dowolnego wyra»enia E istnieje wyra»enie X , które stwierdza, »e
EX jest dowodliwe. �wiczenie.
Dla dowolnego wyra»enia E istnieje wyra»enie X , które stwierdza, »e
EX nie jest dowodliwe. �wiczenie.
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Ciekawe wyra»enia systemu S

Niektóre inne ciekawe wyra»enia S

Istniej¡ wyra»enia X i Y takie, »e:
X stwierdza, »e Y jest dowodliwe.
Y stwierdza, »e X nie jest dowodliwe.

Co najmniej jedno z wyra»e« X , Y musi by¢ prawdziwe, ale nie ma
metody ustalenia, które.
Istniej¡ wyra»enia X i Y takie, »e:

X stwierdza, »e Y jest obalalne.
Y stwierdza, »e X nie jest obalalne.

Co najmniej jedno z wyra»e« X , Y musi by¢ faªszywe, ale nieobalalne.
Istniej¡ wyra»enia X i Y takie, »e:

X stwierdza, »e Y jest dowodliwe.
Y stwierdza, »e X jest obalalne. Jedno z nich jest prawdziwe, ale
niedowodliwe, a drugie faªszywe, ale nieobalalne.
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Ciekawe wyra»enia systemu S

Niektóre inne ciekawe wyra»enia S

Istniej¡ wyra»enia X i Y takie, »e:
X stwierdza, »e Y nie jest dowodliwe.
Y stwierdza, »e X nie jest obalalne.

Istniej¡ wyra»enia X , Y i Z takie, »e:
X stwierdza, »e Y jest obalalne.
Y stwierdza, »e Z jest nieobalalne.
Z stwierdza, »e X jest dowodliwe.

Nadto, zachodzi jedna z trzech mo»liwo±ci:
X jest prawdziwe, ale nie jest dowodliwe.
Y jest faªszywe, ale nie jest obalalne.
Z jest faªszywe, ale nie jest obalalne.
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Systemy regularne

Systemy regularne

Powiemy, »e system S , speªniaj¡cy warunki W1�W4 jest regularny, je±li
speªnione s¡ tak»e warunki:

Je±li X jest dowodliwe w S , to ♠X jest dowodliwe w S .

Je±li XX jest dowodliwe w S , to ♣X jest dowodliwe w S .

Z tej de�nicji oraz z warunków W1 i W3 wynika, »e je±li S jest systemem
regularnym, to:

♠X jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy, gdy X jest dowodliwe.

♣X jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy, gdy XX jest dowodliwe.

Wyra»enia pozytywne to wyra»enia postaci ♠X lub ♣X .
Wyra»enia negatywne to wyra»enia postaci ♥X lub ♦X .
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Systemy regularne

Systemy regularne

System S jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie prawdziwe
wyra»enia pozytywne S s¡ dowodliwe w S .

Je±li system S jest regularny, to ka»de faªszywe wyra»enie negatywne
jest obalalne w S .

Je±li S jest regularny, to dla dowolnego wyra»enia X oraz dowolnego
ci¡gu E symboli ♠: wyra»enie EX jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy,
gdy X jest dowodliwe.

W systemie regularnym ♣X jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy, gdy
♠XX jest dowodliwe.

Je±li E jest dowolnym ci¡giem symboli ♠, to wyra»enie ♦E♦ jest
prawdziwe i niedowodliwe we wszystkich systemach regularnych.
Zatem istnieje niesko«czenie wiele wyra»e« prawdziwych i
niedowodliwych we wszystkich systemach regularnych.
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Koniec 1

Koniec 1

To koniec cz¦±ci ªatwej, przeznaczonej dla studentek III roku
J¦zykoznawstwa i Nauk o Informacji UAM.

W drugiej cz¦±ci odwoªujemy si¦ do pewnych wªasno±ci systemów logiki
modalnej.

Cz¦±¢ ta jest fragmentem prezentacji Szcz¦±ciarze epistemiczni,
przygotowywanej na konferencj¦:
Zastosowania Logiki w Filozo�i i Podstawach Matematyki, XII.
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Maszyny logiczne Smullyana

Maszyny logiczne Smullyana

Smullyan skonstruowaª caªy szereg maszyn logicznych, które drukuj¡ zdania
�mówi¡ce� co± o nich samych.
Maszyny: Craiga, Fergussona i McCullocha, przedstawione w Jaki jest tytuª
tej ksi¡»ki? oraz Dama czy tygrys? s¡ ju» znane polskiemu czytelnikowi.
Tu przedstawimy pewn¡ maszyn¦ Smullyana, opisan¡ w Forever Undecided.

Dla peªnego zrozumienia jej dziaªania potrzebna jest znajomo±¢ wybranych
logik modalnych: logiki epistemicznej oraz logiki dowodliwo±ci (logiki
Gödla-Löba).
Zakªadamy u audytorium znajomo±¢ tego materiaªu.
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Maszyny logiczne Smullyana

Maszyny logiczne Smullyana

Malcolm Fergusson, gdy usªyszaª o twierdzeniach Gödla i Löba, z miejsca
zabraª si¦ za konstrukcj¦ maszyny, któr¡ z zachwytem pokazaª swoim
przyjacioªom.
Ku ich zadowoleniu udowodniª, »e maszyna jest niesprzeczn¡ i stabiln¡
maszyn¡ typu G, a szczególne upodobanie znalazª w demonstracji, »e
maszyna, chocia» niesprzeczna, nigdy nie mo»e dowie±¢ wªasnej
niesprzeczno±ci!
Maszyna ilustruje w niezwykle prosty i pouczaj¡cy sposób podstawowe idee
zawarte w Pierwszym oraz Drugim Twierdzeniu Gödla jak równie» w
Twierdzeniu Löba.

Ni»ej podajemy opis dziaªania maszyny Fergussona oraz pewne wa»ne fakty
jej dotycz¡ce.
Opis pochodzi z rozdziaªu 26 Forever Undecided. W rozdziale tym
znajdujemy te» opis dwóch innych maszyn, który tu pominiemy.
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Maszyny logiczne Smullyana

Maszyna drukuje ró»norakie zdania zbudowane z siedemnastu symboli.
Pierwsze siedem z tych symboli to nast¦puj¡ce:

P ⊥ → ( ) d ,
1 2 3 4 5 6 7

Pod ka»dym z tych symboli podpisano jego numer Gödlowski.

Pozostaªe dziesi¦¢ symboli to znane cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. Tym
cyfrom przyporz¡dkowujemy numery Gödlowskie w nast¦puj¡cy sposób.
Numerem Gödlowskim cyfry 1 jest 89 (8 po której nast¦puje jedna 9);
numerem Gödlowskim cyfry 2 jest 899 (8 po której nast¦puj¡ dwie 9); i tak
dalej, a» do cyfry 0, której numerem Gödlowskim jest 89999999999 (8 po
której nast¦puje dziesi¦¢ 9).

Tak wi¦c, ka»dy z siedemnastu symboli uzyskuje numer Gödlowski.
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Maszyny logiczne Smullyana

Dla danego wyra»enia zªo»onego, odnajdujemy jego numer Gödlowski przez
zast¡pienie ka»dego symbolu jego numerem Gödlowskim � dla przykªadu,
numerem Gödlowskim wyra»enia (P ⊥→⊥) jest 412325. Inny przykªad:
numerem Gödlowskim P35 jest 18999899999.

Dla dowolnego wyra»enia E , przez E rozumiemy numer Gödlowski E
(zapisany jako ci¡g cyfr 1, 2, . . . , 0).

Nie ka»da liczba jest numerem Gödlowskim jakiego± wyra»enia (na
przykªad, 88 nie jest numerem Gödlowskim »adnego wyra»enia).

Je±li n jest numerem Gödlowskim jakiego± wyra»enia, to b¦dziemy czasem
odwoªywa¢ si¦ do tego wyra»enia jako do n-tego wyra»enia. (Dla
przykªadu, Pd jest szesnastym wyra»eniem, ⊥ jest drugim wyra»eniem.)
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Maszyny logiczne Smullyana

Maszyna jest samoodnosz¡ca si¦ (do siebie) w tym sensie, »e wyra»enia
drukowane przez maszyn¦ stwierdzaj¡, co maszyna mo»e, a czego nie mo»e
wydrukowa¢. Wyra»enie nazywamy drukowalnym, je±li maszyna mo»e je
wydrukowa¢.

Symbol �P� oznacza �drukowalne� i dla dowolnego wyra»enia E
zbudowanego z podanych siedemnastu symboli, je±li chcemy zapisa¢ zdanie
stwierdzaj¡ce, »e E jest drukowalne, to piszemy nie PE , lecz PE (tj., P po
którym nast¦puje numer Gödlowski E ).
Dla przykªadu, zdaniem stwierdzaj¡cym, »e (P ⊥→⊥) jest drukowalne jest
P(P ⊥→⊥) � tj. P412325.

Dla dowolnych wyra»e« X oraz Y , Fergusson zde�niowaª diagonalizacj¦ X
wzgl¦dem Y jako wyra»enie (X (X ,Y ) → Y ).
Symbol �d � jest skrótem dla �diagonalizacja� � i dla dowolnych wyra»e« X
oraz Y , wyra»enie Pd(X ,Y ) jest zdaniem stwierdzaj¡cym, »e
diagonalizacja X wzgl¦dem Y jest drukowalna.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (12) (JiNoI III) (wykªad dodatkowy) 22 / 42



Maszyny logiczne Smullyana

Zde�niujemy teraz, co to znaczy, »e wyra»enie jest zdaniem (maszynowym)
i co to znaczy, »e zdanie jest prawdziwe.

(1) ⊥ jest zdaniem i ⊥ jest faªszywe.

(2) Dla dowolnego wyra»enia X , wyra»enie PX jest zdaniem i jest ono
prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyra»enie X jest drukowalne.

(3) Dla dowolnych wyra»e« X oraz Y , wyra»enie Pd(X ,Y ) jest
zdaniem i jest ono prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyra»enie
(X (X ,Y ) → Y ) � które jest diagonalizacj¡ X wzgl¦dem Y � jest
drukowalne.

(4) Dla dowolnych zda« X oraz Y , wyra»enie (X → Y ) jest zdaniem i
jest ono prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy albo X nie jest
prawdziwe, albo Y jest prawdziwe.

Rozumie si¦, »e »adne wyra»enie nie jest zdaniem (maszynowym), je±li nie
zostaªo otrzymane zgodnie z powy»szymi reguªami. Spójniki logiczne
¬,∧,∨,≡ s¡ de�niowane z → oraz ⊥ w znany sposób.
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Maszyny logiczne Smullyana

Podamy teraz reguªy ustalaj¡ce, co maszyna mo»e wydrukowa¢. Maszyna
jest zaprogramowana do kolejnego drukowania niesko«czonej listy zda«.
Pewne zdania, nazywane aksjomatami mog¡ zosta¢ wydrukowane na
ka»dym etapie tego procesu. W±ród aksjomatów s¡ wszystkie tautologie.
(tak wi¦c, dla dowolnej tautologii X , maszyna mo»e wydrukowa¢ X kiedy
tylko chce, niezale»nie od tego, co dot¡d wydrukowaªa lub czego nie
wydrukowaªa w poprzednich etapach.)
Dalej, maszyna jest zaprogramowana tak, »e dla dowolnych zda« X oraz Y ,
je±li na pewnym etapie maszyna wydrukowaªa ju» X oraz X → Y , to mo»e
wydrukowa¢ Y . Tak wi¦c, maszyna jest typu 1 (w tym sensie, »e zbiór zda«
drukowalnych jest typu 1).
Poniewa» jest prawd¡, »e je±li X oraz X → Y s¡ oba drukowalne, to Y te»
jest drukowalne, to zdanie (PX ∧ P(X → Y )) → PY jest prawdziwe; lub,
co na jedno wychodzi, zdanie P(X → Y ) → (PX → PY ) jest prawdziwe.
Maszyna �wie� zatem o prawdziwo±ci wszystkich zda« postaci
P(X → Y ) → (PX → PY ) i przyjmuje je jako aksjomaty. Tak wi¦c,
maszyna jest typu 2.
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Nast¦pnie, je±li maszyna kiedykolwiek wydrukuje zdanie X , to �wie� ona, »e
wydrukowaªa X i pr¦dzej czy pó¹niej wydrukuje prawdziwe zdanie PX .
(Zdanie PX jest prawdziwe, poniewa» X zostaªo wydrukowane.) A wi¦c
maszyna jest normalna, a st¡d jest typu 3.
Poniewa» maszyna jest normalna, wi¦c dla dowolnego zdania X , zdanie
PX → PPX jest prawdziwe. Czyli maszyna jest pocz¡tkowo �±wiadoma�
prawdziwo±ci wszystkich takich zda« oraz przyjmuje je jako aksjomaty.
Zatem maszyna jest typu 4.

Jest jeszcze jedna rzecz, któr¡ maszyna potra� robi¢, a jest to rzecz do±¢
istotna. Dla dowolnych wyra»e« X oraz Y , zdanie Pd(X ,Y ) jest prawdziwe
wtedy i tylko wtedy, gdy (X (X ,Y ) → Y ) jest drukowalne, co z kolei
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie P(X (X ,Y ) → Y ) jest prawdziwe.
Zatem nast¦puj¡ce zdanie jest prawdziwe: Pd(X ,Y ) ≡ P(X (X ,Y ) → Y ).
Maszyna �wie� o prawdziwo±ci wszystkich takich zda« i przyjmuje je jako
aksjomaty. Te aksjomaty nazywane s¡ aksjomatami przek¡tniowymi.
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Aksjomaty i reguªy maszyny

Aksjomaty:

Grupa 1. Wszystkie tautologie.

Grupa 2. Wszystkie zdania postaci P(X → Y ) → (PX → PY ).

Grupa 3. Wszystkie zdania postaci PX → PPX .

Grupa 4 (aksjomaty przek¡tniowe). Wszystkie zdania postaci
Pd(X ,Y ) ≡ P(X (X ,Y ) → Y ), gdzie X oraz Y s¡ dowolnymi
wyra»eniami (niekoniecznie zdaniami).

Reguªy operowania:

(1) Aksjomaty mog¡ zosta¢ wydrukowane na ka»dym etapie.

(2) Dla dowolnych ju» wydrukowanych zda« X oraz (X → Y ),
maszyna mo»e wydrukowa¢ Y .

(3) Dla dowolnego wydrukowanego ju» zdania X , maszyna mo»e
wydrukowa¢ PX .
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Rozumie si¦, »e jedynym sposobem wydrukowania przez maszyn¦ jakiego±
zdania X na pewnym etapie jest zastosowanie si¦ do powy»szych reguª.
Zatem, X jest drukowalne na danym etapie tylko wtedy, gdy zachodzi jeden
z nast¦puj¡cych trzech warunków: (1) X jest aksjomatem; (2) istnieje
zdanie Y takie, »e Y oraz (Y → X ) zostaªy ju» wydrukowane na etapie
wcze±niejszym; (3) istnieje zdanie Y takie, »e X jest zdaniem PY oraz Y
zostaªo ju» wydrukowane na etapie wcze±niejszym.

Uwagi. Dla ka»dego zdania X , niech BX b¦dzie zdaniem PX . Symbol
�B� nie nale»y do j¦zyka maszyny; u»ywamy go do mówienia o maszynie.
U»ywamy �B� jako odpowiadaj¡cego operacji, która przyporz¡dkowuje
ka»demu zdaniu X zdanie PX .
Gdy mówimy, »e maszyna jest typu 4, rozumiemy przez to, »e jest ona typu
4 ze wzgl¦du na t¦ operacj¦ B. W istocie, bez aksjomatów przek¡tniowych,
system aksjomatyczny tej maszyny jest systemem modalnym K4.
Zobaczymy wkrótce, »e dodanie aksjomatów przek¡tniowych daje nam
peªn¡ moc systemu modalnego G.
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Dowodliwo±¢. Zde�niowali±my dla ka»dego zdania maszyny co to znaczy,
»e zdanie to jest prawdziwe, a wi¦c ka»de zdanie maszyny wyra»a okre±lone
zdanie, które mo»e by¢ prawdziwe lub mo»e by¢ faªszywe.

Uwaga. Dot¡d proposition oddawali±my zawsze jako zdanie. Teraz mamy:

zdania (maszyny) (w oryginale sentences) � zdania j¦zyka
przedmiotowego,

oraz zdania metaj¦zyka (w oryginale propositions), tj. j¦zyka, w
którym mówimy o maszynie, jej zdaniach (maszynowych), itp.

W przypadkach, gdy mogªoby to prowadzi¢ do nieporozumie«, w dalszym
ci¡gu b¦dziemy dodawa¢ okre±lenie maszynowe, gdy mowa b¦dzie o
zdaniach drukowanych przez maszyn¦.
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Powiemy, »e maszyna dowodzi danego zdania, gdy drukuje ona zdanie
maszynowe, które wyra»a to dane zdanie. Dla przykªadu, zdanie
maszynowe ¬P2 wyra»a zdanie stwierdzaj¡ce, »e maszyna jest niesprzeczna
(poniewa» 2 jest numerem Gödlowskim ⊥), a wi¦c je±li maszyna
wydrukowaªa ¬P2, to udowodniªa swoj¡ wªasn¡ niesprzeczno±¢. Gdyby
maszyna wydrukowaªa P2, to udowodniªaby swoj¡ wªasn¡ sprzeczno±¢.

Powiemy, »e maszyna jest ±cisªa, je±li wszystkie zdania dowodliwe przez
maszyn¦ s¡ prawdziwe.
Powiemy, »e maszyna jest niesprzeczna, je±li nie mo»e ona dowie±¢ ⊥, oraz
»e jest stabilna, je±li dla ka»dego zdania (maszynowego) X , je±li PX jest
drukowalne, to drukowalne jest te» X .

Zwrotno±¢. Przechodzimy teraz do dowodu, »e maszyna jest Gödlowska, a
faktycznie, zwrotna.
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Wa»ne wªasno±ci maszyny Fergussona

(1) Znajdziemy zdanie G takie, »e zdanie G ≡ ¬PG � tj. zdanie
G ≡ (PG →⊥) � jest drukowalne.

(2) Poka»emy, »e dla dowolnego zdania Y istnieje zdanie X takie, »e
zdanie X ≡ (PX → Y ) jest drukowalne.

Uwaga. Problem 1 jest szczególnym przypadkiem problemu 2, a wi¦c
najpierw rozwi¡»emy problem 2.

Przypomnijmy, »e:

warunek wspomniany w problemie (2) nazywamy zwrotno±ci¡;

systemem typu G nazywamy system modalny typu 4, w którym
dowodliwe s¡ wszystkie zdania postaci B(Bp → q) → Bp.
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Niech Y b¦dzie dowolnym zdaniem. Dla dowolnego wyra»enia Z , zdanie
Pd(Z ,Y ) ≡ P(Z (Z ,Y ) → Y ) jest drukowalne (poniewa» jest jednym z
aksjomatów przek¡tniowych).

We¹miemy za Z wyra»enie Pd i otrzymujemy wtedy, »e
Pd(Pd ,Y ) ≡ P(Pd(Pd ,Y ) → Y ) jest drukowalne.

Poniewa» maszyna jest typu 1, wi¦c wynika st¡d, »e nast¦puj¡ce zdanie jest
drukowalne:

(Pd(Pd ,Y ) → Y ) ≡ (P(Pd(Pd ,Y ) → Y ) → Y )

Tak wi¦c, zdanie X ≡ (PX → Y ) jest drukowalne, gdzie X jest zdaniem
(Pd(Pd ,Y ) → Y ).
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Problem 1 jest szczególnym przypadkiem problemu 2, gdy za Y we¹miemy
⊥. Tak wi¦c, zdaniem Gödla G dla tej maszyny jest Pd(Pd ,⊥) →⊥ � tj.,
zdanie (Pd(16, 2) →⊥).

Co stwierdza zdanie Pd(16, 2)?
Mówi ono, »e diagonalizacja szesnastego wyra»enia wzgl¦dem drugiego
wyra»enia jest drukowalna. Wyra»eniem szesnastym jest Pd , a wyra»eniem
drugim jest ⊥, a wi¦c Pd(16, 2) mówi, »e diagonalizacja Pd wzgl¦dem ⊥
jest drukowalna, ale ta diagonalizacja to zdanie (Pd(16, 2) →⊥) � tj.
wªa±nie samo zdanie G !
A wi¦c Pd(16, 2) mówi, »e G jest drukowalne, a st¡d (Pd(16, 2) →⊥) �
które jest zdaniem G � mówi, »e G nie jest drukowalne (lub, co na jedno
wychodzi, »e drukowalno±¢ G implikuje faªsz logiczny). Tak wi¦c, G mówi,
»e G nie jest drukowalne; G jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy G nie
jest drukowalne.
Zatem G stwierdza swoj¡ wªasn¡ niedrukowalno±¢. Oto, w miniaturce,
pomysªowa idea Gödla otrzymywania samoodniesienia.
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Zdanie G ≡ ¬PG � tj. zdanie G ≡ (PG →⊥) � jest nie tylko prawdziwe,
ale tak»e drukowalne (jest ono jednym z aksjomatów przek¡tniowych).

Poniewa» maszyna jest normalna i jest typu 1, wynika st¡d na mocy
Pierwszego Twierdzenia Gödla o Niezupeªno±ci, »e je±li maszyna jest
niesprzeczna, to G nie jest drukowalne, a je±li maszyna jest dodatkowo
stabilna, to równie» ¬G nie jest drukowalne.

A wi¦c, je±li maszyna jest jednocze±nie niesprzeczna i stabilna, to zdanie G
jest nierozstrzygalne w systemie zda«, które maszyna mo»e wydrukowa¢.
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Maszyna jest faktycznie typu 4, a poniewa» jest Gödlowska � zdanie
G ≡ ¬PG jest drukowalne � wi¦c z Drugiego Twierdzenia Gödla o
Niedowodliwo±ci Niesprzeczno±ci wynika, »e je±li maszyna jest niesprzeczna,
to nie mo»e ona dowie±¢ swojej wªasnej niesprzeczno±ci � tj. nie mo»e
wydrukowa¢ zdania ¬P2.

Nadto, je±li maszyna jest niesprzeczna, to zdanie ¬P2 jest prawdziwe, a
st¡d jest innym przykªadem zdania prawdziwego, którego maszyna nie mo»e
wydrukowa¢.

Co wi¦cej, maszyna jest zwrotna (problem 2), a b¦d¡c typu 4, musi by¢
Löbowska (na mocy Twierdzenia Löba), a wi¦c dla dowolnego zdania X ,
je±li PX → X jest drukowalne, to drukowalne jest X . Poniewa» ka»dy
zwrotny Löbowski system typu 4 jest typu G, wi¦c wynika st¡d, »e maszyna
jest typu G.
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Czy Maszyna Fergussona jest niesprzeczna?

Poprawno±¢, ±cisªo±¢ i niesprzeczno±¢ Maszyny Fergussona.

Pokazali±my, »e je±li maszyna Fergussona jest niesprzeczna, to nie mo»e
udowodni¢ swojej wªasnej niesprzeczno±ci.

Ale sk¡d wiemy, czy maszyna jest, czy nie jest niesprzeczna?

Udowodnimy teraz, »e maszyna jest nie tylko niesprzeczna, ale »e jest te»
caªkowicie ±cisªa � tj., »e ka»de zdanie wydrukowane przez maszyn¦ jest
prawdziwe.

Pokazali±my ju», »e wszystkie aksjomaty maszyny s¡ prawdziwe, ale
prze±led¹my uwa»nie to rozumowanie.
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Aksjomaty Grupy 1 s¡ wszystkie tautologiami, a st¡d s¡ z pewno±ci¡
prawdziwe.

Je±li chodzi o aksjomaty Grupy 2, to powiedzie¢, »e
P(X → Y ) → (PX → Y ) jest prawdziwe to tyle, co powiedzie¢, »e je±li
oba P(X → Y ) oraz PX s¡ prawdziwe, to takie jest te» PY , czyli to samo,
co powiedzie¢, »e je±li (X → Y ) oraz X s¡ oba drukowalne, to takie jest
te» Y .
A tak oczywi±cie jest, na mocy Operacji 2.

Tak wi¦c, aksjomaty Grupy 2 s¡ wszystkie prawdziwe.
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Je±li chodzi o aksjomaty Grupy 3, powiedzie¢, »e PX → PPX jest
prawdziwe, to tyle, co powiedzie¢, »e je±li PX jest prawdziwe, to takie jest
te» PPX .

To z kolei jest tym samym, co powiedzenie, »e je±li X jest drukowalne, to
takie jest te» PX � a tak jest rzeczywi±cie, na mocy Operacji 3.

Je±li chodzi o aksjomaty przek¡tniowe, to Pd(X ,Y ) jest prawdziwe wtedy i
tylko wtedy, gdy (X (X ,Y ) → Y ) jest drukowalne, a tak jest wtedy i tylko
wtedy, gdy P(X (X ,Y ) → Y ) jest prawdziwe.

Zatem Pd(X ,Y ) ≡ P(X (X ,Y ) → Y ) jest prawdziwe.
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Wiemy teraz, »e wszystkie aksjomaty maszyny s¡ prawdziwe, ale musimy
pokaza¢, »e wszystkie zdania drukowalne s¡ prawdziwe.

Przypomnijmy, »e maszyna drukuje zdania na pewnych etapach.
Chcemy teraz ustanowi¢ nast¦puj¡cy lemat, twierdzenie i wniosek:

Lemat. Je±li X jest zdaniem wydrukowanym na pewnym etapie i
wszystkie zdania wydrukowane do tego etapu s¡ prawdziwe, to X jest
prawdziwe.

Twierdzenie. Ka»de zdanie wydrukowane przez maszyn¦ jest
prawdziwe.

Wniosek. Maszyna jest jednocze±nie niesprzeczna i stabilna.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (12) (JiNoI III) (wykªad dodatkowy) 38 / 42



Maszyny logiczne Smullyana

Dowody.

Najpierw udowodnimy lemat. Zaªó»my, »e wszystkie dot¡d wydrukowane
zdania s¡ prawdziwe; mamy pokaza¢, »e X jest prawdziwe.

Przypadek 1. X jest aksjomatem. Wtedy X jest prawdziwe (jak ju»
udowodnili±my).
Przypadek 2. Istnieje zdanie Y takie, »e Y oraz (Y → X ) zostaªy ju»
wydrukowane. Wtedy z przyj¦tego zaªo»enia Y oraz (Y → X ) s¡ oba
prawdziwe, a wi¦c X jest prawdziwe.
Przypadek 3. X jest postaci PY , gdzie Y jest zdaniem, które ju» zostaªo
wydrukowane. Poniewa» Y zostaªo wydrukowane, wi¦c PY jest prawdziwe
� tj. X jest prawdziwe.

To ko«czy dowód lematu.
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Dowód Twierdzenia.

Maszyna jest zaprogramowana tak, aby wydrukowa¢ wszystkie drukowalne
zdania w jakim± okre±lonym ci¡gu X1,X2, . . . ,Xn, . . . Przez Xn rozumiemy
zdanie wydrukowane na etapie n.
Pierwsze zdanie wydrukowane przez maszyn¦ (zdanie X1) musi by¢
aksjomatem (poniewa» dot¡d maszyna nie wydrukowaªa »adnych zda«), a
st¡d X1 musi by¢ prawdziwe.
Je±li powy»sza lista zawieraªaby jakiekolwiek zdanie faªszywe, to musiaªaby
istnie¢ najmniejsza liczba n taka, »e Xn jest faªszywe � to jest, musiaªoby
istnie¢ pierwsze zdanie faªszywe wydrukowane przez maszyn¦. Wiemy, »e n
nie jest równe 1 (poniewa» X1 jest prawdziwe), a zatem n jest wi¦ksze od
1. Znaczy to, »e maszyna drukuje zdanie faªszywe na etapie n, ale na
wszystkich wcze±niejszych etapach drukowaªa wyª¡cznie zdania prawdziwe.
Przeczy to jednak lematowi.

Zatem maszyna nigdy nie mo»e wydrukowa¢ jakichkolwiek zda« faªszywych.
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Dowód Wniosku.

Poniewa» maszyna jest ±cisªa (na mocy Twierdzenia), wi¦c ⊥ nigdy nie
mo»e zosta¢ wydrukowane, poniewa» ⊥ jest faªszywe. Zatem maszyna jest
niesprzeczna.

Nast¦pnie, przypu±¢my, »e PX jest drukowalne. Wtedy PX jest prawdziwe
(na mocy Twierdzenia), co oznacza, »e X jest drukowalne. Zatem maszyna
jest stabilna.

Widzimy teraz, »e maszyna Fergussona jest niesprzeczna, ale nigdy nie
potra� dowie±¢ swojej niesprzeczno±ci. Tak wi¦c i ty i ja (równie dobrze jak
Fergusson) wiemy, »e maszyna jest niesprzeczna, ale biedna maszyna
wiedzy tej nie ma!
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Koniec 2

Koniec 2

O dalszych wynikach zwi¡zanych z �maszynow¡� interpretacj¡ twierdze«
metalogicznych traktuje rozdziaª 28 Forever Undecided.

Wydawnictwo Ksi¡»ka i Wiedza chce opublikowa¢ Na zawsze
nierozstrzygni¦te pod koniec roku 2007.
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