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1. Preliminaria matematyczne
Podajemy definicje wykorzystywanych poje¢ matematycznych.

1.1. Zbiory i relacje

Zaktadamy, ze pojecia:

e zbioru,

e relacji,

e funkcji,

e injekcji, surjekcji, bijekcji
sa czytelnikowi znane ze szkoty.

Zakladamy, ze czytelnik pamigta podstawowe operacje na zbiorach (iloczyn, suma, réznica, dopetnienie, iloczyn
kartezjanski):

XNY={zxeU:z€Xorazz €Y}

XUY={zeU:zeXlubxeY}

XUY={zeU:ze€Xorazz ¢ Y}
e X'={zeU:2¢ X}
e X xY ={(z,y):x€Xorazz €Y}
gdzie U jest rozwazanym uniwersum.

Zbiér X jest zawarty w zbiorze Y, gdy kazdy element zbioru X jest elementem zbioru Y. Piszemy wtedy: X C Y.
Zbiér pusty () to zbiér, ktéry nie ma zadnego elementu. Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X oznaczamy przez 2%
Zbiér wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiér Y oznaczamy przez XY .

Jesli R C X x X jestrelacjai (x,y) € R, to piszemy tez x Ry. Méwimy wtedy, ze x jest R-poprzednikiem y, a
y jest R-nastgpnikiem x

Dla dowolnej relacji R C X x X, méwimy Ze element x jest:

R-minimalny, gdy nie istnieje y € X taki, ze yRx

R-maksymalny, gdy nie istnieje y € X taki, ze xRy

e R-najmniejszy, gdy xRy dla wszystkich y € X

R-najwigkszy, gdy yRyx dla wszystkich y € X.

Przypominamy niektdére podstawowe wlasnosci relacji dwuargumentowych. Méwimy, ze relacja R C X x X jest:

e zwrotna, gdy xRz dla wszystkich z € U
e przeciwzwrotna, gdy x Rx nie zachodzi dla zadnego x € U

e symetryczna, gdy dla wszystkich z,y € U: jesli zRy, to yRx



o asymetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jeSli x Ry, to nie zachodzi y Rx

e antysymetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jesli x # y, to xRy lub yRx

e przechodnia, gdy dla wszystkich z,y, z € U: jeSli t Ry oraz yRz,to xRz

e spojna, gdy dla kazdego x € U istnieje y € U taki, ze: xRy lub y Rz

e relacjq rownowaznosci, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia

o czesciowym porzqdkiem, gdy jest antysymetryczna i przechodnia

e ostrym czesciowym porzadkiem, gdy jest asymetryczna i przechodnia

e liniowym porzadkiem, gdy jest spéjnym porzadkiem czgsciowym

e ostrym liniowym porzqdkiem, gdy jest spéjnym ostrym porzadkiem czgsciowym

e dobrym porzqdkiem, gdy jest porzadkiem czgSciowym i dla kazdego niepustego zbioru X C U istnieje element
x taki, ze dla wszystkich y € X zachodzi xRy (czyli gdy kazdy niepusty podzbiér X uniwersum ma element
R-najmniejszy).

Jesli R C X xY oraz S C'Y x Z sarelacjami, to zfoZeniem relacji R i S jestrelacja Ro S C X X Z zdefiniowana
warunkiem: R o Sz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje y € Y taki, ze xRy oraz ySz. Jesli R C X x X, to Ro R
oznaczamy tez przez R2.

Zbior jest nieskoriczony, gdy jest rownoliczny z jakim$ swoim podzbiorem wlasciwym. W przeciwnym przypadku
jest skoriczony.
Zbiér wszystkich liczb naturalnych: 0, 1, 2, . .. oznaczamy przez N.

1.2. Indukcja matematyczna

Przez zasade indukcji matematycznej rozumiemy nastgpujacy schemat rozumowania. Niech W bedzie dowolng
wlasnoscia mogaca przystugiwac liczbom naturalnym. Jesli wlasnos¢ W przystuguje liczbie 0 oraz to, ze wlasnosé
W przystuguje liczbie n implikuje, ze W przystuguje liczbie n + 1, to wlasnos¢ W przystuguje wszystkim liczbom
naturalnym.

1.3. Drzewa

Grafem nazywamy dowolng pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest podzbiorem X x X. Elementy zbioru X
nazywamy wierzchotkami, a elementy zbioru R krawedziami grafu (X, R).

Méwimy, ze relacja R na zbiorze X jest (ostrym) czesciowym porzqdkiem w X, jeSli jest ona asymetryczna i
przechodnia w X (lub, co na to samo wychodzi: przeciwzwrotna i przechodnia w X).

Drzewem (o korzeniu x,) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xo) taki, ze:
e (X, R) jest grafem;
e 1 jest elementem R-najmniejszym w X;

e R jest przechodnia w X;

R jest asymetryczna w X;

dla kazdego elementu zbioru X — {xo}, zbidr jego wszystkich R-poprzednikéw jest dobrze uporzadkowany
przez relacje R.



Zauwazmy, ze jesli (X, R, xo) jest drzewem, to:
e zbiér wszystkich R-poprzednikéw kazdego elementu zbioru X — {z¢} jest liniowo uporzadkowany;

e relacja R jest przeciwzwrotna w X.

Niech D = (X, R, z¢) bedzie drzewem o korzeniu .
Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie maja R-nastgpnikow.

Jesli D jest drzewem, to przez rp oznaczmy korzen D, przez | D| zbiér wszystkich wierzchotkéw D, przez e(D)
zbidr wszystkich krawedzi D, a przez Lp zbiér wszystkich liSci drzewa D.

Jesli (z,y) € R jest krawedzia w D, to & nazywamy przodkiem y, a y nazywamy potomkiem z.
Jesli (z,y) € R — R? jest krawedzia w D, to 2 nazywamy bezposrednim przodkiem vy, a y nazywamy bezposred-
nim potomkiem .

Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktéry jest uporzadkowany liniowo przez R nazywamy faricu-
chem w D. Kazdy tancuch maksymalny (wzgledem inkluzji) w D nazywamy gatezig w D. Zamiast terminu faricuch
uzywa si¢ réwniez terminu Sciezka. Przez dtugosé taricucha P rozumiemy liczbg elementéw zbioru P.

Pniem drzewa D nazywamy czgS¢ wsp6lng wszystkich gatezi D.

Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkow x. Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedéw
wszystkich wierzchotkéw drzewa D.

Drzewo D jest skoriczone, jesli zbior jego wierzchotkow jest skoficzony. Drzewo D jest nieskoriczone, jesli zbior
jego wierzchotkéw jest nieskonczony. Drzewo D jest rzedu skoriczonego, jesli jego rzad jest liczba skoficzona.

Przez indukcje definiujemy poziomy drzewa:
e poziom zerowy to zbiér jednoelementowy, ztozony z korzenia drzewa;

e poziom k+1 to zbiér wszystkich bezposrednich nastgpnikéw wierzchotkéw poziomu k.

Wysokosciq drzewa jest najwigksza liczba n taka, ze istnieje poziom n w drzewie. Jesli drzewo ma wierzchotki
poziomu n dla kazdej liczby naturalnej n, to méwimy, ze wysokos$¢ drzewa jest nieskoriczona (réwna w).

Kazde drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek nie bedacy liSciem ma najwyzej n bezposrednich potomkéw, nazy-
wamy drzewem n-arnym. W szczegdlnosci:

e Kazde drzewo, w ktorym kazdy wierzcholek nie bedacy lisSciem ma najwyzej dwéch bezposrednich potomkow
nazwiemy drzewem nierozwojowym w sensie watykariskim, w skrocie nw-drzewem.

e Kazde drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek nie bedacy liSciem ma doktadnie dwdch bezposrednich potomkow
nazywamy drzewem dwdjkowym (uzywa si¢ tez terminu drzewo binarne).

Waznym twierdzeniem, z ktérego wielokrotnie bedziemy korzystac, jest nastgpujacy:
LEMAT KONIGA.

Jesli drzewo D rzedu skoficzonego jest nieskoficzone, to ma galaZ nieskoriczona.
DoOwOD.

Przypusémy, ze D jest nieskoriczone. Zdefiniujemy gataz nieskoriczona {xg, 1, x2, ...} w D przez indukcje.

Za element x( bierzemy korzen drzewa D. Poniewaz D jest nieskoiczone, wigc xo ma nieskoriczenie wiele R-
nastgpnikow.

Przypusémy, ze xg, 21, x2, . . ., £,—1 zostaly zdefiniowane tak, ze x; nalezy do i-tego poziomu drzewa D oraz x;
ma nieskoriczenie wiele R-nastepnikéw. Z zatozenia, x,,_1 ma tylko skoniczenie wiele bezposrednich R-nastgpnikow.
Poniewaz z,,_; ma nieskoniczenie wiele R-nastgpnikow, wigc co najmniej jeden z jego bezposrednich R-nastgpnikow



takze ma nieskonczenie wiele R-nastgpnikéw. Wybieramy wigc element z,, z n-tego poziomu drzewa D o tej wlasnie
wlasnosci. Wtedy x,, ma nieskornczenie wiele R-nastgpnikéw. Poniewaz jest tak dla kazdego n, pokazaliSmy istnienie
nieskonczonej gatezi {xz¢, x1, 2, ...} w drzewie D.

Q.E.D.

Lemat Koniga mozna tez wystowié nastgpujaco:
e Jesli D jest drzewem rzedu skoriczonego i dla kazdej liczby naturalnej n w D istnieja faiicuchy o co najmniej n
elementach, to D ma taficuch nieskoriczony.

Moéwimy, ze (Y, Q, yo) jest poddrzewem drzewa (X, R, x¢), gdy:

DY CX,Q=RNY?

2) (Y, Q, yo) jest drzewem o wierzchotku yq.

Jesli Dy jest poddrzewem Ds, to piszemy Dy < Ds.

Jesli P jest galezia (skoiczona) w drzewie D, to niech Pr5 oznacza 1iS¢ drzewa D nalezacy do P.

Niech D1 = (X, R,z¢) i Dy = (Y, Q,yo) beda drzewami, X N'Y = (), niech P bedzie galezia w D; i niech
drzewo D3 = (Z, S, zo) bedzie zdefiniowane w sposéb nastepujacy:

e 7/=XUY

e ) =xp

e SNX2=R
SNY?2=Q
(Ps,90) € 5.

Moéwimy wtedy, ze drzewo Ds jest przedtuieniem drzewa D; na gatezi P o drzewo Dy i piszemy:
Dy u Py D5 C Ds.

Przedtuzanie polega zatem, intuicyjnie méwiac, na ,,doczepianiu” drzewa do lici innego drzewa. Zauwazmy, ze
jest to relacja czteroargumentowa.

Dla dowolnych drzew D oraz Ds oraz galezi P drzewa D, jeSli istnieje D5 takie, ze Dy Up; Dy T Ds, to
piszemy D; Cp, Ds. Dla dowolnych drzew D, oraz Ds, piszemy Dy T Ds, jesli istnieje gataz P w D taka, ze
D, Cpgs Ds.

Piszemy D = D, Up, D>, jesli istnieje D3 takie, ze Dy Up,; Do T Ds. Piszemy D = D; U Do, jedli istnieje
gataz P w D taka, ze D Up, Dy C D.

Relacje < oraz C sa czeSciowymi porzadkami (w ustalonej rodzinie drzew). Nie beda nam potrzebne zadne
specjalne operacje na drzewach (m.in. wyznaczone przez te porzadki), oprécz pewnego specjalnego sumowania drzew.
Niech mianowicie D = {Dy, D3, ...} bedzie rodzing (by¢ moze nieskoriczona) drzew, dobrze uporzadkowana przez
relacje C. Przez sume rodziny D rozumiemy najmniejsze drzewo, ktére jest przedtuzeniem wszystkich drzew z D.
Tak zdefiniowang sumg rodziny D oznaczamy przez | | D.

Wszystkie wierzchotki dowolnego drzewa mozna liniowo uporzadkowaé (odpowiednio je kodujac). Szczeg6lnie
wazne sg dwa tego typu porzadki:

e Porzadek poprzeczny”. Niech dana bedzie Scisle rosnaca funkcja f ze zbioru wierzchotkéw drzewa D w zbidr
liczb naturalnych . Wierzchotek z f-poprzedza wierzchotek y wtedy i tylko wtedy, gdy: poziom x jest mniej-
szy od poziomu y lub, gdy z i y sa na tym samym poziomie drzewa, f(z) < f(y).



e ,Porzadek wzdtuzny”. Niech dana bgdzie Scisle rosnaca funkcja f ze zbioru wierzchotkéw drzewa D = (X, R, xg)
w zbi6r liczb naturalnych A. Tym razem f-porzadek wierzchotkéw drzewa D okre§limy przez indukcje. Za
bezposredni f-nastgpnik korzenia zy drzewa D (czyli za x1) bierzemy ten z elementéw pierwszego poziomu
drzewa, dla ktérego warto$¢ funkcji f jest najmniejsza. Jesli x; nie jest liSciem, to rozpatrujemy z kolei zbior
wszystkich jego bezposrednich R-nastgpnikéw, dla znalezienia kolejnego elementu f-porzadku, tj. elementu xo:
bedzie to ten z bezposrednich R-nastepnikéw wierzchotka 1, dla ktérego warto$¢ funkcji f jest najmniejsza.
Jesli x; jest liSciem, to za nastgpny w f-porzadku (czyli za x2) bierzemy ten z bezposrednich R-nastgpnikéw
xo réznych od x1, dla ktérego wartos$¢ funkcji f jest najmniejsza. Przypusémy, ze wierzchotki xg, 1, ..., Tn_1
zostaly juz ustawione w ciag liniowy. Sposréd bezposrednich R-nastgpnikéw wierzchotka x,,_1 wybieramy
ten, dla ktérego wartos$¢ funkcji f jest najmniejsza i niech bedzie to kolejny wierzchotek w budowanym f-
porzadku, tj. wierzchotek x,,. Jesli wierzchotek ten nie jest liSciem, to rozpatrujemy z kolei zbiér wszystkich
jego bezposrednich R-nastgpnikéw, dla znalezienia kolejnego elementu f-porzadku, tj. elementu ,,4 ;. Jesli z,,
jest lisciem, to za nastgpny w f-porzadku (czyli za x,,1) bierzemy ten z bezposrednich R-nastepnikow x,,_;
réznych od z,,, dla ktérego wartos¢ funkcji f jest najmniejsza.

Rozwazaé bedziemy tzw. drzewa znakowane. Przez drzewo znakowane (elementami ze zbioru L) rozumiemy
pare uporzadkowana (D, f), gdzie D jest drzewem, a f jest funkcja ze zbioru wierzchotkéw drzewa D w zbiér L.
Zwykle L bgdzie pewnym zbiorem formut. Znakowanie drzew formutami pozwala w precyzyjny sposéb méwic o
wystgpieniach danej formuly w drzewie.

Graficzne reprezentacje drzew sa rysunkami, na ktérych wierzchotki (jako§ znakowane — punktami, liczbami,
formutami, itd.) potaczone sa liniami, odpowiadajacymi krawgdziom. Przy tym, jesli (X, R, zg) jest drzewem, to na
rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R— R? (przy tym, poprzedniki R umieszczane sa nad nastepnikami).

Dla przyktadu, pokazmy dwa rysunki drzew:

W tym drzewie sa cztery galezie, zaczynajace si¢ w korzeniu drzewa (wierzchotek oznaczony przez (1)) i koriczace
sig li$émi drzewa: (6), (10), (14) oraz (16). Pien drzewa jest tu zbiorem jednoelementowym: {(1)}.



W drzewie powyzszym sa trzy galezie, zaczynajace si¢ w korzeniu drzewa (wierzchotek oznaczony przez (1)),
koriczace sie lisémi: (9), (15) oraz (17). Piefi drzewa stanowia wierzchotki o numerach: (1), (2), (3) oraz (4).

W obu powyzszych drzewach wierzchotki ponumerowano wedle porzadku wzdtuznego. Popatrzmy, dla poréwna-
nia, na takie same porzadki drzewowe, ktérych wierzchotki ponumerowane sa wedle porzadku poprzecznego:

/(1)\
(?) (i‘%)
(4) (5)
\ N
(6) (7) (8)
TN \ \
(5‘9) (1‘0) (11) (12)
(13) (14)
(1‘5)
(1‘6)



(T)
(?)
(1‘3)
(4)
N
(T) ((‘9’)
(T) (8)
(9)
N
(10) (11)
(1‘2) (1‘3)
(1‘4)
(1‘5)
(1‘6)
(1‘7)

Wierzchotki nw-drzewa moga by¢ takze kodowane ciggami liczb (tu: 0, 1 oraz 2) np. wedle nastgpujacej zasady:

e korzen drzewa otrzymuje kod (0)

o jesli wierzchotek o kodzie (ny, ..., n,,) ma doktadnie jednego bezposredniego potomka, to 6w potomek otrzy-
muje kod (ny,...,nm,0)

o jesli wierzchotek o kodzie (nq, ..., n,,) ma doktadnie dwéch bezposrednich potomkéw, to otrzymuja oni kody:
(n1,...,Nm, 1y oraz (ny, ..., npy, 2).

Mozna tez uzy¢é w kodowaniach jedynie dwoéch liczb, np. 01 1.
Wierzchotki pierwszego z powyzej rozwazanych drzew zakodowane zostang tak:

(0)
(0,1) 02)
<0,L0> <o,£,o>
(0, 1,‘ 0,0)
/\ (0,2,0,1) (0,2,0,2)
(0,1,0,0,1) (0,1,0,0,2) <0,2,(‘), 1,0) (0,2 (‘),2,o>
<071,0,‘0,1,0> <0,1,0,‘0,2,0>
(0,1,0, (‘), 2,0,0)

\
(0,1,0,0,2,0,0,0)



2. Preliminaria logiczne

Podajemy podstawowe definicje dotyczace sktadni i semantyki KRZ oraz KRP.

2.1. Klasyczny Rachunek Zdan

Podajemy podstawowe definicje dotyczace sktadni i semantyki KRZ.

2.1.1. Skladnia jezyka KRZ

W skiad alfabetu jezyka KRZ wchodza:

e zmienne zdaniowe: p1,pa, p3, . . . (zbiér wszystkich tych zmiennych oznaczymy przez Vi rz)

e spadjniki (prawdziwosciowe):

- (negacja),

A (koniunkcja),

V (alternatywa [nierozlacznal),

— (implikacja [materialnal]),

— = (rownowaznosé¢ [materialnal).

e symbole pomocnicze: (,) — nawias lewy oraz nawias prawy.
Zbioér F pz wszystkich formut jgzyka KRZ definiowany jest indukcyjnie:

e (1) kazda zmienna zdaniowa jest formutg
e (2)jesli a € Fipz, to =(a) jest elementem Fpy

e (3) Je§h a € Fgprz oraz ﬁ € Fggrz, to: (0&) AN (ﬁ) € Fxrz, (Oé) V (ﬁ) € Fgrz, (Oé) — (ﬁ) € Frxrz,
(o) = (B) € Frrz

o (4) kazda formuta KRZ jest badZ zmienna zdaniowa, badZ powstaje z formut KRZ poprzez zastosowanie reguty

(2) lub reguty (3).

Zwréémy uwage, ze procedura rozstrzygania, czy dowolny (skoniczony) ciag elementéw alfabetu jezyka KRZ jest
formutag KRZ jest efektywna: w skonczonej liczbie krokéw (bioracych pod uwage jedynie ksztatt symboli oraz ich
kolejnos¢) daje odpowiedz.

Przyjmiemy pewne umowy notacyjne:

e opuszczamy nawiasy otaczajace pojedyncze zmienne (np. zamiast —(p;) piszemy —p;);
e zmienne zdaniowe zapisujemy zwykle: p, q, r, s, t;

e symbole «, 3, v oznaczaja dowolne formuty jezyka KRZ;

e symbole X, Y, Z oznaczaja (w tym rozdziale) dowolne zbiory formut jezyka KRZ.
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2.1.2. Semantyka jezyka KRZ

Niech dane beda dwa rézne przedmioty: 0 oraz 1. Niewazne, czym one sa, istotne jest aby byly rézne. Pierwszy
z nich (tj. 0) mozesz nazwac Fatszem (albo np. Sciemq), drugi (tj. 1) mozesz nazwaé Prawdgq (albo np. Odlotem).
Elementy zbioru {0, 1} nazwiemy wartosciami logicznymi.

Wartosciowaniem formut w KRZ nazywamy kazda funkcje h : Fxrz — {0,1} taka, ze:

e h(—(a)) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) =0

o h((e) A (B)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) = 1i h(8) = 1
o h((e) V (3)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(e) = 0 h(3) = 0
o h((a) — (3)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) = 1i h(3) =0
o h((a) = (B)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) = h(B).

UWAGA. Inna mozliwos¢ (ktéra zaraz przedstawimy) wprowadzenia pojecia wartoSciowania jest nastgpujaca:

e wartosciowaniem zmiennych zdaniowych (wzz) nazywamy dowolna funkcje h : Vkrz — {0,1} (a wigc
dowolny nieskonczony ciag o wyrazach 01i 1)

e wartos¢ formuty przy danym wzz okreslamy indukcyjnie, korzystajac z wybranych funkcji prawdziwosciowych

skojarzonych ze sp6jnikami prawdziwoSciowymi.

Dowolna funkcje, ktéra kazdemu skoficzonemu ciggowi wartosci logicznych przyporzadkowuje warto$¢ logiczna
nazywamy funkcjq prawdziwosciowq.

Larg [[1[2[3]4]
0 [0]0]1]1
T [0[1]0]1

Pierwsza kolumna tabeli podaje wszystkie wartos$ci argumentu, kolumny o numerach 1-4 podaja wartos¢ dla tego
argumentu kazdej z czterech jednoargumentowych funkcji prawdziwoSciowych. Funkcja o wartoSciach z kolumny 3
nazywana jest Negacjq. Oznaczmy ja symbolem Ng. Zatem:

(s [az [1]2]3]4]5]6]7]8]0[1011[12]13]14]15]16]
0 0 00|00l O0O]O0O]0O]O0]1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 ojojofof1j1{1{110/|0 0 0 1 1 1 1
1 0 0O[(0f1]1]0(0|1]|1]0]| O 1 1 0 0 1 1
1 1 o/j1]0(1[0]1]0]11]0 1 0 1 0 1 0 1

Pierwsze dwie kolumny podaja wszystkie uktady warto$ci argumentéw, kolumny o numerach 1-16 podaja wartos¢
dla tego uktadu argumentéw kazdej z szesnastu dwuargumentowych funkcji prawdziwosciowych.

Wprowadzamy oznaczenia dla niektérych z tych funkcji:

Funkcja o wartosciach z kolumny | nazywana jest i oznaczana
2 Koniunkcjq Kn
8 Alternatywq Al
14 Implikacjq Im
10 Rownowaznosciq | Rw
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Jesli w jest wzz, to niech w; oznacza i-ty element ciagu w. Funkcja Val : (Frpz x {0,1}Y) — {0,1} przy-
porzadkowuje kazdej parze (o, w) ztozonej z formuly « oraz wzz w jednoznacznie wyznaczong warto$é logiczna,
nazywana wartosciq formuty o przy wzz w.

Definicja funkcji V al jest indukcyjna (tzw. indukcja strukturalna po budowie formuty «):

(@) A (B),w) = Kn(Val(a,w), Val(3,w));

(@) vV (B),w) = Al(Val(e,w), Val(B,w));
(a) = (8),w) = Im(Val(e, w), Val(3,w));

o Val((a) = (8),w) = Rw(Val(a,w), Val(8,w)).

Powinno by¢ jasne, ze kazda funkcja jednoargumentowa postaci Val( ,w) : Fxrz — {0, 1} dla pewnego wzz w
jest warto$§ciowaniem formut jezyka KRZ.

Niech funkcja 7 : Fgrz x {0,1} — Fgprz bedzie okreslona warunkiem: m(c, w) = « dla dowolnej formuty o
oraz wzz w.

Kazde wartoSciowanie h formut jezyka KRZ mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci:

h(m(a,w)) = Val(a,w).

Mamy zatem wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ migdzy obydwoma sposobami wprowadzania pojgcia war-
tosciowania formut jezyka KRZ. Mozemy postugiwac si¢ kazdym z nich, co tez bedziemy czynic.

Wartos¢ formuty przy danym wzz zalezy tylko od skonczonej liczby elementéw tego wzz (bo kazda formuta
zawiera jedynie skoniczong liczbg zmiennych). Ustalanie wartosci formuty przy danym wzz jest procedura obliczalng:
dla dowolnej formuly oraz wzz mozna w skorficzonej liczbie prostych, mechanicznych krokéw (jawnie opisanych w
podanych wyzej tabelkach) ustali¢ warto$¢ tej formuty przy tym wzz. Przy tym, jesli formuta o zawiera n zmiennych
zdaniowych, to przy ustalaniu jej warto$ci wystarczy bra¢ pod uwage najwyzej 2" wzz.

Tautologiq KRZ nazywamy kazda formute jezyka KRZ, ktéra przy kazdym wartoSciowaniu przyjmuje wartos$¢ 1.
Tak wiec, formuta « jest tautologia KRZ, gdy dla kazdego warto$ciowania h, mamy: h(a) = 1. Formula « nie jest
tautologia KRZ, gdy istnieje warto$ciowanie h takie, ze h(«) = 0. Tautologiami KRZ sa zatem doktadnie te formuty
a, dla ktérych Val(a, w) = 1 dla kazdego wzz w. Formuta « nie jest tautologia KRZ, gdy istnieje co najmniej jedno
wzz w takie, ze Val(a,w) = 0.

Formuty, ktére przy kazdym wartoSciowaniu przyjmuja warto$¢ 0 nazywamy kontrtautologiami KRZ. Formuta «
nie jest zatem kontrtautologia KRZ, gdy przy co najmniej jednym warto$ciowaniu » mamy: h(a) = 1.

Wszystkie formuly jezyka KRZ podzieli¢ mozna na trzy klasy:

e tautologie KRZ
e kontrtautologie KRZ

e pozostate formuly (nie bedace ani tautologiami, ani kontrtautologiami).

Wynikanie logiczne to relacja migdzy zbiorami formut. Powiemy, ze zbiér Y wynika logicznie (w KRZ) ze zbioru
X, gdy przy kazdym wartoSciowaniu, przy ktérym wszystkie formuly zbioru X maja wartos$¢ 1, réwniez wszystkie
formuty zbioru Y maja wartos¢ 1.

Zbiér Y nie wynika logicznie ze zbioru X, gdy istnieje co najmniej jedno warto$ciowanie, przy ktérym wszystkie
formuly z X maja warto$¢ 1, a pewna formula ze zbioru Y ma wartos¢ 0.
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Gdy Y wynika logicznie z X, to piszemy X ., Y, a gdy Y jest zbiorem jednoelementowym {«}, to piszemy
X Ekr. o (méwimy wtedy krétko, ze formuta o wynika logicznie ze zbioru X).

Tautologie KRZ to doktadnie te formuty, ktére wynikaja logicznie ze zbioru pustego (.

Moéwimy, ze zbiér X formut jezyka KRZ jest:

e semantycznie niesprzeczny, gdy istnieje wartoSciowanie h takie, ze h(a) = 1 dla wszystkich o € X;

e semantycznie sprzeczny, gdy X nie jest semantycznie niesprzeczny.

Z powyzszej definicji wynika, ze X jest semantycznie sprzeczny, gdy dla kazdego wartoSciowania h oraz dla
wszystkich a € X mamy: h(a) = 0.

Aby pokazaé, ze X jest semantycznie niesprzeczny wystarczy znaleZ¢ jedno wartoSciowanie h takie, ze dla wszyst-
kich € X mamy: h(a) = 1.

Aby pokazac, ze X jest semantycznie sprzeczny trzeba pokazaé, ze dla Zadnego wartoSciowania h nie zachodzi
h(a) = 1 dla wszystkich o € X.

Regutq (reguta wnioskowania) nazywamy dowolna relacjg R C 2FKRZ % Frpg, ktdrej poprzedniki sa skoriczo-
nymi zbiorami formut.

Kazdy uktad postaci (X, o) € R nazywamy sekwentem reguty R. Poprzedniki relacji R nazywamy przestankami
reguly R, a nastgpniki wnioskami reguly R.

Regula R jest niezawodna, gdy dla kazdego (X, ) € R zachodzi: X =y, «, czyli gdy o wynika logicznie z X.
W przeciwnym przypadku R jest zawodna.

Z powyzszej definicji widac, ze regula R jest:

e niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego jej sekwentu (X, «) € R oraz kazdego warto$ciowania,
przy ktérym wszystkie elementy X (tj. przestanki) maja warto$¢ 1, takze « (tj. wniosek) ma wartosc¢ 1;

e zawodna, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja: co najmniej jeden sekwent (X, «) € R oraz co najmniej jedno

warto$ciowanie przy ktérym wszystkie elementy X maja warto$¢ 1, a o ma wartos¢ 0.

UWAGA. Reguty wnioskowania interesujace z logicznego punktu widzenia opisywane sa zwigZle przez podanie
ksztattu wszystkich sekwentéw sktadajacych si¢ na regute, np. tak, jak w ponizszych przyktadach.

Oto schematyczne zapisy kilku waznych niezawodnych regul wnioskowania (zapis ponizszy wskazuje ksztatt
wszystkich sekwentéw poszczegdlnych regul):

) ({a—B,a},6) t5)  ({aVp,—a},p)

12 ({a— B,-6},a) @) ({a—B,8—a},a=p)

@3) ({a—=BB8—=7ha—2v @ ({a—=@-=7h@AB) —7)

4)  ({o, na}, B) t8) ({(aAp) =}ta—=(8—17)

Regute wnioskowania o przestankach o, .. ., a,, oraz wniosku 3 zapisujemy czgsto w postaci:
Aly...,0p
/8 7
a1

albo w postaci:
O‘n

B
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Reguta R zachowuje wltasnosé bycia tautologiq wtedy i tylko wtedy, gdy: dla kazdego (X, ) € R, jesli wszystkie
elementy zbioru X sa tautologiami KRZ, to takze « jest tautologia KRZ.

TWIERDZENIE. Kazda regula niezawodna zachowuje wiasno$¢ bycia tautologia.

DoOwOD. Niech R begdzie niezawodna i przypusémy, ze nie zachowuje ona wtasnosci bycia tautologia. Istnieje
zatem sekwent (X, «) € R taki, ze X jest zbiorem tautologii, a « nie jest tautologia. Istnieje wiec wartosciowa-
nie h takie, ze h(a) = 0. Oczywiscie h(3) = 1 dla kazdej formuly 8 z X. Zatem X ¥ «, a to jest sprzeczne z
niezawodnoscia R. Zachodzi wigc teza twierdzenia.

Cwiczenie. Udowodnij, ze reguly (r1)-(r8) sa niezawodne.
Spajniki logiczne w danym jezyku etnicznym (tu: polskim) to wyrazenia: i, lub, jesli..., to..., nieprawda, Ze, itp.

Zdaniem prostym (jezyka etnicznego) nazywamy kazde zdanie A takie, ze:

e 7adna czg$¢ A nie jest zdaniem

e A jest zdaniem w sensie logicznym, tj. moze by¢ prawdziwe lub fatszywe.

Zdania ztoZone to zdania, ktére nie sa proste. Bierzemy pod uwagg tylko ztozenia zdan z uzyciem sp6jnikow
logicznych.

Schematem zdania A nazywamy formul¢ jezyka KRZ otrzymang z A poprzez zastapienie zdan prostych zmien-
nymi zdaniowymi, a wyrazen reprezentujacych spdjniki logiczne spdjnikami prawdziwosciowymi.

Schematem wnioskowania ztozonego ze zbioru przestanek A oraz wniosku A nazywamy uktad (X, o), gdzie:

e X jest zbiorem schematéw zdan z A

e « jest schematem A.

Whioskowanie (A, A) nazywamy dedukcyjnym, jesli jego schemat jest sekwentem reguty niezawodnej. Wniosko-
wanie jest zatem dedukcyjne, gdy schemat jego wniosku wynika logicznie ze zbioru schematéw jego przestanek.

UWAGA. Pamigtaj: wnioskowania przeprowadzamy w jezykach etnicznych, schematy wnioskowar i reguty to
konstrukcje z jezyka KRZ.

Méwimy, ze zbior A zdan jezyka etnicznego jest semantycznie niesprzeczny, gdy zbiér schematéw wszystkich
zdan A jest semantycznie niesprzecznym zbiorem formut jezyka KRZ.

Méwimy, ze zbidr A zdan jezyka etnicznego jest semantycznie sprzeczny, gdy zbiér schematéw wszystkich zdan
A jest semantycznie sprzecznym zbiorem formut jezyka KRZ.

Moéwimy, ze zdanie A jezyka etnicznego jest prawdq logiczng, gdy schemat A jest tautologia KRZ.
Moéwimy, ze zdanie A jezyka etnicznego jest fatszem logicznym, gdy schemat A jest kontrtautologia KRZ.
Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnych X C Fxprz, o € Fxrz, B € Fxrz zachodza nastgpujace implikacje:

o Jesli X U{a} Fpre B, 10 X Eppe a — .
o Jesli X g @ — (B, t0 X U{a} Egre O-

X1,...,0n

Na mocy powyzszego twierdzenia (oraz praw eksportacji i importacji) reguta
tylko wtedy, gdy implikacja (a1 A ... A «,) — [ jest tautologia KRZ.

jest niezawodna wtedy i
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Prawo importacji: (¢« — (8 — 7)) — ((a« A 8) — 7)
Prawo eksportacji: (e A 3) — ) — (a — (8 — 7))

Cwiczenie: pokaz, ze te prawa sa tautologiami KRZ.
Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnych X C Fxrz, o € Fxrz, 8 € Fikrz zachodzg nastgpujace rownowaznosci:

o X U{a} Ekr: {8, 8} wtedy i tylko wtedy, gdy X Eg,. -
o X U {-a} Ekr. {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X |=p,. .

Z twierdzenia o dedukcji nie wprost korzystamy przeprowadzajac dowody nie wprost (dowody apagogiczne).
2.2. Klasyczny Rachunek Predykatow
Podajemy podstawowe definicje dotyczace sktadni i semantyki KRP.

2.2.1. Skladnia jezyka KRP

Niech I, J, K beda dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet ¥ = ¥; U Xo U 33 U X4 U X5 U 3¢, gdzie:

¥ =A{xo,21,22,...} —  zmienne indywiduowe,
Yo ={P"}ier (ni €N)  —  predykaty,

Y3 ={f;"}jes (n; €N) — symbole funkcyjne,
Y4 ={ak}trer —  state indywiduowe,

X5 ={A,V,—,~,=,V,3} — stale logiczne,
Ye=1{,,,()} —  symbole pomocnicze.

Stosujemy nastgpujaca terminologie:

e P nazywamy n;-argumentowym predykatem,

. f;” nazywamy n;-argumentowym symbolem funkcyjnym,
e symbol V nazywamy kwantyfikatorem generalnym,

e symbol 3 nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym,

e symbole: A (koniunkcja), \ (alternatywa), — (implikacja), — (negacja) i = (rownowaznos¢) oméwione zostaty
powyzej,

e symbole pomocnicze to: przecinek oraz lewy i prawy nawias.

Zbiér 0 = 39 U X3 U Xy nazwiemy sygnaturg. W dalszym ciagu méwié bedziemy o pewnej ustalonej sygnaturze
o. Zwykle rozwaza si¢ przypadek, gdy I = J = K = N= zbiér wszystkich liczb naturalnych.

15



WyraZeniem jezyka KRP nazywamy kazdy skoficzony ciag symboli alfabetu tego jezyka. Interesujg nas jednak
nie dowolne ciagi symboli jezyka KRP, lecz jedynie niektére, o budowie sktadniowej dopuszczajacej sensowne inter-
pretacje.

Definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) wszystkie zmienne indywiduowe x,, oraz wszystkie state indywiduowe ay, sa termami;
(ii) jesli 4, . .. st S8 dowolnymi termami, to wyrazenie f (t1,. .. ,tnj) jest termem;

(iii) nie ma innych terméw (jezyka KRP) précz zmiennych indywiduowych oraz statych indywiduowych oraz tych
term6w, ktére mozna skonstruowac wedle reguty (ii).

Termy, w ktérych nie wystepuja zadne zmienne nazywamy termami bazowymi.

Formulq atomowq jezyka KRP nazywamy kazde wyrazenie postaci P;" (t1,...,ty,), gdzie t1, ..., t,, sa dowol-
nymi termami.

Definicja formuty jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) kazda formuta atomowa jest formuta;
(ii) jesli « jest dowolna formuta, to wyrazenia —(«), V&, (), 3z, (o) sa formutami;
(iii) jesli o i 3 sa dowolnymi formutami, to wyrazenia (o) A (3), () V (8), (o) — (B), (a) = (B) sa formutami;
(iv) nie ma innych formut (jezyka KRP) précz tych, ktére mozna utworzyé wedle regut (i)—(iii).
Wyrazenie a w dowolnej formule o postaci Vz,, («) lub o postaci 3z, () nazywamy zasiggiem odpowiedniego
kwantyfikatora.

Zmienna z,, wystgpujaca na danym miejscu w formule « jest na tym miejscu zwiqzana, jezeli jest ona podpisana
pod ktéryms$ z kwantyfikatoréw lub tez znajduje si¢ w zasiggu jakiego$§ kwantyfikatora, pod ktérym podpisana jest
réwniez zmienna x,,.

Jezeli zmienna z,,, wystgpujaca na danym miejscu w formule «, nie jest na tym miejscu zwigzana, to méwimy, ze
jest ona na tym miejscu wolna w «.

Moéwimy, ze x,, jest zmienng wolng w o wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej na jednym miejscu zmienna ta
jest wolna w a.

Moéwimy, ze term ¢ jest podstawialny za zmienng x; do formuty a wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna z; nie znajduje
si¢ w « jako zmienna wolna w zasiggu zadnego kwantyfikatora wiazacego ktéra$ ze zmiennych wystepujacych w a.

Formuty nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami (jezyka KRP).

Definicja operacji S(t,x, A) podstawiania termu t za zmiennq xz; (w dowolym termie A lub formule A jezyka
KRP) ma posta¢ indukcyjna (ponizej ¢ jest termem, x; jest zmienna, a; jest stala, o i 3 sa formutami, a reszta oznaczefi
jest oczywista):

t,x;,x;) jest termem ¢, gdy i = j

(t,
(
o S(t,z;,a;) jest termem a;
(t, i, fi(t1, ..., ty)) jest termem f;(S(¢, x5, 61), ..., S, i, tn))
(t,

o S(t,z;, Pj(t1,...,t,)) jest formuta P;(S (¢, zs,t1),...,S(t, 2, tn))
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2.2.2. Semantyka jezyka KRP

Nazwiemy interpretacjq jezyka o sygnaturze o dowolny uktad (M, o, A), gdzie M jest zbiorem, a A funkcja
(funkcja denotacji) o dziedzinie o, ktéra przyporzadkowuje:

e kazdej statej indywiduowej ay, element A(ay) € M,

e kazdemu predykatowi P;** relacje n;-argumentowa A(P/*") C M™,;

e kazdemu symbolowi funkcyjnemu f;” funkcje nj-argumentowa A( f;”) cM™ — M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury o sa dowolne uktady (M, Alo]), gdzie A jest funkcja denotacji, a

Alo] oznacza ciag (indeksowany elementami zbioru I U J U K) wszystkich wartosci funkcji o. Jesli M = (M, A[o])
jest struktura relacyjna, to M nazywamy uniwersum 91.

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny nieskoriczony przeliczalny ciag w = (wp,)
elementow zbioru M. Gdy
w = <wn> = <w0,w1, ey, Wi—1, Wi, Wi 1y - - >

Jjest wartoSciowaniem w M oraz m € M, to przez w;" oznaczamy wartoSciowanie:
<w07w17 sy Wi—1, My Wi 1, - - >

Jesli t jest termem sygnatury o, 9 = (M, A[o]) strukturg relacyjng sygnatury o oraz w = (w;) jest warto§ciowa-
niem zmiennych w M, to wartosé termu t w strukturze (M, /\[c]) przy wartoSciowaniu w, oznaczana przez AT (t)
okreSlona jest indukcyjnie:

e gdy t jest zmienna x;, to AT (t) = wy;;
e gdy t jest stata ay, to AXH(t) = A(ar);

e gdy t jest termem zlozonym postaci f;-” (t1,...,tn,), gdzie ty,. .., t,; sa termami, to
A = AN AT (), - AT (En,))-
Mozna pokazad, ze warto$¢ termu przy danym warto§ciowaniu zmiennych zalezy jedynie od wartos$ci nadanych
przy tym warto§ciowaniu zmiennym wystepujacym w rozwazanym termie.

Niech 9 = (M, A[o]) bedzie struktura relacyjna sygnatury o, w warto§ciowaniem w M, a « formutga sygnatury
o. Definicja relacji M =, « spetniania formuly o w strukturze 9t przez wartosciowanie w ma nastepujaca postaé
indukcyjna:
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M = P (1, ..., ts,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

AP (A (t1)s - Dy(tn,));

M = (o) A (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, o oraz M =y, G5

M =, (o) V (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, o lub M =, 5;

M =, (o) — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |=,, « lub zachodzi M |=,, G;
M =, —(a) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M =, «;

M =, Vo; (o) weedy i tylko wtedy, gdy 9 |=,,m o dla kazdego m € M;

M =, Fz; (o) weedy i tylko wtedy, gdy 9 |=,,m o dla pewnego m € M.

Cwiczenie. Podaj definicje dla przypadku 9 =, (o) = ().

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru X, to méwimy, ze 9 jest modelem X i piszemy M = X. Méwimy,
ze o wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem {«}. Piszemy wtedy
X Ekrp . Ogélniej, méwimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie KRP) zbiér Y wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy model zbioru X jest tez modelem zbioru Y. Piszemy wtedy X |=¢,, Y. Jesli nie zachodzi X |=g,p, Y, to
piszemy X ¥y, Y. Podobnie, jesli nie zachodzi X |=g.p o, to piszemy X Fp,p, o

Tautologiq (klasycznego rachunku predykatéw sygnatury o) nazywamy kazda formule (sygnatury o), ktéra jest
prawdziwa we wszystkich strukturach relacyjnych (sygnatury o).

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru U, to méwimy, ze I jest modelem ¥ i piszemy 9 = U. Méwimy, ze «
wynika logicznie z U wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model ¥ jest tez modelem {a}.

Uwaga notacyjna. W dalszym ciagu bedziemy czasem uzywaé pewnych, powszechnie stosowanych, uproszczen no-
tacyjnych. Omoéwione zostana one podczas wyktadu. W tym miejscu zwréémy natomiast uwage na rézne konteksty
uzycia symbolu ,,=" i na znaczenia odno$nych wyrazen zawierajacych ten symbol (tu X i Y sa dowolnymi zbio-
rami formul jezyka KRP, av dowolng formula tego jezyka, 2t dowolng struktura relacyjna (ustalonej sygnatury), a w
dowolnym wartoSciowaniem ):

o I & « wtedy i tylko wtedy, gdy 9 |=,, « dla wszystkich w.

o M ¥ a wtedy i tylko wtedy, gdy 9 ¥, « dla co najmniej jednego w.

o I = X wtedy i tylko wtedy, gdy 9 |= « dla wszystkich « € X.

o I = X wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich o € X oraz dla wszystkich w: I =, .
o I F X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje « € X taka, ze 91 ¥ a.

o I ¥ X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja o € X oraz w takie, ze 91 ¥, a.

o X Eppp Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 90%: jesli 901 = X, to M =Y.

o X Fip Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 91 taka, ze: I = X oraz M £ Y.

o X Eppp o wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 9t: jesli M = X, to M = «.

o X Fyp o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 901 taka, ze: 91 = X oraz M ¥ a.

o X Fip o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja struktura 901 oraz warto§ciowanie w takie, ze: 9 }=,, X oraz
M E, .
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Uwaga terminologiczna. W polskiej literaturze przedmiotu terminéw struktura relacyjna, system relacyjny oraz
struktura algebraiczna uzywa si¢ wymiennie. Gdy sygnatura nie zawiera predykatow, to méwimy o algebrach, gdy
za$§ sygnatura nie zawiera ani statych ani symboli funkcyjnych, to méwimy o strukturach relacyjnych czystych.

Przypomnijmy kilka twierdzern dotyczacych wtasnosci poje¢ semantycznych. Dowody przeprowadza si¢ przez
indukcje strukturalng po budowie wyrazen (terméw i formut), zob. np. Batég 2003.

TWIERDZENIE 2.2.2.1.

Niech w = (w,) oraz v = (v, ) beda wartosciowaniami w uniwersum M struktury (M, A[o]). Jezeli (w,,) oraz
(vn,) nie réznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wystepujacych w
termie ¢, to:

AN () = AT

TWIERDZENIE 2.2.2.2.
Jezeli w = (wy,) iv = (v,) sa wartoSciowaniami w uniwersum M struktury (M, Alo]) oraz:
v = <U}1,’UJQ7 ceey,Wi—1, Azj}(t), wi+1, .. .>,

to:
AT(S(t, xi, 1)) = APE).

w

TWIERDZENIE 2.2.2.3.

Niech w = {(w,,) oraz v = (v,,) beda warto$ciowaniami w uniwersum M struktury (M, Alo]). Jezeli (w,,) oraz
(vy,) nie réznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty a,
to:

M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy M =, a.

TWIERDZENIE 2.2.2.4.

Jezeli « jest zdaniem, a w = (w,,) oraz v = (v,,) sa dowolnymi warto§ciowaniami w uniwersum struktury 91, to:

M =, « wedy i tylko wtedy, gdy M =, a.

TWIERDZENIE 2.2.2.5.
Jesli a jest zdaniem, to nastgpujace warunki sa rOwnowazne:
e (1) Istnieje warto$ciowanie w = (w,,) w uniwersum struktury 9t takie, ze 9 =, «.

e (2) Dla kazdego wartosciowania w = (wy,) w uniwersum struktury 9 mamy: I =, «.

TWIERDZENIE 2.2.2.6.

Jesli ¢ jest termem podstawialnym za zmienna x; do o, a w = {(wy) oraz v = (v,) sa wartoSciowaniami w
uniwersum struktury 9% oraz
o
v = <w1,w2, ceey Wi, Aw (t), Wi41,-- .>,

to:

M =, S(t, x;, @) wtedy i tylko wtedy, gdy MM =, a.

TWIERDZENIE 2.2.2.7.

Relacja =, ma nastepujace wtasnosci:

e (1) Eirp jest zwrotna: X =y, X dlakazdego X.
¢ (2) Ekrp jest przechodnia: jesli X =y, Y oraz Y =gy Z,t0 X =gy Z, dla wszystkich X, Y, Z.

19



¢ (3) =krp jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli X =, Y oraz X C Z,t0 Z =g Y.
e (4) Ekrp jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli X =y, Y oraz Z C Y, t0 X Fprp Z.

e (5) 0 Egrp  wtedy i tylko wtedy, gdy « jest tautologia KRP.

Regutq (reguta wnioskowania) nazywamy dowolna relacje R C 2FKRP % Fypp, ktérej poprzedniki sa skoriczo-
nymi zbiorami formut.

Kazdy uktad postaci (X, «) € R nazywamy sekwentem reguty R. Poprzedniki relacji R nazywamy przestankami
reguly R, a nastgpniki wnioskami reguly R.

Reguta R jest niezawodna, gdy dla kazdego (X, ) € R zachodzi: X =, o, czyli gdy o wynika logicznie z X.
W przeciwnym przypadku R jest zawodna.

Reguta R zachowuje wtasnosé bycia tautologiq wtedy i tylko wtedy, gdy: dla kazdego (X, ) € R, jeSli wszystkie
elementy zbioru X sa tautologiami KRP, to takze « jest tautologia KRP.

Kazda reguta niezawodna zachowuje wlasnos¢ bycia tautologia.

Przez regute generalizacji rozumiemy nastgpujaca regule wnioskowania:

o
(RG) e—
Reguta odrywania:
a— 3, «
RO) ——— 2 —
(RO) 3

jest znana z KRZ.

Reguta odrywania oraz reguta generalizacji sa regutami niezawodnymi w KRP. W konsekwencji, zachowuja takze
wtlasnos$¢ bycia tautologia KRP.

Réwniez nastgpujace reguly sa niezawodne w KRP:

Va, a
S(t, Tn, a) ’

o ile term t jest podstawialny za ., w a.

S(t, xn, @)
dz,, o

o ile term ¢ jest podstawialny za z,,, w a.

YV, (a — )

oa—Vz, 3

o ile x,, nie jest wolna w a.
YV, (a— )

Jr,a— B

oile z,, nie jest wolna w /3.

Twierdzenia o dedukcji (w wersji semantycznej) maja w KRP podobna postac, jak w KRZ:

TWIERDZENIE 2.2.2.8. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut o i § zachodzi nastgpujaca rownowaznosé:
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X U{a} Eirp 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X F=irp o — B

TWIERDZENIE 2.2.2.9. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut o i § zachodza nastgpujace réwnowaznosci:

e (a) X U{a} Fprp {B, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X FExpp v
o (b) X U{~a} Ermp {8, 76} wtedy i tylko wtedy, gdy X Frp .

3. Uwagi historyczne o metodzie tablic analitycznych

Pierwsze systematyczne uzycia omawianej metody (okoto pét wieku temu) wiaze si¢ zwykle z nazwiskami E.
Betha, K. Schiitte’go, J. Hintikki oraz S. Kripke’go. Lewis Carroll stosowat prototyp metody tablic analitycznych w
roku 1896.

Informacje historyczne znaleZ¢ mozna np. w: Handbook of Tableau Methods 1999, Marciszewski, Murawski 1995,
Annelis 1990. Najwigksza popularnos$¢ metoda tablic analitycznych zyskata dzigki pracom Raymonda Smullyana (np.
Smullyan 1968) oraz Richarda Jeffreya (np. Jeffrey 1991). Logicy polscy takze dos¢ wczesnie zajmowali si¢ (réznymi
odmianami) tablic analitycznych (zobacz np. Rasiowa, Sikorski 1960, Lis 1960, Pawlak 1965).

Istnieja zwiazki omawianej metody z niektérymi wczesniejszymi konstrukcjami uzywanymi podczas tworzenia
si¢ paradygmatu logiki pierwszego rzgdu w wieku dwudziestym.

O zastosowaniach metody tablic analitycznych (np. w automatycznym dowodzeniu twierdzen oraz w badaniu po-
prawnosci programéw) informuje obszernie np. Handbook of Automated Reasoning 2001. Zwigzle informacje znalez¢
mozna np. w Ben-Ari 2005.

Wsréd polskich podrgcznikéw stosujacych metode tablic analitycznych szczegdlnie godna polecenia jest ksigzka
Suchonia i Porgbskiej 1991.
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