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Wst¦p Cel projektu

Patologie w matematyce s¡ oznak¡ jej krzepy i zdrowia

Prezentacja jest kontynuacj¡ odczytu wygªoszonego na konferencji
Transgresje Matematyczne (Kraków, 15�18 czerwca 2014).

Staramy si¦ zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e patologie peªni¡ twórcz¡ rol¦

w matematyce. Matematyka rozwija si¦ m.in. poprzez oswajanie

patologii. Cz¦sto najpierw sama kreuje patologie, potem je oswaja.

Kontekst odkrycia w matematyce: kryteria estetyczne, niezb¦dno±¢ i
skuteczno±¢, cenzura logiki (czasem: inspiracje empiryczne).

Matematyka dostarcza wyzwolenia z obmierzªej potoczno±ci,
epistemologicznie ot¦piaj¡cej.

Nie mo»na poda¢ de�nicji terminu patologia matematyczna. Interesuje
nas jedynie sposób mówienia i my±lenia o obiektach matematycznych.
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Wst¦p Standard i dobre zachowanie

Normalne a niespodziewane

Rola intuicji i praktyki matematycznej w ustalaniu standardów.

Metoda genetyczna i metoda aksjomatyczna.

Twierdzenia o klasy�kacji i twierdzenia o reprezentacji.

Postacie normalne, kanoniczne, standardowe.

Badanie obiektów przez mor�zmy: niezmienniki i symetrie.

�Dobre zachowanie� obiektów matematycznych � przykªady.

Rozumienie i oswajanie si¦ w matematyce (dictum von Neumanna).

Matematyka a nauki empiryczne: in»ynier, �zyk, matematyk.

Pora»ki my±lenia »yczeniowego: znikoma liczebno±¢ standardów,
wszechobecno±¢ (w sensie liczebno±ci lub miary) patologii.
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Wst¦p Wyj¡tek, kontrprzykªad, niespodzianka, patologia

Nieformalne charakterystyki:

Wyj¡tki: obiekty o szczególnym zestawie wªasno±ci, b¡d¹ obiekty nie
mieszcz¡ce si¦ w ustalonej klasy�kacji. Np.: grupy sporadyczne,
wielokomórki foremne.

Kontrprzykªady: obiekty pozwalaj¡ce na odró»nienie zakresów
wªasno±ci lub zakresów prawdziwo±ci twierdze«. Np.: obiekty
ró»nicuj¡ce klasy struktur algebraicznych lub przestrzeni
topologicznych.

Niespodzianki: nieoczekiwane, acz �niezªo±liwe� obiekty/twierdzenia.
Np.: hipoteza Borsuka, hipoteza Mertensa.

Patologie: obiekty �niechciane� b¡d¹ konstruowane specjalnie, dla
ukazania ogranicze« (poj¦¢, metod, intuicji). Nie ka»dy kontrprzykªad
jest patologi¡. Nie ka»dy �dziwny� obiekt jest patologi¡.

Jerzy Pogonowski (MEG) Obiekty patologiczne w matematyce Kraków, 23.X.2014 4 / 20



Wst¦p Preliminaria: funkcja Cantora

Patologia oswojona: widz¦, lecz nie wierz¦

Bijekcj¦ c : N× N→ N okre±lamy wzorem:

c(x , y) = y +
x+y∑
i=0

i = y + 1
2
(x + y)(x + y + 1).

Funkcja c−1 daje wyliczenie c−1(0), c−1(1), c−1(2), . . . wszystkich
(nieujemnych) liczb wymiernych.

Funkcja c umo»liwia ustawienie w jeden przeliczalny ci¡g przeliczalnie
wielu przeliczalnych ci¡gów. Nie mo»na jednak ustawi¢ w jeden ci¡g
przeliczalny wszystkich gaª¦zi peªnego drzewa dwójkowego.

Cantor pokazaª przeliczalno±¢ zbioru liczb algebraicznych.

Cantor podaª dwa dowody nieprzeliczalno±ci zbioru liczb
rzeczywistych. Pokazaª te», »e przedziaª (0, 1) jest równoliczny z Rn,
dla wszystkich n > 1. Je le vois, mais je ne le crois pas!
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Wst¦p Preliminaria: zbiór trójkowy Cantora

Patologia oswojona: chudy zbiór Cantora

[0, 1], C1 = [0, 1
3
] ∪ [2

3
, 1], C2 = [0, 1

9
] ∪ [2

9
, 3
9
] ∪ [6

9
, 7
9
] ∪ [8

9
, 1],. . .

C =
∞⋂
n=1

Cn, czyli: C =
∞⋂
n=1

3n−1−1⋂
k=0

([0, 3k+1
3n

] ∪ [3k+2
3n

, 1]).

Zbiór C jest: domkni¦ty, nieprzeliczalny, nigdzieg¦sty, zwarty,
doskonaªy, caªkowicie niespójny. Jest zupeªn¡ przestrzeni¡ metryczn¡,
ma miar¦ Lebesgue'a równ¡ zero, nie zawiera »adnego niepustego
przedziaªu. Jest homeomor�czny z produktem 2N, jest samopodobny,
jego wymiar Hausdor�a równy jest ln 2

ln 3
.

Oswajanie. Ka»da zwarta przestrze« metryczna jest ci¡gªym obrazem
zbioru C . Ka»da nieprzeliczalna o±rodkowa i metryzowalna w sposób
zupeªny przestrze« topologiczna zawiera zbiór homeomor�czny ze
zbiorem Cantora.
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Arytmetyka i Algebra Arytmetyka

Od liczydeª do ultraproduktów

Dªugie i trudne oswajanie liczb: ujemnych, zespolonych, rzeczywistych.
Z kolei kwaterniony, oktoniony, liczby p-adyczne, itd. miaªy bardziej
szcz¦±liwe dzieci«stwo.

Do czego sªu»¡ liczby? Jak je reprezentujemy? Wªasno±ci:
arytmetyczne, algebraiczne, porz¡dkowe, topologiczne.

Mi¦dzy ciaªem liczb wymiernych a ciaªem liczb nadrzeczywistych �
granice naturalno±ci poj¦cia liczby. Które dziaªania s¡ naturalne?

Aksjomat Archimedesa. Jak uporz¡dkowane jest ciaªo funkcji
wymiernych? Jak mierzy¢ k¡ty krzywoliniowe?

Stopnie niesko«czono±ci: podej±cia Cantora i Du Bois Reymonda.

Model niestandardowy Skolema arytmetyki liczb naturalnych.
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Arytmetyka i Algebra Algebra

Regularno±ci a punkty widzenia

Niejednoznaczno±¢ rozkªadu. W pier±cieniu Z[
√
−5] mamy:

2 · 3 = (1+
√
−5)(1−

√
−5) = 6, (2+

√
−5)(2−

√
−5) = 9 = 3 · 3.

Dzielniki zera. W pier±cieniu macierzy 2× 2 mamy:[
1 0
0 0

] [
0 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
=

[
0 0
0 1

] [
1 0
0 0

]
Liczby idealne Kummera oraz ideaªy Dedekinda.

Które wªasno±ci operacji algebraicznych s¡ naturalne?

Istnieje niesko«czenie wymiarowa o±rodkowa przestrze« Banacha nie
posiadaj¡ca bazy Schaudera (En�o 1973).

Grupy-potwory Tarskiego: grupy niesko«czone, których ka»da
nietrywialna podgrupa jest grup¡ cykliczn¡ rz¦du p (p pierwsza). Dla
ka»dej p > 1075 istnieje kontinuum nieizomor�cznych Potworów
Tarskiego.

Jerzy Pogonowski (MEG) Obiekty patologiczne w matematyce Kraków, 23.X.2014 8 / 20



Analiza Patologiczne funkcje

Gdy precyzja zast¦puje intuicj¦, czasem rodz¡ si¦ potwory

Sinusoida zag¦szczona oraz okr¡g warszawski.

Funkcja Weierstrassa: ci¡gªa, nigdzie nie ró»niczkowalna.

Funkcje: Thomaego i Dirichleta (indykatory zbioru liczb wymiernych).

Krzywe Peana i Hilberta: ci¡gªe, wypeªniaj¡ce swoim wykresem
kwadrat jednostkowy.

Funkcja Volterry jest wsz¦dzie ró»niczkowalna, a jej pochodna jest
nieci¡gªa dokªadnie w ka»dym punkcie zbioru SVC. Tak wi¦c,
pochodna funkcji Volterry nie jest caªkowalna w sensie Riemanna.

Oraz caªe mnóstwo ró»norakich obiektów fraktalnych, na których mo»na
grzecznie zarobi¢, publikuj¡c prace z estetycznymi rysunkami. Paprocie,
kala�ory, chmury, pªatki ±niegu, pejza»e, itd.
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Analiza Pochodna, caªka, szereg

Wizje Eulera, Riemanna, Cauchy'ego, Lebesgue'a. . .

Przepisy BHP dla szeregów niesko«czonych: rodzaje i kryteria
zbie»no±ci. Jak uzasadniano, »e ∞ < −1?
Róg Gabriela: niesko«czona powierzchnia ograniczaj¡ca sko«czon¡

obj¦to±¢. Szereg harmoniczny. Szereg
∞∑
n=1

1
n2
.

Zadanie dla Lako�a i Núñeza: przy u»yciu Basic Metaphor of In�nity

(czyli metod¡: mówisz-masz) skonstruowa¢ szereg najwolniej
rozbie»ny.

Caªkowanie na diabelskich schodach � funkcje: Cantora-Lebesgue'a
oraz Minkowskiego.

Funkcja ró»niczkowalna o nieprzeliczalnym zbiorze warto±ci
krytycznych.
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Geometria i Topologia Geometria

Prosta, pªaszczyzna, przestrze«

Konstrukcje Sierpi«skiego (znane): trójk¡t, choinka, dywan, itd.

Sztuczka: poª¡czenie przeciwlegªych wierzchoªków kwadratu
rozª¡cznymi spójnymi zbiorami (z których ka»dy jest sum¡ ªuków):
C1 = {(−1+ t,−1+ 7

8
t) : t ∈ [0, 1]} ∪ {(t, 1

2
sin( π

2t
) + 1

4
) : t ∈

(0, 1)} ∪ {(1, 3
4
+ 1

4
t) : t ∈ [0, 1]}

C2 = {(−1+ t, 1− 7
8
t) : t ∈ [0, 1]} ∪ {(t, 1

2
sin( π

2t
)− 1

4
) : t ∈

(0, 1)} ∪ {(1,−1+ 5
4
t) : t ∈ [0, 1]}.

Czworo±cian nie jest równowa»ny przez rozkªad z sze±cianem (np.
naro»e sze±cianu jednostkowego nie jest równowa»ne przez rozkªad z
sze±cianem o boku 1

3√
6
), ale. . .

Koªo jest równowa»ne przez rozkªad z kwadratem (Laczkovich).

Twierdzenie Banacha-Tarskiego o paradoksalnym rozkªadzie kuli.
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Geometria i Topologia Topologia

Ksztaªty widzialne i niewidzialne

Dziki ªuk Artina-Foxa: ªuk γ wªo»ony w R3 tak, »e nie istnieje
homeomor�zm R3 na R3, przy którym γ przechodzi na przedziaª [0, 1].

Naszyjnik Antoine'a: torus, w którym s¡ zap¦tlone torusy, w których
s¡ zap¦tlone torusy, w których s¡ zap¦tlone torusy, w których. . .

Jeziora Wady: krzywa, b¦d¡ca wspólnym brzegiem trzech obszarów na
pªaszczy¹nie.

Sfera rogata Alexandera: homeomor�czna z S2, o grzecznym wn¦trzu
i dzikim zewn¦trzu.

Twierdzenie Smale'a: sfer¦ dwuwymiarow¡ mo»na przenicowa¢ (bez
rozrywania) w R3.
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Geometria i Topologia �wiat rozmaito±ci

Tajemnica tkwi w fakcie, »e 2+ 2 = 4

Porz¡dny ±wiat powierzchni: peªna klasy�kacja. Orientowalno±¢ i
charakterystyka Eulera. Podstawowe �cegieªki�: sfera, torus,
pªaszczyzna rzutowa.

Ka»da jednospójna przestrze« Riemanna ma jeden z trzech typów
geometrii: Euklidesow¡, sferyczn¡ lub hiperboliczn¡.

Rozmaito±ci w 3D: program geometryzacji Thurstona. 8 geometrii.

Trudno±ci w 4D: problem ustalenia czy dwie triangulowalne
4-rozmaito±ci s¡ homeomor�czne jest nierozstrzygalny.

Sfery egzotyczne: np. w 7 wymiarach jest ich 28.

Egzotyczna R4: jedyna egzotyczna Rn (ale za to posiadaj¡ca
kontinuum wzajem niedyfeomor�cznych struktur).
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Teoria Miary i Prawdopodobie«stwo Teoria Miary

Trzeba zna¢ miar¦. . .

Zbiór Vitalego: ka»dy selektor rodziny R/ ≈, gdzie
x ≈ y ≡ x − y ∈ Q. Nie jest mierzalny w sensie Lebesgue'a.

B jest zbiorem Bernsteina, gdy B ∩ X 6= ∅ oraz (X− B) ∩ X 6= ∅ dla
ka»dego zbioru Borelowskiego X (w nieprzeliczalnej przestrzeni
polskiej X). Nie jest mierzalny w sensie Lebesgue'a.

Mierzenie dªugo±ci: uciekamy przed zboczenic¡ po spirali Besicovitcha.

Mierzenie powierzchni i obj¦to±ci: sfera Besicovitcha (dowolnie maªa
powierzchnia ograniczaj¡ca dowolnie du»¡ obj¦to±¢).

Obracanie igªy: drzewo Perrona i zbiór Kakeyi.

Kula jednostkowa o niesko«czonej mierze. W niesko«czenie
wymiarowej przestrzeni Hilberta nie mo»e istnie¢ nietrywialna miara
Borelowska niezmiennicza na przesuni¦cia.

Jerzy Pogonowski (MEG) Obiekty patologiczne w matematyce Kraków, 23.X.2014 14 / 20



Teoria Miary i Prawdopodobie«stwo Prawdopodobie«stwo

Zªudzenia i przes¡dy probabilistyczne

Ci¡gi caªkowicie losowe. Nieistniej¡ce ci¡gi von Misesa. Ile losowo±ci
potra�my uzyska¢?

Liczby normalne, a przy okazji: liczby Liouville'a i miara
niewymierno±ci.

Paradoks Bertranda. Prawdopodobie«stwo zale»y od miary!

Niezale»no±¢ zdarze« nie jest cech¡ samych zdarze«, ale równie» zale»y
od miary.

Sko«czony zbiór liczb speªnia prawo Benforda, je±li cz¦sto±¢
wyst¦powania pierwszych cyfr tych liczb (zapisanych w bazie b)
wyra»a si¦ wzorem: P(k) = logb(1+

1
k
). Wi¦kszo±¢ danych

statystycznych speªnia prawo Benforda, co wykorzystuje si¦ np. dla
wykrywania oszustw podatkowych.
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Logika i Teoria Mnogo±ci Logika

Niespodzianki logiczne

Logiki modalne czy teorie modalno±ci? Matematyczne modele
modalno±ci.

Modele niestandardowe: arytmetyka i analiza. Czy istniej¡ prawdziwe

liczby rzeczywiste?

Patologie (?) klas speªniania: czy aksjomatyczna teoria prawdy daje
wyniki zaskakuj¡ce?

Ezoteryczne konstrukcje w teorii rekursji. Jak¡ wiedz¦ o obliczalno±ci
uzyskujemy, badaj¡c skomplikowane twory nieobliczalne?

Pytanie Harveya Friedmana: czy patologie odpowiedzialne s¡ za

niezupeªno±¢ teorii?

Jerzy Pogonowski (MEG) Obiekty patologiczne w matematyce Kraków, 23.X.2014 16 / 20



Logika i Teoria Mnogo±ci Teoria Mnogo±ci

�wiaty zbiorów

Szukanie �zªotego ±rodka� dla zbioru pot¦gowego: pomi¦dzy ℘def (x) a
℘(x). Jakiej cz¦±ci ℘(x) potrzebuje matematyka?

We¹my dowolny przeliczalny przechodni model (wystarczaj¡co du»ego
fragmentu) teorii mnogo±ci. . . A dalej metod¡ siªow¡.

Mnogo±¢ zda« nierozstrzygalnych w ZF.

Du»e liczby kardynalne. Opinie Hausdor�a, Zermela, Grothendiecka o
liczbach mocno nieosi¡galnych. Wyniki dotycz¡ce liczb mierzalnych.

Drzewa: Suslina, Aronszajna, Kurepy.
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Koniec Dydaktyka matematyki

Urok matematyki i groza katechezy

Szkolna dydaktyka matematyki skupia si¦ gªównie na wpojeniu
uczniom przemoc¡ reguª algorytmicznych, niezb¦dnych w rachowaniu,
planowaniu, konstruowaniu. Jak zaciekawi¢ ucznia matematyk¡?

Oswajanie z poj¦ciem niesko«czono±ci: lemat Königa, peªne drzewo
binarne, szereg harmoniczny. S¡dz¦, »e to ciekawsze od katechezy.

Intryguj¡ce zagadki matematyczne, ukazuj¡ce zªudno±¢ intuicyjnych
przekona« � bezre�eksyjnych b¡d¹ opartych na do±wiadczeniu
potocznym, np.:

Mrówka na linie.
Lewituj¡cy oscypek.
Drabina wªadzy i ±ciana biznesu.

W przygotowaniu do druku: zbiór zagadek matematycznych,
obejmuj¡cy tak»e �gle logiczne, paradoksy, so�zmaty, itp.
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Koniec Konkluzje

Twórcza rola patologii

Obiekty patologiczne bywaj¡ oswajane; cz¦sto prowadz¡ do nowych
teorii. Matematyk nigdy nie traktuje oboj¦tnie patologii.

Nie zajmowali±my si¦ �±lepymi uliczkami� w matematyce: pogl¡dami
porzucanymi (np.: aksjomat ograniczenia Fraenkla). Pami¦tajmy o
»ywotach niesko«czenie maªych (»ycie�unicestwienie�wskrzeszenie).

Pami¦tajmy te», »e np. teori¦ mnogo±ci uwa»ano za:

raj, z którego nie damy si¦ wyp¦dzi¢ (Hilbert)
zaraz¦, z której matematyka si¦ wyleczy (Kronecker)
dziwaczn¡ kandydatk¦ na podstawy matematyki (Skolem)
teori¦, która b¦dzie (?) podobna do topologii ogólnej (Mostowski)
paradygmat, który zniknie, gdy wymr¡ jego przedstawiciele (Awodey).

Aksjomaty ekstremalne i modele zamierzone teorii: nadzieje i
rozczarowania. Optymizm poznawczy matematyków.
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Ciekawe dyskusje i materiaªy dost¦pne w sieci:
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