2. Tautologie KRP

2.1. Definicje

Formuta A jest tautologiq KRP, gdy jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach. Oznacza to, ze
formuta A nie jest tautologia, doktadnie wtedy, gdy w co najmniej jednej interpretacji prawdziwe jest
zaprzeczenie formuly A, tj. formuta —A. Zatem, formula A jest tautologia KRP doktadnie wtedy, gdy w
drzewie semantycznym formuty —A wszystkie galezie sa zamkniete.!

Sprawdzenie metodg drzew semantycznych, czy dana formuta A jest tautologia KRP polega wiec na:
e przypuszczeniu, ze = A jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji;

e zbudowaniu drzewa semantycznego formuly —A;

e sprawdzeniu, czy wszystkie gatezie sa zamkniete;

— jesli tak jest, to formuta A jest tautologia KRP;

— jesli tak nie jest, tzn. drzewo zawiera co najmniej jedng gataz otwarta (skonczona lub nieskori-
czona), to A nie jest tautologia KRP.

Sprawdzanie, czy dana formuta jest kontrtautologia KRP jest procedura dualng do powyzszej. Przy-
pomnijmy, ze formuta A jest kontrtautologiq KRP wtedy i tylko wtedy, gdy jest falszywa we wszystkich
interpretacjach. Tak wiec, formula A nie jest kontrtautologia dokladnie wtedy, gdy jest prawdziwa w co
najmniej jednej interpretacji. Aby sprawdzi¢, czy formuta A jest kontrtautologia KRP procedure drzew
semantycznych stosujemy nastepujaco:

e przypuszczamy, ze A jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji;

budujemy drzewo semantyczne dla A;

jesli wszystkie galezie drzewa sa zamkniete, to formuta A jest kontrtautologia KRP;

jesli drzewo semantyczne dla A zawiera galezie otwarte, to A nie jest kontrtautologia KRP, a z gatezi
otwartych odtworzy¢ mozemy interpretacje, w ktorych A jest prawdziwa.

2.2. Przyktlady

Pokazemy na kilku przykltadach, jak stosowa¢ oméwione procedury w przypadku wybranych nie catkiem
bezmyslnie formut.

PrzykraD II1.2.1.: ABRAHAM LINCOLN

Formule jezyka KRP daVy x Py — dz zPz przy interpretacji x1 Pxy jako x1 oszukuje xo odpowiada, jak
sie wydaje,? zdanie polskie:

Formalny dowod tego twierdzenia podajemy w rozdziale IV. Nieufne Czytelniczki (takie cenimy najbardziej) moga przed
przystapieniem do lektury przykladéw z podrozdziatéw II1.1.-II1.5. zapoznaé sie najpierw z dowodami metatwierdzen ustalaja-
cych poprawnos$é metody drzew semantycznych dla KRP; s one zamieszczone wlasnie w rozdziale IV. Nie sg to bardzo trudne
twierdzenia — w ich dowodach wykorzystuje sie , m.in. wspomniane w czeSci wstepnej niniejszych notatek (plik krp300.pdf)
uniwersa Herbranda, zbiory Hintikki i lemat Hintikki, pewne rozumowania indukcyjne. Wykazanie poprawnosci metody drzew
semantycznych sprowadza si¢ do pokazania, ze jest ona trafna (sound) oraz petna (complete). Moéwiac moze nieprecyzyj-
nie, ale chyba dos¢ obrazowo: poprawnos¢ metody drzew semantycznych ustala sie pokazujac, ze galezie otwarte odpowiadaja
mozliwym interpretacjom, za$ galezie zamkniete wykluczaja istnienie interpretacji. Przypominamy, ze skrypt ma charakter
propedeutyczny: zalezy nam bardziej na pokazaniu, ze omawiana metoda ma pewne zalety (teoretyczne i dydaktyczne), niz
na systematycznym, calosciowym wykladzie klasycznego rachunku logicznego. W niniejszych notatkach (tj. w podrozdzialach
II1.1.-IIL.5.) zakladamy, ze Czytelniczki zaufaja, iz nie oszukujemy.

2Przy znajdowaniu odpowiednikéw w jezyku naturalnym dla formut jezyka KRP w ktérych wystepuja kwantyfikatory poja-
wiajg sie, rzecz jasna, problemy z anafora!
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Jesli jest ktos, kto oszukuje wszystkich, to ktos§ sam siebie oszukuje.

Wypowiedziane ze stosowna emfaza (oraz, ewentualnie, odpowiednio dramatyczng gestykulacja) brzmi
ono caltkiem kaznodziejsko. Pokazemy, ze formuta jezyka KRP, ktora odpowiada jego strukturze sktadniowej
jest tautologia KRP. Sprawe jej wykorzystania jako oreza np. homiletycznego pozostawiamy ew. zaintere-
sowanym.

Aby przekonaé sie, czy formuta JaxVy Py — 3z 2Pz jest tautologia KRP trzeba sprawdzié, czy jest ona
prawdziwa we wszystkich interpretacjach. Oczywiscie, wszystkich interpretacji zaden $miertelnik sprawdzi¢
nie moze, nawet jesli jest wysoko wykwalifikowanym pracownikiem Shin Beth lub Mossadu. Mozemy jednak
probowaé wykluczyé, ze formuta ta jest fatszywa we wszelkich interpretacjach. Gdy proba taka sie
powiedzie, to badana przez nas formula jest tautologig — skoro nie jest falszywa w zadnej interpretacji,
to w kazdej interpretacji jest prawdziwa. Dla pokazania, ze dana formuta jest tautologia wystarczy wiec
dowies¢, ze wykluczone jest, aby jej negacja byla prawdziwa. W przelozeniu na terminologie omawianej
metody drzew semantycznych, pokazanie, iz dana formula jest tautologia sprowadza sie do wykazania, ze
drzewo semantyczne jej negacji ma wszystkie galezie zamkniete.

Drzewo semantyczne negacji rozwazanej formuly ma postaé¢ nastepujaca:

-

-(3xVy xPy — 3z zPz) b
(14) 3aVy :c]Ly 2.Va
(1g) —3z ZP‘)Z 3.%a
(2) Vy a‘Py 47a
(3) ﬂa]‘Da
(4) aPa

X3,4

Wszystkie galezie tego drzewa (w tym przypadku: jedyna galaz) sa zamkniete. Zanegowana formula
umieszczona w korzeniu tego drzewa nie jest zatem prawdziwa w Zadnej interpretacji. Stad, formuta
dxVy x Py — 3z 2Pz jest prawdziwa w kazdej interpretacji. Widaé zatem, ze formula ta jest tautologia
KRP.

Dydaktyke logiki w czasach Polskiej Rzeczpospolitej Ludowej wspomagaty czesto dziatania Polskiej Zjed-
noczonej Partii Robotniczej, nachalnie lub choéby odruchowo prowokujace do skojarzer natury np. histo-
rycznej. Abraham Lincoln mial jakoby powiedzie¢ (nie po polsku, oczywiscie): Mozna oszukiwaé wszyst-
kich przez pewien czas, lub niektorych przez caty czas; ale nie mozna oszukiwaé wszystkich przez caly czas.
Czytelniczki moga sprobowaé zastanowic¢ sie, jaka formuta KRP najblizsza jest strukturze skladniowej tej
wypowiedzi (pomijajac modalnosci).

Zauwazmy jeszcze marginalnie, ze w rozpatrywanej na poczatku formule JzVy Py — Jz zPz zmienna
zwigzana z moze by¢, bez naruszenia wlasnosci semantycznych tejze formuty, przemianowana np. na z.

Prostszym (?) ¢wiczeniem jest zbudowanie drzewa semantycznego odpowiadajacego strukturze sktadnio-
wej zdania: Sam siebie oszukuje, kto oszukuje wszystkich.® Zdanie to sparafrazowaé¢ mozna np. do:

Ktokolwiek oszukuje wszystkich, ten sam siebie oszukuje.
Odpowiadajaca mu formuta jezyka KRP jest:

Vo (Vy xPy — xPx)

Dociekliwe Czytelniczki zechca przekonaé¢ sie samodzielnie, ze ta formula takze jest tautologia KRP;
podobnie, tautologia KRP jest formuta:

dz (Vy xPy — xPx).

3Zauwaz réznice anaforyczng miedzy tym zdaniem, a zdaniem rozpatrywanym na poczatku tego przyktadu!
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Najbardziej dociekliwym Czytelniczkom proponujemy natomiast zastanowienie sie, jakie znaczenie ma
fakt, ze formuty:
JaVy x Py — Jdx xPx

Vz (Vy xPy — xPx)
Jz (Vy 2Py — zPx)

sa wszystkie tautologiami KRP, dla problematyki szukania ,przektadéw” zdan jezyka naturalnego na formuty
jezyka KRP.

PRrzZYKEAD II1.2.2.: KRZEPKO I PRZASNIE

Niech A(z) bedzie dowolna formuta jezyka KRP o zmiennej wolnej x. Do waznych, bardzo czesto wyko-
rzystywanych praw KRP naleza prawa De Morgana:
-3z A(z) = Vo ~A(z)
Vo A(z) = Jx -A(x)
Jz A(x) = Vo -~A(z)
Vo A(z) = -3z ~A(x)

Pokazemy, ze pierwsza z tych formut jest tautologia KRP. Pokazanie, ze tautologiami sa réwniez pozostate
trzy formuty niech stanie si¢ prostym, ksztalcacym nawyki logiczne treningiem dla Czytelniczek.
Aby wykazaé, ze
-3z A(z) = Vz -A(z)

jest tautologia KRP nalezy wykluczy¢ mozliwosé, by formuta ta byla fatszywa w jakiejs interpretacji. Trzeba
zatem wykluczyé mozliwosé, aby jej zaprzeczenie, tj. formuta

—(-3z A(z) = Vz -A(x))

byta w jakiejkolwiek interpretacji prawdziwa. A to sprowadza sie do pokazania, ze drzewo semantyczne, w
ktorego korzeniu umiescimy formute
—(—-3z A(z) = Vz -A(x))

ma wszystkie galezie zamkniete. PrzejdZzmy od krzepkich stéw do przasnych czynow:

=(=3x A(z) =V -A(z)) b

(1,,) —3z A(z) 3@ (1,5) Vz -A(z) 6'a
(1)) —Vz —A(z) 2Ve (1pa) -3z Az)
2) ﬁﬁ/‘ua/x) (4) 3o /‘ux) 5Ya
® e/ ®) Ae/a)
X2,3 (6) W“l(a/w)
X5,6

Przypominamy, ze A(a/x) oznacza formute otrzymana z formuly A(z) przez wstawienie stalej indywidu-
owej a w miejsce wszystkich wolnych wystapieri zmiennej z.

Wszystkie galezie powyzszego drzewa sa zamkniete. Zatem formuta umieszczona w jego korzeniu nie jest
prawdziwa w zadnej interpretacji. Oznacza to, ze formuta

-3z A(x) =Vz -A(z)
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jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach, czyli jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze lewa galaz drzewa
zostala zamknieta jeszcze przed zastosowaniem wszelkich mozliwych regul (konkretnie: nie bylo potrzeby
stosowania reguty R(——) do formuly o numerze (2), aby zamknaé galaz).

Z ustalen tego przyktadu korzystamy bardzo czesto w réznych miejscach niniejszego skryptu. W rozdziale
VI umieszczamy, w formie zadan, calg grupe innych tego rodzaju przyktadow.

PRrzZYKrAD II1.2.3.: BOGACTWO DUCHOWE A ZBAWIENIE WIECZNE
Rozpatrzmy formute, dla ktérej ,na pierwszy rzut oka” widaé, ze nie jest ona tautologia KRP:
Vz(Pz — —Qx) = Iz(Px A =Qx)

Oczywiscie, logika nie polega na ,rzucaniu okiem”; pokazemy przekonujaco i dobitnie, ze formuta powyzsza
tautologig nie jest. Upublicznimy mianowicie fakt, ze drzewo semantyczne, w ktoérego korzeniu umiescimy
zaprzeczenie powyzszej formuly ma galezie otwarte, co oznacza, ze jest ono (owo zaprzeczenie) prawdziwe w
co najmniej jednej interpretacji. A skoro zaprzeczenie jakiej$ formuty jest prawdziwe w jakiejs interpretacji,
to sama ta formuta w tejze interpretacji jest falszywa, a zatem nie jest tautologia KRP. Oto obiecane drzewo:

-(Vz(Pz — -Qx) = 3o(Px A -Qx))

(Liy) Vo (Pz T -Qu) > (1,y) —Vz (Pz — —Qz) T7a
. |
(Lig) —3z (Pa:/‘\ﬁQx) 3 (1p4) 3z (PzA-Qx) 8.vb
(2) Pa T —“Qa *~ (M) —(Pa ‘—> -Qa) %
(3) =(PaA-Qa) > (8) PbA-Qb
(99) ]‘Da
(9a) —|—|Cba o
(4) —Pa (4p) —Qa |
/\ /\ (10) Qa
(51) ﬂl‘ga (55) ﬂﬁ‘Qa () ﬁfa (5p) ﬂﬁ‘Qa (11,) ]‘Db
© (6) C‘Qa ¢ X4,.5, (114) ﬁéb
% .

Rozpoczynajac budowe lewej czedci drzewa nie mieliSmy do dyspozycji zadnej formuly egzystencjalnie
skwantyfikowanej (ani negacji formuly generalnie skwantyfikowanej). W formule z korzenia drzewa nie wy-
stepuje tez zadna stala indywiduowa. Jak pamietamy, mozemy w takim przypadku rozwinaé¢ dowolna obecna
na rozwazane]j galezi formule generalnie skwantyfikowana (lub negacje formuty egzystencjalnie skwantyfiko-
wanej) ze wzgledu na dowolng stala indywiduowa — zobacz uwagi dotyczace stosowania regut (R(V), R(3),
R(=V) i R(—3) w podrozdziale II1.1.; przypominamy, ze zaklada sie, iz w jezyku KRP mamy do dyspozycji
state indywiduowe. Z tej wlasnie mozliwosci skorzystalismy w kroku 2.

Otrzymane drzewo ma jedna galtaz zamknieta i trzy galezie otwarte. Do zadnej z formul, na zadnej
z otwartych galezi tego drzewa, nie mozna juz zastosowaé¢ zadnej z regut.* Poniewaz drzewo ma galezie

4Qczywiscie, mozna dowolnie wiele razy wykonywaé krok postaci ”'*“", gdzie ap, jest dowolna stala indywiduowa z jezyka
KRP, na galeziach otwartych zawierajacych formule o numerze (1;4), ale nie doprowadzi to do zamkniecia zadnej z tych galezi.
Problem ten wyjasniamy w rozdziale IV.



otwarte, a wiec formuta w jego korzeniu jest prawdziwa w jakich$ interpretacjach. Stad, rozwazana na
poczatku rownowaznosé (ktorej negacja jest w korzeniu drzewa) jest w tychze interpretacjach falszywa. Nie
jest ona zatem tautologia KRP.

Ponizsze tabelki podaja interpretacje wyznaczone przez galezie otwarte powyzszego drzewa:

ClP1Q
a | —|7?
& P|Q
a | — | +
O 1P 1Q
a | — | —
O PQ
a | + |+
b | +

Odczytujemy informacje z tych tabelek w sposéb nastepujacy. Wiersze (oprocz pierwszego) odpowia-
daja obiektom interpretacji. Kolumny (oprocz pierwszej) odpowiadaja denotacjom rozwazanych predyka-
tow. Znak ,,4+” na przecieciu wiersza odpowiadajacego obiektowi oraz kolumny odpowiadajacej denotacji
predykatu jednoargumentowego (tj. wlasnosci) oznacza, ze obiekt ten nalezy do tej denotacji (ma dana
wlasnosé); znak ,—", ze nie nalezy. Znak ,?” wskazuje, ze dana galaz otwarta nie rozstrzyga, czy dany
obiekt ma rozwazana wlasno$¢ — w miejsce ,,?” moze wystapi¢ zaréwno ,+”, jak i ,,—” (a zatem tabelka ze
znakiem ,,?” rozumiana jest jako skrotowy zapis dla dwoch tabelek: jednej ze znakiem ,,+” zamiast ,,7”, i
drugiej, ze znakiem ,,—” zamiast ,,?”. Nieco bardziej skomplikowane tabelki tego typu pojawia sie w dalszych
przykladach.

Zauwazmy, ze interpretacje wyznaczone przez tego typu tabelki zwiazane sg z uniwersami Herbranda, o
ktorych wspomniano we fragmencie poczatkowym niniejszych notatek. Odniesienia przedmiotowe (interpre-
tacje) jezyka KRP mozemy budowaé z samych wyrazen tego jezyka.

Badana réwnowaznos$¢ mnie jest tautologia. Pokazemy, ze nie jest ona takze kontrtautologia, tj. iz
istnieja interpretacje, w ktorych jest ona prawdziwa. Interpretacje takie wyznaczone sg przez galezie otwarte
drzewa, w ktorego korzeniu umiescimy rozwazang réwnowaznosé:
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V& (Pr — =Qz) = Jz(Px A —Qx)

(Lig) Va (Pz — —Qx) *'° (1,) —Va (Pz — —Qz) &Va
| |
(1) Faz (Pz A Q) Ve (1,9) -3z (PzA-Qz) ™'@
| |
(2) PaA-Qa *" (6) —(Pa — Qa) %

|
(3) Pa L -Qa 5 (7) —(Pa A-Qa) 0"

(4g) Pa (84) Pa
\ \
% (84) ——Qa *
\
(5) ~Pa  (5,) “Qa ) Qe
\ \
X1,.51 S (10,) ~Pa (10,) ~—Qa 117
| \
X8_q.,101 (11) Qa

\
V)

Do zadnej z formul, na zadnej z galezi otwartych tego drzewa, nie mozna juz zastosowaé zadnej z regul.
Drzewo ma dwie galezie otwarte, zatem w interpretacjach wyznaczonych przez te gatezie formuta z korzenia
drzewa jest prawdziwa; nie jest ona zatem kontrtautologia.

Z otwartych galezi drzewa wyznaczy¢ mozna dwie interpretacje, w ktorych formuta z korzenia jest praw-
dziwa:

b | P Q
a | + ] —
O P|Q
a | + | +

Czytelniczki zechca zauwazy¢,® ze z budowy powyzszych dwoch drzew widoczne jest takze to, iz:
e implikacja Vz (Pz — —Qz) — Jx (Px A Q) nie jest tautologia;

( )
e implikacja 3z (Pzx A -Qz) — Vo (Pz — —Qx) nie jest tautologia;
e implikacja Vo (Pz — —Qz) — 3z (Px A =Qx) nie jest kontrtautologia;
( )

e implikacja 3z (Pz A -Qz) — Va (Pz — —Qx) nie jest kontrtautologia.

Na koniec, cos dla Humanistek, a wiec proby uroczystego odczytania ,ttumaczeii” rozwazanej formuty w
jezyku polskim.
Nadajmy predykatom P oraz ) np. taka interpretacje:

Pzx czytamy z jest ubogi duchem;
Qr czytamy x bedzie zbawiony.

Wtedy rozpatrywana w tym przyktadzie rownowaznosé czytana moze byé, powiedzmy, tak oto:

5Dla tych, ktére widzq Ciemnosé: wskazéwka w nastepnym przykladzie.
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Ktos ubogi duchem mnie bedzie zbawiony doktadnie wtedy, gdy kazdy, kto jest ubogi duchem nie
bedzie zbawiony.

Sadzimy, ze jaskrawa niedorzeczno$¢ tego odczytania umacnia duchowo Humanistki, takngce ubogacenia
bezdusznych (?) formulek.

PrRzYk2AD I11.2.4.: KIESZENIE PELNE SZCZESCIA
Pokazemy, ze nie jest tautologia KRP nastepujaca formula, w ktorej wystepuje stata indywiduowa a:
Jz (Pa — Qx) = (Pa — Yz Qx)

W tym celu zbudujemy drzewo semantyczne dla negacji tej formuty. Okaze sie, ze ma ono galezie otwarte.
Skoro tak, to owa zanegowana formuta jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji, a to oznacza, ze
sama formulta powyzsza nie jest tautologia (bo gdy jej zaprzeczenie jest prawdziwe w jakiej$ interpretacji, to
ona sama jest w tejze interpretacji falszywa; nie jest wiec prawdziwa we wszystkich interpretacjach, ergo
nie jest tautologia KRP). Oto drzewo:

—-(3z (Pa — Qz) = (Pa — Yz Qz))

(1) 3z (Pa— Q) 2 (1pg) =3z (Pa— Qu) &
(11q) ﬁ(PaL\m Qz) 3~ (1pa) Pa‘—>V17 Qr &~
(2) PaLQb 57 (6) ﬁ(PaLQa) e
(3,) I‘Da (7,) l‘:’a
(34) —Va Qz +Ve (7a) ﬂC‘Qa
W (8) ~Pa (8) Va Qo O
(5)) —Pa (5,) Qb Xlg,sl (9) C‘Qa
x:‘sg,fn * X‘74,9

Drzewo ma jedna galaz otwarta i do zadnej z formut na tej galezi nie mozna juz zastosowaé zadnej z
regul. Negacja rownowaznosci umieszczona w korzeniu drzewa jest prawdziwa w interpretacji wyznaczone;j
przez te galaz. W konsekwencji, badana réwnowaznosé nie jest tautologia KRP (skoro jej zaprzeczenie jest
prawdziwe w jakiej$ interpretacji).

W powyzszym drzewie stata indywiduowa a wystepowata w formule z korzenia drzewa. W konsekwen-
cji, reguty R(V) oraz R(—3) wzgledem tej stalej obowiazywaly na wszystkich galeziach drzewa. W tym
konkretnym przypadku, reguly te byty jednak stosowane tylko w formutach o numerach (1,,) oraz (8,).

Zauwazmy ponadto, ze prawa czeS¢ drzewa (tj. poddrzewo o korzeniu (1,4)) ma wszystkie gatezie za-
mkniete. Oznacza to ze implikacja

(Pa — Vz Qz) — Jz (Pa — Qux)
jest tautologia KRP. To implikacja do niej odwrotna, a mianowicie
Jz (Pa — Qx) — (Pa — Va Q)

nie jest tautologia KRP, na co wskazuje galgz otwarta oznaczona liSciem #. W konsekwencji, badana
rownowaznosé, bedaca — jak wiemy z KRZ — réwnowazna semantycznie implikacji prostej i odwrotnej, nie
jest tautologia KRP.

Interpretacja wyznaczona przez gataz otwarta drzewa przedstawiona jest w ponizszej tabelce:
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o|lc|e |9
I e av!
+ |~

Pozwolmy sobie na podanie banalnego przykltadu interpretacji statych indywiduowych a,b oraz c i pre-
dykatéw P oraz Q; niech np.:

Pz bedzie interpretowane jako x jest obrzydliwie bogaty;
@z bedzie interpretowane jako x jest gteboko szczesliwy;
a, b i c denotuja, odpowiednio, Pana Prezesa, Pana Prezydenta oraz Pana Premiera.

Zgodnie z ustaleniami zawartymi w tabelce, Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty, Pan Prezydent jest
gleboko szczedliwy, natomiast Pan Premier gleboko szczesliwy nie jest. Mozna sprobowaé¢ odczytaé przy tej
interpretacji obie wspomniane implikacje:%

Jz (Pa — Qx) — (Pa — Vx Q)

Jesli co najmniej jedna obywatelka jest gteboko szczesliwa, o ile Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty,
to jesli Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty, to wszyscy sq glteboko szczesliwi.

(Pa — Vz Qz) — Jz (Pa — Qux)

Jesli obrzydliwe bogactwo Pana Prezesa implikuje, Ze wszyscy sq gteboko szczesliwi, to co najmniej
jedna obywatelka jest gleboko szczeSliwa, o ile Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty.

Nie maja te odczytania zadnego glebszego sensu, ale zawsze przyjemnie postuchaé, ze — gdzie§ tam
daleko, przy spelnieniu sie r6znych bajecznych okolicznosci — wszyscy sa gteboko szczesliwi. Prosze zauwa-
zy¢, ze w odczytaniach tych nie méwimy jawnie o szczeSciu Pana Prezesa, a o stanie majatkowym Pana
Prezydenta i Pana Premiera to juz catkiem milczymy, jak zakleci.

PRrRZYKEAD II1.2.5.: NIETAKTY GRAMATYCZNE
Pokazemy, ze rownowaznosé:
(Vz(Pz A Qa)) = ((Vz Pz) A Qa)

jest tautologia KRP. W formule tej wystepuje stala indywiduowa a. Budujemy drzewo semantyczne dla
negacji tej rownowaznosci:

6Mam zwyczaj, aby stowa obywatel oraz obywatelka traktowaé jako odpowiadajace predykatom uniwersalnym.
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~((Vz (Px A Qa)) = (Vo Px) A Qa))

(Lig) Va(PzAQa) 27670 (1,y) —Va (PzAQa) 5
(L) —~((Vz Pz) AQa) * " (1,4) (Vz Pz)AQa *"
(2) Pa‘AQa 5 (8) ﬁ(Pb/‘\Qa) 1.
(39) I‘Da (9,) Vz P‘x 10.%b
(34) Qa (94) Qa

/\ (10) P

(5) —Pb X344, (1L,) —Pb (11p) ~Qa
(6) PbL\Qa 7. X‘lo,nl Xs‘)d,np
) Pb
(7a) C‘Qa

><‘5,7g

Wszystkie gatezie drzewa sa zamkniete. Nie istnieje wiec interpretacja, w ktérej zanegowana réwnowaz-
no$¢ z korzenia tego drzewa byltaby prawdziwa. Stad, réwnowaznosé

(Vz (Pz A Qa)) = ((Vz Px) A Qa)

jest prawdziwa w kazdej interpretacji, a wiec jest tautologia KRP.
Z praw KRZ i z powyzszego ustalenia widzimy natychmiast, ze takze obie implikacje:

(Vz (Px A Qa)) — ((Vz Pz) A Qa)

((Vz Px) A Qa) — (Vz (Pz A Qa))

sg, tautologiami.

Zwr6¢émy jeszcze uwage, ze poniewaz w formule z korzenia drzewa wystapita stata indywiduowa a, wiec na-
lezalo oczywidcie zastosowac wzgledem niej regute R(V), na wszystkich gateziach drzewa. Jednak stosowanie
R(V) wzgledem a w formule o numerze (9,) bytoby zbedne, bo i bez wykonania tego kroku otrzymaliby$my
wszystkie galezie zamkniete. W krokach 5:Yb orag 8-V wprowadzaliémy dwie nowe stale indywiduowe; to,
ze mozna sie bylo postuzyé¢ tym samym symbolem b uzasadnione jest tym, ze state te wprowadzane byly na
roznych galeziach.

Ze wzgledu na budowe syntaktyczng rozpatrywanej formuly podawanie jakich$ prob jej przektadu na
jezyk naturalny bytoby nietaktem zaréwno wobec niej samej, jak i wobec Czytelniczek.

Nie. Jednak nie. Nadasane usteczka i pokrzywdzone, swidrujace spojrzenia spod zmarszczonych brewek
Humanistek.” To nie do wytrzymania, it really hurts... Zinterpretujmy wiec jakkolwiek predykaty P i Q
oraz statg indywiduowa a, niech np.:

"Tak to wyglada z mojego punktu widzenia, gdy miotam sie przed tablica. Nie obrazacie sie, prawda? Zapewniam, ze moje
uwagi motywowane sa empatia dydaktyczna; w zadnym wypadku nie jest moim zamiarem okazywanie lekcewazenia mojemu
ulubionemu audytorium, tj. Humanistkom. Prosze pamietaé, ze nauczanie Humanistek logiki matematycznej to naprawde
trudna praca. Zamieszczone w tekscie niniejszych notatek (w zamierzeniu) zartobliwe elukubracje prosze odbiera¢ z humorem
i wyrozumialoscia dla autora. Nie ma on zreszta jakichkolwiek podstaw do okazywania komukolwiek najmniejszych choéby
przejawoéw rzekomej wyzszoéci intelektualnej. W tej Przygodzie Edukacyjnej, w ktorej bierzemy udzial, wszyscy jesteSmy
Humanistkami.
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Pz bedzie interpretowane jako x jest ubozuchng rencistkq, nigdy nie zapominajgcg o dotozeniu sie do tacy
w niedzielg;

@z bedzie interpretowane jako x jest w wielkich opatach finansowych,

a denotuje Watykan.

Pozostawiamy odczytanie badanej rownowaznosci przy tej interpretacji zainteresowanym Humanistkom.
Sami tego nie zrobimy, ze wzgledu na wstyd gramatyczny.®

PRrzYKEAD I11.2.6.: KRUSZYNA MISTYKI?

Dzieri bez odrobiny mistycyzmu to dla Humanistki dzieri szary, nijaki, nie warty przezycia. Zobligowani
czujemy sie wiec — aby dydaktyka logiki odbierana byta przez Humanistki jako nie-bez-duszna — do ubo-
gacania jej, na dostepne nam sposoby. Prosimy np. przeniesé sie w (przepastnej u Humanistek) wyobrazni z
pomieszczenn wyktadowych w dawnej fabryce czolgéw HCP Cegielski'® do Ng-gwiazdkowego Hotelu Hilberta
i epatujemy dziewczeta proba semantycznej analizy powiedzmy nastepujacego zdania:

O ile za kazdg liczbg naturalng nastepuje niemniejsza od niej liczba naturalna, to Jedyna Tajna
Liczba Naturalna Kodujgca Niepoznawalne Imie Dobrego Pana Naszego JHWH jest niemniejsza
od wszystkich liczb naturalnych.

Powinnismy pominagé¢ w tym miejscu szereg szczerych, spontanicznych wypowiedzi Humanistek w reakcji
na wystuchanie tego zdania (np.: wyrazanie sympatii dla liczb 36 oraz 69, a chtodu emocjonalnego dla liczb
96 oraz 666). Rozwazmy natomiast formute jezyka KRP odpowiadajaca mu sktadniowo:

(¥) VaIy yRx — Vx aRx

(predykat R nazywa tu relacje niemniejszosci, a stata indywiduowa a jest skromnym symbolem dla Jedynej

Tagnej Liczby Naturalnej Kodujgcej Niepoznawalne Imie Dobrego Pana Naszego JHWH; to, czy kodowanie

podlega regutom znanym Cadykowi z Lezajska, Jego Swiatobliwosci Dalajlamie, stynnemu ze swojej docie-

kliwosci Ignacemu Loyoli, czy jakiemukolwiek gtodnemu stawy Pralatowi, nie ma tu oczywiscie znaczenia).
Sprawdzimy najpierw, czy formuta (x) jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji:

Va3y yRxr — Vo aRx *~

(1;) ~Va3y yRz 2 (1,) Yz aRx "¢
(2) ~3y yll%b 8la 470 (5) af‘ﬁa
(3) ﬁal‘?b Q‘
(4) ﬂbl‘i{b
.

8To nie sa jedynie ghupie, ztosliwe docinki. Jezyk naturalny naprawde istotnie rézni sie od jezyka KRP. ,Przektady” niektérych
formul jezyka KRP na jezyk naturalny brzmia czasem banalnie, czasem dziwacznie, a nawet (pragmatycznie) nieakceptowalnie.
Jak juz wspominaliémy wczesniej, ,przeklady” w druga strone sprawiaja jeszcze wieksze trudnosci. Nie zalamujmy jednak
cztonkow: klopoty te to przeciez niewyczerpywalne zrédlo tematéow na rozmaite rozprawy i badania semiotyczne, sponsorowane
przez podatnikow.

9Ten przyklad zaczerpnelismy z naszego tekstu Agnostyczny jez w lesie semantycznym (wspoétautorka: Izabela Bondecka-
Krzykowska), zlozonego do druku w Ksiedze Jubileuszowej dedykowanej Panu Profesorowi Witoldowi Marciszewskiemu. For-
muta (x) dyskutowana w tym przykladzie wzieta jest z artykulu Witolda Marciszewskiego: On going beyond the first-order
logic in testing the validity of its formulas. A case study. Mathesis Universalis, nr 11 On the Decidability of First Order Logic,
2002, dostepnego w Internecie na stronie www.calculemus.org/MathUniversalis/NS/11/Beyond.pdf. Polecamy ten artykul, jako
zawierajacy interesujace uwagi na temat metody drzew semantycznych.

I0UAM dzierzawi tam pomieszczenia, miejmy nadzieje, ze bez strat dla potegi militarnej Rzeczpospolitej Polskiej. Zreszta,
oszukali$my: HCP produkowala silniczki do t6deczek.
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Drzewo to ma dwie galezie otwarte. Badana formuta nie jest zatem kontrtautologia KRP. Ponizsze tabelki
podaja interpretacje, w ktorych (x) jest prawdziwa:

Rg | a | b
a 7 —
b _

Re | &
a +

Sprobujmy z kolei zbudowaé drzewo semantyczne dla negacji formuty (x):

.

~(V23y yRe — Yz aRx) -
L
(19) Vedy yRx 3.%a 4.6 7.c 8.7d
| v
(]-d) Vo aRx 2.Vb

(2) ﬂal‘{b

\
(3) 3y yRa *°
‘ v
(4) Iy yRb >4

(5) c]‘%a

(6) dRb
\
(7) Iy yRe 9.Ve
\
(8) Jy yRd 10-Vf
\

Budowy tego drzewa zakoniczyé nie mozna, co powinno byé wyraznie widoczne po przesledzeniu kilku
pierwszych krokéw w powyzszej konstrukcji. Formuta (%) nie jest tautologia KRP. Metoda drzew seman-
tycznych nie daje odpowiedzi w skoniczonej liczbie krokow. Mozemy jednak, zauwazajac regularno$é¢ w
konstruowaniu coraz to wiekszych fragmentow drzewa semantycznego dla negacji formuly (x), podaé inter-
pretacje nieskoriczona, w ktorej negacja (*) jest prawdziwa. Nie upowaznia nas do tego sama metoda —
kierujemy sie zatem intuicjami (wychodzacymi poza logike pierwszego rzedu).!!

PrzYKrAD II1.2.7.: LAWINA MILOSCI

Jak sie wydaje,'? strukturze sktadniowej zdania O ile choéby jeden osobnik jest zakochany sam w sobie,
to jesli kazdy kogos kocha, to ktos jest kochany przez wszystkich odpowiada nastepujaca formuta jezyka KRP:

(k) FzazKz — (Vedy 2Ky — JyVe 2Ky)

Czy jest ona prawdziwa w jakiej$ interpretacji? Budujemy drzewo semantyczne dla tej formuty:

HWigcej na ten temat — w rozdziale IV skryptu.
12Przyjmujac, ze pasywizacja w jezyku naturalnym odpowiada braniu konwersu relacji.
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oz 2Kz — (Vedy 2Ky — IyVe xKy) *

(1) =3z :L"Kx 2%a (1,) Va3y Ky — IyVe aKy >
(2) —mLI‘(a
° (3) ~Vadyaky *7 (3,) Iz xKy 6o
(4) —Jy al‘(y 5. a (6) Va x‘Ka e
) ~aka (7) aka
: ;

Do zadnej z formul, na zadnej z galezi otwartych tego drzewa (akurat wszystkie galezie sa otwarte), nie
mozna juz zastosowaé zadnej z regut. Formula ta jest zatem prawdziwa np. w $wiecie, w ktorym zazywa
istnienia narcystyczny, zakochany w sobie samolub, a takze w swiecie, w ktorym toczy swoj zywot brzydzacy
sie soba, nie potrafiacy samego siebie pokocha¢ niesamolub. Widoczne jest wiec, ze badana formula nie jest
kontrtautologia.

Czy jest prawdziwa w kazZdej interpretacji, tj. czy jest tautologia? Aby to sprawdzi¢, budujemy drzewo
semantyczne dla jej negacji. Jesli wszystkie galezie tego drzewa beda zamkniete, to wykluczona zostanie
sytuacja, ze owa negacja jest prawdziwa w jakiej$ interpretacji. Automatycznie oznaczaloby to, ze sama
badana formuta jest w kazdej interpretacji prawdziwa, czyli jest tautologia. Oto stosowne drzewo:

-

-(3r rKr — (Vody 2Ky — JyV¥r xKy)) b

\
(1,) 3z zKz 3Yo

-

|
T
(2g) VJUEiy ,fIJKy 4.%a1 8.%az 10.%asz

‘ * * *
(2d) —Eiyvaj xKy 5.%7a1 9.7az 11.%7a3
|
(3) amiKay
| v
(4) Fy ar Ky 67
| v
(5) —Vo xKa; 79
|
(6) alKag
\
(7) —azKa;
| v
(8) Ty asKy '*70s
| v
(9) —Vz xKay 1379
| v
(10) 3y agKy 7%
| v
(11) —Vz xKaz 1577
|
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Drzewo jest nieskoriczone, tzn. nie mozna zakoriczyé¢ budowy tego drzewa w skoiiczonej liczbie krokow.
Zatem formula (9 ) nie jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze:

e po wprowadzeniu stalej indywiduowej a; nalezalo wzgledem niej rozwinaé¢ formuly o numerach (2,)
oraz (24);

e po wykonaniu tych krokéow w drzewie pojawity sie dwie nowe formuty, nakazujace wprowadzenie dwodch
nowych stalych indywiduowych as oraz as;

o rozwiniecie formut o numerach (2,) oraz (24) wzgledem stalych as oraz as wprowadzilo cztery nowe
formuty, nakazujace wprowadzenie czterech nowych statych indywiduowych: a4, as, ag i ar;

o jesli, tak jak kaza reguly, rozwiniemy teraz formuty o numerach (24) i (24) ze wzgledu na stale a4, as, ag
i a7, to otrzymamy osiem nowych formutl, nakazujacych wprowadzenie kolejnych nowych o$miu statych
indywiduowych;

o itd.

Zadajac niewinne pytanie, czy negacja formuly (%) jest prawdziwa, uruchomiliémy zatem olbrzymia
lawine zwiazkow uczuciowych. .. Prosze zauwazy¢, ze na tej nieskoiiczonej galtezi wystepuje nieskoriczenie
wiele formul atomowych i negacji formut atomowych — w odczytaniu negacji formuty (s) proponowanym
na poczatku tego przykladu odpowiadaja one sytuacjom polegajacym na tym, ze dana osoba kocha (lub
nie) druga osobe. Usilnie namawiamy Czytelniczki do wykonania nastepujacych dwoch ¢wiczen, jednego
banalnego, a drugiego nieco trudniejszego:

e wykonaj nastepne kroki w konstrukcji tego drzewa, powiedzmy do momentu, w ktérym na galezi bedzie
co najmniej dwadziescia statych indywiduowych;

e sprobuj znalezé wzor na mitosé uprawiana na tej gatezi, tj. spréobuj ustali¢, dla jakich indeksow @
oraz j na galezi znajduje si¢ formuta atomowa a;Kaj, a dla jakich formuta —a;Ka;.

Zauwazmy jeszcze, na koniec tego przykladu, ze podobna ,lawine” stalych indywiduowych otrzymamy
probujac zbudowaé drzewo semantyczne dla negacji nastepujacej formuty:

(k) VzIyzKy — JyVz zKy.

Formula (¥ %) nie jest wiec tautologia KRP. Cho¢ drzewo semantyczne jej negacji nie jest skonczone,
to potrafimy poda¢ interpretacje, w ktorych (Je¥k) jest falszywa, tj. takie interpretacje, w ktorych poprzed-
nik implikacji (%) jest prawdziwy, a jej nastepnik falszywy. W podrecznikach logiki czesto podaje sie
nastepujaca interpretacje o tych wtasnosciach:

e uniwersum interpretacji stanowi zbiér wszystkich liczb naturalnych;

e predykat K denotuje relacje mniejszosci.

W tej interpretacji wyrazenie a Kb czytamy wiec: liczba a jest mniejsza od liczby b (lub, rownowaznie,
liczba b jest wicksza od liczby a). Wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wicksza
(a wiec poprzednik implikacji (%) jest w tej interpretacji prawdziwy) oraz wiadomo, ze nie istnieje liczba
naturalna, wieksza niz wszystkie liczby naturalne (czyli nastepnik implikacji (%) jest w tej interpretacji
falszywy).! Przy interpretacji K jako relacji < nastepnik implikacji () jest zreszta falszywy takze
dlatego, ze zZadna liczba naturalna nie jest mniejsza od samej siebie. Mozna tez interpretowaé predykat
K jako relacje < w zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Wtedy rowniez poprzednik implikacji (Je) jest
w tej interpretacji prawdziwy, a jej nastepnik falszywy.

Nietrudno takze podaé¢ skoriczone interpretacje, w ktorych poprzednik implikacji (d %) jest prawdziwy,
a jej nastepnik falszywy. Wyobrazmy sobie np., ze Ludzkos¢ sktada sie tylko z dwojga osobnikow, powiedzmy
Adamai Chawy, Adam kocha Chawe, siebie samego nie kocha (bo np. ma wstret do autoerotyzmu), a Chawa

13To catkiem oczywiste, prawda? Grali§my przeciez na wykladzie w te gre: Podaj liczbe. 1 ja zawsze wygrywatem, podajac
liczbe wieksza od podanej przez Ciebie (to bylo sprawiedliwe: gdybym ja zaczynal, to Ty by$ wygrywala). Tak naprawde,
to jednak wcale nie jest to takie oczywiste i wymaga przyjecia stosownych zalozeri dotyczacych nieskoniczonosci. O tym tez
wspominali$my na wykladzie.
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kocha tylko siebie, taka juz jest. W takim $wiecie Adama nie kocha nikt, zadna Istota. Pozostawmy ten
Swiat swemu losowi.

Takze np. w §wiecie, w ktorym zyja jedynie Adam i Chawa, kochajacy sie nawzajem (i nikogo poza tym,
a wiec bez narcyzmu) poprzednik implikacji (J¥) jest prawdziwy, a nastepnik falszywy.

PrzYKEAD II1.2.8.: Z ZYCIA PARAFII
Zajmiemy sie teraz ustaleniem, czy do praw logiki zaliczy¢ mozna nastepujaca réwnowaznosé:
Vo (Px — Qa) = ((Vz Px) — Qa)

Pokazemy, ze nie jest ona tautologia: drzewo semantyczne zbudowane dla negacji tej formuty bedzie miato
galaz otwarta, a to oznacza, ze negacja badanej rownowaznosci moze byé prawdziwa w jakiejs interpretacji;
w tejze interpretacji sama badana réwnowazno$¢ jest wiec falszywa, a zatem nie jest tautologia. Zwrdémy
uwage, ze w badanej formule wystepuje stala indywiduowa a. Oto stosowne drzewo:

—~((Vz (Px — Qa)) = ((V& Px) — Qa))

(Lig) Va (Pr— Qa) > (1,y) —Vz (Pz — Qa) 6
(L) =((Vz Pz) = Qa) > (1,4) (Vz Pz) — Qa 8
(24) Va Pz *'@ (6) =(Pb— Qa) ™
(24) ﬂC‘Qa (7,) I‘Db
(3) PCLLQa 57 (74) ﬁC‘Qa

(4) P‘a /\
/\ (8) —Va Px 9.V (8p) Qa

) \
(51) 1‘3(1 (51))?@ (9) _.P‘C X74.8p

X4,5, X24,5p |

)

Zauwazmy, ze w lewej czesci drzewa wykonanie kroku 2 przed krokiem 3¢ bylo niezgodne z po-
dawanymi wczesniej zaleceniami, dotyczacymi kolejnosci stosowania regul. Nie mialo to jednak znaczenia
dla wynikéw pracy na rozwazanych gateziach. W prawej czesci drzewa nie bylo zadnej formutly generalnie
skwantyfikowanej (ani negacji formuly egzystencjalnie skwantyfikowanej), ktore mozna byloby rozwinac ze
wzgledu na stala indywiduowa a wystepujaca w formule w korzeniu drzewa.

Galgz oznaczona lisciem # jest otwarta, i taka juz pozostanie, na wieki wiekow. Do formul na niej umiesz-
czonych nie mozna zastosowaé juz zadnych regut. Gataz ta wyznacza interpretacje, w ktorej znajdujaca sie
w korzeniu drzewa zaprzeczona rownowaznosé

~((Vz (Pz — Qa)) = ((Vx Pz) — Qa))
jest prawdziwa. W konsekwencji, formuta
Vz (Pz — Qa) = (Vx Pz) — Qa)

jest w tejze interpretacji falszywa, a wiec — jako falszywa w co najmniej jednej interpretacji — nie jest
tautologia, KRP.

Interpretacja wyznaczona przez galaz otwarta powyzszego drzewa ma w uniwersum denotacje statych
indywiduowych a,b oraz c¢. Przy tym, denotacja stalej b jest elementem denotacji predykatu P (w tejze
interpretacji), zas denotacja stalej a nie jest elementem denotacji predykatu @, a denotacja stalej ¢ nie jest
elementem denotacji predykatu P (tamze). Sytuacje te ilustruje tabelka:
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(to, czy denotacja a nalezy do denotacji P oraz czy denotacje b i ¢ naleza do denotacji () nie ma znaczenia,
co oddaje znak ,,?” umieszczony w stosownych miejscach w tabeli). Nietrudno obliczy¢, ze tabelka powyzsza
jest skrotowym zapisem o$miu roéznych interpretacji — na tyle bowiem sposobéw zastapi¢ mozemy w niej
znak zapytania znakami plusa i minusa.

Spojrzmy raz jeszcze na powyzsze drzewo. Jego lewa cze$¢ (poddrzewo) wychodzaca z korzenia jest
jednoczesnie drzewem semantycznym dla formuty:

—(Vz (Px — Qa) — ((Vx Px) — Qa)

czyli dla zaprzeczonej implikacji, w ktorej poprzedniku jest pierwszy czlon rozwazanej na poczatku réwno-
waznosci, a w nastepniku drugi z tych cztonoéw. Fakt, ze drzewo to ma wszystkie gatezie zamkniete ukazuje,
iz implikacja:

Vo (Px — Qa) — ((Vx Pz) — Qa)

jest tautologia KRP. Natomiast fakt, ze prawa wychodzaca z korzenia czes¢ (poddrzewo) drzewa dla za-
negowanej réwnowaznosci zawiera galaz otwarta Swiadczy o tym, ze implikacja odwrotna do powyzszej,
tj.:

((Vz Pz) — Qa) — Vz (Pz — Qa)

tautologia nie jest (bo jej zaprzeczenie jest prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji). Powinno byé
oczywiste, ze gdy budujemy drzewa semantyczne dla rownowaznosci lub zaprzeczonych réwnowaznosci, to
jednoczesnie uzyskujemy informacje o wtasnosciach implikacji prostej i odwrotnej, ktorych koniunkcja jest
semantycznie réwnowazna rozpatrywanej rownowaznosci.

Odruchowo skonstruujmy jeszcze jakas interpretacje predykatéw P i ) oraz statej indywiduowej a, aby
nie zawie$¢ Humanistek. Niech np.:

Pz bedzie interpretowane jako x zarliwie sie modli
@z bedzie interpretowane jako x miewa sie nienajgorzey;
a denotuje Naszego Proboszcza.

Aby bezpodstawnie nie uogodlniaé¢, niech uniwersum interpretacji odnosi sie do Naszej Parafii; oznacza
to, ze stowo parafianin odpowiada predykatowi uniwersalnemu.
Wtedy formute

Vo (Px — Qa) — ((Vx Px) — Qa)
odczytujemy np. tak:

Jesli, gdy weZmiemy pod uwage dowolnego parafianina, Nasz Proboszcz ma sie nienajgorzej, o ile
tenze parafianin zZarliwie sie modli, to gdy wszyscy modlg sie Zarliwie, to Nasz Proboszcz miewa
ste nienajgorzey.

Natomiast formuta
((Vz Px) — Qa) — Va (Px — Qa)
odczytana moze byé, powiedzmy, tak:

Jezeli Nasz Proboszcz miewa sie nienajgorzej, o ile wszyscy sie modlg, to dla dowolnego para-
fianina, gdy tenze modli sie zarliwie, to Nasz Proboszcz nienajgorzej sie miewa.
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Nie trzeba by¢ wytrawna Humanistka, aby poczué sie niedobrze ujrzawszy te teksty. (Kto, do licha,
w ten sposéb mowi?!) Oba te odczytania uwazamy za nieco chrome stylistycznie, co spowodowane jest
miedzy innymi tym, iz w jezyku naturalnym konstrukcje syntaktyczne majace byé ,przektadami” konstrukeji
logicznych 7le wspolzyja gramatycznie. Wiecej na ten temat w rozdziale VI, zawierajacym zadania.

Na koniec tego przykladu zauwazmy jeszcze, ze pokazaliémy dotad, ze formuta
((Vz Px) — Qa) — Vx (Px — Qa)

jest falszywa w co najmniej jednej interpretacji. Nie przesadza to, czy formula ta jest falszywa we
wszystkich interpretacjach, tj. czy jest kontrtautologia. Pokazmy, ze formuta ta kontrtautologia nie jest.
Aby tego dokonaé, wystarczy znalezé co najmniej jedng interpretacje, w ktorej ta formula jest prawdziwa, a
wiec pokazaé, ze drzewo semantyczne tej formuly ma co najmniej jedna galaz otwarta. Budujemy to drzewo:

((Vz Pz) — Qa) — Y (Px — Qa) *~

(1) —(Vx Pz — Qa) % (1,) Vz (Pz — Qa) *'@
\
(24) Vx Pz 3¢ (4) Pa‘—> Qa >
|
2q) —Q
(2 o G ~Pa () Qa
(3) Pa \ |
| % ©
&

Drzewo to ma galezie otwarte (akurat wszystkie jego galezie sg otwarte) i do zadnej z formul, na zadnej z
tych galezi, nie mozna juz zastosowaé zadnej z regul. Tak wiec, rozwazana formuta jest prawdziwa w jakichs
interpretacjach; zatem nie jest ona kontrtautologia KRP.

Moze nie wypada, ale mimo to chyba warto, uczynié nastepujaca uwage. Powyzsze drzewo semantyczne
ma wszystkie galezie otwarte. Przestrzegamy przed blednym (sporadycznie przez studentki popelnianym)
stad wnioskiem, ze formula z korzenia takiego drzewa jest w kazdej interpretacji prawdziwa. PokazaliSmy
juz wyzej, ze negacja tej formuly jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji (zobacz 8 interpretacji
podanych w tabelce #), a wiec w interpretacjach z tabelki # badana teraz formula jest falszywa. Proponu-
jemy Humanistkom refleksje nad nastepujacym problemem. Ktore z ponizej wyliczonych sytuacji sa mozliwe
dla dowolnej, ustalonej formuty A (i co wtedy o A lub 0 =A mozna przesadzic):

e wszystkie galezie drzewa dla A i wszystkie galezie drzewa dla —A sg otwarte;

e wszystkie galezie drzewa dla A i wszystkie galezie drzewa dla —A sa zamkniete;

e drzewo dla A ma wszystkie galezie otwarte, a drzewo dla - A ma wszystkie galezie zamkniete;

e drzewo dla A ma wszystkie gatezie zamkniete, a drzewo dla = A ma wszystkie galezie otwarte;

e drzewo dla A ma galezie otwarte 1 zamkniete, a takze drzewo dla —A ma galezie otwarte i zamkniete;

e drzewo dla A ma wszystkie galezie zamkniete, a drzewo dla = A ma pewne galezie zamkniete, a pewne
otwarte;

e drzewo dla A ma wszystkie galezie otwarte, a drzewo dla —=A ma pewne galezie zamkniete, a pewne
otwarte;

e drzewo dla = A ma wszystkie galezie zamkniete, a drzewo dla A ma pewne galezie zamkniete, a pewne
otwarte;

e drzewo dla —=A ma wszystkie galezie otwarte, a drzewo dla A ma pewne galezie zamkniete, a pewne
otwarte.
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Czy niektoére z wyliczonych mozliwosci ,,méwia” to samo o A lub = A?

Przy podanej wyzej interpretacji ,naboznej” formuta
((Vz Px) — Qa) — Va (Px — Qa)
jest prawdziwa w parafiach w ktorych:
e Nasz Proboszcz modli si¢ zarliwie i — biedaczysko — nie miewa sie nienajgorzej (parafia &);
e Nasz Proboszcz nie modli si¢ zarliwie, a o jego samopoczuciu nic nam nie wiadomo (parafia $);

e Nasz Proboszcz miewa sie nienajgorzej, acz nie wiadomo, jak rzeczy sie maja z jego naboznoscia (parafia

Q);

(co poza tym dzieje sie w wymienionych parafiach nie ma znaczenia). Zyczymy wszystkim zarliwosci uczué
i dobrego samopoczucia.

X K X

Moze warto na koniec tego podrozdziatu uczyni¢ nastepujaca uwage. Zwykle, gdy moéwi sie w podrecz-
nikach o prawach (tautologiach) KRP, to rozwaza sie formuly w postaci takiej, jak w przykltadzie I11.2.2. Ze
wzgledu na propedeutyczny charakter tych notatek umieszczamy w nich przede wszystkim przyklady mniej
ogoblne, dla ktoérych bezposrednio podawaé mozna interpretacje, w ktorych rozwazane formuty sa prawdziwe
badz falszywe.
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