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Plan na dzi±

Nast¦pna z omawianych operacji konsekwencji w KRZ jest oparta na metodzie
zaªo»eniowej. Omówimy jeden z systemów zaªo»eniowych KRZ, wywodz¡cy si¦ z
prac Stanisªawa Ja±kowskiego.

Reguªy pierwotne systemu.

Konsekwencja zaªo»eniowa.

Przykªady dowodów tez.

Reguªy wtórne.

System zaªo»eniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ.

Dowody nie wprost.

Dodatkowe zaªo»enia dowodu. Dowody rozgaª¦zione.

Uwaga. Konsekwencja zaªo»eniowa jest bli»sza (ni» aksjomatyczna) praktyki

dowodzenia twierdze« w naukach dedukcyjnych.
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Reguªy pierwotne

Reguªy pierwotne

Pracujemy w j¦zyku KRZ zde�niowanym w wykªadzie 2.
Konsekwencja zaªo»eniowa oparta jest jedynie na reguªach.
Nie wykorzystujemy »adnych aksjomatów.
Mo»na na ró»ne sposoby dobiera¢ reguªy pierwotne.
Podamy zestaw pochodz¡cy od Stanisªawa Ja±kowskiego.

(RO) Reguªa odrywania. Je±li do dowodu nale»y implikacja oraz jej
poprzednik, to do dowodu wolno doª¡czy¢ nast¦pnik tej implikacji.
W zapisie symbolicznym:

α→ β, α

β
.
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Reguªy pierwotne

Reguªy pierwotne

(DK) Reguªa doª¡czania koniunkcji. Do dowodu wolno doª¡czy¢
koniunkcj¦, o ile oba jej czªony nale»¡ do dowodu.

α, β

α ∧ β
.

(OK) Reguªa opuszczania koniunkcji. Je±li do dowodu nale»y
koniunkcja, to wolno doª¡czy¢ do dowodu ka»dy z jej czªonów.

α ∧ β
α

α ∧ β
β

.
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Reguªy pierwotne

Reguªy pierwotne

(DP) Reguªa dodawania poprzedników. Je±li do dowodu nale»¡ dwie
implikacje o takim samym nast¦pniku, to do dowodu wolno doª¡czy¢
implikacj¦ o tym»e nast¦pniku i o poprzedniku b¦d¡cym alternatyw¡
poprzedników tych implikacji.

α→ γ, β → γ

(α ∨ β)→ γ
.

(DA) Reguªa doª¡czania alternatywy. Je±li do dowodu nale»y jaka±
formuªa, to do dowodu wolno doª¡czy¢ alternatyw¦, której jednym z
czªonów jest ta formuªa.

α

α ∨ β
β

α ∨ β
.
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Reguªy pierwotne

Reguªy pierwotne

(DR) Reguªa doª¡czania równowa»no±ci. Do dowodu wolno doª¡czy¢
równowa»no±¢, o ile nale»y do dowodu implikacja, której
poprzednikiem jest pierwszy czªon tej równowa»no±ci, a nast¦pnikiem
drugi jej czªon, jak i implikacja odwrotna.

α→ β, β → α

α ≡ β
.

(OR) Reguªa opuszczania równowa»no±ci. Je±li do dowodu nale»y
równowa»no±¢, to wolno doª¡czy¢ do dowodu zarówno implikacj¦,
której poprzednikiem jest pierwszy czªon tej równowa»no±ci, a
nast¦pnikiem drugi jej czªon, jak i implikacj¦ odwrotn¡.

α ≡ β
α→ β

α ≡ β
β → α

.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 6 / 108



Reguªy pierwotne

Reguªy pierwotne

(RK) Reguªa kontrapozycji. Je±li do dowodu nale»y implikacja, której
poprzednikiem jest negacja jednej formuªy, a nast¦pnikiem negacja
drugiej formuªy, to do dowodu mo»na doª¡czy¢ implikacj¦, której
poprzednikiem jest druga formuªa, a nast¦pnikiem pierwsza formuªa.

¬α→ ¬β
β → α

.

Oznaczmy przez jas zbiór powy»szych reguª. Ka»da reguªa ze zbioru jas
jest niesko«czonym zbiorem sekwentów, o budowie skªadniowej podanej w
symbolicznym zapisie tej reguªy.
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Reguªy pierwotne

Reguªy pierwotne

Uwaga 1. Zauwa», »e w podanych wy»ej reguªach nie ma ani sªowa o
prawdzie. Wykonaj jednak ¢wiczenie: sprawd¹, »e wszystkie reguªy
ze zbioru jas s¡ niezawodne.

Uwaga 2. Zauwa», »e reguªy s¡ dwóch rodzajów: dotycz¡
wprowadzania lub opuszczania staªych logicznych. W szczególno±ci,
(RO) jest reguª¡ opuszczania implikacji. Dualna do niej reguªa
wprowadzania implikacji zostanie omówiona pó¹niej. Podobnie dla
reguª wprowadzaj¡cych negacj¦.

Uwaga 3. Twoim zalecanym zbiorem zada« z logiki s¡ �wiczenia z
logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz, gdzie u»ywa si¦
innego zestawu reguª pierwotnych. Nie l¦kaj si¦! Za chwil¦
poka»emy, »e z podanych reguª pierwotnych wyprowadzi¢ mo»na te
reguªy jako wtórne.
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Konsekwencja zaªo»eniowa Przypomnienie: operacja konsekwencji

Operacja konsekwencji

Operacja konsekwencji to pewna funkcja C , która ka»demu zbiorowi formuª
X przyporz¡dkowuje pewien zbiór formuª C (X ). My±l o niej tak oto:

Mam dany jaki± zbiór przesªanek X . Jaki jest ogóª wniosków, które
mog¦ wyprowadzi¢ z X , za pomoc¡ pewnych, z góry ustalonych reguª
wnioskowania?

Tak, zgadªa±! To wªa±nie b¦dzie ów zbiór C (X ).

Wnioski otrzymujemy z przesªanek stosuj¡c ustalone reguªy wnioskowania.
Operacja konsekwencji b¦dzie zatem wyznaczona przez owe reguªy.

Uwaga. Teraz b¦dzie ±cisªa de�nicja. Nie trwó» si¦! Oka»e si¦ ona o
wiele prostsza od ezoterycznych konstrukcji poj¦ciowych, z którymi
obcujesz na innych wykªadach.
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Konsekwencja zaªo»eniowa Przypomnienie: operacja konsekwencji

Operacja konsekwencji

Niech S b¦dzie zbiorem wszystkich formuª j¦zyka KRZ. Niech R b¦dzie
dowoln¡ rodzin¡ reguª wnioskowania w KRZ. Niech N oznacza zbiór
wszystkich liczb naturalnych. Niech 2S oznacza rodzin¦ wszystkich
podzbiorów S . Przez operacj¦ konsekwencji w KRZ wyznaczon¡ przez

R rozumiemy funkcj¦ CR : 2S → 2S , zde�niowan¡ indukcyjnie
nast¦puj¡cymi warunkami dla dowolnego zbioru formuª X j¦zyka KRZ:

C 0
R(X ) = X

C k+1
R (X ) = C k

R(X ) ∪ {α ∈ S : (∃R ∈ R)(∃P ⊆ C k
R(X )) (P, α) ∈ R}

CR(X ) =
⋃
{C k

R(X ) : k ∈ N}.

Wyra»enie α ∈ CR(X ) czytamy: α jest wyprowadzalna z X za pomoc¡

reguª nale»¡cych do R.
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Konsekwencja zaªo»eniowa Przypomnienie: operacja konsekwencji

Operacja konsekwencji

Powy»szy zapis symboliczny mo»na te» wyrazi¢ �ludzk¡ mow¡�:

C 0
R(X ) to po prostu wyj±ciowy zbiór X

C 1
R(X ) to zbiór X plus wszystkie bezpo±rednie wnioski otrzymane z

przesªanek ze zbioru X wedle reguª wnioskowania z zestawu R
elementami zbioru C k+1

R (X ) s¡ elementy C k
R(X ) oraz wszystkie

wnioski wszystkich reguª z R, których przesªanki brane s¡ ze zbioru
C k
R(X )

CR(X ) jest sum¡ wszystkich otrzymanych w ten sposób wniosków.

Wyra»enie α ∈ CR(X ) oznacza zatem, »e formuª¦ α otrzymujemy z
zaªo»e« X stosuj¡c (by¢ mo»e wielokrotnie) reguªy wnioskowania z
podanego ich zestawu R.
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Konsekwencja zaªo»eniowa Przypomnienie: operacja konsekwencji

Operacja konsekwencji

Jak zatem �dziaªa� operacja konsekwencji na danym zbiorze przesªanek X? Czyli
jak otrzymujemy zbiór CR(X )?

Bierzesz dowoln¡ reguª¦ wnioskowania R z zestawu R i tyle przesªanek ze zbioru
X , ilu przesªanek wymaga reguªa R. Wtedy zarówno elementy samego X , jak i
wszystkie wnioski wszystkich takich reguª R dla dowolnych przesªanek z X tworz¡
zbiór C 1

R(X ), czyli zbiór �bezpo±rednich wniosków� z przesªanek znajduj¡cych si¦
w X . Procedur¦ t¦ powtarzasz wychodz¡c teraz od C 1

R(X ) zamiast od X .
Dostajesz wszystkie �wnioski co najwy»ej drugiego stopnia� z przesªanek
znajduj¡cych si¦ w X , czyli zbiór C 2

R(X ) (aby do nich �dotrze¢� nale»y co
najwy»ej dwukrotnie stosowa¢ reguªy wnioskowania). I tak dalej.

Suma (po wszystkich n) tych wszystkich �wniosków co najwy»ej n-tego stopnia�
daje ogóª wszystkich wniosków, które mo»na otrzyma¢ z przesªanek X posªuguj¡c
si¦ reguªami z zestawu R.
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Konsekwencja zaªo»eniowa Konsekwencja zaªo»eniowa

Konsekwencja zaªo»eniowa

Okre±lamy zbiór Tjas tez systemu dedukcji naturalnej (systemu
zaªo»eniowego) KRZ opartego na reguªach jas:

α ∈ T 0
jas wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n > 0 oraz

formuªy β1, β2, . . . , βn, γ takie, »e:

α jest identyczna z (β1 → (β2 → . . . (βn → γ) . . .))
γ ∈ Cjas({β1, β2, . . . , βn}).

α ∈ T k+1
jas wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ liczby naturalne n > 0,

i < n oraz formuªy β1, β2, . . . , βn takie, »e:

α jest identyczna z (β1 → (β2 → . . . (βi → γ) . . .))
βi+1, βi+2, . . . , βn ∈ T k

jas

γ ∈ Cjas({β1, β2, . . . , βn}).

α ∈ Tjas wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje m taka, »e α ∈ Tm
jas .
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Konsekwencja zaªo»eniowa Konsekwencja zaªo»eniowa

Konsekwencja zaªo»eniowa

Je±li α ∈ Tm
jas , to mówimy, »e α jest tez¡ stopnia m systemu zaªo»eniowego

KRZ. Je±li α jest tez¡ stopnia m i m 6 n, to α jest te» oczywi±cie tez¡
stopnia n. Je±li α ∈ Tjas , to mówimy, »e α jest tez¡ systemu
zaªo»eniowego KRZ.

Notacja. Aby pokaza¢, »e α ∈ Tjas , gdzie α jest identyczna z
(β1 → (β2 → . . . (βn → γ) . . .)) budujemy dowód zaªo»eniowy, w którym
β1, β2, . . . , βn s¡ zaªo»eniami i który zostaje uznany za zako«czony, gdy
γ ∈ Cjas({β1, β2, . . . , βn}), tj. gdy otrzymamy formuª¦ γ stosuj¡c (do
zaªo»e« i po±rednich kroków dowodowych) reguªy ze zbioru jas.
Numerujemy poszczególne wiersze dowodu i opatrujemy je komentarzem
wskazuj¡cym na ich uzasadnienie, tak samo jak czynili±my to w
aksjomatycznym uj¦ciu KRZ.

Uwaga. W dowodach tez stopnia n mo»na wykorzystywa¢ wszystkie tezy stopnia

m, dla m 6 n.
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Konsekwencja zaªo»eniowa Konsekwencja zaªo»eniowa

Konsekwencja zaªo»eniowa

Zde�niujemy relacj¦ `jas konsekwencji zaªo»eniowej.

Niech X = {β1, β2, . . . , βn} b¦dzie sko«czonym zbiorem formuª, a α
formuª¡ j¦zyka KRZ. Zachodzi X `jas α wtedy i tylko wtedy, gdy tez¡
systemu zaªo»eniowego jest formuªa:

(β1 → (β2 → . . . (βn → α) . . .)).

Tak wi¦c, {β1, β2, . . . , βn} `jas α wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowód
zaªo»eniowy α w oparciu o zaªo»enia {β1, β2, . . . , βn} oraz reguªy ze zbioru
jas.
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Przykªady dowodów tez

Przykªady dowodów tez

(α→ (β → γ))→ (β → (α→ γ)) (prawo komutacji)

Nale»y dowie±¢, »e z zaªo»e« α→ (β → γ), β, α mo»na otrzyma¢ γ,
u»ywaj¡c reguª ze zbioru jas.

1. α→ (β → γ) zaªo»enie
2. β zaªo»enie
3. α zaªo»enie
4. β → γ RO: 1,3
5. γ RO: 4,2.

Zauwa»my, »e ten dowód jest taki sam, jak dowód prawa komutacji w
aksjomatycznym uj¦ciu KRZ, przy wykorzystaniu Twierdzenia o Dedukcji
Wprost.
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Przykªady dowodów tez

Przykªady dowodów tez

((α ∧ β)→ γ)→ (α→ (β → γ)) prawo eksportacji

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« (α ∧ β)→ γ, α, β mo»na otrzyma¢ γ.

1. (α ∧ β)→ γ zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. β zaªo»enie
4. α ∧ β DK: 2,3
5. γ RO: 1,4.

Zauwa», »e planowanie dowodu jest w tej metodzie prostsze, ni» w
metodzie aksjomatycznej.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 17 / 108



Przykªady dowodów tez

Przykªady dowodów tez

(α→ (β → γ))→ ((α ∧ β)→ γ) prawo importacji

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« α→ (β → γ), α ∧ β mo»na otrzyma¢ γ.

1. α→ (β → γ) zaªo»enie
2. α ∧ β zaªo»enie
3. α OK: 2
4. β OK: 2
5. β → γ RO: 1,3
6. γ RO: 5,4.

Zwró¢ uwag¦ na ró»ne mo»liwo±ci kolejno±ci wykonania poszczególnych
kroków dowodu.
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Przykªady dowodów tez

Przykªady dowodów tez

((α ∧ β)→ γ) ≡ (α→ (β → γ)) prawo eksportacji i importacji

1. ((α ∧ β)→ γ)→ (α→ (β → γ)) prawo eksportacji
2. (α→ (β → γ))→ ((α ∧ β)→ γ) prawo importacji
3. ((α ∧ β)→ γ) ≡ (α→ (β → γ)) DR: 1,2.

To prosty przykªad wykorzystania tez ju» udowodnionych w dowodach
dalszych tez.
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Przykªady dowodów tez

Przykªady dowodów tez

((α ∨ β)→ γ)→ (α→ γ)

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« (α ∨ β)→ γ oraz α mo»na otrzyma¢ γ.

1. (α ∨ β)→ γ zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. α ∨ β DA: 2
4. γ RO: 1,2.
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Przykªady dowodów tez

Prawo sylogizmu hipotetycznego

(α→ β)→ ((β → γ)→ (α→ γ)) prawo sylogizmu hipotetycznego

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e«: α→ β, β → γ oraz α mo»na otrzyma¢ γ.

1. α→ β zaªo»enie
2. β → γ zaªo»enie
3. α zaªo»enie
4. β RO: 1,3
5. γ RO: 2,3.
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Przykªady dowodów tez

Prawo Fregego

(α→ (β → γ))→ ((α→ β)→ (α→ γ)) prawo Fregego

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e«: α→ (β → γ), α→ β oraz α mo»na
otrzyma¢ γ.

1. α→ (β → γ) zaªo»enie
2. α→ β zaªo»enie
3. α zaªo»enie
4. β RO: 2,3
5. β → γ RO: 1,3
6. γ RO: 5,4.
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Przykªady dowodów tez

�wiczenie 1

Poka», »e s¡ tezami systemu zaªo»eniowego KRZ:

(a) ((α→ β) ∧ (α→ γ))→ (α→ (β ∧ γ))

(b) (α ∧ (β → γ))→ ((α ∧ β)→ γ)

(c) (α ∧ (β → γ))→ (β → (α ∧ γ)).

Uwaga. Rozwi¡zania wszystkich ¢wicze« � na ko«cu tej prezentacji.
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Reguªy wtórne

Reguªy wtórne

Zgodnie z ogóln¡ de�nicj¡ podan¡ na poprzednim wykªadzie, reguªa R jest
reguª¡ wyprowadzaln¡ (wtórn¡) systemu zaªo»eniowego KRZ wtedy i tylko
wtedy, gdy dla ka»dego sekwentu (X , α) ∈ R mamy:

α ∈ Cjas(X ).

Je±li R jest reguª¡ wtórn¡ systemu zaªo»eniowego KRZ, to mo»na jej
u»ywa¢ w dowodach dalszych tez tego systemu oraz w dowodach
wyprowadzalno±ci kolejnych reguª wtórnych. Zauwa»my, »e je±li
pokazali±my, i» tez¡ systemu zaªo»eniowego jest implikacja o postaci
Ψ→ Φ, to reguªa:

Ψ

Φ

jest reguª¡ wtórn¡.
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Reguªy wtórne

Reguªa sylogizmu hipotetycznego

α→ β β → γ

α→ γ

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e«: α→ β i β → γ mo»na otrzyma¢ α→ γ.

1. α→ β zaªo»enie
2. β → γ zaªo»enie
3. (α→ β)→ ((β → γ)→ (α→ γ)) prawo sylogizmu hipotetycznego

4. (β → γ)→ (α→ γ) RO: 3,1
5. α→ γ RO: 4,2.
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Reguªy wtórne

Reguªa Fregego

α→ (β → γ) α→ β

α→ γ

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e«: α→ (β → γ) oraz α→ β mo»na otrzyma¢
α→ γ.

1. α→ (β → γ) zaªo»enie
2. α→ β zaªo»enie
3. (α→ (β → γ))→ ((α→ β)→ (α→ γ)) prawo Fregego
4. (α→ β)→ (α→ γ) RO: 3,1
5. α→ γ RO: 4,2.
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Reguªy wtórne

Reguªy wtórne

Aby pokaza¢, »e reguªa α→(β→γ),β
α→γ wewn¦trznego poprzedzania (RWP) jest

wyprowadzalna w systemie zaªo»eniowym KRZ, trzeba pokaza¢, »e z
zaªo»e« α→ (β → γ) i β otrzyma¢ mo»na α→ γ:

1. α→ (β → γ) zaªo»enie
2. β zaªo»enie
3. (α→ (β → γ))→ (β → (α→ γ)) prawo komutacji
4. β → (α→ γ) RO: 3,1
5. α→ γ RO: 4,2.
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System zaªo»eniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ

System zaªo»eniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ

Twierdzenie 8.1. (O równowa»no±ci systemu zaªo»eniowego KRZ z
systemem aksjomatycznym KRZ.)

(1) Ka»da teza aksjomatycznego systemu KRZ jest tez¡
zaªo»eniowego systemu KRZ.

(2) Ka»da teza zaªo»eniowego systemu KRZ jest tez¡
aksjomatycznego systemu KRZ.

(3) Ka»da reguªa wyprowadzalna w aksjomatycznym systemie KRZ
jest te» wyprowadzalna w zaªo»eniowym systemie KRZ.

(4) Ka»da reguªa wyprowadzalna w zaªo»eniowym systemie KRZ jest
te» wyprowadzalna w aksjomatycznym systemie KRZ.

Na mocy tego twierdzenia systemy: aksjomatyczny oraz zaªo»eniowy KRZ
s¡ równowa»ne. Dowód 8.1.: w Dodatku 4.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 28 / 108



System zaªo»eniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ

System zaªo»eniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ

Z twierdzenia 8.1 oraz twierdze« 5.6. i 5.9. otrzymujemy natychmiast:

Twierdzenie 8.2. (O trafno±ci systemu zaªo»eniowego.)
Ka»da teza systemu zaªo»eniowego KRZ jest tautologi¡ KRZ.

Twierdzenie 8.3. (O peªno±ci systemu zaªo»eniowego.)
Ka»da tautologia KRZ jest tez¡ systemu zaªo»eniowego KRZ.

Inn¡ konsekwencj¡ twierdzenia 8.1 oraz twierdze« 5.6. i 5.9. jest to»samo±¢
zakresowa relacji `jas oraz |=KRZ :

`jas = |=KRZ .
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost

Twierdzenie 8.4. Twierdzenie o Dedukcji Nie Wprost.

Je±li {β1, β2, . . . , βn} ∪ {¬α} `jas {γ,¬γ}, to {β1, β2, . . . , βn} `jas α.

Twierdzenie 8.4. pozwala zatem na stosowanie w systemie zaªo»eniowym
dowodów nie wprost: aby pokaza¢, »e α ma dowód z zaªo»e«
{β1, β2, . . . , βn} wystarczy pokaza¢, »e z zaªo»e« {β1, β2, . . . , βn,¬α}
mo»na wyprowadzi¢ w systemie zaªo»eniowym KRZ par¦ formuª wzajem
sprzecznych.
Nadto, z twierdzenia tego mo»emy korzysta¢ równie» przy dowodzeniu
wyprowadzalno±ci reguª wtórnych systemu zaªo»eniowego KRZ.

Dowód twierdzenia 8.4.: w Dodatku 4.
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przykªady

W dowodzie nie wprost formuªy α z zaªo»e« {β1, β2, . . . , βn} dopisujemy
do zaªo»e« ¬α, czyli zaªo»enie dowodu nie wprost (w skrócie: z.d.n.) i
staramy si¦ wyprowadzi¢ z tych zaªo»e« par¦ formuª wzajem sprzecznych.
Gdy to si¦ powiedzie, α jest konsekwencj¡ β1, β2, . . . , βn w systemie
zaªo»eniowym KRZ.

Dla przykªadu, dowód nie wprost formuªy ¬¬α→ α jest nast¦puj¡cy:
1. ¬¬α zaªo»enie
2. ¬α z.d.n.

Na mocy powy»szego, mo»emy w dalszych dowodach stosowa¢ wtórn¡
reguª¦ opuszczania negacji ON:

¬¬α
α

.
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przykªady

α→ ¬¬α

1. α zaªo»enie
2. ¬¬¬α z.d.n.
3. ¬α ON: 2.

Z tez α→ ¬¬α i ¬¬α→ α otrzymujemy, na mocy reguªy DR tez¦:
α ≡ ¬¬α.

Na mocy powy»szego, mo»emy w dalszych dowodach stosowa¢ wtórn¡
reguª¦ doª¡czania negacji DN:

α

¬¬α
.
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przykªady

(α→ β)→ (¬β → ¬α) prawo transpozycji prostej

1. α→ β zaªo»enie
2. ¬β zaªo»enie
3. ¬¬α z.d.n.
4. ¬¬α→ α prawo podwójnej negacji
5. α RO: 3,4
6. β RO: 1,5.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 2 i 6.
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przykªady

{α→ β,¬β} `jas ¬α

1. α→ β zaªo»enie
2. ¬β zaªo»enie
3. ¬¬α z.d.n.
4. α ON: 3
5. β RO: 1,4.

Pokazali±my wi¦c, »e reguª¡ wtórn¡ jest reguªa modus tollendo tollens MT:

α→ β,¬β
¬α

.
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przykªady

Aby pokaza¢, »e reguªa poprzedzania α
β→α jest reguª¡ wtórn¡, dowodzimy

najpierw, »e tez¡ systemu zaªo»eniowego jest prawo poprzedzania
α→ (β → α). W tym celu wystarczy pokaza¢, »e z zaªo»e« α, β oraz ¬α
otrzymujemy sprzeczno±¢ (dowód ni»ej, po lewej):

1. α zaªo»enie
2. β zaªo»enie
3. ¬α z.d.n.

1. α zaªo»enie
2. α→ (β → α) prawo poprzedzania
3. β → α RO: 2,1.

Dowód, »e α
β→α jest reguª¡ wtórn¡ polega na pokazaniu, »e z zaªo»enia α

mo»emy otrzyma¢ β → α: dowód wy»ej, po prawej.
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Dowody nie wprost

�wiczenie 2

Poka», w podanej ni»ej kolejno±ci, »e s¡ tezami systemu zaªo»eniowego
KRZ:

(a) (α→ (α→ β))→ (α→ β)

(b) α→ α

(c) ¬α→ (α→ β)

(d) ¬¬α→ α

(e) (α→ ¬β)→ (β → ¬α).
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: wyprowadzenie reguªy OA

Poka»emy, »e wyprowadzalna w systemie zaªo»eniowym KRZ jest reguªa
OA opuszczania alternatywy:

α ∨ β,¬α
β

.

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« α ∨ β oraz ¬α, a tak»e z zaªo»enia dowodu
nie wprost ¬β otrzyma¢ mo»na par¦ formuª wzajem sprzecznych.

W dowodzie tym skorzystamy z tez udowodnionych w ¢wiczeniu 2:

(a) (α→ (α→ β))→ (α→ β)

(b) α→ α

(c) ¬α→ (α→ β)

(d) ¬¬α→ α

(e) (α→ ¬β)→ (β → ¬α).
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: wyprowadzenie reguªy OA

1. α ∨ β zaªo»enie
2. ¬α zaªo»enie
3. ¬β z.d.n.
4. ¬α ∧ ¬β DK: 2,3
5. (¬α ∧ ¬β)→ ¬α na mocy reg. pierw. (OK)
6. (¬α ∧ ¬β)→ ¬β na mocy reg. pierw. (OK)
7. α→ ¬(¬α ∧ ¬β) 5, ¢wiczenie 2 (e)
8. β → ¬(¬α ∧ ¬β) 6, ¢wiczenie 2 (e)
9. (7)→ ((8)→ ((α ∨ β)→ ¬(¬α ∧ ¬β))) DP: 7,8

10. (8)→ ((α ∨ β)→ ¬(¬α ∧ ¬β)) RO: 9,7
11. (α ∨ β)→ ¬(¬α ∧ ¬β) RO: 10,8
12. ¬(¬α ∧ ¬β) RO: 11,1.

Mo»emy zatem korzysta¢ w dowodach z reguªy OA opuszczania alternatywy:

α ∨ β,¬α
β

.
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Dowody nie wprost

�wiczenie 3

Poka», »e s¡ tezami systemu zaªo»eniowego KRZ:

(a) (¬α ∨ β)→ (α→ β)

(b) ((α ∧ β)→ γ)→ ((α ∧ ¬γ)→ ¬β)

(c) ((α ∧ ¬γ)→ ¬β)→ ((α ∧ β)→ γ)

Uwaga. Pami¦taj, »e w dowodach mo»esz wykorzystywa¢ zarówno
wcze±niej udowodnione tezy, jak i reguªy, o których wcze±niej pokazaªa±, »e
s¡ wyprowadzalne. Mo»esz te» korzysta¢ z dowodów nie wprost.
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Dodatkowe zaªo»enia dowodu

Dodatkowe zaªo»enia dowodu

Kolejna wielce u»yteczna technika dowodowa w systemie zaªo»eniowym KRZ
polega na korzystaniu z tzw. dodatkowych zaªo»e« dowodu. Jest to procedura
nast¦puj¡ca:

Czynimy w dowodzie dodatkowe zaªo»enie α.

Je±li z zaªo»enia α (oraz wcze±niejszych kroków dowodu) mo»emy
wyprowadzi¢ formuª¦ β, to do dowodu wolno wª¡czy¢ formuª¦ α→ β.

Z kroków wyprowadzenia β z α nie wolno korzysta¢ poza tym
wyprowadzeniem. Zwykle stosuje si¦ stosown¡ numeracj¦: je±li
dodatkowe zaªo»enie α ma numer n.1., a wyprowadzona z niego
formuªa ma numer n.m., to z kroków o numerach od n.1. do n.m. nie
korzystamy w dowodzie gªównym.

Prawomocno±¢ tego post¦powania wynika z de�nicji dowodów zaªo»eniowych.

Ka»dy dowód z dodatkowymi zaªo»eniami mo»na zast¡pi¢ dowodem bez nich.
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Dodatkowe zaªo»enia dowodu

Dodatkowe zaªo»enia dowodu: przykªad 1

((α ∨ β)→ (γ ∧ δ))→ ((α→ γ) ∧ (β → δ))

1. (α ∨ β)→ (γ ∧ δ) zaªo»enie
1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. α ∨ β DA: 1.1.
1.3. γ ∧ δ RO: 1,1.2.
1.4. γ OK: 1.3.
2. α→ γ 1.1.⇒1.4.

2.1. β zaªo»enie dodatkowe
2.2. α ∨ β DA: 2.1.
2.3. γ ∧ δ RO: 1,2.2.
2.4. δ OK: 2.3.
3. β → δ 2.1.⇒2.4.
4. (α→ γ)→ (β → δ) DK: 2,3.
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Dodatkowe zaªo»enia dowodu

Dodatkowe zaªo»enia dowodu: przykªad 2

Udowodnimy najpierw tez¦ pomocnicz¡ (∗):

(∗) (α→ β)→ (¬(β ∨ δ)→ ¬α)

1. α→ β zaªo»enie
2. ¬(β ∨ δ) zaªo»enie
3. ¬¬α z.d.n.
4. α ON: 3
5. β RO: 1,4
6. β ∨ δ DA: 5.

W wierszach 2 i 6 mamy par¦ formuª wzajem sprzecznych, a wi¦c dowód
nie wprost tezy (∗) zostaª zako«czony.
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Dodatkowe zaªo»enia dowodu

Dodatkowe zaªo»enia dowodu: przykªad 2

(α→ β)→ ((γ → δ)→ (¬(β ∨ δ)→ ¬(α ∨ γ)))

1. α→ β zaªo»enie
2. γ → δ zaªo»enie
3. ¬(β ∨ δ) zaªo»enie
4. ¬¬(α ∨ γ) z.d.n.
5. α ∨ γ ON: 4
6. (α→ β)→ (¬(β ∨ δ)→ ¬α) teza (∗)
7. ¬(β ∨ δ)→ ¬α RO: 6,1
8. ¬α RO: 7,3
9. γ OA: 5,8

10. δ RO: 2,9
11. β ∨ δ DA: 10.

Dowód powy»szy mo»na zast¡pi¢ dowodem z dodatkowymi zaªo»eniami, bez
wykorzystania tezy (∗):
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Dodatkowe zaªo»enia dowodu

Dodatkowe zaªo»enia dowodu: przykªad 2

1. α→ β zaªo»enie
2. γ → δ zaªo»enie
3. ¬(β ∨ δ) zaªo»enie
4. ¬¬(α ∨ γ) z.d.n.
5. α ∨ γ ON: 4

1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. β RO: 1,1.1.
1.3. β ∨ δ DA: 1.2.
6. α→ (β ∨ δ) 1.1.⇒1.4.
7. ¬α MT: 6,3
8. γ OA: 5,7
9. δ RO: 2,8

10. β ∨ δ DA: 9.

W kroku 7 korzystamy z wtórnej reguªy modus tollendo tollens MT: α→β,¬β
¬α .

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 44 / 108



Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

(α→ (β ∨ γ))→ (α→ (¬β → γ))

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« α→ (β ∨ γ), α oraz ¬β mo»na otrzyma¢ γ.

1. α→ (β ∨ γ) zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. ¬β zaªo»enie
4. β ∨ γ RO: 1,2
5. γ OA: 4,3.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 45 / 108



Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

Poka»emy, »e wyprowadzalna jest reguªa ¬α→¬β,β
α .

1. ¬α→ ¬β zaªo»enie
2. β zaªo»enie
3. ¬¬β DN: 2
4. ¬¬α MT: 1,3
5. α ON: 4.

W podobny sposób mo»na pokaza¢ wyprowadzalno±¢ np. reguª: α→¬β,β
¬α i

¬α→β,¬β
α .
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

Poka»emy, »e wyprowadzalna jest reguªa α,¬α
β .

1. α zaªo»enie
2. ¬α zaªo»enie
3. α ∨ β DA: 1
4. β OA: 3,2.

Reguª¦ α,¬α
β nazywamy reguª¡ Dunsa Scotusa (RDS).
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

α→ (¬α→ β)

1. α zaªo»enie
2. ¬α zaªo»enie
3. β RDS: 1,2.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

¬(α ∨ β)→ ¬α ∧ ¬β.

1. ¬(α ∨ β) zaªo»enie
1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. α ∨ β DA: 1.1.
2. α→ (α ∨ β) 1.1.⇒1.2.
3. ¬α MT: 2,1

2.1. β zaªo»enie dodatkowe
2.2. α ∨ β DA: 2.1.
4. β → (α ∨ β) 2.1.⇒2.2.
5. ¬β MT: 4,1
5. ¬α ∧ ¬β DK: 3,5.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

(¬α ∧ ¬β)→ ¬(α ∨ β).

1. ¬α ∧ ¬β zaªo»enie
2. ¬¬(α ∨ β) z.d.n.
3. α ∨ β ON: 2
4. ¬α OK: 1
5. ¬β OK: 1
6. β OA: 3,4.

Dwie udowodnione przed chwil¡ tezy implikacyjne daj¡ ª¡cznie prawo
negowania alternatywy ¬(α ∨ β) ≡ ¬α ∧ ¬β. Reguª¡ wtórn¡ jest zatem
reguªa negowania alternatywy NA: ¬(α∨β)

¬α∧¬β .
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

¬(α ∧ β)→ ¬α ∨ ¬β.

1. ¬(α ∧ β) zaªo»enie
2. ¬(¬α ∨ ¬β) z.d.n.
3. ¬¬α ∧ ¬¬β NA: 2
4. ¬¬α OK: 3
5. ¬¬β OK: 3
6. α ON: 4
7. β ON: 5
8. α ∧ β DK: 6,7.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

(¬α ∨ ¬β)→ ¬(α ∧ β).

1. ¬α ∨ ¬β zaªo»enie
2. ¬¬(α ∧ β) z.d.n.
3. α ∧ β ON: 2
4. α OK: 3
5. β OK: 3
6. ¬¬α DN: 4
7. ¬β OA: 1,6.

Dwie udowodnione przed chwil¡ tezy implikacyjne daj¡ ª¡cznie prawo
negowania koniunkcji ¬(α ∧ β) ≡ ¬α ∨ ¬β. Reguª¡ wtórn¡ jest zatem
reguªa negowania koniunkcji NK: ¬(α∧β)

¬α∨¬β .

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 52 / 108



Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

Prawa negowania koniunkcji i negowania alternatywy nazywane s¡ te»
prawami De Morgana.

Zauwa»my, »e reguªy NA oraz NK s¡ �symetryczne�, w tym sensie, »e
wyprowadzalne s¡ tak»e reguªy:

¬α ∨ ¬β
¬(α ∧ β)

¬α ∧ ¬β
¬(α ∨ β)

.

Ka»da teza równowa»no±ciowa zaªo»eniowego systemu KRZ pozwala na
wprowadzenie reguªy wtórnej �symetrycznej� we wspomnianym wy»ej sensie.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

¬(α ∧ ¬α)

1. ¬¬(α ∧ ¬α) z.d.n.
2. α ∧ ¬α ON: 1
3. α OK: 2
4. ¬α OK: 2.

Uwaga. W przypadkach poszukiwania dowodów formuª, gdzie nie mo»na
poczyni¢ »adnych zaªo»e«, zaczynamy dowód od zaªo»enia nie wprost.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

α ∨ ¬α

1. ¬(α ∨ ¬α) z.d.n.
2. ¬α ∧ ¬¬α NA: 1
3. ¬α OK: 2
4. ¬¬α OK: 2.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

¬(α→ β)→ (α ∧ ¬β).

1. ¬(α→ β) zaªo»enie
2. ¬(α ∧ ¬β) z.d.n.
3. ¬α ∨ ¬¬β NK: 2

1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. ¬¬α DN: 1.1.
1.3. ¬¬β OA: 3,1.2.
1.4. β ON: 1.3.
4. α→ β 1.1.⇒1.4.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

(α ∧ ¬β)→ ¬(α→ β).

1. α ∧ ¬β
2. ¬¬(α→ β) z.d.n.
3. α→ β ON: 2
4. α OK: 1
5. ¬β OK: 1
6. β RO: 3,4.

Dwie udowodnione przed chwil¡ implikacje daj¡ ª¡cznie jedno z praw
negowania implikacji: ¬(α→ β) ≡ (α ∧ ¬β).
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

(α→ β)→ (¬α ∨ β).

1. α→ β zaªo»enie
2. ¬(¬α ∨ β) z.d.n.
3. ¬¬α ∧ ¬β NA: 2
4. ¬¬α OK: 3
5. ¬β OK: 3
6. α ON: 4
7. β RO: 1,6.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

(¬α ∨ β)→ (α→ β).

1. ¬α ∨ β zaªo»enie
2. ¬(α→ β) z.d.n.
3. ¬(α→ β)→ (α ∧ ¬β) prawo negowania implikacji
4. α ∧ ¬β RO: 3,2
5. ¬β OK: 4
6. ¬α OA: 1,5
7. α OK: 4.

Dwie udowodnione przed chwil¡ implikacje daj¡ ª¡cznie równowa»no±¢:
(α→ β) ≡ (¬α ∨ β), pozwalaj¡c¡ zast¦powa¢ implikacj¦ przez alternatyw¦ i
negacj¦ (oraz na odwrót). Co zarzucisz powy»szemu dowodowi? Zob. ¢w. 3 (a).
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

{(α→ β)→ γ,¬γ ∧ ¬δ, (α→ β) ∨ ϑ, ϑ→ (γ ∨ β)} `jas β.

1. (α→ β)→ γ zaªo»enie
2. ¬γ ∧ ¬δ zaªo»enie
3. (α→ β) ∨ ϑ zaªo»enie
4. ϑ→ (γ ∨ β) zaªo»enie
5. ¬γ OK: 2
6. ¬(α→ β) MT: 1,5
7. ϑ OA: 3,6
8. γ ∨ β RO: 4,7
9. β OA: 8,5.
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

{(α ∨ β)→ γ,¬δ, (γ ∨ δ)→ ϑ, δ ∨ α} `jas ϑ.

1. (α ∨ β)→ γ zaªo»enie
2. ¬δ zaªo»enie
3. (γ ∨ δ)→ ϑ zaªo»enie
4. δ ∨ α zaªo»enie
5. α OA: 4,2
6. α ∨ β DA: 5
7. γ RO: 1,6
8. γ ∨ δ DA: 7
9. ϑ RO: 3,8.
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Dowody dalszych tez

Dygresja: Teodycea i kule w pªocie

Poka»emy, »e nast¦puj¡ce wnioskowanie jest dedukcyjne:

Bóg jest miªosierny, o ile jest doskonaªy. Je±li Bóg jest doskonaªy i stworzyª
�wiat, to w �wiecie nie ma Zªa. Jednak w �wiecie jest Zªo. Ponadto,
twierdzi si¦, »e Bóg stworzyª �wiat. Zatem Bóg nie jest doskonaªy lub nie
jest miªosierny.

α � Bóg jest doskonaªy.

β � Bóg jest miªosierny.

γ � Bóg stworzyª �wiat.

δ � W �wiecie jest Zªo.
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Dowody dalszych tez

Dygresja: Teodycea i kule w pªocie

{α→ β, (α ∧ γ)→ ¬δ, γ, δ} `jas ¬α ∨ ¬β.

1. α→ β zaªo»enie
2. (α ∧ γ)→ ¬δ zaªo»enie
3. δ zaªo»enie
4. γ zaªo»enie
5. ¬¬δ DN: 3
6. ¬(α ∧ γ) MT: 2,5
7. ¬α ∨ ¬γ NK: 6
8. ¬¬γ DN: 4
9. ¬α OA: 7,8
10. ¬α ∨ ¬β DA: 9.

Zauwa»my, »e w dowodzie nie korzystano z pierwszego zaªo»enia.
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Dowody dalszych tez

�wiczenie 4

Poka», »e s¡ tezami systemu zaªo»eniowego KRZ:

(a) (α→ ¬β)→ ¬(α ∧ β)

(b) (α ∨ β)→ ((α→ γ)→ ((β → γ)→ γ))

(c) ¬(α→ β)→ ¬α
(d) (α→ (β ∧ γ))→ ((α→ β) ∧ (α→ γ)).

Uwaga. Pami¦taj, »e w dowodach mo»esz wykorzystywa¢ zarówno
wcze±niej udowodnione tezy, jak i reguªy, o których wcze±niej pokazaªa±, »e
s¡ wyprowadzalne. Mo»esz te» korzysta¢ z dowodów nie wprost oraz z
dowodów z dodatkowymi zaªo»eniami.
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Dowody dalszych tez

�wiczenie 5

Poka», »e s¡ reguªami wyprowadzalnymi w systemie zaªo»eniowym KRZ:

(a) α→β,¬α→β
β

(b) ¬α→β
α∨β

(c) (α→β)→γ
¬α→γ

(d) (α∨β)→γ
(α→γ)∧(β→γ) .

Uwaga. Pami¦taj, »e w dowodach mo»esz wykorzystywa¢ zarówno
wcze±niej udowodnione tezy, jak i reguªy, o których wcze±niej pokazaªa±, »e
s¡ wyprowadzalne. Mo»esz te» korzysta¢ z dowodów nie wprost oraz z
dowodów z dodatkowymi zaªo»eniami.
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Sprzeczne zbiory formuª

Sprzeczne zbiory formuª

Zbiór formuª X jest (syntaktycznie) sprzeczny, je±li istnieje formuªa α taka,
»e X `jas α oraz X `jas ¬α. Je±li X nie jest sprzeczny, to mówimy, »e X
jest (syntaktycznie) niesprzeczny.

Twierdzenie 8.5. (Twierdzenie o zwarto±ci.)
Zbiór X formuª j¦zyka KRZ jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien
jego sko«czony podzbiór jest sprzeczny.

Wykazanie syntaktycznej sprzeczno±ci zbioru formuª X polega na
zbudowaniu dowodu zaªo»eniowego, którego przesªankami s¡ elementy
jakiego± sko«czonego podzbioru zbioru X i w którego wierszach znajduje
si¦ para formuª wzajem sprzecznych.

Z Twierdzenia o Peªno±ci KRZ wynika,»e poj¦cia: syntaktycznej i
semantycznej niesprzeczno±ci s¡ to»same zakresowo.
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Sprzeczne zbiory formuª

Sprzeczne zbiory formuª: przykªady

Poka»emy, »e {α∨¬β, γ → β,¬(δ ∧¬γ), δ ∧¬α} jest sprzecznym zbiorem
formuª.

1. α ∨ ¬β zaªo»enie
2. γ → β zaªo»enie
3. ¬(δ ∧ ¬γ) zaªo»enie
4. δ ∧ ¬α zaªo»enie
5. δ OK: 4
6. ¬α OK: 4
7. ¬β OA: 1,6
8. ¬γ MT: 2,7
9. δ ∧ ¬γ DK: 5,8.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 3 i 9.
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Sprzeczne zbiory formuª

Dygresja: ekonomia telewizyjna.

Zwró¢my uwag¦, »e wykazali±my przed chwil¡ dedukcyjn¡ sprzeczno±¢
telewizyjnej �analizy ekonomicznej�:

Jest kapitalizm lub nie ma bezrobocia. Je±li jest recesja, to jest te»
bezrobocie. Nie ma jednocze±nie: biedy oraz braku recesji. Jest bieda, a
nie ma kapitalizmu.

α � Jest kapitalizm.

β � Jest bezrobocie.

γ � Jest recesja.

δ � Jest bieda.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 68 / 108



Sprzeczne zbiory formuª

Sprzeczne zbiory formuª: przykªady

Poka»emy, »e {¬γ ∧ β, α→ (β → (γ ∨ ¬δ)), α, ϑ ∧ (β → γ)} jest sprzeczny.

1. ¬γ ∧ β zaªo»enie
2. α→ (β → (γ ∨ ¬δ)) zaªo»enie
3. α zaªo»enie
4. ϑ ∧ (β → γ) zaªo»enie
5. ¬γ OK: 1
6. β OK: 1
7. β → (γ ∨ ¬δ) RO: 2,3
8. γ ∨ ¬δ RO: 7,6
9. ¬δ OA: 8,5

10. β → γ OK: 4
11. γ RO: 10,6.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 5 i 11.
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Sprzeczne zbiory formuª

�wiczenie 6

Poka», »e s¡ sprzecznymi zbiorami formuª:

(a) {α→ β, β → ¬γ, δ → γ, α ∧ δ}
(b) {α→ β, γ → δ, ¬β ∨ γ, α ∧ ¬δ}
(c) {α→ ¬β, β → ¬γ, δ → β, δ, α ∨ γ}
(d) {α ∨ (γ ∧ ¬β), β ∨ ¬γ, ¬α}.
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Dowody rozgaª¦zione

Dowody rozgaª¦zione

Czasami dla skrótu wygodnie jest stosowa¢ dowody rozgaª¦zione.

Dowód zaªo»eniowy wprost formuªy (β1 → (β2 → . . . (βn → γ) . . .))
uwa»amy za zako«czony, je±li:

(a) istnieje dowód γ z ka»dego z dodatkowych zaªo»e« γ1, γ2, . . . , γm
(b) alternatywa γ1 ∨ γ2 ∨ . . . ∨ γm jest jednym z wierszy dowodu
formuªy γ.

Uzasadnienie. Je±li (a), to do dowodu γ mo»na doª¡czy¢ wszystkie
implikacje γi → γ, dla 1 6 i 6 m. Na mocy reguªy dodawania
poprzedników, mo»na te» doª¡czy¢ formuª¦: (γ1 ∨ γ2 ∨ . . . ∨ γm)→ γ. Na
mocy (b) i reguªy odrywania otrzymujemy γ.
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Dowody rozgaª¦zione

Dowody rozgaª¦zione

Dowód zaªo»eniowy nie wprost formuªy (β1 → (β2 → . . . (βn → γ) . . .))
uwa»amy za zako«czony, je±li:

(a) uzyskujemy sprzeczno±¢ na podstawie ka»dego z dodatkowych
zaªo»e« γ1, γ2, . . . , γm
(b) alternatywa γ1 ∨ γ2 ∨ . . . ∨ γm jest jednym z wierszy dowodu
formuªy γ.

Uzasadnienie. Je±li (a), to na mocy MT mo»emy doª¡czy¢ do dowodu wszystkie
wyra»enia ¬γi , dla 1 6 i 6 m. Skoro (b), to z reguªy OA zastosowanej do
γ1 ∨ γ2 ∨ . . . ∨ γm oraz wszystkich ¬γi dla i 6= j otrzymujemy γj , dla 1 6 j 6 m.
Mamy zatem w dowodzie par¦ ¬γi , γi dla 1 6 i 6 m, co ko«czy dowód nie
wprost formuªy γ.

B¦dziemy u»ywa¢ symbolu ⊥ na oznaczenie sprzeczno±ci.
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Dowody rozgaª¦zione

Dowody rozgaª¦zione: przykªady

(α ∨ (β ∧ γ))→ (α ∨ β)

1. α ∨ (β ∧ γ) zaªo»enie
1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. α ∨ β DA: 1.1.
2.1. β ∧ γ zaªo»enie dodatkowe
2.2. β OK: 2.1.
2.3. α ∨ β DA: 2.2.
3. α ∨ β 1.1.⇒1.2, 2.1.⇒2.3.
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Dowody rozgaª¦zione

Dowody rozgaª¦zione: przykªady

(((α→ β) ∧ (γ → δ)) ∧ ¬(β ∨ δ))→ ¬(α ∨ γ)

1. (α→ β) ∧ (γ → δ) zaªo»enie
2. ¬(β ∨ δ) zaªo»enie
3. ¬¬(α ∨ γ) z.d.n.
4. α→ β OK: 1
5. γ → δ OK: 1
6. α ∨ γ ON: 3

1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. β RO: 4,1.1.
1.3. β ∨ δ DA: 1.2.
2.1. γ zaªo»enie dodatkowe
2.2. δ RO: 5,2.1.
2.3. β ∨ δ DA: 2.2.
7. ⊥ 1.1.⇒⊥1.3.,2; 2.1.⇒⊥2.3.,2; 3.

Uwaga. Powy»szy dowód jest w istocie skrótowym zapisem dowodu nie wprost:
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Dowody rozgaª¦zione

1. (α→ β) ∧ (γ → δ) zaªo»enie
2. ¬(β ∨ δ) zaªo»enie
3. ¬¬(α ∨ γ) z.d.n.
4. α→ β OK: 1
5. γ → δ OK: 1
6. α ∨ γ ON: 3

1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. β RO: 4,1.1.
1.3. β ∨ δ DA: 1.2.
7. α→ (β ∨ δ) 1.1.⇒1.3.
8. ¬α MT: 7,2

2.1. γ zaªo»enie dodatkowe
2.2. δ RO: 5,2.1.
2.3. β ∨ δ DA: 2.2.
9. γ → (β ∨ δ) 2.1.⇒2.3.

10. ¬γ MT: 9,2
11. ¬α ∧ ¬γ DK: 8,10
12. ¬(α ∨ γ) prawo De Morgana: 11.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 12.
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Dowody rozgaª¦zione

Dowody rozgaª¦zione: przykªady

(α→ β)→ ((α ∨ γ)→ (β ∨ γ))

1. α→ β zaªo»enie
2. α ∨ γ zaªo»enie

1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. β RO: 1,1.1.
1.3. β ∨ γ DA: 1.2.
2.1. γ zaªo»enie dodatkowe
2.2. β ∨ γ DA: 2.1.
3. β ∨ γ 1.1.⇒1.3.; 2.1.⇒2.2.; 2.
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Dowody rozgaª¦zione

Dowody rozgaª¦zione: przykªady

((α→ β) ∧ (γ → δ))→ ((α ∨ γ)→ (β ∨ δ))

1. (α→ β) ∧ (γ → δ) zaªo»enie
2. α ∨ γ zaªo»enie
3. α→ β OK: 1
4. γ → δ OK: 1

1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. β RO: 3,1.1.
1.3. β ∨ δ DA: 1.2.
2.1. γ zaªo»enie dodatkowe
2.2. δ RO: 4,2.1.
2.3. β ∨ δ DA: 2.2.
5. β ∨ δ 1.1.⇒1.3.; 2.1.⇒2.3.; 2.
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Dowody rozgaª¦zione

�wiczenie 7

Podaj dowody nast¦puj¡cych tez:

(a) (¬α ∨ ¬β)→ (α→ (β → γ))

(b) (α→ γ)→ ((β → γ)→ (¬γ → ¬(α ∨ β)))

(c) (α ∧ (β ∨ γ))→ (¬(α ∧ β)→ (α ∧ γ))
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 1 (a)

(a) ((α→ β) ∧ (α→ γ))→ (α→ (β ∧ γ))

Trzeba pokaza¢,»e z zaªo»e« (α→ β) ∧ (α→ γ) i α otrzyma¢ mo»na
β ∧ γ.

1. (α→ β) ∧ (α→ γ) zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. α→ β OK: 1
4. α→ γ OK: 1
5. β RO: 3,2
6. γ RO: 4,2
7. β ∧ γ DK: 5,6.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 1 (b)

(b) (α ∧ (β → γ))→ ((α ∧ β)→ γ)

Trzeba pokaza¢,»e z zaªo»e« α ∧ (β → γ) i α ∧ β otrzyma¢ mo»na γ.

1. α ∧ (β → γ) zaªo»enie
2. α ∧ β zaªo»enie
3. β → γ OK: 1
4. β OK: 2
5. γ RO: 3,4.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 1 (c)

(c) (α ∧ (β → γ))→ (β → (α ∧ γ))

Trzeba pokaza¢,»e z zaªo»e« α ∧ (β → γ) i β otrzyma¢ mo»na α ∧ γ.

1. α ∧ (β → γ) zaªo»enie
2. β zaªo»enie
3. α OK: 1
4. β → γ OK: 1
5. γ RO: 4,2
6. α ∧ γ DK: 3,5.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 2 (a)

(a) (α→ (α→ β))→ (α→ β)

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« α→ (α→ β) i α mo»na otrzyma¢ β.

1. α→ (α→ β) zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. α→ β RO: 1,2
4. β RO: 3,2.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 2 (b)

(b) α→ α

Trzeba pokaza¢, »e ta implikacja jest tez¡ systemu zaªo»eniowego KRZ.

1. (α→ (α→ α))→ (α→ α) ¢wiczenie 1 (a) β/α
2. α→ (α→ α) prawo poprzednika β/α
3. α→ α RO: 2,1.

Przypomnijmy, »e prawo poprzednika (prawo sympli�kacji) jest tez¡
systemu zaªo»eniowego KRZ. Prostszy dowód:
1. α zaªo»enie
2. ¬α z.d.n.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 2 (c)

(c) ¬α→ (α→ β)

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« ¬α i α mo»na otrzyma¢ β.

1. ¬α zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. (¬β → ¬α)→ (α→ β) prawo kontrapozycji
4. ¬α→ (¬β → ¬α) prawo poprzednika
5. ¬α→ (α→ β) RSyl: 2,1.

Przypomnijmy, »e prawo kontrapozycji jest tez¡ systemu zaªo»eniowego
KRZ, a RSyl jest w tym systemie reguª¡ wyprowadzaln¡. Prostszy dowód:
β wyprowadzamy z α oraz ¬¬α na mocy RDS.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 2 (d)

(d) ¬¬α→ α

Trzeba pokaza¢, »e ta implikacja jest tez¡ systemu zaªo»eniowego KRZ.

1. ¬¬α→ (¬α→ ¬(α→ α)) ¢wiczenie 2 (c)
2. (¬α→ ¬(α→ α))→ ((α→ α)→ α) prawo kontrapozycji
3. ¬¬α→ ((α→ α)→ α) RSyl: 1,2
4. (α→ α)→ (¬¬α→ α) RKom: 3
5. α→ α ¢wiczenie 2 (b)
6. ¬¬α→ α RO: 4,5.

Przypomnijmy, »e RSyl jest reguª¡ wyprowadzaln¡ w systemie
zaªo»eniowym KRZ. Prostszy dowód: α wyprowadzamy z ¬¬α na mocy
reguªy ON.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 2 (e)

(e) (α→ ¬β)→ (β → ¬α)

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« α→ ¬β i β mo»na otrzyma¢ β → ¬α.

1. α→ ¬β zaªo»enie
2. β zaªo»enie
3. ¬¬α→ α ¢wiczenie 2 (d)
4. ¬¬α→ β RSyl: 3,1
5. β → ¬α RK: 4.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 3 (a)

(a) (¬α ∨ β)→ (α→ β)

1. ¬α ∨ β zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. ¬β z.d.n.
4. ¬α OA: 1,3.

Zauwa», »e ten dowód jest prostszy od podanego poprzednio dowodu tej
tezy.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 2 i 4.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 3 (b)

(b) ((α ∧ β)→ γ)→ ((α ∧ ¬γ)→ ¬β)

Przeprowadzimy dowód nie wprost:

1. (α ∧ β)→ γ zaªo»enie
2. α ∧ ¬γ zaªo»enie
3. ¬¬β z.d.n.
4. β ON: 3
5. α OK: 2
6. ¬γ OK: 2
7. α ∧ β DK: 5,4
8. γ RO: 1,7.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 8.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 3 (c)

(c) ((α ∧ ¬γ)→ ¬β)→ ((α ∧ β)→ γ)

Przeprowadzimy dowód nie wprost:

1. (α ∧ ¬γ)→ ¬β) zaªo»enie
2. α ∧ β zaªo»enie
3. ¬γ z.d.n.
4. α OK: 2
5. α ∧ ¬γ DK: 4,3
6. β OK: 2
7. ¬β RO: 1,5.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 7.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 4 (a)

(a) (α→ ¬β)→ ¬(α ∧ β)

Poka»emy, »e z zaªo»e« α→ ¬β i ¬¬(α ∧ β) mo»na otrzyma¢ par¦ formuª
wzajem sprzecznych.

1. α→ ¬β zaªo»enie
2. ¬¬(α ∧ β) z.d.n.
3. α ∧ β ON: 2
4. α OK: 3
5. β OK: 3
6. ¬β RO: 1,4.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 4 (b)

(b) (α ∨ β)→ ((α→ γ)→ ((β → γ)→ γ))

Poka»emy, »e z zaªo»e« α ∨ β, α→ γ, β → γ i ¬γ mo»na otrzyma¢ par¦
formuª wzajem sprzecznych.

1. α ∨ β zaªo»enie
2. α→ γ zaªo»enie
3. β → γ zaªo»enie
4. ¬γ z.d.n.
5. (α→ γ)→ (¬γ → ¬α) prawo transpozycji prostej
6. ¬γ → ¬α RO: 5,2
7. ¬α RO: 6,4
8. β OA: 1,7
9. γ RO: 3,8.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 4 (c)

(c) ¬(α→ β)→ ¬α

Poka»emy, »e z zaªo»e« ¬(α→ β) i ¬¬α mo»na otrzyma¢ par¦ formuª
wzajem sprzecznych.

1. ¬(α→ β) zaªo»enie
2. ¬¬α z.d.n.
3. α ON: 2
4. α→ (β → α) prawo poprzedzania (poprzednika, sympli�kacji)
5. β → α RO: 4,3.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 4 (d)

(d) (α→ (β ∧ γ))→ ((α→ β) ∧ (α→ γ))

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»enia α→ (β ∧ γ) mo»na otrzyma¢ (α→ β)∧ (α→ γ).

1. α→ (β ∧ γ) zaªo»enie
1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. β ∧ γ RO: 1,1.1.
1.3. β OK: 1.2.
2. α→ β 1.1.⇒1.3.

2.1. α zaªo»enie dodatkowe
2.2. β ∧ γ RO: 1,2.1.
2.3. γ OK: 2.2.
3. α→ γ 2.1.⇒2.3.
4. (α→ β) ∧ (α→ γ) DK: 2,3.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 5 (a)

(a) α→β,¬α→β
β

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« α→ β, ¬α→ β i ¬β mo»na otrzyma¢ par¦
formuª wzajem sprzecznych.

1. α→ β zaªo»enie
2. ¬α→ β zaªo»enie
3. ¬β z.d.n.
4. (α→ β)→ (¬β → ¬α) prawo transpozycji prostej
5. ¬β → ¬α RO: 4,1
6. ¬α RO: 5,3
7. β RO: 2,6.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9) System zaªo»eniowy KRZ 95 / 108



Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 5 (b)

(b) ¬α→β
α∨β

Udowodnimy najpierw tezy pomocnicze:
(5 (b) 1) ¬(α ∨ β)→ ¬α oraz (5 (b) 2) ¬(α ∨ β)→ ¬β.

Dowód (5 (b) 1) jest dowodem nie wprost:
1. ¬(α ∨ β) zaªo»enie
2. ¬¬α z.d.n.
3. α ON: 2
4. α ∨ β DA: 3.

Dowód tezy (5 (b) 2) przebiega analogicznie.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 5 (b)

(b) ¬α→β
α∨β

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« ¬α→ β i ¬(α ∨ β) mo»na otrzyma¢ par¦
formuª wzajem sprzecznych.

1. ¬α→ β zaªo»enie
2. ¬(α ∨ β) z.d.n.
3. ¬(α ∨ β)→ ¬α teza (5 (b) 1)
4. ¬α RO: 3,2
5. β RO: 1,4
6. ¬(α ∨ β)→ ¬β teza (5 (b) 2)
7. ¬β RO: 6,2.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 5 (c)

(c) (α→β)→γ
¬α→γ

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»e« (α→ β)→ γ, ¬α i ¬γ mo»na otrzyma¢ par¦
formuª wzajem sprzecznych.

1. (α→ β)→ γ zaªo»enie
2. ¬α zaªo»enie
3. ¬γ z.d.n.
4. ¬α→ (α→ β) prawo Dunsa Scotusa
5. α→ β RO: 4,2
6. γ RO: 1,5.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 5 (d)

(d) (α∨β)→γ
(α→γ)∧(β→γ)

Trzeba pokaza¢, »e z zaªo»enia (α∨ β)→ γ mo»na otrzyma¢ (α→ γ)∧ (β → γ).

1. (α ∨ β)→ γ zaªo»enie
1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. α ∨ β DA: 1.1.
1.3. γ RO: 1,1.2.
2. α→ γ 1.1.⇒1.3.

2.1. β zaªo»enie dodatkowe
2.2. α ∨ β DA: 2.1.
2.3. γ RO: 1,2.2.
3. β → γ 2.1.⇒2.3.
4. (α→ γ) ∧ (β → γ) DK: 2,3.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 6 (a)

(a) {α→ β, β → ¬γ, δ → γ, α ∧ δ} jest sprzeczny:

1. α→ β zaªo»enie
2. β → ¬γ zaªo»enie
3. δ → γ zaªo»enie
4. α ∧ δ zaªo»enie
5. α OK: 4
6. δ OK: 4
7. β RO: 1,5
8. ¬γ RO: 2,7
9. γ RO: 3,6.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 8 i 9.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9)
System zaªo»eniowy KRZ 100 /

108



Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 6 (b)

(b) {α→ β, γ → δ, ¬β ∨ γ, α ∧ ¬δ} jest sprzeczny:

1. α→ β zaªo»enie
2. γ → δ zaªo»enie
3. ¬β ∨ γ zaªo»enie
4. α ∧ ¬δ zaªo»enie
5. α OK: 4
6. ¬δ OK: 4
7. β RO: 1,5
8. ¬γ MT: 2,6
9. ¬β OA: 3,8.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 7 i 9.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 6 (c)

(c) {α→ ¬β, β → ¬γ, δ → β, δ, α ∨ γ} jest sprzeczny:

1. α→ ¬β zaªo»enie
2. β → ¬γ zaªo»enie
3. δ → β zaªo»enie
4. δ zaªo»enie
5. α ∨ γ zaªo»enie
6. β RO: 3,4
7. ¬γ RO: 2,6
8. α OA: 5,7
9. ¬β RO: 1,8.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 9.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 6 (d)

(d) {α ∨ (γ ∧ ¬β), β ∨ ¬γ, ¬α} jest sprzeczny:

1. α ∨ (γ ∧ ¬β) zaªo»enie
2. β ∨ ¬γ zaªo»enie
3. ¬α zaªo»enie
4. γ ∧ ¬β OA: 1,3
5. ¬β OK: 4
6. γ OK: 4
7. ¬γ OA: 2,5.

Par¦ formuª wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 7.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 7 (a)

(a) (¬α ∨ ¬β)→ (α→ (β → γ))

1. ¬α ∨ ¬β zaªo»enie
2. α zaªo»enie
3. β zaªo»enie
4. α→ (¬α→ γ) wersja prawa Dunsa Scotusa
5. β → (¬β → γ) wersja prawa Dunsa Scotusa
6. ¬α→ γ RO: 4,2
7. ¬β → γ RO: 5,3

1.1. ¬α zaªo»enie dodatkowe
1.2. γ RO: 6,1.1.
2.1. ¬β zaªo»enie dodatkowe
2.2. γ RO: 7,2.1.
8. γ 1.1.⇒1.2.; 2.1.⇒2.2.; 1.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 7 (b)

(b) (α→ γ)→ ((β → γ)→ (¬γ → ¬(α ∨ β)))

1. α→ γ zaªo»enie
2. β → γ zaªo»enie
3. ¬γ zaªo»enie
4. ¬¬(α ∨ β) z.d.n.
5. α ∨ β ON: 4

1.1. α zaªo»enie dodatkowe
1.2. γ RO: 1,1.1.
1.3. ⊥ 3,1.2.
2.1. β zaªo»enie dodatkowe
2.2. γ RO: 2,2.1.
2.3. ⊥ 3,2.2.
6. ⊥ 1.1.⇒1.3.; 2.1.⇒2.3.; 5.
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Rozwi¡zania ¢wicze«

Rozwi¡zanie ¢wiczenia 7 (c)

(c) (α ∧ (β ∨ γ))→ (¬(α ∧ β)→ (α ∧ γ))

1. α ∧ (β ∨ γ) zaªo»enie
2. ¬(α ∧ β) zaªo»enie
3. ¬(α ∧ γ) z.d.n.
4. α OK: 1
5. β ∨ γ OK: 1

1.1. β zaªo»enie dodatkowe
1.2. α ∧ β DK: 4,1.1.
1.3. ⊥ 2,1.2.
2.1. γ zaªo»enie dodatkowe
2.2. α ∧ γ DK: 4,2.1.
2.3. ⊥ 3,2.2.
6. ⊥ 1.1.⇒1.3.; 2.1.⇒2.3.; 5.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9)
System zaªo»eniowy KRZ 106 /

108



Tezy i reguªy wyprowadzone w tej prezentacji

Tezy i reguªy wyprowadzone w tej prezentacji

Nie byªo naszym zamiarem podawanie jakiego± uporz¡dkowanego ci¡gu tez
i reguª wtórnych systemu zaªo»eniowego KRZ. Poszczególne wyprowadzenia
miaªy ilustrowa¢ kolejne techniki dowodowe.

Wszystkie udowodnione w wykªadach 8�9 tezy oraz wyprowadzone reguªy
wtórne wyliczono w Dodatku 5., dost¦pnym na:

www.logic.amu.edu.pl

Zach¦cam do samodzielnego udowodnienia dalszych tez, np. tych
wyliczonych pod koniec wykªadów 5�7.
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Koniec

Koniec

To, co najwa»niejsze w tym wykªadzie:

KRZ mo»na ugruntowa¢ na metodzie czysto zaªo»eniowej, z u»yciem
jedynie reguª wnioskowania, bez przyjmowania »adnych aksjomatów;

metoda zaªo»eniowa jest trafna i peªna: tezy systemu zaªo»eniowego
to dokªadnie wszystkie tautologie KRZ;

planowanie dowodów w metodzie zaªo»eniowej jest proste i naturalne.

Inn¡ wa»n¡ metod¡ dowodow¡ jest rachunek sekwentów Gentzena.

Na nast¦pnym wykªadzie poznamy operacj¦ konsekwencji w KRZ opart¡ na
metodzie rezolucyjnej.
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