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R —
Plan na dzi$
Nastepna z omawianych operacji konsekwencji w KRZ jest oparta na metodzie

zatozeniowej. Oméwimy jeden z systeméw zatozeniowych KRZ, wywodzacy sie z
prac Stanistawa Jaskowskiego.

@ Reguty pierwotne systemu.

@ Konsekwencja zatozeniowa.

@ Przyktady dowodoéw tez.

@ Reguty wtdrne.

@ System zatozeniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ.

@ Dowody nie wprost.

@ Dodatkowe zatozenia dowodu. Dowody rozgatezione.

Uwaga. Konsekwencja zatozeniowa jest blizsza (niz aksjomatyczna) praktyki
dowodzenia twierdzer w naukach dedukcyjnych.
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Reguty pierwotne

Reguty pierwotne

Pracujemy w jezyku KRZ zdefiniowanym w wyktadzie 2.
Konsekwencja zatozeniowa oparta jest jedynie na regutach.
Nie wykorzystujemy zadnych aksjomatéw.

Mozna na r6zne sposoby dobiera¢ reguty pierwotne.
Podamy zestaw pochodzacy od Stanistawa Jaskowskiego.

@ (RO) Reguta odrywania. Jesli do dowodu nalezy implikacja oraz jej
poprzednik, to do dowodu wolno dotaczy¢ nastepnik tej implikacji.
W zapisie symbolicznym:

a— B, «
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Reguty pierwotne

o (DK) Reguta dotaczania koniunkcji. Do dowodu wolno dotaczy¢
koniunkcje, o ile oba jej cztony naleza do dowodu.

a, B8
alNfB’

@ (OK) Reguta opuszczania koniunkgeji. Jesli do dowodu nalezy
koniunkcja, to wolno dotaczy¢ do dowodu kazdy z jej cztondw.
alp alp

o g
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Reguty pierwotne

o (DP) Reguta dodawania poprzednikéw. Jesli do dowodu naleza dwie
implikacje o takim samym nastepniku, to do dowodu wolno dotaczy¢
implikacje o tymze nastepniku i o poprzedniku bedacym alternatywa
poprzednikéw tych implikacji.

a—y, B—=7y
(aVB) =~
o (DA) Reguta dotaczania alternatywy. Jesli do dowodu nalezy jakas
formuta, to do dowodu wolno dotfaczy¢ alternatywe, ktérej jednym z
cztonéw jest ta formuta.

«
aVp

=@

Q
<
™
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Reguty pierwotne

o (DR) Reguta dotaczania réwnowaznosci. Do dowodu wolno dotaczyé
réwnowazno$é, o ile nalezy do dowodu implikacja, ktérej
poprzednikiem jest pierwszy czton tej réwnowaznosci, a nastepnikiem
drugi jej czton, jak i implikacja odwrotna.

a— B, =«

a=pj

@ (OR) Reguta opuszczania réwnowaznosci. Jesli do dowodu nalezy
réwnowazno$¢, to wolno dotaczyé do dowodu zaréwno implikacje,
ktérej poprzednikiem jest pierwszy czton tej réwnowaznosci, a
nastepnikiem drugi jej czton, jak i implikacje odwrotna.

a=p a=p

a—f8 B—a
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Reguty pierwotne

o (RK) Reguta kontrapozycji. Jesli do dowodu nalezy implikacja, ktérej
poprzednikiem jest negacja jednej formuty, a nastepnikiem negacja
drugiej formuty, to do dowodu mozna dotaczy¢ implikacje, ktérej
poprzednikiem jest druga formuta, a nastepnikiem pierwsza formuta.

ﬁa—)ﬁﬁ
B—a

Oznaczmy przez jas zbiér powyzszych regut. Kazda reguta ze zbioru jas
jest nieskonczonym zbiorem sekwentéw, o budowie sktadniowej podanej w
symbolicznym zapisie tej reguty.
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Reguty pierwotne

o Uwaga 1. Zauwaz, ze w podanych wyzej regutach nie ma ani stowa o
prawdzie. Wykonaj jednak ¢wiczenie: sprawdz, ze wszystkie reguty
ze zbioru jas sg niezawodne.

e Uwaga 2. Zauwaz, ze reguty s3 dwoch rodzajéw: dotycza
wprowadzania lub opuszczania statych logicznych. W szczegélnosci,
(RO) jest reguta opuszczania implikacji. Dualna do niej reguta
wprowadzania implikacji zostanie oméwiona pézniej. Podobnie dla
regut wprowadzajacych negacje.

o Uwaga 3. Twoim zalecanym zbiorem zadan z logiki sa Cwiczenia z
logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz, gdzie uzywa sie
innego zestawu regut pierwotnych. Nie lekaj sie! Za chwile
pokazemy, ze z podanych regut pierwotnych wyprowadzi¢ mozna te
reguty jako wtérne.
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Prapemmiis ermeds et
Operacja konsekwencji

Operacja konsekwencji to pewna funkcja C, ktéra kazdemu zbiorowi formut
X przyporzadkowuje pewien zbiér formut C(X). Mysl o niej tak oto:

o Mam dany jakis zbiér przestanek X. Jaki jest ogét wnioskéw, ktére
moge wyprowadzi¢ z X, za pomoca pewnych, z géry ustalonych regut
wnioskowania?

Tak, zgadtas! To wtasnie bedzie 6w zbiér C(X).

Whioski otrzymujemy z przestanek stosujac ustalone reguty wnioskowania.
Operacja konsekwencji bedzie zatem wyznaczona przez owe reguty.

Uwaga. Teraz bedzie Scista definicja. Nie trwéz sie! Okaze sie ona o
wiele prostsza od ezoterycznych konstrukcji pojeciowych, z ktérymi
obcujesz na innych wyktadach.
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Prapemmiis ermeds et
Operacja konsekwencji

Niech S bedzie zbiorem wszystkich formut jezyka KRZ. Niech R bedzie
dowolng rodzing regut wnioskowania w KRZ. Niech A oznacza zbiér
wszystkich liczb naturalnych. Niech 2° oznacza rodzine wszystkich
podzbioréw S. Przez operacje konsekwencji w KRZ wyznaczong przez
R rozumiemy funkcje Cr : 2° — 2%, zdefiniowana indukcyjnie
nastepujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X jezyka KRZ:

o CO(X)=X
o CETH(X) = Ch(X)U{ae€S: (3R € R)(3P C CL(X)) (P,a) € R}
o Cr(X)=U{CL(X): ke N}.

Wyrazenie o € Cr(X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za pomoca
reguf nalezacych do R.
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Prapemmiis ermeds et
Operacja konsekwencji

Powyzszy zapis symboliczny mozna tez wyrazi¢ ,ludzka mowg™ |

e C2(X) to po prostu wyjsciowy zbiér X

o C5(X) to zbiér X plus wszystkie bezposrednie wnioski otrzymane z
przestanek ze zbioru X wedle regut wnioskowania z zestawu R

o elementami zbioru C5T(X) sa elementy Ck(X) oraz wszystkie
wnioski wszystkich regut z R, ktérych przestanki brane s3 ze zbioru
CR(X)

o Cr(X) jest suma wszystkich otrzymanych w ten sposéb wnioskéw.

Wyrazenie o« € Cr(X) oznacza zatem, ze formute a otrzymujemy z
zatozen X stosujac (by¢ moze wielokrotnie) reguty wnioskowania z
podanego ich zestawu R.

v
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Prapemmiis ermeds et
Operacja konsekwencji

Jak zatem ,dziata” operacja konsekwencji na danym zbiorze przestanek X7 Czyli
jak otrzymujemy zbiér Cr(X)?

Bierzesz dowolna regute wnioskowania R z zestawu R i tyle przestanek ze zbioru
X, ilu przestanek wymaga reguta R. Wtedy zaréwno elementy samego X, jak i
wszystkie wnioski wszystkich takich regut R dla dowolnych przestanek z X tworza
zbiér Ck(X), czyli zbiér ,bezposrednich wnioskéw” z przestanek znajdujacych sig
w X. Procedure te powtarzasz wychodzac teraz od C%(X) zamiast od X.
Dostajesz wszystkie ,wnioski co najwyzej drugiego stopnia” z przestanek
znajdujacych sie w X, czyli zbiér C2(X) (aby do nich ,dotrze¢" nalezy co
najwyzej dwukrotnie stosowa¢ reguty wnioskowania). | tak dale;.

Suma (po wszystkich n) tych wszystkich ,wnioskéw co najwyzej n-tego stopnia”
daje ogot wszystkich wnioskéw, ktére mozna otrzymac z przestanek X postugujac
sie regutami z zestawu R.
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Konsekwencja zatozeniowa Konsekwencja zatozeniowa

Konsekwencja zatozeniowa

Okreslamy zbiér Tj,s tez systemu dedukcji naturalnej (systemu
zatozeniowego) KRZ opartego na regutach jas:

O . . P .
o ae Ty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n > 0 oraz
formuty B, 5o, ..., Ba, v takie, ze:
o « jest identyczna z (81 — (B2 = ... (Bn = ) .. .))
o 7y S Cjas({ﬁhﬁ% s 7Bn})-
k+1 . NRTCET
o ac T wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby naturalne n > 0,
i < noraz formuly 81, B>, ..., 3, takie, ze:
o « jest identyczna z (B1 — (B2 — ... (Bi = ) ...))

° ﬁi+176i+27"'aﬁn S -rjl‘;s
e € CjaS({BlvBQv" '7Bn})'

Jjas*

a € Tj,s wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje m taka, ze o € T/, J
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Konsekwencja zatozeniowa Konsekwencja zatozeniowa

Konsekwencja zatozeniowa

Jesli a € T 36 to méwimy, ze o jest tezg stopnia m systemu zatozeniowego
KRZ. Jesli « jest tezg stopnia m i m < n, to « jest tez oczywiscie teza
stopnia n. Jedli a € Tj;s, to méwimy, ze « jest tezg systemu

zatozeniowego KRZ.

Notacja. Aby pokaza¢, ze o € Tjss, gdzie « jest identyczna z

(B1— (B2 = ... (Bn — 7)...)) budujemy dowéd zatozeniowy, w ktérym
B1, B2, .., Bn sa zatozeniami i ktéry zostaje uznany za zakonczony, gdy
v € Cias({B1, B2, -, Bn}), ti. gdy otrzymamy formute ~ stosujac (do
zatozen i posrednich krokéw dowodowych) reguty ze zbioru jas.
Numerujemy poszczegélne wiersze dowodu i opatrujemy je komentarzem
wskazujacym na ich uzasadnienie, tak samo jak czynilismy to w
aksjomatycznym ujeciu KRZ.

Uwaga. W dowodach tez stopnia n mozna wykorzystywac wszystkie tezy stopnia
m, dla m < n.
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ezl axedione
Konsekwencja zatozeniowa

Zdefiniujemy relacje ;55 konsekwencji zatozeniowe;. J

Niech X = {f1, 52, ..., 0n} bedzie skonczonym zbiorem formut, a «
formuty jezyka KRZ. Zachodzi X I-j;5 o wtedy i tylko wtedy, gdy teza
systemu zatozeniowego jest formufta:

(Br = (B2 = - (B — @)..). J
Tak wiec, {B1, B2, ..., Bn} Fjas & wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowdd
zatozeniowy o w oparciu o zatozenia {1, B2, ..., n} oraz reguty ze zbioru
jas.
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Przyktady dowodéw tez

(a—=(B—=7)—= B = (=) (prawo komutacji)J

Nalezy dowies¢, ze z zatozeh o« — (8 — ), 8, @ mozna otrzymac -,
uzywajac regut ze zbioru jas.

1. a—(8—17) zatozenie
2. B zatozenie
3. « zatozenie
4. B -~y RO: 1,3

5 v RO: 4,2.

Zauwazmy, ze ten dowdd jest taki sam, jak dowdd prawa komutacji w

aksjomatycznym ujeciu KRZ, przy wykorzystaniu Twierdzenia o Dedukgji
Woprost.

v
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Przyktady dowodéw tez

((aANB) =)= (a—=(B—7)) prawo eksportacjiJ
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen (o A B) — 7, «, 5 mozna otrzymac . )
1. (aAB)—~ zatozenie
2. « zatozenie
3. B zatozenie
4, aANp DK: 2,3
5~ RO: 1,4.

Zauwaz, ze planowanie dowodu jest w tej metodzie prostsze, niz w
metodzie aksjomatyczne;.
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Przyktady dowodéw tez

(a=(B—=7)—=(anB)—7) prawo importacjiJ

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen a — (8 — ), @ A B mozna otrzymac 7. |

1. a—(B—7) zatozenie
2. aAp zatozenie
3.« OK: 2

4, OK: 2

5. B—n RO: 1,3

6. v RO: 5,4.

Zwr6¢ uwage na rézne mozliwosci kolejnosci wykonania poszczegélnych
krokéw dowodu.
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Przyktady dowodéw tez

((anB)=y)=(a—=(B—=7)) prawo eksportacji i importacjiJ

1. ((enB)—v)—(a—(B—")) prawo eksportacji
2. (a—=(B—7)— ((anB)—7) prawo importacji
3. ((enB)—=~v)=(a—(B—7)) DR:1,2

To prosty przyktad wykorzystania tez juz udowodnionych w dowodach
dalszych tez.
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Przyktady dowodéw tez

((aVvpB)—=7)—=(a—=) )
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen (o VvV ) — 7 oraz a mozna otrzymac +. |
1. (aVpB)—~y zatozenie
2. « zatozenie
3. aVvp DA: 2
4, ~ RO: 1,2.
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Prawo sylogizmu hipotetycznego

(a—=B)—=((B—=7)—= (a—7)) prawo sylogizmu hipotetycznegoJ

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: o — 3, B — =y oraz a mozna otrzymac . )

1. a— (8 zatozenie
2. [ —~ zatozenie
3. «@ zatozenie
4. RO: 1,3

5~ RO: 2,3.
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Prawo Fregego

(a—=(B—=7) = (a—=pB)—(a—7)) prawo Fregego)
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: o — (8 — ), @ — /3 oraz & mozna
otrzymac +y.

1. a—(8—7) zatozenie

2. a—p zatozenie

3. «@ zatozenie

4, 3 RO: 2,3

5. 8 —n RO: 1,3

6. vy RO: 5,4.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Logika Matematyczna (8-9) System zatozeniowy KRZ 22 / 108



Przyktady dowodéw tez

Cwiczenie 1

Pokaz, ze sg tezami systemu zatozeniowego KRZ:

° (a) ((a = p)A(a—=7)) = (a—=(BA7))
o (b) (an(B—=1))—= (enp)—7)
o (c) (an(B—=7)) = (6= (A7)

Uwaga. Rozwigzania wszystkich ¢wiczen — na koncu tej prezentagji.

)

Jerzy Pogonowski (MEQG) Logika Matematyczna (8-9)

System zatozeniowy KRZ

23 / 108



Reguty wtérne

Reguty wtérne

Zgodnie z ogblng definicja podana na poprzednim wyktadzie, reguta R jest
reguta wyprowadzalng (wtérng) systemu zatozeniowego KRZ wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego sekwentu (X, @) € R mamy:

a € Cjas(X).

Jesli R jest reguta wtdrna systemu zatozeniowego KRZ, to mozna jej
uzywa¢ w dowodach dalszych tez tego systemu oraz w dowodach
wyprowadzalnosci kolejnych regut wtérnych. Zauwazmy, ze jesli
pokazalismy, iz teza systemu zatozeniowego jest implikacja o postaci
v — o, to reguta:

1\

)
jest reguta wtérna.
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Reguta sylogizmu hipotetycznego

a—y

a— B B—y J

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: o — i B — v mozna otrzymaé o — 7. ]

1. a—p zatozenie

2. B —7 zatozenie

3. (a—=pB)=((B—7v) — (a—~)) prawo sylogizmu hipotetycznego
4. (B—=7)—=(a—7) RO: 3,1

5. a—=7y RO: 4,2.
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Reguta Fregego

a—(B—=7) a— B

a— 7y

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen: o — (8 — ) oraz a« — 3 mozna otrzymac

@ — .
1. a—=(B—7) zatozenie
2. a—p zatozenie
3. (a=(B—=7)—=(a—=pB)—=(ax—7)) prawo Fregego
4. (a—=pB) = (a—7) RO: 3,1
5. a—=7y RO: 4,2.
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Reguty wtérne

L. a—(B—7),B . .
Aby pokazaé, ze reguta s, wewnetrznego poprzedzania (RWP) jest

wyprowadzalna w systemie zatozeniowym KRZ, trzeba pokazaé, ze z
zatozen o — (8 — ) i 8 otrzymaé mozna o — 7:

1. a=(B—7) zatozenie

2. B zatozenie

3. (a—=(B—17))—(B—(a—7)) prawo komutagcji
4. B — (a—7) RO: 3,1

5. a—7vy RO: 4,2.
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System zatozeniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ

Twierdzenie 8.1. (O réwnowaznosci systemu zatozeniowego KRZ z
systemem aksjomatycznym KRZ.)

o (1) Kazda teza aksjomatycznego systemu KRZ jest teza
zatozeniowego systemu KRZ.

@ (2) Kazda teza zatozeniowego systemu KRZ jest teza
aksjomatycznego systemu KRZ.

e (3) Kazda reguta wyprowadzalna w aksjomatycznym systemie KRZ
jest tez wyprowadzalna w zatozeniowym systemie KRZ.

o (4) Kazda reguta wyprowadzalna w zatozeniowym systemie KRZ jest
tez wyprowadzalna w aksjomatycznym systemie KRZ.

Na mocy tego twierdzenia systemy: aksjomatyczny oraz zatozeniowy KRZ
sa réwnowazne. Dowdéd 8.1.: w Dodatku 4.
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System zatozeniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ

Z twierdzenia 8.1 oraz twierdzen 5.6. i 5.9. otrzymujemy natychmiast: )

Twierdzenie 8.2. (O trafnosci systemu zatozeniowego.)
Kazda teza systemu zatozeniowego KRZ jest tautologia KRZ.

Twierdzenie 8.3. (O petnosci systemu zatozeniowego.)
Kazda tautologia KRZ jest teza systemu zatozeniowego KRZ.

Inna konsekwencja twierdzenia 8.1 oraz twierdzen 5.6. i 5.9. jest tozsamos¢
zakresowa relacji Fj,s oraz |=xrz:

Fias = EkRrz -
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost

Twierdzenie 8.4. Twierdzenie o Dedukcji Nie Woprost. )

Jeéll {ﬁ17/627 sy 6”} U {ﬁa} '_jas {/77 _"7}: to {/817527 e 7/8n} '_jas Q. J

Twierdzenie 8.4. pozwala zatem na stosowanie w systemie zatozeniowym
dowodéw nie wprost: aby pokazaé¢, ze @ ma dowdd z zatozen

{1, B2, ..., Pn} wystarczy pokaza¢, ze z zatozen {1, 52, ..., Bn, 7}
mozna wyprowadzi¢ w systemie zatozeniowym KRZ pare formut wzajem
sprzecznych.

Nadto, z twierdzenia tego mozemy korzysta¢ réwniez przy dowodzeniu
wyprowadzalnosci regut wtérnych systemu zatozeniowego KRZ.

Dowdd twierdzenia 8.4.; w Dodatku 4.
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Dowody nie wprost: przyktady

W dowodzie nie wprost formuty « z zatozen {f1, (2, ..., Bn} dopisujemy
do zatozer —a, czyli zatozenie dowodu nie wprost (w skrécie: z.d.n.) i
staramy sie wyprowadzi¢ z tych zatozen pare formut wzajem sprzecznych.
Gdy to sie powiedzie, « jest konsekwencja 1, B2, . . ., Bn w systemie
zatozeniowym KRZ.

Dla przyktadu, dowéd nie wprost formuty ——a — « jest nastepujacy:
1. ——a zatozenie

2. z.d.n.

Na mocy powyzszego, mozemy w dalszych dowodach stosowaé wtérng
regute opuszczania negacji ON:

-

(0%
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Dowody nie wprost: przyktady

o —

1. « zatozenie
2. -« z.d.n.

3. ON: 2.

Z tez o« — i o — o otrzymujemy, na mocy reguty DR teze:

= Q.

Na mocy powyzszego, mozemy w dalszych dowodach stosowaé wtérng
regute dotaczania negacji DN:

-y
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Dowody nie wprost: przyktady

(a = B) = (—F — ) prawo transpozycji prostej)
1. a—=p4 zatozenie
2. —f zatozenie
3. z.d.n.
4. ——a — «a prawo podwdjnej negacji
5. « RO: 3,4
6. [ RO: 1,5.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 2 i 6. ]
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Dowody nie wprost: przyktady

{a — B, _‘/3} }_jas e

a—p
—p

-

ok e

o
&

zatozenie
zatozenie
z.d.n.
ON: 3
RO: 1,4.

Pokazalismy wiec, ze reguta wtérna jest reguta modus tollendo tollens MT:

a— BB
—Q '
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: przyktady

Ab.y.pokaz.aé, ze reguta poprzec.Jza.nia :ﬁlc_x jest reguta wtorng, d.owodzimy
najpierw, ze teza systemu zatozeniowego jest prawo poprzedzania
a — (8 — a). W tym celu wystarczy pokazaé, ze z zatozer «a, 3 oraz —«

otrzymujemy sprzecznos¢ (dowéd nizej, po lewej):

1. «  zalozenie 1. « zatozenie
2. B  zatozenie 2. «a— (B — «) prawo poprzedzania
3. —a zdn. 3. B—oa RO: 2,1.

Dowéd, ze 547 jest reguty wtérng polega na pokazaniu, ze z zatozenia o
mozemy otrzymaé 5 — «: dowdd wyzej, po prawe;.
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Dowody nie wprost

Cwiczenie 2

Pokaz, w podanej nizej kolejnosci, ze s3 tezami systemu zatozeniowego
KRZ:
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: wyprowadzenie reguty OA

Pokazemy, ze wyprowadzalna w systemie zatozeniowym KRZ jest reguta
OA opuszczania alternatywy:

aV B, -«
— 5

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen oV B oraz —«, a takze z zatozenia dowodu
nie wprost —f3 otrzymaé mozna pare formut wzajem sprzecznych.

W dowodzie tym skorzystamy z tez udowodnionych w ¢wiczeniu 2:

o (a) (a—=(a—=B) = (a—p)
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Dowody nie wprost

Dowody nie wprost: wyprowadzenie reguty OA

1. avp zatozenie
2. o zatozenie
3. z.d.n.
4. —aN-p DK: 2,3
5. (maA-8) = -« na mocy reg. pierw. (OK)
6. (—ran-8)— B na mocy reg. pierw. (OK)
7. a— (~an-p) 5, twiczenie 2 (e)
8. B —=(-an-p) 6, ¢wiczenie 2 (e)
9. (M) —(8) — (avp)—-(-an-p))) DP:78
10.  (8) = ((aV B) = =(—a A =B3)) RO: 9,7
11. (aVp) = =(~aA-p) RO: 10,8
12. —(-aA—=p) RO: 11,1.

Mozemy zatem korzysta¢ w dowodach z reguty OA opuszczania alternatywy:

aV B, ~a
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Dowody nie wprost

Cwiczenie 3

Pokaz, ze sg tezami systemu zatozeniowego KRZ: )

° (a) (maVp) = (a—p)
o (b) ((anp) =)= ((ar=) = =p)
o (c) ((an—) = =B) = (A B) =)

Uwaga. Pamietaj, ze w dowodach mozesz wykorzystywac zaréwno
wczesniej udowodnione tezy, jak i reguty, o ktérych wczesniej pokazatas, ze
s3 wyprowadzalne. Mozesz tez korzysta¢ z dowoddéw nie wprost.
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Dodatkowe zatozenia dowodu

Kolejna wielce uzyteczna technika dowodowa w systemie zatozeniowym KRZ
polega na korzystaniu z tzw. dodatkowych zatozen dowodu. Jest to procedura
nastepujaca:

@ Czynimy w dowodzie dodatkowe zatozenie a.

o Jesli z zatozenia « (oraz wczesniejszych krokéw dowodu) mozemy
wyprowadzi¢ formute 3, to do dowodu wolno wtaczy¢ formute @ — .

o Z krokéw wyprowadzenia 5 z o nie wolno korzysta¢ poza tym
wyprowadzeniem. Zwykle stosuje sie stosowng numeracje: jesli
dodatkowe zatozenie & ma numer n.1., a wyprowadzona z niego
formuta ma numer n.m., to z krokéw o numerach od n.1. do n.m. nie
korzystamy w dowodzie gtéwnym.

Prawomocno$¢ tego postepowania wynika z definicji dowodéw zatozeniowych.
Kazdy dowdd z dodatkowymi zatozeniami mozna zastgpi¢ dowodem bez nich.
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Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 1

((aVp) = (yAd)) = ((a =) A (B —0))

1.
1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

2.
2.1.
2.2.
2.3.
2.4

3.

4.

(Vv B) = (vAD)
e

aVp

YA

Y

o=y

p

aVp

YAS

1)

B8 —0
(=) = (B—9)

zatozenie

zatozenie dodatkowe
DA: 1.1.

RO: 1,1.2.

OK: 1.3.

1.1.=1.4.

zatozenie dodatkowe
DA: 2.1.

RO: 1,2.2.

OK: 2.3.

2.1.=2.4.

DK: 2,3.

v
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Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 2

Udowodnimy najpierw teze pomocnicza (*): J
(x) (a—=B)—=(~(BVI)— a) J
1. a—=g4 zatozenie
2. =(BVvo) zatozenie
3. -« z.d.n.
4. « ON: 3
5. B RO: 1,4
W wierszach 2 i 6 mamy pare formut wzajem sprzecznych, a wiec dowéd
nie wprost tezy (x) zostat zakornczony.

v
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Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 2

(a—=B) = ((v = 0) = (=(B V) = ~(aV7))) )
1. a—=p zatozenie
2. =94 zatozenie
3. =(BVY) zatozenie
4. —-—(aV~y) z.d.n.
5. aVy ON: 4
6. (a—p5)—=(~(BVI) — -a) teza (x)
7. =(BV) — RO: 6,1
8. -« RO: 7,3
9. «v OA: 5,8
10. ¢ RO: 2,9
11. pgvé DA: 10.
Dowod powyzszy mozna zastgpi¢ dowodem z dodatkowymi zatozeniami, bez
wykorzystania tezy (x):

v
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Dodatkowe zatozenia dowodu

Dodatkowe zatozenia dowodu: przyktad 2

1. a—p zatozenie
2. v—=9d zatozenie
3. =(BV9) zafozenie
4. —-—(aV7y) z.d.n.
5 aVy ON: 4
1.1. « zatozenie dodatkowe
12. B RO: 1,1.1.
13. BV DA: 1.2.
6. a—(BV3) 11=14
7. —« MT: 6,3
8. v OA: 5,7
9. § RO: 2,8
10. BV DA: 9.
W kroku 7 korzystamy z wtérnej reguty modus tollendo tollens MT: %ﬂaﬁﬁ J
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Dowody dalszych tez

(@ = (BV7)) = (a—(=5—=17)) ]

Trzeba pokaza¢, ze z zatozen o — (8 V 7), a oraz =3 mozna otrzymac =. J

1. a—(BVy) zatozenie
2. «@ zatozenie
3. p zatozenie
4. [BVry RO: 1,2

5 v OA: 4,3.
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Dowody dalszych tez

Pokazemy, ze wyprowadzalna jest reguta

[0}

—a——8,8

- — —f
s
-3

Y

ok e

a

zatozenie
zatozenie
DN: 2
MT: 1,3
ON: 4.

W podobny sposéb mozna pokaza¢ wyprowadzalno$¢ np. regu

_'a*>5>_'ﬁ
o .

b a=2BB
-
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Dowody dalszych tez

Pokazemy, ze wyprowadzalna jest reguta % J
1. « zatozenie
2. —a« zatozenie
3. avp DA:1
4. OA: 3,2.
Regute % nazywamy reguta Dunsa Scotusa (RDS). J
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Dowody dalszych tez

a— (ma— B)

l. « zatozenie
2. -« zatozenie

3. B RDS: 1,2
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Dowody dalszych tez

Dowody dalszych tez

—(aVp) = -an-p.

1. —(aVvp) zafozenie
1.1, « zatozenie dodatkowe
1.2. avp DA: 1.1.
2. a—=(avp) ll=12
3. —« MT: 2,1
21. 8 zatozenie dodatkowe
22. aVp DA: 2.1.
4. [f—(aVp) 21.=22.
5. —p MT: 4,1
5. —aA-f DK: 3,5.
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Dowody dalszych tez

(ma A=) = =(aV P). ]
1. —an-p zatozenie

2. =(aVvp) zdn.

3. avp ON: 2

4, -« OK: 1

5. ¢ OK: 1

6. [ OA: 3,4.

Dwie udowodnione przed chwilg tezy implikacyjne dajg tacznie prawo

negowania alternatywy —(a V ) = —av A =3. Reguta wtérna jest zatem

~(avh)

reguta negowania alternatywy NA: —aAh
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Dowody dalszych tez

—(aAB) = -aV-p. ]
1. —(anp) zatozenie

2. A(-aVv-p) zdn.

3. ——aAN-=4 NA:2

4, -« OK: 3

5. =0 OK: 3

6. « ON: 4

7. B ON: 5

8. aAnp DK: 6,7.
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Dowody dalszych tez

(~a v —B) = ~(a A B). J
1. —-aV-p zatozenie

2. —(aAp) zdn.

3. anp ON: 2

4, « OK: 3

5 p OK: 3

6. -« DN: 4

7. 5 OA: 1,6.

Dwie udowodnione przed chwilg tezy implikacyjne dajg tacznie prawo

negowania koniunkcji =(a A 5) = - V =5, Reguta wtdrna jest zatem
~(anB)
—aV-as "

reguta negowania koniunkcji NK:

w
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Dowody dalszych tez

Prawa negowania koniunkgji i negowania alternatywy nazywane s3 tez
prawami De Morgana.

Zauwazmy, ze reguty NA oraz NK s3 ,symetryczne’, w tym sensie, ze
wyprowadzalne s3 takze reguty:

oV S s\
(ang)  (avp)

Kazda teza réwnowaznosciowa zatozeniowego systemu KRZ pozwala na
wprowadzenie reguty wtérnej ,symetrycznej” we wspomnianym wyzej sensie.
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Dowody dalszych tez

—(a A —a) |
1. —(aA-a) zdn
2. alN«a ON: 1
3. « OK: 2
4., -« OK: 2.

Uwaga. W przypadkach poszukiwania dowodéw formut, gdzie nie mozna
poczyni¢ zadnych zatozen, zaczynamy dowdd od zatozenia nie wprost.
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Dowody dalszych tez

oV o J
1. ~(aV-a) zdn.
2. —aN—-—a NA:1
3. —« OK: 2
4, - OK: 2.
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Dowody dalszych tez

(o= B) = (aN—p). J

1. —(a— p) zatozenie
2. (aA=B) zdn.
3. ~aV-—f NK:2

1.1, « zatozenie dodatkowe
1.2. -« DN: 1.1.
1.3. -4 OA: 3,1.2.
14. B ON: 1.3.
4. a—=pf 1.1.=1.4.
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Dowody dalszych tez

(aA=B) = (a— B). |
1. an-p
2. -—~(a—B) zd.n.
3. a—p ON: 2
4. « OK:1
5. = OK: 1
6. [ RO: 3,4.
Dwie udowodnione przed chwilg implikacje daj3 tacznie jedno z praw
negowania implikacji: (o — ) = (a A =f).
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Dowody dalszych tez

(o = B) = (marV B). J

1. a—p zatozenie
2. a(-aVvp) zdn.
3. ——aAn-8 NA:2
4, ¢ OK: 3
5. =p OK: 3
6. « ON: 4
7. 0 RO: 1,6.
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Dowody dalszych tez

(v §) = (@ — ). J
1. —-aVvp zatozenie

2. o(a—p) z.d.n.

3. —(a— pB)— (aeAN—=B) prawo negowania implikacji

4. aAN-f RO: 3,2

5 -p OK: 4

6. -« OA: 15

7. «@ OK: 4.

Dwie udowodnione przed chwilg implikacje daja tacznie réwnowazno$¢:
(o« = B) = (—a Vv B), pozwalajaca zastepowac implikacje przez alternatywe i
negacje (oraz na odwrét). Co zarzucisz powyzszemu dowodowi? Zob. ¢w. 3 (a).

v
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Dowody dalszych tez

{la = B) = v,y A=d, (o = B) VI, 9 = (yV B)} Fjas B. J

1. (a— B)— v zatozenie

2. oy A6 zatozenie

3. (a—p)VvdI zatozenie

4. Y — (yVp) zatozenie

5 - OK: 2

6. —(a— B) MT: 1,5

7. Y OA: 3,6

8. yvg RO: 4,7

9. § OA: 8,5.
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Dowody dalszych tez

{laVv ) —=~,20,(y V) = 1,0Val s J
1. (avp)—~ zatozenie

2. =6 zatozenie

3. (yVd)— 19 zatozenie

4, fVa zatozenie

5. « OA: 4,2

6. aVvp DA: 5

7. v RO: 1,6

8. YV DA: 7

9. ¥ RO: 3,8.
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Dowody dalszych tez

Dygresja: Teodycea i kule w ptocie

Pokazemy, ze nastepujace wnioskowanie jest dedukcyjne: J

Bég jest mitosierny, o ile jest doskonaty. Jesli Bog jest doskonaty i stworzyt
Swiat, to w Swiecie nie ma Zta. Jednak w Swiecie jest Zto. Ponadto,

twierdzi sie, ze Bég stworzyt Swiat. Zatem Bdg nie jest doskonaty lub nie
jest mifosierny.

o o — Bog jest doskonaty.
o 5 — Bdg jest mitosierny.
e v — Boég stworzyt Swiat.
o § — W Swiecie jest Zto.
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Dygresja: Teodycea i kule w ptocie

{ao—= B, (aNy) = =d,7,0} Fjas mae V =,

a— g
(aAvy)— =6
o

Y

—\—|(5

(N )
—|—|’)/

e’

L ooNoRE W=

H
e

zatozenie
zalozenie
zatozenie
zatozenie
DN: 3
MT: 2,5
NK: 6
DN: 4
OA: 7,8
DA: 9.

Zauwazmy, ze w dowodzie nie korzystano z pierwszego zatozenia.

)
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Dowody dalszych tez

Cwiczenie 4
Pokaz, ze sg tezami systemu zatozeniowego KRZ: )
° (a) (= =) = ~(aAB)
o (b) (avp)—=((a—=7)—=((B—=7)—=7)
e (c) "(a— pB) = ~«
o (d) (= (7)) = ((a@ = B) Ala—=7)).

Uwaga. Pamietaj, ze w dowodach mozesz wykorzystywa¢ zaréwno
wczesniej udowodnione tezy, jak i reguty, o ktérych wczesniej pokazatas, ze
sg wyprowadzalne. Mozesz tez korzysta¢ z dowoddéw nie wprost oraz z
dowodéw z dodatkowymi zatozeniami.
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Dowody dalszych tez

Cwiczenie 5

Pokaz, ze sg regutami wyprowadzalnymi w systemie zatozeniowym KRZ: )

o (a) Q%B’ECHB

o (b) =¥

o () 2hn

o (4) G5

Uwaga. Pamietaj, ze w dowodach mozesz wykorzystywac zaréwno
wczesniej udowodnione tezy, jak i reguty, o ktérych wczesniej pokazatas, ze
sg wyprowadzalne. Mozesz tez korzysta¢ z dowoddéw nie wprost oraz z
dowodéw z dodatkowymi zatozeniami.
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Sprzeczne zbiory formut

Sprzeczne zbiory formut

Zbiér formut X jest (syntaktycznie) sprzeczny, jesli istnieje formuta « taka,
ze X Fjas av oraz X Fjas ma. Jesli X nie jest sprzeczny, to méwimy, ze X
jest (syntaktycznie) niesprzeczny.

Twierdzenie 8.5. (Twierdzenie o zwartosci.)

Zbior X formut jezyka KRZ jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien
jego skonczony podzbiér jest sprzeczny.

Wykazanie syntaktycznej sprzecznosci zbioru formut X polega na
zbudowaniu dowodu zatozeniowego, ktérego przestankami sa elementy
jakiego$ skoriczonego podzbioru zbioru X i w ktérego wierszach znajduje
sie para formut wzajem sprzecznych.

Z Twierdzenia o Petnosci KRZ wynika,ze pojecia: syntaktycznej i
semantycznej niesprzecznosci sa tozsame zakresowo.
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Sprzeczne zbiory formut: przyktady

Pokazemy, ze {aV =8,v — B,—(d A—Y),d A -} jest sprzecznym zbiorem
formut.

1. av-p zatozenie

2. v—=p zatozenie

3. (6 AN—y) zatozenie

4. SN« zatozenie

594 OK: 4

6. —« OK: 4

7. p OA: 1,6

8. MT: 2,7

9. dAN- DK: 5,8.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 3 i 9. )

Jerzy Pogonowski (MEQG) Logika Matematyczna (8-9) System zatozeniowy KRZ 67 / 108



Sprzeczne zbiory formut

Dygresja: ekonomia telewizyjna.

Zwréémy uwage, ze wykazalismy przed chwila dedukcyjng sprzecznosé
telewizyjnej ,analizy ekonomicznej™

Jest kapitalizm lub nie ma bezrobocia. Jesli jest recesja, to jest tez
bezrobocie. Nie ma jednoczesnie: biedy oraz braku recesji. Jest bieda, a
nie ma kapitalizmu.

@ o — Jest kapitalizm.
@ (8 — Jest bezrobocie.
@ v — Jest recesja.

@ J — Jest bieda.
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Sprzeczne zbiory formut: przyktady

Pokazemy, ze {-y A B, a — (8 — (yV —9)), a, 9 A (B — )} jest sprzeczny. ]

1. —~vApB zatozenie
2. a— (8= (yVv~-d)) zatozenie
3. « zatozenie
4. IN(B—1) zatozenie
5 v OK:1

6. [ OK: 1

7. B—=(yVv-o) RO: 2,3
8 yVvV-o RO: 7,6
9. =4 OA: 85
10. B —~ OK: 4
11. v RO: 10,6.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 5 i 11.
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Sprzeczne zbiory formut

Cwiczenie 6

Pokaz, ze sg sprzecznymi zbiorami formut: J

a){a—=p8, 8=, 6 =7, and}
b) {a = B, 7> 8 ~BV7, an-o}
){a—-p, B—=—y, §d=08, § aVy}
)

° (
° (
° (
o (d) faV(yA—B), BV, —aj.
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Dowody rozgatezione

Czasami dla skrétu wygodnie jest stosowa¢ dowody rozgatezione.
Dowdd zatozeniowy wprost formuty (81 — (B2 = ... (B — 7)...))
uwazamy za zakonczony, jesli:

o (a) istnieje dowdd «y z kazdego z dodatkowych zatozen v1,72,...,vm

o (b) alternatywa 1 V2 V...V vy jest jednym z wierszy dowodu
formuty ~.

Uzasadnienie. Jesli (a), to do dowodu v mozna dotaczy¢ wszystkie
implikacje v — 7, dla 1 <7 < m. Na mocy reguty dodawania
poprzednikéw, mozna tez dotaczy¢ formute: (v1 V2 V...Vyy,) — . Na
mocy (b) i reguty odrywania otrzymujemy ~.
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Dowody rozgatezione

Dowdéd zatozeniowy nie wprost formuty (51 — (B2 = ... (Bn — 7). .))
uwazamy za zakonczony, jesli:

@ (a) uzyskujemy sprzecznos¢ na podstawie kazdego z dodatkowych

zatozed 1,92, -+, Ym
o (b) alternatywa 1 V2 V...V 7y jest jednym z wierszy dowodu
formuty .

Uzasadnienie. Jesli (a), to na mocy MT mozemy dotaczy¢ do dowodu wszystkie
wyrazenia —y;, dla 1 <7 < m. Skoro (b), to z reguty OA zastosowanej do

Y1 V2 V...V v, oraz wszystkich —y; dla i # j otrzymujemy ~;, dla 1 < j < m.
Mamy zatem w dowodzie pare —;, v; dla 1 <7 < m, co konczy dowéd nie
wprost formuty ~.

Bedziemy uzywaé¢ symbolu | na oznaczenie sprzecznosci.
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Dowody rozgatezione

Dowody rozgatezione: przyktady

(aV(BA7) = (aVp)
1. aV(BA~y) zatozenie
11, « zatozenie dodatkowe
12. avp DA: 1.1.
21. BAy zatozenie dodatkowe
22. B OK: 2.1.
23. aVvp DA: 2.2.
3. avp 1.1.=1.2, 2.1.=23.
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Dowody rozgatezione: przyktady

(((a = B)A (v = 0)) A=(BV8)) = =(a V)

6.
1.1.
1.2.
1.3.
2.1.
2.2.
2.3.

7.

Gk

(= B) A (v —0)
(8 V)
= (a V)
a—f
y—=4
aVy

@

B

BVao

Y

1

BVao

1

zatozenie

zatozenie

z.d.n.

OK: 1

OK: 1

ON: 3

zatozenie dodatkowe
RO: 4,1.1.

DA: 1.2.

zatozenie dodatkowe
RO: 5,2.1.

DA: 2.2.

1.1.:>J_1.3.72; 2.1.:>J_2_3_72; 3.

Uwaga. Powyzszy dowdd jest w istocie skréotowym zapisem dowodu nie wprost:
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Dowody rozgatezione

2.1.
2.2
2.3.
9.
10.
11.
12.

(= B) A (v —0)
~(8V )
= (a V)
a—f
)
aVy

@

B

BVao

a— (BVI)
e

Y

1

BVao

v —(BV9)
-
—a N\ vy
—(aVvy)

zatozenie

zatozenie

z.d.n.

OK: 1

OK: 1

ON: 3

zatozenie dodatkowe
RO: 4,1.1.

DA: 1.2.

1.1.=1.3.

MT: 7,2

zatozenie dodatkowe
RO: 5,2.1.

DA: 2.2.

2.1.=2.3.

MT: 9,2

DK: 8,10

prawo De Morgana: 11.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6. 12.
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Dowody rozgatezione: przyktady

(@ —=pB) = ((aVy) = (V7))

1. a— (3 zalozenie
2. «aV+y zatozenie

1.1, « zatozenie dodatkowe
12. RO: 1,1.1.

13. gv~y DA:1.2

2.1. v zatozenie dodatkowe

22. pgVv~y DA:21.
3. BfVy 11.=13;21=22;2.
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Dowody rozgatezione: przyktady

((a = B)A (v = 6)) = (V) = (B V)

w =

1.2.
1.3.
2.1.
2.2.
2.3.

(= B)A (v —6)
aVry
a—f
v =4
e

B
BV§
v

0
BV o
BV

zatozenie

zatozenie

OK:1

OK: 1

zatozenie dodatkowe
RO: 3,1.1.

DA: 1.2

zatozenie dodatkowe
RO: 4,2.1.

DA: 2.2.

1.1.=1.3,; 2.1.=2.3,; 2.
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Dowody rozgatezione

Cwiczenie 7

Podaj dowody nastepujacych tez:

° (a) (aVv=B) = (a—(6—=7))
o (b) (a=7)=((B—=7)—= (= (aVp))
o (c) (an(BV7)) = (~(anf) = (A7)
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 1 (a)

(@) ((a = ) A (= 7)) = (= (BA9)) |
Trzeba pokazaé,ze z zatozen (v — ) A (o — ) i a otrzymac mozna
BAY. )

1. (a— B)A(a— ) zatozenie

2. « zatozenie

3. a—p OK: 1

4. a—vy OK: 1

5 0 RO: 3,2

6. ~ RO: 4,2

7. BAy DK: 5,6.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 1 (b)

(b) (a A (8~ 7)) = (@ A B) > ) J
Trzeba pokaza¢,ze z zatozenh aw A (8 — ) i @ A B otrzyma¢ mozna 7. J
1. aA(B—7) zatozenie
2. aAp zatozenie
3. B—7 OK: 1
4. OK: 2
5 v RO: 3,4.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 1 (c)

() (an(B—=7)) = (B—=(ar9)) |
Trzeba pokazaé,ze z zatozen a A (8 — 7) i B otrzymac mozna o A 7. ]

1. aA(B—) zatozenie

2. f zatozenie

3. « OK: 1

4, -~y OK:1

5 v RO: 4,2

6. aNvy DK: 3,5.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 2 (a)

(3) (@ = (a = §)) > (@ = 8) |
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen a — (o — ) i & mozna otrzymac f. |
1. a— (a— pB) zatozenie
2. «@ zatozenie
3. a—p RO: 1,2
4, RO: 3,2.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 2 (b)

(b) @ — « )

Trzeba pokazaé, ze ta implikacja jest tezg systemu zatozeniowego KRZ. )

1. (a—=(a—a)—(a—a) C<Ewiczeniel (a) B/a
2. a—(a—a) prawo poprzednika 3/«
3. a—a«a RO: 2,1.

Przypomnijmy, ze prawo poprzednika (prawo symplifikacji) jest teza
systemu zatozeniowego KRZ. Prostszy dowdd:

1. «  zatozenie

2. —a  zd.n.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 2 (c)

(&) ~a — (a - ) |
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen —a i o mozna otrzymac 5. J
1. -« zatozenie
2. «@ zatozenie
3. (=8 — —a)— (a— B) prawo kontrapozycji
4, —a— (= — a) prawo poprzednika
5. —a— (a—f) RSyl: 2,1.

Przypomnijmy, ze prawo kontrapozycji jest teza systemu zatozeniowego
KRZ, a RSyl jest w tym systemie reguta wyprowadzalng. Prostszy dowdd:
B wyprowadzamy z o oraz =—« na mocy RDS.
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Rozwigzanie ¢wiczenia 2 (d)

(d) ——a — « )

Trzeba pokaza¢, ze ta implikacja jest tezg systemu zatozeniowego KRZ. J

1. —a— (-a— ~(a— a) ¢wiczenie 2 (c)

2. (ma—(a—a)) = ((a« > a) = a) prawo kontrapozycji
3. —a—((aa—a)—a) RSyl: 1,2

4, (a—a)—= (ma—a) RKom: 3

5. a—« ¢wiczenie 2 (b)

6. ——a— o RO: 4,5.

Przypomnijmy, ze RSyl jest reguta wyprowadzalng w systemie
zatozeniowym KRZ. Prostszy dowdd: o wyprowadzamy z ——« na mocy
reguty ON.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 2 (e)

(¢) (a— ~8) — (8= ~a) J
Trzeba pokazaé, ze z zatozen o« — —f3 i f mozna otrzymaé 5 — —a. )
1. a—-p zatozenie
2. B zatozenie
3. ——a— a <¢wiczenie 2 (d)
4, ——a— 3 RSyl 3,1
5. B — a RK: 4.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 3 (a)

(a) (-a Vv p) = (a— p) J
1. —aV B zatozenie
2. « zatozenie
3. =f z.d.n.
4, —« OA: 1,3.

Zauwaz, ze ten dowdd jest prostszy od podanego poprzednio dowodu tej
tezy.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 2 i 4. )
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Rozwigzanie ¢wiczenia 3 (b)

(b) ((aAB) =) = ((aA—y) = —b) J
Przeprowadzimy dowdd nie wprost: J
1. (aApB)—~y zatozenie
2. aN-wy zatozenie
3. —=p z.d.n.
4. ON: 3
5 « OK: 2
6. - OK: 2
7. aNnp DK: 5,4
8. v RO: 1,7.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 8. )
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 3 (c)

(¢) (@ A=y) = =B) = ((aAB) =)

Przeprowadzimy dowéd nie wprost:

1. (aA—y)— —fp) zatozenie
2. aAp zatozenie
3. vy z.d.n.
4, « OK: 2
5 aN—y DK: 4,3
6. [ OK: 2
7. —f RO: 1,5.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 7.

J
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 4 (a)

(@) (a = =8) = =(aApB) ]
Pokazemy, ze z zatozeh aw — —=f i =—(a A 3) mozna otrzymac pare formut
wzajem sprzecznych.

1. a—-p zatozenie

2. —=(aApB) zdn.

3. aAnp ON: 2

4. « OK:3

5. 0 OK: 3

6. -3 RO: 1,4.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 4 (b)

(b) (aVp) = (=) = ((B—=7) =) )

Pokazemy, ze z zatozen VvV B, o — v, B — v i —vy mozna otrzymac pare
formut wzajem sprzecznych.

1. avp zatozenie

2. a—y zatozenie

3. B—xy zatozenie

4, vy z.d.n.

5. (=) — (—y — —«a) prawo transpozycji proste;
6. v — -« RO: 5,2

7. -« RO: 6,4

8. [ OA: 1,7

9. ~v RO: 3,8.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 4 (c)

(c) ~(a > 8) = -a |

Pokazemy, ze z zatozed —(av — [3) i =—a mozna otrzymaé pare formut
wzajem sprzecznych.

1. —(a—pB) zatozenie

2. -« z.d.n.

3. « ON: 2

4. o — (B — «) prawo poprzedzania (poprzednika, symplifikacji)
5. -« RO: 4,3.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 4 (d)

(d) (0 (BA7) = (o= B) Ao = 7)) |

Trzeba pokaza¢, ze z zatozenia o — (8 A ) mozna otrzymaé (o — ) A (o — 7)J

1. a—=(BAY) zatozenie
11, « zatozenie dodatkowe
1.2. BAxy RO: 1,1.1.
13. OK: 1.2.

2. a—p 1.1.=1.3,
21. « zatozenie dodatkowe
22. BAy RO: 1,2.1.
23. v OK: 2.2.

3. a—=vy 2.1.=2.3.

4. (a— B)AN(a— ) DK:23.

y
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 5 (a)

(a) a—)ﬂ,;aﬁﬂ J
Trzeba pokaza¢, ze z zatozen o — 3, ma — (8 i = mozna otrzymac pare
formut wzajem sprzecznych.

1. a—p zatozenie

2. —~a—pf zatozenie

3. —f z.d.n.

4. (a— B) — (-8 — —«a) prawo transpozycji prostej

5. =8 — -« RO: 4,1

6. -« RO: 5,3

7. 8 RO: 2,6.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 5 (b)

(b) 57 |

Udowodnimy najpierw tezy pomocnicze:
(5() 1) +(aVp)— —aoraz (5 (b) 2) =(aV B) = —f.

Dowdéd (5 (b) 1) jest dowodem nie wprost:
1. —(aVvp) zatozenie

2. il z.d.n.
3. « ON: 2
4, aVvp DA: 3.

Dowéd tezy (5 (b) 2) przebiega analogicznie. |
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Rozwigzanie ¢wiczenia 5 (b)

(b) 577 |
Trzeba pokazaé, ze z zatozer —a — (i =(a V 8) mozna otrzymac pare
formut wzajem sprzecznych.

1. —ma—p zatozenie

2. =(aVvp) z.d.n.

3. =(aVvpB)—-a teza(5(b)1)

4., -« RO: 3,2

5. RO: 1,4

6. —(aVvp)—-p teza (5(b)2)

7. 5 RO: 6,2.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 5 (c)

(a—pB)—~
(C) a7y J

Trzeba pokazaé, ze z zatozen (o« — ) — =, -« i =y mozna otrzymac pare
formut wzajem sprzecznych.

v

1. («—pB)—y  zatozenie

2. « zatozenie

3. z.d.n.

4. —-a — (o — ) prawo Dunsa Scotusa
5. a—p RO: 4,2

6. ~ RO: 1,5.
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Rozwigzanie ¢wiczenia 5 (d)

(aVB)—y
(d) @A |

Trzeba pokaza¢, ze z zatozenia (o V 8) — v mozna otrzymac (a« — y) A (8 — v)J

1. (aVvpB)—xy zatozenie
1.1, « zatozenie dodatkowe
1.2. avp DA: 1.1.
1.3. ~ RO: 1,1.2.

2. a—=vy 1.1.=1.3.
21. p zatozenie dodatkowe
22. aVvp DA: 2.1.
23. v RO: 1,2.2.

3. B—xy 2.1.=23.

4. (a—=y)A(B—~) DK:23.
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 6 (a)

() {a = B, B— =y, d =, a/Ad} jest sprzeczny: J
1. a— [  zatozenie
2. B — -y zalozenie
3. =7y zatozenie
4. a N zatozenie
5 « OK: 4
6. 0 OK: 4
7. B RO: 1,5
8. RO: 2,7
9. ~v RO: 3,6.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 8 i 9. )
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Rozwigzanie ¢wiczenia 6 (b)

(b) {a = B, v—90, 7BV, aA-d} jest sprzeczny: J
1. a— [ zatozenie
2. yv— 0 zatozenie
3. =BV~ zatozenie
4. aAN-6 zatozenie
5 « OK: 4
6. -6 OK: 4
7. p RO: 1,5
8. MT: 2,6
9. —p OA: 3,8.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 7 i 9. )
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 6 (c)

(c){aa— =8, B— -y, 6 =08, §, «aV~} jest sprzeczny: J
1. a— 8 zalozenie
2. B — —y zalozenie
3. 0—=p zatozenie
4. ¢ zatozenie
5. aVy zatozenie
6. [ RO: 3,4
7. vy RO: 2,6
8. « OA: 5,7
9. —f RO: 1,8.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 9. )
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Rozwigzanie ¢wiczenia 6 (d)

(d) {aV(yA—=B), BV —y, —a} jest sprzeczny: |
1. aV(yA-p) zatozenie
2. BV—y zatozenie
3. -« zatozenie
4. yN-S OA: 1.3
5. —p OK: 4
6. v OK: 4
7. v OA: 2,5.
Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 6 i 7. ]
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 7 (a)

(@) (raV=p) = (a = (6= 17))

1. —-aV-p
2. «
3. B
4. a— (—a—7)
5. B—=(=8—1)
6. —a—vy
7. 28—
11, —«
12, ~
21. -8
22. #n
8. v

zatozenie

zatozenie

zatozenie

wersja prawa Dunsa Scotusa
wersja prawa Dunsa Scotusa
RO: 4,2

RO: 5,3

zatozenie dodatkowe

RO: 6,1.1.

zatozenie dodatkowe

RO: 7,2.1.
1.1.=1.2;21.=22,; 1.
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Rozwigzanie ¢wiczenia 7 (b)

(b) (=) = ((B—=17) = (-7 = ~(aVB))) ]
1. a—xy zatozenie
2. B—vxy zatozenie
3. zatozenie
4. —=(aVvp) zdn.
5. avp ON: 4
1.1, « zatozenie dodatkowe
1.2, v RO: 1,1.1.
13. L 3,1.2.
21. zatozenie dodatkowe
22, ~v RO: 2,2.1.
23. L 3,2.2.
6. L 1.1.=13,;21.=23,;5.

v
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Rozwigzania éwiczeh

Rozwigzanie ¢wiczenia 7 (c)

(c) (an(BV7)) = ((anpB) = (ar7))

L an(Bvy)
2. =(anp)
3. —(aA7)
4. «
5. BV~
11. 8
12. aAnpg
13. L
2.1, ~n
22. alvy
23. 1
6. L

zatozenie

zatozenie

z.d.n.

OK:1

OK: 1

zatozenie dodatkowe
DK:4,1.1.

2,1.2.

zatozenie dodatkowe
DK: 4,2.1.

3,2.2.

1.1.=1.3,; 2.1.=2.3.; 5.

v
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Tezy i reguty wyprowadzone w tej prezentacji

Nie byto naszym zamiarem podawanie jakiego$ uporzadkowanego ciggu tez
i regut wtérnych systemu zatozeniowego KRZ. Poszczegélne wyprowadzenia
miaty ilustrowa¢ kolejne techniki dowodowe.

Wszystkie udowodnione w wyktadach 8-9 tezy oraz wyprowadzone reguty
wtdrne wyliczono w Dodatku 5., dostepnym na:

www.logic.amu.edu.pl

Zachecam do samodzielnego udowodnienia dalszych tez, np. tych
wyliczonych pod koniec wyktadéw 5-7.
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Koniec

To, co najwazniejsze w tym wyktadzie:
o KRZ mozna ugruntowaé na metodzie czysto zatozeniowej, z uzyciem
jedynie regut wnioskowania, bez przyjmowania zadnych aksjomatéw;

@ metoda zatozeniowa jest trafna i petna: tezy systemu zatozeniowego
to dokfadnie wszystkie tautologie KRZ;

@ planowanie dowodéw w metodzie zatozeniowej jest proste i naturalne.

Inna wazna metoda dowodowa jest rachunek sekwentéw Gentzena. )

Na nastepnym wyktadzie poznamy operacje konsekwencji w KRZ oparta na
metodzie rezolucyjnej.

System zatozeniowy KRZ 108 /
108

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (8-9)



	Reguły pierwotne
	Konsekwencja załozeniowa
	Przypomnienie: operacja konsekwencji
	Konsekwencja załozeniowa

	Przykłady dowodów tez
	Reguły wtórne
	System załozeniowy KRZ a system aksjomatyczny KRZ
	Dowody nie wprost
	Dodatkowe załozenia dowodu
	Dowody dalszych tez
	Sprzeczne zbiory formuł
	Dowody rozgałezione
	Wykorzystywana literatura
	Rozwiazania cwiczen
	Tezy i reguły wyprowadzone w tej prezentacji
	Koniec

