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Problematyka zwizana z twierdzeniem Lowenheima-Skolema bytayielokrotnie
omawiana w literaturze logicznej i filozoficznejpiitzej wspominamy o paru znanych
eksplikacjach paradoksu zyganego z omawianym twierdzeniem dagdajo nich kilka zda
komentarza. Skrotéw: TLS oraz PL8ywamy zamiast, odpowiednio, wysh twierdzenie
Léwenheima-Skolen@azparadoks Lowenheima-Skolerfvaliteraturze przedmiotu
najczsciej wywa sk terminu:paradoks SkolemaTekst jest fragmentem przygotowywanej
pracy o znaczeniu twierd@enetalogicznych dla teori¢zyka.

TLS to historycznie pierwsze twierdzenie w teoroaeli. Pierwsze jego sformutowanie i
dowdd pochodzod Leopolda Léwenheima (Lowenheim 1915). Uogéliawierdzenia i
precyzacje oraz uproszczenia dowodu podane zqsbatgz pierwszy przez Thoralfa
Skolema (Skolem 1919, 1920, 1922). We wspotczdengjinologii TLS sformutowane nie
by¢ (w pewnym uproszczeniu) w sposob rpsfacy:

JESLI ZBIOR FORMUL (EZYKA RACHUNKU PREDYKATOW
PIERWSZEGO REDU) MA MODEL, TO MA TEZ MODEL PRZELICZALNY.

Terminu ‘przeliczalny’ aywamy tu w znaczeniu ‘rownoliczny ze zbiorem wskigdt liczb
naturalnych’. TLS nazywane bywa czasatoinym twierdzeniem Léwenheima-Skolema.
Tarski udowodnitze jesli zbior formut ma model nieskmzony, to ma tate modele
dowolnych mocy nieskaczonych — to twierdzenie (ktére sformutowsaly tu w pewnym
uproszczeniu) nazywane bywéarnym twierdzeniem Léwenheima-Skolebwalne i gbrne
TLS stwierdzaj tacznie, mowac nieco metaforyczniee logika pierwszego ¢du nie
wyrozniazadnych mocy nieskazonych. Tak wic, teorie sformutowane vwgykach
pierwszego redu, o ile mag model nieskaczony, to nie mogmie¢ modeli wyhcznie
przeliczalnych (o uniwersach rownolicznych ze zbimmwszystkich liczb naturalnych) ani
modeli np. wyhcznie mocy kontinuum (o uniwersach rownolicznyctzkmrem wszystkich
liczb rzeczywistych).

Z twierdzenia Godla (o istnieniu modelu) oraz z Tika, ze dowolny niesprzeczny zbior
formut ma model przeliczalny. Twierdzenie o zwé&cidw wersji teoriomodelowej) gtoste
zbior formut ma model wtedy i tylko wtedy, gdyity jego skaczony podzbiér ma model.
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Wiadomo,ze jéili jakis zbior formut ma modele dowolnych mocy gkaonych, to ma
rowniez model nieskaczony. W logice pierwszegogdu nie mana zdefiniowa pojecia
nieskaiczondgci, cha: nietrudno podaprzyktady zbioréw formut, ktére mawytacznie
modele nieskaczone.

TLS nalery do tzw.twierdzei limitacyjnychw logice (podobnie jak np. twierdzenia: Godla o
niezupetnéci, Tarskiego o niedefiniowaldoi prawdy, Churcha o nierozstrzygadag itd.).
Nazwa bierze sistad, ze odnéne twierdzenia mowio pewnych — obiektywnych —
ograniczeniach nauk dedukcyjnych. Do TLS odwpAii tez czsto inne twierdzenia
limitacyjne, np. twierdzenie Lindstroma, gtase,ze kazda logika spetniaca jednoczénie
TLS oraz twierdzenie o zwa#a jest rownowana logice pierwszego ¢du. Twierdzenia
limitacyjne pokazyj, ze stynny program Hilberta nie m® zosté zrealizowany. Zupetna i
efektywna aksjomatyzacja matematyki jest niereddzalobnie, niemdiwe jest
udowodnienie finitystycznymirodkami jej niesprzeczioi. Jedn z konsekwencji
twierdzenia Godla o niezupeliw jest niemanos¢ kategorycznego scharakteryzowania w
logice pierwszego rzlu modelu zamierzonego arytmetyki (a&gvuniwersum ,,zwyktych”,
.,prawdziwych” liczb naturalnych). Z kolei, podabkonsekweng TLS jest niemanaos¢
scharakteryzowania — w #& logice — pajcia nieprzeliczalnsi.

Zwraca st uwag;, ze TLS ma (rzekomo) paradoksalne konsekwencje. Zevgddwaa sk
przy tym dwa aspekty PL®0 pierwsze TLS ma konsekwencje, ktore okazsje
zaskakujce, gdy kté chce méwt o zamierzonynmodelu dla teorii mnogoi. Pamgtamy, ze
jednym z pewnikow teorii mnogoi jestaksjomat nieskiczongci, stwierdzajcy istnienie co
najmniej jednego zbioru nieskozonego. Nadto, zachodxvierdzenie Cantorazaden zbidr
nie jest rownoliczny z rodzinwszystkich swoich podzbiorow. W szczegditiprodzina
wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych (riliczna ze zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych) jest nieprzeliczalnasli¢eoria mnogeci jest niesprzeczna, to ma model, a
zatem — na mocy TLS — maztemodel przeliczalny. Wszystkie podzbiory uniwersiego
modelu g co najwyej przeliczalne, a wc takze liczby rzeczywiste w tym modelu twarz
zbior przeliczalny. Wydaje sjze otrzymujemy sprzeczia@ Tak jednak, oczywcie, nie jest:
nalezy wystrzega si¢ popetnienia kiddu ekwiwokacji w odniesieniu do termimpuzeliczalny—
uzyty on zostat powsej raz w metajzyku, a raz wgzyku teorii mnogeéci (por. Mostowski
1948, s. 359—360)Wewmtrz przeliczalnego modelu teorii mnag@o nie istnieje funkcja
(zbidr par uporazdkowanych) ustalaga rownoliczné¢ zbioru wszystkich liczb naturalnych i
rodziny wszystkich jego podzbiorow. | w tym senswewmntrz modelu przeliczalnego,
istnieja zbiory o r@nych mocach nieskmzonych. Tak wic, TLS ukazujeelatywna¢
pewnych pai¢ mnogagciowych. Nadto, wiadomae j&li teoria mnogéci jest niesprzeczna,
to jest nierozstrzygalna. Niezateos¢ pewnych zda (np. pewnika wyboru, uogélnionej
hipotezy kontinuum, aksjomatu konstruowalcipaksjomatu determinacji, itd.) od
pozostatych aksjomatow pokazupe, trudno jest sensownie m@w jedynymzamierzonym
modelu teorii mnogei. Problem ten nie gpza jednak snu z powiek ,,normalnym”
matematykom — postugupie oni swobodnie periami mnogéciowymi, pozostawiaic
filozoficzne rozterki zwizane z podstawami teorii mnagologikom.

Drugim aspektem PLS jest zaleos¢ migdzy srodkami wyraania dosgpnymi w klasycznej
logice pierwszego rzlu a $wiatem przedstawianym” za pom®g:zyka tege logiki. Do
zbudowaniagzyka klasycznej logiki predykatow wystarcza s&pona liczba symboli (co
najmniej dwa). Maemy jednak take zatayc, ze mamy do dyspozycji przeliczalnie
nieskaiczom liczbe symboli. W kadym z tych przypadkow liczba wszystkich skaonych
ciagow takich symboli jest przeliczalna, a poniewkazde wyraenie (formuta, term) jest



skaaczonym cigiem symboli, wec liczba tych wyraen jest przeliczalna. W szczegokoy
jest przeliczalnie wiele terméw domktych, a wec wyrazeh mogacych sty¢ za nazwy
elementow uniwersum (odniesienia przedmiotowega)eini, jéli mamy do czynienia z
uniwersum nieprzeliczalnym, taeprzeliczalnieviele jego elementow (a @6 prawie
wszystkie!) nie mge zosta jednoznacznie nazwanych, czyli desygnowanych pierea
domknkty (stah indywiduows badz term zbudowany ze statych i symboli funkcyjnych;
wykluczmy wycie w tego typu termach wygtowanie operatora deskrypcyjnego) w ten
Sposob, aby tne obiekty byly desygnowane przezmé termy. Wydaje sgj ze jezyki
przeliczalne, ktérymi postugujemyesiv standardowychayciach logiki pozwalaj na
odr&nianie jedynie przeliczalnie wielu obiektéw ze sefoobdniesié przedmiotowych (por.
np. Carnap 1937, s. 267—268).

Jaki sens ma mowienige konsekwencje TLSs,niezgodne z intuigf'? Moze PLS nie jest
wcale paradoksem, lecz jedynie pewvtasndcia systeméw formalnych, przystugigh im

ze wzgkdu na zasady przestrzegane przy ich konstruowahneg2amy,ze odpowied na
drugie z tych pyta jest twierdzca (niektdrzy proponajnawet mowt raczej cefekcie
Léwenheima-Skolema hnio PLS). J&i zas idzie o pierwsze pytanie, to zauimay, ze
podobnych ,,zder2& ro znorakich intuicji z konsekwencjami zakh uznanych za oczywiste
jest w matematyce wiele —gsto podawanymi przyktadami:sparadoksalny rozktad kuli
opisany w twierdzeniu Banacha-Tarskiego, ,,dziwhaikcje (w rodzaju funkcji Peano lub
Hilberta — cagtych, nigdzie nie réniczkowalnych i wypetniajcych kwadrat), ,,lokalna
zgodna¢” w kolizji z ,,globalng niezgodnécia” w grafikach Eschera lub innych
reprezentacjach graficznychzriych ,,niemaliwych figur”, itd. Mozemy uznawé, ze pewne
wiasndci systemow formalnych (w rodzaju PLS)rsepazadane lub zaskakage, lecz
wyrazamy w ten sposob jedynie nasz dyskomfort inteldktii@mocjonalny. Ustalenie regut
gry (np. przygcie, ze wkasciwg — do danych celow — logikjest logika pierwszego ¢du) ma
swoje konsekwencje niezalee od zachcianek i oczekiwgrapcych. Stwierdzanieze
konsekwencje TLSasniezgodne z intuigjnie ma statusu podobnego np. do tego, jaki ma teza
Churcha, gtosca iz formalizmy proponowane dla scharakteryzowaniaioyfjoego pogcia
obliczalngci (funkcje rekurencyjne, maszyny Turinga, algorytiharkowa, itp.) g trafne.
Naszeintuicje zwhzane z pajciami mnogdéciowymi (w szczegolngi, z
charakteryzowanymi w teorii mnogm pojeciami: nieskéczondgci, przeliczalnéci,
nieprzeliczalnéci) oddawanegw aksjomatach teorii mnoga. J&li decydujemy sj na

prac; w logice pierwszego ezlu, to wkasné¢ wyrazam w PLS przyj¢ nalezy do

wiadomgaci. Jezeli wybierzemy np. logik drugiego radu, to uzyskamy maiwosc¢
kategorycznego scharakteryzowania modeli, utragadgak inne wiasriei metalogiczne
(przede wszystkim, petdd— wtasnd¢ gwarantujca, iz srodki dowodowe dobrze
korespondyj z relacy wynikania). J&i chcemy, by wiasn@ wyrazana w PLS nie
przystugiwata systemom formalnym, to dokémealery rewizji zasad ich tworzenia. A to
ostatnie nie zawsze wydaje giozadane i solidnie uzasadnione. Pomijamy w tym miejscu
problematyl zwiazam np. z akceptowaniemytlz odrzucaniem pewnych metod uznawanych
za niekonstruktywne (np. dowody istnienia odwatej st do prawa wyiczonegasrodka,
uzycia pewnika wyboru), jako wykraczap poza ramy tego krotkiego artykutu.

Zwroémy jeszcze tylko uwagna to, ¥ PLS zwhzany jest take z definiowalnécia.

Podajc przyktady zbioréw nieprzeliczalnych matematyayssip — z konieczngci —

definicje niepredykatywne. Metaforyczne stwierdaemrelatywnej jedynie stratyfikacji
mocy nieskaczonych poddawane $ez oczywgcie precyzyjnej analizie (zob. np. system
teorii mnogdci X zaproponowany przez Wanga (Wang 1962)).



Nie jestdmy w stanie sprawozddu wszystkich znanych nam komentarzy doiggzh PLS.
Ograniczmy sj zatem do kilku obserwacji znalezionych w literaiprzedmiotu, ktére
wydaja sic nam szczegolnie interegag.

Skolem.Jwz w pracy (Skolem 1922), ktora jest tekstem wykladigtoszonego na Riym
Kongresie Matematykow Skandynawskich w Helsinkakh-{ sierpnia 1922) autor mocno
podkrela relatywnd¢ pojec teorii mnogdci, wynikajaca z TLS. Niecktnie odnosi si do
przekonania wielu matematykowe aksjomaty teorii mnogoi Zermelo mog zost& uznane
za stanowice solidne podstawy dla catej matematyki. RdglSkolema wyrzone w tym
artykule scharakteryzowanozna chyba jako zbibne do pod&f konstruktywnych w teorii
mnogaci. Przypomnijmy jeszcze, na marginesie w omawianej pracy Skolem precyzuje
pojecie wiasndci okreslonej, wwywane nieformalnie przez Zermelo, formutuje aksjobma
zastpowania, podaje uwagi dotygze pogcia ufundowania. Teoria, ki#znamy pod nazav
teorii mnogdci Zermelo-Fraenkla, powinna by gwoli sprawiedliwéci — nazywana teqi
Zermelo—Skolema—~Fraenkla. Warto takpodkreéli¢, ze Thoralf Skolem znagzo
przyczynit s¢ do przygcia logiki pierwszego kdu za standard, wzglem ktorego inne
systemy okrélane g jako nieklasyczne. Cytowane tu prace Skolema pisantasnie w
momencie, gdy standard ten powstawat; lektura legicznych z tego okresu pozwala na
sledzenie procesu ,,kodyfikagjviadomaci metodologicznej” w rozwzanej dyscyplinie.

von Neumann.W jednej ze swoich prac peicconych podstawom teorii mnogm (von
Neumann 1925) matematyk ten stwierdzarelatywndé¢ poje¢ dotyczcych mocy zbiorow
dostarcza uderzgjych dowodow na to, jak formalistycznie pojmowaearia zbioréw
odseparowana jest od ,,wszystkiegointuicyjne”. Tylko moce skaczone i moc
przeliczalnie nieskiczona § znacace — cata reszta to ,,formalistyczna fikcja”.

Myhill . Dwie prace Myhilla (Myhill 1951, 1952) dotygPLS. W pierwszej z wymienionych
prac autor zastanawiagsiad r@nymi aspektami (ogranicag metody formalnej
(aksjomatycznej). Gdy predykatowi ,dglementem’” nadamy zamierzpmterpretacj (w
jakims standardowym modelu teorii mnagd, to — wynikajcy z TLS — faktze rozwaana
teoria ma model przeliczalny wcale nie oznaczay tymze (niestandardowym) modelu
interpretacja tego predykatu odpowiada relacji r&tea. Ograniczenia narzucane przez
formalizm stosowany w opisie jakiclobiektow ¢ m.in. rezultatem proponowanej
interpretacji symboli tego formalizmu.

Quine. Niektére zwazki TLS z problemami redukcji ontologicznej omaweas w (Quine
1966). Autor zwraca uwagze dowod TLS dotyczy przypagdkowania formutom jakigj
(niesprzecznej) teorii pierwszegadr odpowiednich prawdziwych formut arytmetycznych.
Nie wyznaczamy jednak tym samym przyp@lizowania obiektom wygiowego modelu
obiektow arytmetycznych — przypadkowania zachowagego zalenosci strukturalne.

Resnik. W artykule (Resnik 1966) autor nazywa Skolemitmah logikow, ktérzy —
odwotujac sk do TLS — przekonygj ze zmuszeni jesteny uzna absolutm przeliczalng¢
wszystkich zbiorow, jakae aksjomatyczne teorie mnaggodotycz zbioréw, ktore g
nieprzeliczalne jedynie w sensie relatywnym. Zwaltezy Skolemitéw postulage, iz zbiory
nieprzeliczalne w jednym systemig@zeliczalne w innym, wskazig m.in. na trudnéci z
miedzysystemow identyfikacp zbioréw. Pokazuje nieprawomodcidqrob redukcji teori
mnogaci do arytmetyki. Zauwaa, ze cha nie istnieje jaki absolutny punkt widzenia
dotyczcy zbiorow, to istnieje pewien zespét twierdaezbiorach wspdlny wszystkim
teoriom mnogéci. Niektore zagadnienia teorii mnagorozstrzygna¢ mazna jedynie na



mocy aksjomatycznej decyzji. Decydaog jest przy tym rola, jakw caloksztaicie
matematyki i jej zastosowianoze posiadédane rozstrzygacie (jak zauwaa to Suszko w
recenzji pracy Resnika — zob. (Suszko 1967)).

Hunter. W znanym podfczniku (Hunter 1982) na stronie 170 zr#élenazna zwegzty i trafny
komentarz do PLS. Twierdzenie ,,Istnieje nieprzealicie wiele zbiorow”, sformutowane w
jakiejs aksjomatycznej teorii mnogad i prawdziwe w standardowych jej modelach niezeno
by¢ interpretowane w modelu niestandardowym (otrzymang mocy TLS) jako glosze,

iz w uniwersum takiego modelu istnieje nieprzelicealmiele jakichkolwiek obiektéw. Jak
wida¢ z dowodow stosownych metatwierdzéwierdzenie to nie dotyczy zbioréw, lecz
terméw domknitych rozwaanej teorii — wyraa onojakgs prawd: o tego typu termach.

Wojtowicz. Stanowisko realizmu mnoggiowego omawiane jest w (Wojtowicz 1999).
Zwraca st uwag;, ze relatywné¢ poje¢ mnogaciowych wynika z matej mocy wy#zaniowej
jezykéw wywanych do opiséwiata zbioréw. Teoria mnogoi, a nawet jakiekolwiek jej
zupetne rozszerzenie wziyku pierwszego kdu nie mae by kategoryczna, tzn. nie me
opis&, z doktadnécia do izomorfizmu, uniwersum mnogmowego. Nadto, inaczejhw
przypadku arytmetyki Peano, nie seony dla teorii mnogii scharakteryzowamodelu
standardowego, zbudowanego z ,,prawdziwych” zhiofidie mamy bowiem maiwosci w
przypadku teorii mnogei odwotania si do jakieg ,,wyzszej instancji”, jak dla PA stanowi
ZFC). Zjawisko relatywngci poje¢ mnogaciowych stato si szczegdlnie widoczne po
wypracowaniu przez Cohena metddycingu Stosowanie technikorcingu przeksztatca
,,relatywizm Skolema” w ,,relatywizm Cohena”.

Wolenski. TLS ma konsekwencje dla decyzji, czyd@rerwszego rgdu uznamy za dobrze
uzasadnios, jak zauwaa Woleiski (Woleaski 1993). Teza pierwszegogtu gtosi,
przypomnijmy,  wiasciwg logika jest klasyczna logika pierwszegedn. Autor adzi, ze
TLS i jego nasipstwa korespondaljz faktem ze logika jako taka nie wygdia zadnych
modeli. Uniwersaln& logiki powiazana jest z ograniczeniami fgpdkdéw wyraania. Logika
nie wyr&nia statych pozalogicznych. Poza logikv formalizacji teorii matematycznych)
konsekwencje TLSasoczywgcie cen ptacor za formalizagi w jezykach elementarnych.
Teza pierwszego ¢du sugerujeze twierdzenie Lindstroma charakteryzuje adekwatiee
tylko logike pierwszego radu, ale i to, co chcielidyny za logik uwazac.

Putnam. Na otwarciu Zimowego Zjazdu Towarzystwa Logikingyolicznej w
Waszyngtonie, D.C., 29 grudnia 1977 roku PutnamtesigodczytModele i rzeczywistd
(Putnam 1998). Praca ta doczekatansnostwa komentarzy. Autor wykorzystuje w niej TLS
oraz PLS dla argumentacji na rzecz weryfikacjonizfjako metody zachowania [...] padu
realizmu naukowego lub empirycznego”. UtrzymujePiLLS ,jestantynoma, lub czyns do
niej zblizonym, wfilozofii jezykd'. Jesli intuicyjne pogcie zbioru nie jest uchwycone przez
aksjomaty teorii mnog@i, to naturalne jest zatenie, ¥ uchwytuje je co innego — nasze
,,rozumienie”, ktdre sprowadzaegilo naszego sposobu postugiwanigj&ykiem. Putnam
stara st pokazé, ze wszystkie zastosowanigyka, wszystkie ograniczenia teoretyczne i
operacyjne nie ustalajednak jednoznacznie zamierzonych interpretasjiigkszym stopniu
niz sama aksjomatyczna teoria mnégo

Bays Polemik z poghdami Putnama zawiera praca (Bays 2001). TimothysBaymowat
si¢ paradoksem Skolema takw jednej ze swoich rozpraw doktorskiéteflections on
Skolem’s Paradgx2000; tekst tej rozprawy nie jest nam znany w raocre pisania tych
stow, w Internecie dogpny jest jedynie jej abstrakt). Bays wskazuje naneenigcistosci



matematyczne w argumentacji Puthama. Padwéwniez uzasadnienia Putnama dotyce
zdeterminowania zamierzonych interpretacji popganiczenia teoretyczne i operacyjne.

Suszka Na szczegbluwag: zastuguje praca Romana SusZkinonic Axiomatic Systems
(Suszko 1951), stanowdga tekst jego rozprawy habilitacyjnej obronionejlisopada 1951
roku na Uniwersytecie Pozfiskim (recenzentami byli: Kazimierz Ajdukiewicz, Aize)
Mostowski oraz Wiadystaw Orlicz). Suszko przedstawiniej eksplikag PLS nie
odwotujaca sie bezpdrednio do TLS. Punktem wigia jest pewien system teorii mnago
(M), podobny do systemoOw rozaanych przez Bernaysa i Godla. W systemie tym
udowodné mazna istnienie zbiorow nieprzeliczalnych. Wykorzystugnane propozycje
Tarskiego i Quine’a Suszko buduje metasystel) (dla tego systemu. W metasystemie
wprowadza si pojecia k-nazwy oraz k-desygnowania (charakteryzowanevgzeniej przez
Suszk w jego rozprawie doktorskiej, obronionej rownig Poznaniu w 1948 roku — zob.
(Suszko 1949)). Obiekty z uniwersum systemu, k$gte-desygnowane przez k-nazwy to
obiektykonstruowalnev (M). Pewne dalsze konstrukcje metalogiczne — ktorgelwzgkdu
na ich ztazonci¢ nie kgdziemy tu omawié@— pozwalaj uzyska& twierdzenia o relatywnej
niesprzeczngi rozwaanych systemow. deuniwersum systemu\) sktada si wytacznie z
obiektéw konstruowalnych, to moéwimge system ten jegtanoniczny Suszko stwierdzage
aksjomat wyraajacy wtasnd¢ kanonicznéci jest formalm eksplikacjy tzw.
Beschrankheitsaxionktérego autorem jest Fraenkel i ktory — dodankaiecu aksjomatyki
Fraenkla — gtosize nie istniej zadne inne zbiory oprocz tych, ktérych istnienie gre
przyjetych uprzednio aksjomatow. Metasystemy rozavee przez Suszksa kanoniczne.
Poniewa zbiory konstruowalne w systemach kanonicznyck-desygnowane przez k-nazwy
(ktérych jest przeliczalnie wiele), otrzymujemy ricalm eksplikacg PLS.

Sprobujmy na koniec odriie€sie do postawionego w tytule pytania, patajac o
wyszczegolnionych powyej dwoch aspektach PLS: pierwszym, Zz@inym z relatywizmem
poje¢ mnogdéciowych oraz drugim, dotyazym srodkow wyraania dostpnych logice
klasycznej. Nie gdzimy, ze powiemy tu coistotnie nowego — wyartykutujemy jedynie nasze
przekonanie dotyexe PLS, podzielag poghdy tych, ktorzy odmawiajPLS statusu
paradoksu. Pozwdélmy sobie nagawag w niecodejszym tonie: da sizy¢ z efektem
Skolema. Twierdzenia limitacyjne nipprzestanie optymistyczne: nierozstrzygdtno
bogatszych teorii sktania do wiary w sens pracg (fa st powierzy wszystkiego
maszynom), ich niezupetébwiaze sk z twdrczym charakterem procedur dedukcyjnych
uzywanych w matematyce, brak kategoryc&aoakze maze cieszy np. osoby o
sklonngciach do mistycznych zaurocgetd.

Relatywna¢ poje¢ mnogdciowych byta jednym z powoddw rozwijania intensywhybada
w podstawach teorii mnogoi. Mimo wielkich w tej dziedzinie oggnig¢é (np. w ustalaniu
niezalenaosci od ZF licznych zd& wyrafinowanych technicznie badanodeli teorii
mnogaci, itd.), wydaje s, ze badania te nie przyniosty ddtdefinitywnych rozstrzygrt w
podstawach matematyki. Nie ur@a wykluczy, ze takie definitywne rozstrzyggtia s
nieosagalne —ze np. intuicje dotycgre zbiorow § dynamiczne, rozwijajsic w trakcie
uzyskiwania nowej wiedzy o zbiorach, czy — ogélriey trakcie uprawiania matematyki
(zob. np. (Wdjtowicz 2002, s. 33), gdzie przywotsigopinic Mostowskiego w tej sprawie).
Traktowanie teorii mnogai jako teoriimatematycznejdbiera konsekwencjom TLS walor
paradoksalndi.



W naukach empirycznych stosujemy ,,nieczyseori¢ mnogaci — rozpatrujemy uniwersa
ztozone z najraniejszego rodzaju indywiduow (np. uwzdhiajac potazenia i chwile

czasowe, reprezentowane przez uktady liczb rzestyeh). Si4 rzeczy, TLS zachowuje tu
SWOja Waznaos¢, a wigc takze teorie empiryczne mgmodele niestandardowe, niezamierzone.
Jednak zastosowanie may takze, mutatis mutandisprzywotane wyej komentarze,
podwaajace przekonanie o paradoksaloickonsekwencji TLS.

Czy istniej jakies analogie mgdzy PLS a tezami relatywizmu i determiniznemyjkowego
Sapira i Whorfa? Sformutowanie:gzyk wyznacza obragwviata” stuzyto wielokrotnie do
snucia nieuzasadnionych spekulacji. Rore jest chyba zminimalizowanie tezy Sapira-
Whorfa do stwierdzeniaz iposzczegdlnegyki etnicznegramatykalizug rozne rodzaje
informaciji, a to jaka informacja jest zgramatykaiiana w danynegyku (tj. wyrazana
obligatoryjnie oraz w sposob regularny) zeanie€ wptyw m.in. na kategoryzagganych
doswiadczenia. &dzimy, ze tak rozumiana teza relatywizmgzykowego jest do pogodzenia
ze stynnymdictumBocheiskiego: ,,Syntax reflects ontology”. Uzgodniena&ie musi
jednak by podporadkowane wyranemu sprecyzowaniu, czego dotyczy teagiyka. Na
pytanie: ,,lle jestgzykdéw?” da& mazna szereg (poprawnych!) odpowiedzi, np.:

1. Jezykow jest tyle, ile wyliczaj ich Wielcy &zykoznawcy (a wic np. 3500 lub 6500).

2. Jest kontinuum maiwych jezykow (rozumianych jako zbiory skozonych cigow
elementow skiczonego stownika lub alfabetu).

3. Jest przeliczalnie wiele mlwych jezykdéw (rozumianych jak w 2., z dodatkowym
zatlazeniem wymagajcym, aby strukturaggyka podana byta w sposob efektywny,
obliczalny).

4. Jezykow (typow gzykow) jest tyle, ile mgna ich odrani¢ w rozwaaniach
typologicznych.

5. Jest jedengtyk Naturalny; poszczegélneziyki etniczne orazyki mazliwe s jego
realizacjami.

W kazdej z powyszych odpowiedziggyki traktowane mogby¢ jako stosowne struktury
relacyjne (lub algebraiczne), co pozwalashe§ o zastosowaniu w lingwistyce metod
wypracowanych w teorii modeli oraz algebrze uniabrsj. Nadto, rozwaania metalogiczne
odnoszone magby¢ wtedy do branych pod uwadeorii lingwistycznych, a nie do samego
jezyka naturalnego. Uwamy, ze tak widnie by powinno — twierdzenia metalogiczne
dotycz jezykodw sformalizowanych, a nie spotecznego procesaunikowania .
Wiasciwym obszarem do refleksji nad tezlatywizmu gzykowego oraz konsekwencji TLS
dla bada jezyka naturalnego jest metalingwistyka. W szczegdnoma terenie
metalingwistyki rozstrzygane powinny biwestie dotyczce paadanej ,,mocy wyrzania”
teorii lingwistycznych, w rodzaju pytanidakiej logiki potrzebuje lingwistykaZauwamy,

ze postawione przed chwipytanie ma charakter metodologiczny, a nie dotymkulacji na
temat np. tzw. logikigzyka naturalnego lub etnologiki.

Uwagi metatekstowe.

1. Sadze, ze rozwaania metalogiczne magkaza si¢ przydatne w odniesieniu do
stworzonej przez Profesora Leszka Nowaka idealjpagikoncepcji nauki. W
szczegolnéci, PLS jest w literaturze przedmiotuesto przywotywany, gdy mowi si
0 modelach zamierzonych teorii.



2. Chciatbym podzikowat Profesorowi Januszowi Czelakowskiemu, na ktérego
seminarium w Instytucie Matematyki i Informatyki Mrersytetu Opolskiego miatem
mozliwo$¢ omawiania problematyki dotyaeej efektu Skolema.

3. Jw po ukaiczeniu niniejszego tekstu otrzymatem od Tima Bggga wspomniaan
wyzej rozpraw Reflections on Skolem’s Parad®taca zawiera bardzo wnikliw
analiz logicznych, matematycznych i filozoficznych asgektPLS.
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