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R —
Plan na dzis

Niniejsza prezentacja zawiera kilkadziesigt zadan dotyczacych semantyki
KRP. Rozwigzania zostang podane pd6zniej, na razie sprébuj
Samodzielnoéci.

Przypominam, ze zadaniem domowym byto tez rozwigzanie éwiczen 59-77
ze zbioru Cwiczenia z logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz.

Prosze potraktowac to jako tzw. samodzielng prace studenta na
zajeciach 6 marca 2008 roku.
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7.1 Jszzts [4RF
Jezyk KRP

17.1.1. Podaj zmienne wolne i zwiazane formut:
o Vx (P(x,y) — Jy (Q(x) A R(x,¥)))
e Ix (P(x) ANVz (Q(z) — R(x,2)))
o dx (P(x) AVx (Q(x) — R(x,y))).

17.1.2. Czy term t jest podstawialny za zmienng x w formule «, gdzie:
@ t jest postaci f(x), a « jest formuty Yy3z (P(y,z) — Q(x));
@ t jest postaci g(x,y), a « jest formuta VyVz (P(x,y) — Q(2));
@ t jest postaci f(a), a a jest formuta Vx3y (P(x) V Q(y)).
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7.1 Jszzts [4RF
Jezyk KRP

17.1.3. Podaj wartos¢ S(t, x, t’) dla:
e t postaci f(a) oraz t’ postaci g(x, f(x));
e t postaci f(x, f(x, x)) oraz t’ postaci g(x, g(x,y));

@ t postaci f(x) oraz t’ postaci g(a, a).

17.1.4. Podaj wartos¢ S(t, x, «) dla:
@ t postaci y oraz « postaci Vx3z (P(x) — Q(x, z));
@ t postaci f(x) oraz «a postaci Vx3z (P(x) — Q(x, z));
e t postaci g(x, f(y)) oraz a postaci P(x) — Q(f(x), g(x, x)).
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7.1 Jszzts [4RF
Jezyk KRP

17.1.5. Opisz zbiér wszystkich terméw:

@ utworzonych z jednej zmiennej x oraz jednego symbolu funkcyjnego
jednoargumentowego f;

@ utworzonych z jednej zmiennej x oraz jednego symbolu funkcyjnego
jednoargumentowego f i jednego symbolu funkcyjnego
dwuargumentowego g;

@ utworzonych z jednej zmiennej x, jednego termu bazowego t oraz
jednego symbolu funkcyjnego dwuargumentowego g.

17.1.6. Ktére z podanych nizej formut s3 zdaniami jezyka KRP:
e Vx3yVz (P(x,y,z) — Q(x,x,x))
o 3x ((P(x) v Q(y)) A ¥x¥y (P(x) — Q(y))
o Vx3Jy (P(f(y),x) A Q(x,f(y))).
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17. Zadania Relacja spetniania

Relacja spetniania

17.2.1. Niech 90t bedzie strukturg o uniwersum ztozonym ze zbioru

wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje mniejszosci <.
Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Niech w = (1,1,...)
bedzie wartosciowaniem zmiennych w uniwersum 9t o statej wartosci 1.

Czy wartosciowanie w spetnia formute o w strukturze 90, dla:

« postaci dx;
a postaci Vxg

« postaci dx;

~—~ ~ ~

e 6 o ¢

« postaci Vxg

X1 < X2
X1 < Xp

X1 < X2

~— — — —

X1 < X2

V dxo
V Vxo
A Ixo
A Vxo

X1 < X2

X1 < X2

—~ ~~ —~

)
X1 < x2)
)
)

X1 < X2).
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17. Zadania Relacja spetniania

Relacja spetniania

17.2.2. Niech 90t bedzie strukturg o uniwersum ztozonym ze zbioru
wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje mniejszosci <.
Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Jakie wartos$ciowania
spetniaja formute o w strukturze 901, dla:

@ « postaci Vxj (x1 < x2 V x2 < x1)
@ « postaci Vxj (x1 < x2 A x2 < x1)

@ « postaci Vx1 (x1 < x2) — Vx2 (x1 < x2).
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17. Zadania Relacja spetniania

Relacja spetniania

17.2.3. Niech 90 bedzie strukturg o uniwersum ztozonym ze zbioru
wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje mniejszosci <.
Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Czy formuta « jest
prawdziwa w strukturze 901, dla:

@ « postaci VxVy3dz (x < zAz < y)
@ « postaci « postaci VxVy3z (z < x ANz < y)
@ « postaci « postaci VxVy3dz (x < z Ay < z).

Niech teraz 91 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru
wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje niewiekszosci
<. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Ktoére z
powyzszych formut s3 wtedy prawdziwe w strukturze 99t7
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17. Zadania Relacja spetniania

Relacja spetniania

17.2.4. Niech M bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru
wszystkich liczb naturalnych, z operacjami: dodawania -+, mnozenia - i
nastepnika ,,+1" oraz relacja mniejszosci < i relacja identycznosci = oraz
zerem 0 jako elementem wyréznionym w uniwersum, zdefiniowanymi w
zwykty sposéb. Niech:

@ denotuje operacje dodawania
® denotuje operacje mnozenia
S denotuje operacje nastepnika

=< denotuje relacje mniejszosci

= denotuje relacje identycznosci
@ (O denotuje liczbe 0.
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17. Zadania Relacja spetniania

Relacja spetniania

a) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuty, wyrazajace

nastepujace pojecia:

®© © 6 6 6 6 o6 o o o o

x jest podzielna bez reszty przez y

x jest liczba pierwsza

x i y sg wzglednie pierwsze

x jest suma dwéch kwadratéw

x jest wieksza od kazdego podzielnika y

x jest mniejsza od iloczynu swoich podzielnikéw
suma podzielnikéw liczby x jest dodatnia

x nie jest nastepnikiem zadnego podzielnika y

x jest liczba parzysta

x jest najwiekszym wspdlnym podzielnikiem y oraz z

x jest najmniejszg wspdlng wielokrotnoscia y oraz z.
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17. Zadania Relacja spetniania

Relacja spetniania

b) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastepujace zdania i
zastanowic sie, ktére z nich sg zdaniami prawdziwymi w strukturze 0N:

@ Istnieje najwieksza liczba pierwsza.
@ Istnieje bardzo duzo liczb pierwszych.

o Kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw liczb
naturalnych.

@ Najmniejsza wspélna wielokrotnos¢ dwéch liczb jest mniejsza od ich
najwickszego wspdlnego podzielnika.

@ Istnieja dokfadnie dwie rézne liczby, dla ktérych zachodzi:
3x2+2x+1=0.

@ Dodawanie jest rozdzielne wzgledem mnozenia.

o Kazda liczba parzysta jest suma dwdch liczb pierwszych.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16-17 Semantyka KRP (3) 11 / 24



Rl spstiiit
17.2.5. Niech £ = (L, C), gdzie C jest czesciowym porzadkiem nieskonczonego
zbioru L. Oznacza to, ze relacja C jest w zbiorze L zwrotna, przechodnia oraz
antysymetryczna. Niech relacja T bedzie zdefiniowana warunkiem: x C y wtedy i
tylko wtedy, gdy x C y oraz nieprawda, ze y C x. Niech predykat = denotuje
relacje identycznosci =, predykat < denotuje relacje C, a predykat < denotuje
relacje .
a) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuty, wyrazajace
nastepujace pojecia:

@ x jest elementem C-minimalnym (nie istnieje element y rézny od x taki, ze
x jest nastepnikiem, a y poprzednikiem w relacji C)

@ x jest elementem C-maksymalnym (nie istnieje element y rézny od x taki,
Ze y jest nastepnikiem, a x poprzednikiem w relacji C)

@ x jest elementem C-najmniejszym (x jest poprzednikiem w relacji C
wzgledem kazdego y)

@ x jest elementem C-najwiekszym (x jest nastepnikiem w relacji C wzgledem
kazdego y)

@ x nie jest C-nastepnikiem y oraz nie jest C-poprzednikiem z.
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17. Zadania Relacja spetniania

b) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastepujace zdania i zastanowic¢
sie, ktére z nich s3 zdaniami prawdziwymi w strukturze £:

@ Porzadek L jest liniowy (ma dodatkowo wtasnos¢ spojnosci).

@ Porzadek C jest gesty (istnieja co najmniej dwa elementy pozostajace w
relacji C oraz miedzy kazdymi dwoma elementami pozostajacymi w relacji C
istnieje element C-posredni).

@ Porzadek T jest dyskretny (C nie jest gesty).

@ Porzadek C nie jest ani gesty, ani dyskretny.

@ Istnieja elementy C-nieporéwnywalne.

o Kazde dwa elementy maja wspdlny C-poprzednik.
@ lIstnieja elementy C-nieporéwnywalne.

@ Kazde dwa elementy maja wspdlny C-nastepnik.

Niech teraz L bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb
naturalnych, relacja C bedzie inkluzja, a C inkluzja wtasciwa. Ktére z
powyzszych zdan sa wtedy prawdziwe w £ = (L, C)?
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17.3. Tewielpg (P
Tautologie KRP

17.3.1. Wykaz, ze nie s3 tautologiami KRP:
o (Vx P(x) — ¥Vx Q(x)) — Vx (P(x) — Q(x))
@ (Ix P(x) A 3x Q(x)) — 3x (P(x) A Q(x))
@ Vx3y P(x,y) — JyVx P(x,y).
17.3.2. Wykaz, ze s3 tautologiami KRP:
@ Ix(a—f0)— (Vxa—3IxP)
o (aVVxfB) = Vx(aVp), oile x nie jest zmienng wolna w a.
@ Vx (a0 — —=f) = Vx (8 — —a).

17.3.3. Udowodnij, ze nastepujace formuty s3 prawdziwe w kazdej strukturze
skofczonej, ale nie s3 tautologiami KRP:

0 Ix1Vxodxz ((P(x2,x3) — P(x1,x3)) — (P(x1,x1) — P(x2,x1)))
] \V/X1VXQVX3 (P(Xl,Xl) N (P(Xl,X3) — (P(Xl,Xg) \Y P(XQ,X3)))) —
E|X4VX5 P(X4,X5).
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i, Witlenfo legtene w (KR
Wynikanie logiczne w KRP

17.4.1. Wykaz, ze ze zbioru X wynika logicznie zbiér Y, dla:

o X ={Vx(a—p),¥x(B—7)} Y={Vx(a—~)}
o X ={Vxa, Vx 3}, Y ={Vx (aApB), Vx (aV ()}

17.4.2. Wykaz, ze ze zbioru X nie wynika logicznie formuta «, dla:

o X = {¥x3dy P(x,y), Ix P(x,x)}, a postaci Vx P(x,x)
e X ={3x P(x), Vx (P(x) V Q(x))}, a postaci Q(x).
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17.5. Weait (FHRERHE
Teoria mnogosci

Uwaga. Stuchacze tych wykftadéw maja za soba kurs Wstepu do Matematyki,
na ktérym omdéwiono rachunek zbioréw i relacji oraz rozwigzano wiele ¢wiczen
dotyczacych tej problematyki. Nie bedziemy wiec tego wszystkiego raz jeszcze
rozpamietywaé. Ponizej podajemy jedynie kilka typowych éwiczen.

17.5.1. Zapisz w jezyku teorii mnogosci:
@ x jest funkcja réznowartosciowa z y na z.

@ Zaden zbiér nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich
podzbioréw.

@ Istnieje zbiér nieprzeliczalny.
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17. Zadania 17.5. Teoria mnogosci

Teoria mnogosci

17.5.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastepujace zdania nie sg prawdziwe
o wszelkich zbiorach:

o (xeyANyez)—xez
o (xeEyAy#z)—>x¢z
o (xCyAy€ez)—x¢z

17.5.3. Pokaz, ze s3 prawami rachunku zbioréw:
e (xCyAynz=0)—-xnNz=10
o x=xNy—-xCy

@ Produkt kartezjanski dowolnej rodziny zbioréw niepustych jest
niepusty.
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17. Zadania 17.5. Teoria mnogosci

Teoria mnogosci

17.5.4. Udowodnij, ze:
@ operacje sumy U, iloczynu N oraz réznicy — mozna zdefiniowa¢ w
terminach operacji: N oraz réznicy symetrycznej +;
@ operacji sumy U nie mozna zdefiniowaé w terminach operacji iloczynu
M oraz réznicy —.

17.5.5. Pokaz, ze s3 prawami rachunku relacji:

e Niech R o S oznacza ztozenie relacji R i S, a R™! niech oznacza
konwers relacji R. Konwers ztozenia relacji R i S jest ztozeniem relacji
SiR, czyli: (RoS)"1=S"1oR™L

@ Relacja R w zbiorze X jest jednocze$nie réwnowaznoscia i czeSciowym
porzadkiem wtedy i tylko wtedy, gdy jest relacja identycznosci w X.

@ Ztozenie R o S relacji réwnowaznosci R oraz S jest relacja
réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy RoS = So R.
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17.6. Alstisy Beslle
Algebry Boole'a

17.6.1. Zapisz w jezyku teorii algebr Boole'a:

@ Dopetnienie kresu gornego elementéw x i y jest réwne kresowi
dolnemu dopetnien elementéw x i y.

@ Zbior | elementéw algebry jest jej ideatem, tj.: jest domkniety na
operacje kresu gérnego oraz zawiera, wraz z kazdym swoim
elementem, wszystkie elementy od niego mniejsze.

@ Zbiér F elementéw algebry jest jej filtrem, tj.: jest domkniety na
operacje kresu dolnego oraz zawiera, wraz z kazdym swoim
elementem, wszystkie elementy od niego wieksze.
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17.6. Alstisy Beslle
Algebry Boole'a

17.6.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastepujace zdania nie sg prawdziwe
o wszelkich algebrach Boole'a:
@ Istnieja atomy, tj. elementy minimalne algebry rézne od jej zera.

@ Istnieja koatomy, tj. elementy maksymalne algebry rézne od jej
jedynki.

o Porzadek elementéw algebry nie jest liniowy.
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17.6. Alstisy Beslle
Algebry Boole'a

17.6.3. Pokaz, ze s3 prawami teorii algebr Boole'a:

o Kres gérny elementéw x i y jest réwny kresowi gérnemu elementu y
oraz réznicy x i y.

@ Dopetnienie kresu dolnego elementéw x i y jest réwne kresowi
gérnemu dopetnief elementéw x i y.

@ Kres dolny elementu x oraz kresu gérnego elementéw x i y jest réwny
elementowi x.

17.6.4. Niech I bedzie rodzina wszystkich podzbioréw zbioru
nieskonczonego X o skonczonych dopetnieniach i niech 95 bedzie algebra
Boole'a wszystkich podzbioréw zbioru X ze zwyktymi teoriomnogosciowymi
operacjami sumy, iloczynu oraz dopetnienia.

o Czy zbiér I jest filtrem, czy ideatem algebry 287

o Czy algebra 9B zawiera jakies atomy lub koatomy?
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7.7 Jezbe (RIP @ i cifteznie
Jezyk KRP a jezyki etniczne

17.7.1. Podaj wyrazenie jezyka KRP odpowiadajace strukturze sktadniowe;j
nastepujacych zdan jezyka polskiego:

@ S3 wstretne prawdy i piekne fatsze.
o Kobiety i mezczyzni maja réwne prawa przy nawiazywaniu i
rozwigzywaniu umowy o prace.

@ Z Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w
Japonii.

@ Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja mysle o mnie.

@ Nikt nigdy nikomu w Zzadnej sprawie nie ufa.
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Jezyk KRP a jezyki etniczne

17.7.2. Odczytaj w jezyku polskim odpowiedniki nastepujacych formut
jezyka KRP, przy podanej interpretacji:

e Vx ((P(x) A =Q(x)) — R(x)); P(x) — x wdycha opary rteci, Q(x)
— x kona, rzezac, pocac sie i moczac, R(x) — x Swiruje jarzabka.

o ¥x (P(x) — (3xy (Q(x,y) — 3x =R(x)))); P(x) — x jest
bezrobotny, Q(x,y) — x jest bogatszy od y, R(x) — x jest
odpowiedzialny za stan gospodarki tego nieszczesnego kraju.

o Vx1VxoVx3VxaVxs ((M(x1, x2,x3) A M(xa, X3, x5)) —
Axe (M(x1, X6, Xa) A M(x5,x2,%6))); M(x,y,z) — y lezy miedzy x
oraz z, przy czym nie jest wykluczone, iz y jest identyczny z x lub y
jest identyczny z z.
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7.7 Jezbe (RIP @ i cifteznie
Jezyk KRP a jezyki etniczne

17.7.3. Ktoére z ponizszych wyrazen sa prawdami logicznymi lub fatszami
logicznymi:

@ Zaden papiez nie byt kobieta.
@ Dawno, dawno temu wszystkie liczby byty wymierne.
o Wspotzyt z najstarsza mieszkanka naszej wsi, ale mieszkat u jej matki.

@ Prawdy wieczne s3 odwieczne.

o Elipsy to takie lekko sptaszczone okregi.
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