DODATEK 2:
DOwWODY NIEKTORYCH TWIERDZEN
DOTYCZACYCH

AKSJOMATYCZNEGO UJECIA
KLASYCZNEGO RACHUNKU ZDAN

Twierdzenie 5.1. Formuta o jest wyprowadzalna ze zbioru formut X wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje skoriczony ciag formut (3, (s, ..., 3,) taki, ze « jest
identyczna z (3,,, a dowolny element ciagu (51, 5, . . ., Bn):

e jest elementem zbioru X, albo
e jest tezg KRZ, albo

e powstal z wyrazow wczesniejszych w tym ciggu w wyniku zastosowania
reguty odrywania lub dowolnej reguty wyprowadzalnej w KRZ.

DowOD.

Nalezy pokazaé, ze zachodzi zaréwno implikacja prosta, jak i odwrotna, da-
jace tacznie tezg twierdzenia.

Dowdd implikacji = jest oczywisty, poniewaz kazdy aksjomat KRZ jest teza
KRZ, na mocy definicji pojeé: tezy i dowodu.

Dla dowodu implikacji < zal6zmy, ze istnieje skonczony ciag

B = <ﬁ17ﬁ?7' e 7ﬁn>
taki, ze « jest identyczna z 3, oraz kazdy element ciggu B:

e jest elementem zbioru X, albo
e jest teza KRZ, albo

e powstal z wyrazow wczesniejszych w tym ciggu w wyniku zastosowania
reguty odrywania RO lub dowolnej reguty wyprowadzalnej w KRZ.
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Trzeba pokazaé, ze X F,.. a, czyli Ze &« ma dowéd w KRZ w oparciu o zbiér
zatozen X.
Budujemy ciag

F: <7117’7127"’77{61772177227"'77527'"77117727"‘7/2”)

taki, ze ;" jest identyczna z 3,, (a wigc ~y,," jest identyczna z «v) oraz dla kazdego
1 <7 < n spelnione s3 warunki:

o jesli 3 € X, to k; = loraz ! = 3;

o jesli §3; jest teza, to ciag (7,72, ...,7) jest dowodem 3; (w oparciu o
zbidr aksjomatéw Ax oraz regute odrywania RO)

e jesli B; powstaje z wyrazow wcezesniejszych w ciagu B poprzez zastosowa-
nie reguly odrywania RO, to k; = 1 oraz v} = [3;

e jesli 3; powstaje z wyrazOw wczesniejszych w ciagu B poprzez zastoso-
wanie jakiej$ reguty wyprowadzalnej (Y, 3;), to ciag (v}, 42, ... 7% jest
wyprowadzeniem tej reguty w KRZ (w oparciu o aksjomaty Ax oraz regute
odrywania RO); w tym przypadku wszystkie elementy zbioru Y sa elemen-
tami ciagu B.

Tak skonstruowany ciag ' jest dowodem formuty o w oparciu o aksjomaty
Ax, zalozenia X oraz regute odrywania RO. PokazaliSmy wigc, ze X F,.. a.
Q.E.D.

Twierdzenie 5.2. Dla dowolnych zbioréw formut X, Y, Z oraz dowolnej formuty
« zachodza nastgpujace warunki:

o (1) kg, jest zwrotna: X F X
® (2) g, jest przechodnia: jesli X ., Y orazY by, Z,to X by, Z

e (3) kg, jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu:
jesli X g, Yoraz X C Z,t0 Z b, YV

e (4) g, jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu:
jesi X Fp,, Yoraz Z C Y, to X by, Z

e (5) 0 Fpp. o wtedy i tylko wtedy, gdy « jest teza KRZ.
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DowOD.

(1) Niech o € X. Wtedy ciag jednoelementowy () jest dowodem o z X, a
wigc X k., a. Poniewaz o byta dowolnym elementem zbioru X, otrzymujemy:
X Fire X

(2) Zatézmy, ze X by, Y oraz Y by, Z. Musimy pokazaé, ze X ty,., «
dla dowolnej o« € Z. Niech zatem o« € Z. Poniewaz Y ., Z, wigc mamy
Y b o Istnieje zatem dowdd a2 Y, czyli ciag B = (4, [, . . ., Bn) taki, ze «
jest identyczna z [3,, oraz kazdy element ciagu B:

e jest elementem zbioru Y, albo
e jest aksjomatem KRZ, albo

e powstal z wyrazéw wczeSniejszych w tym ciggu w wyniku zastosowania
reguty odrywania.

Poniewaz X F,.. Y, wigc kazdy element zbioru Y ma dowdd w oparciu
o zatozenia X. Skonstruujemy teraz nowy ciag I' (bedacy dowodem « z X),
zastepujac w ciagu B elementy ze zbioru Y ich dowodami z X:

L = (1, W Yo Yoy oo s Va2 ooy Yy Yoy e - - YR,

gdzie dla wszystkich 1 < i < n:

e jesli B; € Y, to (7},72,...47) jest dowodem f3; ze zbioru Y (a zatem f3;
jest identyczna z %ki)

e jesli (; jest aksjomatem, to k; = 1 oraz fyf jest identyczna z [3;

e jesli §; powstata z wyrazow wcezesniejszych w ciagu B poprzez zastosowa-
nie reguly odrywania RO, to k; = 1 oraz ’yf jest identyczna z [3;.

Z okreSlenia ciagu I' widac, ze:

e «jest identyczna z %

e kazdy element ciagu ' jest badZ aksjomatem, badZ elementem zbioru X,
badz powstaje z formut wczesniejszych w I' poprzez zastosowanie reguty
odrywania RO.



Tak wigc, I' jest dowodem a z X, czyli X F,. a. Ostatecznie wigc X ;.. Z.

(3) Zatézmy, ze X ty,., Y oraz X C Z. Trzeba pokazac, ze Z t,., Y, czyli
ze kazdy element zbioru Y jest wyprowadzalny z Z. Niech a € Y. Poniewaz
X kg Y wigc istnieje ciag B = (1, o, . .., ) bedacy wyprowadzeniem «
z X. Kazdy element ciaggu B jest badZ aksjomatem, badZ elementem zbioru X,
badZ powstaje z formut wczesniejszych w B poprzez zastosowanie reguty odry-
wania RO. Poniewaz X C Z, wigc ciag B jest takze wyprowadzeniem « z Z,
czyli Z ty,., a. PokazaliSmy zatem, ze Z by, Y.

(4) Zatézmy, ze X ty,., Y oraz Z C Y. Trzeba pokazaé, ze X ., Z, czyli
ze kazdy element zbioru Z jest wyprowadzalny z X. Niech a € Z. Poniewaz
mamy Z C Y, wigc a € Y. Z zalozenia mamy X Fy,., Y, a zatem X ., .
PokazaliSmy w ten sposob, ze X ;.. Z.

(5) Wynika wprost z definicji tezy KRZ oraz relacji ..

Q.E.D.

Twierdzenie 5.3. TWIERDZENIE O DEDUKCJI WPROST (wersja syntaktyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut o, 8 zachodza implikacje:
o (a)Jesli X U{a} Fip, B,t0 X by o — L.
e (b)Jesli X k. a — (3, t0 X U{a} by O

DowoOD.
Dowdéd implikacji (a).
Zatézmy, ze X U {a} k... 0. Pokazemy, ze X Fy,.. a — .
Z zatozenia, istnieje skoniczony ciag I' = (1,72, - - ., Vn) taki, ze:

e [ jestidentyczna z v,

e kazdy element I" jest badZ elementem zbioru X U {«}, badZ aksjomatem
opartym na ktéryms$ ze schematéw (A1)—-(A13), badZ powstaje z wyrazéw
wczesniejszych w I' poprzez zastosowanie reguly odrywania RO.

Konstruujemy ciag
A = <a_>71’a—>72,...,04—>’7n>-

Pokazemy, ze wszystkie elementy ciagu A sa wyprowadzalne z X, tj. ze
X Fgr, @ — ; dla wszystkich 1 <@ < n.

Dowdd bedzie wykorzystywal metode indukcji matematycznej, znang kaz-
demu ze szkoty. Tak wigc, pokazemy, ze:
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o (I) X gy o — 71 (poczatkowy krok indukcji)

o (ID X Fppy o — v dlai < k, gdzie k < n implikuje X b o — Vi
(nastgpnikowy krok indukcji).

Z (1) oraz (II) otrzymujemy, na mocy zasady indukcji matematycznej:
X Frre a0 = Y,
czyli tezg twierdzenia 5.3.(a) (poniewaz 7, jest identyczna z [3).
Dowaod punktu (I). Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:
e 1.1. v jest zalozeniem, czyli 7, € X U {a}

e [.2. v, jest aksjomatem opartym na jednym ze schematéw (A1)—(A13).

Przypadek I.1. Jesli v, € X U {a}, to zachodzi jedno z dwojga:

e Lll.yeX

e 1.1.2. v; € {a}, tj. 71 jestidentyczna z cv.

Nalezy zatem rozwazy¢ kazdy z tych podprzypadkéw.

Podprzypadek 1.1.1. Jesli v; € X, to X ., 71, na mocy zwrotno$ci oraz mono-
tonicznosci relacji Fy,.,. Mamy réwniez: X .. 71 — (o — 71), poniewaz:

e 71 — (a0 — =) otrzymujemy ze schematu (A3): a/v1, (/a; a zatem
O gre 1 — (@ — M)

e skoroy; — (a0 — ) jest wyprowadzalna ze zbioru pustego, to (na mocy
monotoniczno$ci relacji F,..) jest ona wyprowadzalna ze zbioru X.

Mamy zatem X F,.. {71,717 — (o — 71)}. Poniewaz (na mocy reguty od-
rywania) mamy {vy;,71 — (o — 1)} F o — 71, wiec (na mocy przechodniosci
relacji Fy,.,) mamy réwniez: X by, o — 71.

Podprzypadek 1.1.2. Jesli v, jest identyczna z «, pozostaje do udowodnienia, ze
X bFpr. @ — a. Formuta o — « jest teza (teza (T1)), a zatem () F,.. o — «.
Stad, na mocy monotonicznosci relacji by,.,, mamy X Fg,.. o — a.



Przypadek 1.2. Jesli v, jest aksjomatem, to jest tez teza, czyli () -, ;. Podobnie
jak w L1.1., mamy: @ F,. 71 — (@ — ;). Mamy zatem:

@ l_krz {’YIa’yl - (OZ - 71)}

Poniewaz (na mocy reguty odrywania) mamy:

{rmm = (@ — 7)) Free @ — 71,
wiec (na mocy przechodniosci relacji Fy,.) mamy rowniez: () bFp.. o — .
Wreszcie, z monotonicznosci relacji by, mamy: X Fp,.. a — 7

Dowdd punktu (II). Przyjmujemy zatozenie indukcyjne, to znaczy zaktadamy, ze
X Fire a — 7y dlad < k, gdzie £ < n. Trzeba pokazaé, ze X by, o — Yii1.
Mozliwe sa trzy przypadki:

e II.1. ;4 jest zatozeniem, czyli v,41 € X U {a}
o II.2. ;.1 jest aksjomatem opartym na jednym ze schematéw (A1)—(A13)

o II.3. ;11 powstaje z wyrazow wczesniejszych w ciagu [' poprzez zastoso-
wanie reguly odrywania RO.

W przypadkach II.1. oraz I1.2. postgpujemy analogicznie, jak w dowodzie
punktu I (piszac 7,1 W miejsce ;).

Mamy wigc w tych przypadkach: X b, o — Y1,

Trzeba jeszcze rozwazy¢ przypadek 11.3. Jesli ;41 powstaje z wyrazow wcze-
Sniejszych w ciagu I' poprzez zastosowanie reguty odrywania RO, to istniejg ele-
menty 7v,,,, Ym, clagu I' takie, ze m; < k, mo < k oraz zachodzi jeden z dwéch
przypadkow:

® 7, jestidentyczna z v,,, — Vi+1, albo

® 7, jestidentyczna z v, — Vit1-

Poniewaz v,,, oraz -,,, sa wczeSniejsze w ciagu I' od 7441, wigc na mocy
zalozenia indukcyjnego mamy:

o X Fppy @ — 7y, Oraz

o X l_k:rz A — Ymy-



Ma miejsce zatem jeden z dwoch przypadkow:

o X l_k:rz o — (77711 - ’Yk—i—l) 1.X l_krz O — Ymy lub

o X |_k'rz o — (’Ymg - 'Yk—i-l) 1.X l_krz & — Ymgy-
Stad otrzymujemy:

o X l_k:rz {Oé - (/yml - 7k+1)7 a — le} lub
o X |_krz {Oé - (erl - 7k+1)7a - I)/ml}

Zastosowanie reguly sylogizmu Fregego do tych przypadkéw daje:

hd {O./ - (’le - ’Yk’-l-l)a o — 7m1} I_k’rz O — Vi1
b {Oé - (’ym2 - 7k+1)7 o — ’sz} l_krz O — V41

Na mocy przechodnioSci relacji ..., w kazdym z tych przypadkéw otrzymu-
jemy X Fp,.. @ — Y41, co stanowi dowdd nastepnikowego kroku indukcji.
Ostatecznie:
X Frre @ — p,

(poniewaz 7, jest identyczna z [3), czyli udowodniliSmy tez¢ twierdzenia 5.3.(a).
Dowdéd implikacji (b).

Zatézmy, ze X by, a — (. Trzeba pokazaé, ze X U {a} .. 5. Na
mocy monotonicznosci relacji .., (twierdzenie 5.2.(3)), skoro X k.., o — [,
to takze X U {a} Fg.. @ — (. Ze zwrotnosci relacji by,., (twierdzenie 5.2.(1))
mamy {«a} ., «. Stad, ponownie na mocy monotonicznosci relacji .., mamy
X U{a} kg, . To tacznie daje X U {a} b {0 — G, a}.

Poniewaz {&« — f,a} kg, [, wigc na mocy przechodniosci relacji b,
(twierdzenie 5.2.(2)), otrzymujemy X U {a} by, 5.

Q.E.D.



Twierdzenie 5.4. TWIERDZENIE O DEDUKCJI NIE WPROST (wersja syntak-
tyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuty o zachodza réwnowaznoSci:

o (1) X g, v wtedy i tylko wtedy, gdy:
istnieje formuta [ taka, ze X U {a} F,. {5, 70}

o (2) X kg, a wtedy i tylko wtedy, gdy:
istnieje formuta 3 taka, ze X U {—a} b, {5, 25}

DowoOD.
Trzeba udowodni¢ cztery implikacje (implikacj¢ prosta i odwrotng dla kaz-
dego z obu punktow twierdzenia).

Dowod 5.4.1.

Dowod 5.4.1. =

Zatézmy, ze X Fp,.., —a. Na mocy monotonicznosci relacji ., mamy:
X U{a} kg, ma. Na mocy zwrotnosci relacji Fy,., mamy: {a} b, «, a z mo-
notonicznosci relacji Fy,., mamy: X U {a} b, «. Stad: X U{a} b, {a, —al.
PokazaliSmy zatem, ze ze zbioru X U {«a} wyprowadzi¢ mozna parg¢ formut wza-
jem sprzecznych, co koficzy dowod 5.4.1. =-.

Dowod 5.4.1. <

Zal6zmy, ze istnieje formuta [ taka, ze X U {a} by, {5, 25}

Wtedy: X U{a} by, 0 oraz X U{a} k.. 2. Z twierdzenia o dedukcji
wprost mamy: X Fp,.. « — foraz X by, « — —f3, czyli:

X |_k'rz {Oé - 5705 - _'5}

Mamy takze: {a — (3, — =} by, -, poniewaz:

. a—p zatozenie
2. a— ~f zatozenie
3. (a—=p)— ((aa— —p) = -a) (T11)

4. (a0 — —=p) — -« RO: 3,1
5. -« RO: 4,2.

Z X b, {a — B, — =} oraz {a — [, — =} Fge. D, na mocy
przechodniosci relacji F,.,, mamy: X k., —a, co koinczy dowdd 5.4.1. <.



Dowdd 5.4.2.

Dowod 5.4.2. =
Zatézmy, ze X k., a. Trzeba pokazaé, ze istnieje formuta 3 taka, ze

X U{—-a} b {58, 6}.

Z monotonicznosci relacji ., mamy: X U {—-a} b, a. Na mocy zwrotno-
Sci relacji ., mamy: {-a} by, —a, a z monotonicznosci relacji ., mamy:
X U {-a} kg ma. Stad: X U {-a} Fg. {o, -a}. PokazaliSmy zatem, ze
ze zbioru X U {—a} wyprowadzié mozna pare formul wzajem sprzecznych, co
koniczy dowdd 5.4.2. =.

Dowod 5.4.2. <

Zalézmy, ze istnieje formuta 3 taka, ze X U {—-a} k.. {5,70}. Trzeba
pokazaé, ze X kg, .

Z zatozenia mamy: X U {—a} Fy,., §oraz X U{—-a} k., 5. Z twierdzenia
o dedukcji wprost mamy: X Fy,., ma — [ oraz X Fyp., o — =0, czyli
X b {0 — B,ma — —F}. Mamy takze: {-~a — §,-a — =0} b a,
poniewaz:

1. ~a—f zalozenie

2. —a— —f zatozenie

3. (ma—f0)— ((ra— —=p) = ——a) (Tl): a/-«
4. (ma — 2f) - "« RO: 3,1

5. -« RO: 4,2

6. a— (T4)

7. « RO: 6,5.

Z X btpr, {0 = 8,00 —» =} oraz {a — [,a — =8} kg @, na mocy
przechodniosci relacji .., mamy: X ;. o, co koficzy dowdd 5.4.2. <.
Q.E.D.

Twierdzenie 5.5. Relacja inferencyjnej rtownowaznosci formut ~ ma nastgpujace
wlasnosci:

e (a) ~ jest relacja rownowaznoSci w zbiorze Fixryz.
e (b)Jesli a ~ (i « jest teza KRZ, to takze (3 jest teza KRZ.

e (c) Dla dowolnych formut o, 3, oy, ag, (1, G-



(cl)jesli a = (3, to ~a = =3,

(c2)jesli g &~ [1iag = [P, t0 iy Ay = 1 A P,
(c3)jesliay =~ Briag = fPa,to aq V ayg = (1 V P,
(cd)jesliay =~ B iy = B, t0 0 — a7 = 1 — (o,

(cS)jesliay =~ f1iag = [P, t0 ) = 1 = 1 = [o.
e (d) Dla dowolnych formut a, 3:

(d1) jesli a i 3 sg alternatywami elementarnymi, to istnieje alternatywa
elementarna ~y taka, ze a« V 3 = v,

(d2) jesli i 3 sa w kpn, to istnieje formuta v w kpn taka, ze a A 3 = 7,

(d3) jesli a jest w kpn, a (3 jest alternatywa elementarna, to istnieje formuta
v w kpn taka, ze o V 3 & 7,

(d4) jesli a1 3 sa w kpn, to istnieje formuta v w kpn taka, ze o V 5 = 7,

(dS) jesli «v jest alternatywa elementarna, to istnieje formuta v w kpn taka,
7e o &,

(d6) jesli «v jest w kpn, to istnieje formuta v w kpn taka, ze ~«a ~ .

e (e) Kazda formufa jest inferencyjnie réwnowazna pewnej formule w kpn
(koniunkcyjnej postaci normalne;j).

e (f) Kazda formuta jest inferencyjnie réwnowazna pewnej formule w apn

(alternatywnej postaci normalnej).

DoOwOD. (Szkic.)

(a) Dla dowodu, ze ~ jest relacja rtOwnowaznoSci w zbiorze Fx py trzeba pokazac,
ze jest to relacja: zwrotna, symetryczna oraz przechodnia. Oznacza to, iz musimy
wykazac, ze dla dowolnych formut «, ( oraz ~:

L (al) l_krz o=«
o (22)jesliFp. a = B, toFps B=a

e (a3)jesliFg., a = foraz by, B =7,t0 g, a = 7.
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Punkt (al) wynika bezposrednio z tezy (T1) oraz aksjomatu (A12). Zatem
relacja ~ jest zwrotna.

Punkt (a2) wynika z faktu, ze (« = ) — (8 = «) jest teza KRZ:
a=f)

1.

Nk v

(B—a)—= ((a—p) = (B=a))
(ﬁ&_—> B)— (B=a)

Zatézmy, ze b, o = 3. Na mocy powyzszego dowodu mamy:

l_krz (O[ = ﬁ) - (ﬁ

zatozenie

(A10)

(A11)

RO: 2,1

RO: 3,1

(A12) a/B, B/a
RO: 6,5

RO: 7.,4.

=a).

Poniewaz {a = 3, (a = ) — (8 = a)} b 0 = «, wige otrzymujemy stad
Fir. O = . PokazaliSmy zatem, ze relacja ~ jest symetryczna.

Dla dowodu (a3) zatézmy, ze .., a = 3 oraz .. § = . Pokazemy
najpierw (korzystajac z twierdzenia o dedukcji wprost), ze wtedy Fp,.. a — :

1.

e R i

a=pf
B=n
«
(a=p
a— f3
B=y
B —
B
Y

) = (= 1)
)= (B —7)

zatozenie
zatozenie
zatozenie
(A10)
RO: 4,1

(AL0) a/B3, B/~

RO: 6,2
RO: 5,3
RO: 7.8.

W analogiczny sposoéb pokazujemy, ze .. 7 — «, a nastgpnie korzystamy z
aksjomatu (A12) dla uzyskania F,., o = ~. Tak wigc, relacja ~ jest przechodnia.

(b) Niech a =~ [ i niech « bedzie teza KRZ. Musimy pokazaé, ze (3 takze jest teza

KRZ.

Z zalozenia mamy: b, a = [ oraz b, a.
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5.

b e

a=p

«
(@=p) = (a—p)
a— [

B

zatozenie
zatozenie
(A10)
RO: 3,1
RO: 4,2.

PokazaliSmy wigc, ze {a = (3, a} b, 3, co konczy dowdd punktu (b).

Na marginesie zauwazmy, ze na wyktadzie pokazano wyprowadzalnos¢ reguty

{Of = /876} |_k:7"z (07

4.
5.

W=

a=p

g
(a=p) = (B—a)
f—a

«

zatozenie
zatozenie
(A12)
RO: 3,1
RO: 4,2.

(c) Dowdd, ze ~ ma wtasnoSci (c1)—(c5) polega na wykazaniu, iz tezami KRZ sa:

(

(a1 =5
(a1 = B
(a1 =5
(a1 =5

) = ((a2 = 5
) = ((a2 = 5
) = ((a2 = f2
) — (a2 = [

) = ((aa Aag) = (61 A Br)))

) = (V) = (61 V (r)))

) = (1 = a2) = (61 — (2)))
) = (= a2) = (61 = 2)))-

Proponujemy stuchaczom samodzielne wyprowadzenie tych tez.

(d) Dowody wtasnosci (d1)—(d6) przeprowadzamy stosujac indukcje strukturalng
po budowie formut. Zobacz: BATOG 1999, 71-82.

(e), (f) Dowody tych punktéw, wykorzystujace punkt (d), znajdujemy w podrecz-
niku BATOG 1999, 82-87. Zobacz tez monografi¢: POGORZELSKI 1975, 85-97.

Przy okazji, przypomnijmy, ze tezami KRZ sa:

(a=p)=

(= f)

—(aNp) =

((a = B) A
= ((ma) v )
(mar v =5)

(6 —a))
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o (aVp)=(nanp)

o 1TIX = X

e (@V(BAY) = ((@VB)A(aVn)
e (@A(BVY) = ((@AB)V (@A)

Tezy te wykorzystywac¢ mozna przy przeksztalcaniu dowolnej formuty do in-
ferencyjnie jej r6wnowaznej formulty w kpn lub w apn.
Q.E.D.

Twierdzenie 5.6. (TWIERDZENIE O TRAFNOSCI AKSJOMATYKI.) Kazda teza
KRZ jest tautologia KRZ.

DOwOD. Niech « bgdzie teza KRZ. Musimy pokazaé, ze « jest tautologia KRZ.
Poniewaz « jest teza, wigc istnieje skoriczony ciag I' = (71,72, ..., ¥s) taki,
ze:

e « jest identyczna z -y,

e kazdy element I jest badZ aksjomatem opartym na ktéryms ze schematéow
(A1)—(A13), badZ powstaje z wyrazow wczesniejszych w [' poprzez zasto-
sowanie reguty odrywania RO.

Pokazemy, stosujac indukcj¢ matematyczng, ze kazdy element ciagu I' jest
tautologia KRZ.

L. Poczqtkowy krok indukcji. Pierwszy element ciagu ' musi by¢ aksjomatem.
Poniewaz kazdy aksjomat jest tautologia KRZ (co tatwo sprawdzi¢), wigc 7, jest
tautologia.

II. Nastepnikowy krok indukcji. Zaktadamy, ze wszystkie elementy ciagu I’
do miejsca £ < n sa tautologiami. Musimy pokazal, ze 7,1 jest tautologia.
Mozliwe sa dwa przypadki:

o (i) Y1 jest aksjomatem

e (il) Vx4+1 powstata z wyrazOw wczesniejszych w I' poprzez zastosowanie
reguty odrywania RO.

W przypadku (i) v, 1 jest oczywiscie tautologia.
W przypadku (ii) istnieja m; < k oraz msy < k takie, ze:
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® 7, jestidentyczna z v,,, — Vi1 lub

® 7, jestidentyczna z vy,,, — Vit1-
Z zalozenia indukcyjnego mamy:

® Vi, — Vk+1 OrazZ Yy, sa tautologiami lub

® Vi, — Vk+1 OTazZ Yy, sa tautologiami.

Poniewaz reguta odrywania RO zachowuje wtasno$¢ bycia tautologia, wigc
Yi+1 jest tautologia. W szczegdlnosci, -, jest tautologia. Poniewaz v, jest iden-

tyczna z «, konczy to dowdd twierdzenia.
Q.E.D.

Twierdzenie 5.7. (TWIERDZENIE LINDENBAUMA-ASSERA.)

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuty a: jesli X ¥y, a, to istnieje
zbiér L*(X) o nastgpujacych wiasnosciach:

o (D¢ LX)

e (2) X C L*(X)

e (3) dla kazdej formuly 8: jesli L*(X) by 5, to B € LX)

e (4) dla kazdej formuly 3: jesli 8 ¢ L*(X), to L*(X) U {8} Fprs c.

DowOD. Wszystkie formuly jezyka KRZ mozemy ponumerowac i ustawi¢ w
nieskonczony ciag przeliczalny:

['= <’717727"'77n7"'>'

Zatézmy, ze X Fy,.. a. Zdefiniujemy najpierw rodzing R = {X; : i € N} w
sposOb nastgpujacy:

L4 Xlz{ﬁ:Xl_krzﬁ}
e jesli X, U {’yk} Frre o, to Xgyp = Xi

® ]Céh ch U {'714:} J’ékrz a, to Xk—i—l = {5 : Xk U {'Wc} I_k:rz (5}
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Pokazemy teraz, ze wszystkie elementy rodziny R maja nastgpujace wlasno-
Sci:

o (A) X} C Xpq1.
e B) o ¢ X;.
e (C) Dla dowolnej formuty 5: jesli Xj, Fy,.. 3,to 5 € X;.

Dowdd (A). Niech 3 € X}. Pokazemy, ze § € X, 1. Mozliwe sa dwa przypadki:

L4 (al) Xk’ U {Vk} l_krz (6%
o (a2) Xy U {V} Fir» .

W przypadku (al) mamy: X, = X1, awigc € Xpiq.

W przypadku (a2) mamy: X;,1 = {0 : X3 U{V} Fg» d}. Poniewaz (z zato-
zenia) 0 € X, wiec (ze zwrotnosci by,..): X Fp,.. (. Zatem (z monotonicznoSci
Frr.) mamy: Xy U {vx} Frr. 5. Ato oznacza, ze € Xpi1.

Dowdd (B). Przeprowadzimy dowdd metoda nie wprost. Przypusémy, ze o € X,
dla pewnego k € N. Wtedy istnieje najmniejsze takie k, niech bedzie nim k.
Stad zbior X}, bylby najmniejszym zbiorem w rodzinie R takim, ze o € Xj,. Z
zatozenia mamy o ¢ X, a wigc kg > 1. Oznaczato, ze o € Xy, oraz a ¢ Xp,_1.
Mamy wigc: Xy, # Xk,—1. Na mocy definicji rodziny R mamy:

o (i) Xpo—1 U {Vkg—1} Frre
o (i) Xiy = {01 Xpo—1 U{Vko—1 Frz 0}

Jednak skoro o € Xy, to Xg, 1 U {Vky-1} Frr. . Otrzymujemy zatem
sprzeczno$¢. Ostatecznie, o ¢ X, dla wszystkich X € R.

Dowdd (C). Tu z kolei przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

(CI) Poczatkowy krok indukcji. Zatézmy, ze X; Fy,., (. Pokazemy, ze 3 € X;.

Skoro X k.., (3, to istnieje skoriczony ciag B = (1, 3o, . . ., 3,) taki, ze (3
jest identyczna z (3, a kazdy element tego ciagu jest badZ aksjomatem, badzZ za-
tozeniem (czyli elementem zbioru X), badZ powstal z wyrazéw wczesniejszych
w tym ciagu poprzez zastosowanie reguty odrywania RO. Niech 3;,, 5i,, ..., 5.
beda wszystkimi zatoZeniami wystgpujacymi w ciagu B (czyli elementami zbioru
X5).
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Wtedy {5, Biy, -, 0i,,} € Xy oraz {5, Biy, -+, Bi,,} Frrn 3. Poniewaz
X1 ={0: X kg, 0}, wigc (na mocy twierdzenia 5.2.4.):

X l_krz {ﬂipﬁiza s o 7/8im}'

Z przechodnioSci relacji F,., otrzymujemy X by, 3, czyli 8 € X;.

(CI) Nastepnikowy krok indukcji. Zaktadamy, ze: jezeli Xy Fp,.. 5, t0 3 € X;.
Musimy pokazaé, ze: jezeli X1 Fir. 3,10 3 € Xpiq.
Zatézmy, ze X1 Frr. 8. Sa dwie mozliwoSci:

o (cl) Xy = Xp1
[} (02) Xk == {5 : Xk U {’}/k} |_krz (5}

W przypadku (c1) mamy natychmiast € Xj.;, na mocy zatozenia induk-
cyjnego.

W przypadku (c2) mamy X; = {0 : Xp U {w} Fgrr 0} 1 Xpy1 Frre 5
Skoro Xji1 Fir» 0, to istnieje skonczony ciag B = (4, s, . .., O,) taki, ze [
jestidentyczna z (3, a kazdy element tego ciagu jest badZ aksjomatem, badz zato-
zeniem (czyli elementem zbioru X, ), badZ powstat z wyrazéw wczesniejszych
w tym ciagu poprzez zastosowanie reguty odrywania RO. Niech 3;,, B;,,. .., 5,
beda wszystkimi zatoZeniami wystgpujacymi w ciagu B (czyli elementami zbioru
Xiy1)-

Wtedy {5, Biys - - - Bin, } C Xiy1 oraz {0, Biys - - -, Bin, } Frre 0. Z definicji
zbioru X1 mamy: X U {v} Frre {Birs Bin, - - -, B, }- Z przechodniosci relacji

. Ootrzymujemy X U {7} brre 5, czyli 5 € Xjiq.
Rodzina R postuzy teraz do definicji zbioru L*(X') wystgpujacego w twier-

dzeniu 5.7. Niech:
LX) = Jr

Trzeba pokazaé, ze zbior L*(X) ma wlasnosci wymienione w twierdzeniu
5.7.
(1). Pokazemy, ze o ¢ L*(X).

Przypusémy (nie wprost), ze « € L*(X). Z zatozenia twierdzenia, mamy
X P o, awige v ¢ X. Skoro o € L*(X), to o € |R. Istnieje zatem k € N

taka, ze a € Xj. Jest to jednak sprzeczne z udowodniong wczesniej wlasnoscia
(B). Tak wigc, v ¢ L¥(X).

(2). Inkluzja X C L*(X) jest oczywista, na mocy definicji zbioru L*(X).
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(3). Zatézmy, ze L*(X) F,. 0. Musimy pokazaé, ze § € LY(X).

Skoro LY(X) b [, to istnieje skoficzony ciag B = (01, o, . . ., Bn), ktory
jest wyprowadzeniem (dowodem) formuty 3 ze zbioru L*(X).

Niech 3;,, Bi,, - - -, B:,, beda wszystkimi zatozeniami w tym dowodzie (tj. ele-
mentami L*(X)). Poniewaz X C X, oraz zbiory X} tworza C-taficuch wstepu-
jacy (zob. wlasnos¢ (A)), wigc istnieje ig > 1 taka, ze {3, Bi,, - - -, Bi,, } € Xy

Stad Xio I_krz {ﬁu ’ Big) s 7ﬂim} oraz {5i176i27 s aﬁim} l_k:rz ﬁ Na mocy
przechodniosci relacji by, mamy wiec: X, ki, 5. To oznacza (na mocy
wiasnosci (C)), ze § € X;,. Poniewaz X;, C L%(X), wigc mamy ostatecznie:
g e L*(X).

(4). Musimy teraz pokazaé, ze dla dowolnej formuty 3: jesli 5 ¢ L%(X), to
LX) U{B} Frs .

Niech § ¢ L*(X). Poniewaz ciag I" byt wyliczeniem wszystkich formut jg-

zyka KRZ, wigc istnieje taka liczba naturalna n, ze 3 jest identyczna z v,,. WeZmy

pod uwage zbiér X, ;. Na mocy definicji rodziny R, zachodzi jeden z dwéch
przypadkow:

. (4a) X1 = X,

Przypadek (4a) zachodzi, gdy X,, U {Vn} Fir. . Wtedy X, U {0} by
(poniewaz (3 jest identyczna z ,,). Z monotonicznosci relacji ,., mamy wtedy:
L*(X) U {B} Fpr. o, ato wlasnie nalezato udowodnic.

Zauwazmy jeszcze, ze skoro 3 ¢ L*(X), to przypadek (4b) jest wykluczony.
Poniewaz 3 jest identyczna z ,,, wigc {7V, } Frr. 0, anadto X, U {~,} b 5.
Mamy zatem: § € {J : X, U{v,} Fir- 0}. Oznacza to, na mocy definicji rodziny
R, ze f € X, 11, a wigc automatycznie 5 € L%(X), co przeczy poczynionemu
zatozeniu.

Q.E.D.

Twierdzenie 5.8. Dla dowolnych formut «, 3, v oraz zbioru formut X zachodza
rownowaznosci:

o (1) BNy € LX) wttw, gdy (5 € L*(X) oraz y € L¥(X))
o (2)BV~ye L*X) wttw, gdy (6 € L*(X) lubvy € L*(X))

e 3) 5 — v € LYX) wttw, gdy (jesli 8 € LY(X), toy € LY(X))
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e (4 [ =~ € L¥X) wttw, gdy (f € L*(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
v € LX)

e (5) = jest elementem L(X) wttw, gdy (3 nie jest elementem L (X ).

DowOD. Dla kazdego z punktéw (1)—(5) udowodni¢ nalezy implikacj¢ prosta i
odwrotna.

Dowdd (1).

Dowid =-.
Zatézmy, ze B Ny € L*(X). Wtedy L*(X) Fg,. B A y. Nadto:

o LX) Frre (BA7) — B((AD): /B, B/7)
o LX) by (BA7Y) — v ((AS): /B, B/Y)

Poniewaz {SA7, (BAY) — 5, 6A\Y) — v} Fire {53, 7}, wige z przechodniosci
relacji k,., wynika, ze L*(X) F,.. {3,7}. Oznacza to, ze:

o [%X) by, [ oraz

o LX) Frpy -

Na mocy twierdzenia 5.7.(3) mamy stad, ze: § € L*(X) oraz v € L*(X).
Dowid .

Zatézmy, ze § € L*(X) oraz v € L*(X). Na mocy twierdzenia 5.2.(1) oraz
5.2.(3) otrzymujemy stad:

o [%X) by, [ oraz
o LX) Fps 7.

Zauwazmy, ze formuta § — (v — (8 A 7)) jest teza KRZ (otrzymujemy ja
z (T15) przez podstawienie /3, [3/7). Poniewaz 0 by, B8 — (v — (B A 7)),
wigc (z monotonicznosci by,..) takze LY(X) Fgo 8 — (v — (B A7y)). Mamy
zatem: L*(X) by {8 — (v — (BA7)),0,7}. Latwo pokazaé (stosujac
dwukrotnie regutg odrywania RO), ze: {5 — (v — (BA 7)), 5,7} Free B A 7.
Z przechodniosci relacji by, mamy L*(X) by, B A 7. Wreszcie, na mocy
twierdzenia 5.7.(3) otrzymujemy stad, ze: 5 Ay € L*(X).
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Dowdd (2).

Dowod =-.

Dowd6d przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatézmy, ze Vv € L*(X)
i przypusémy, ze: § ¢ L®(X) oraz v ¢ L%(X). Skoro Vv € L*X), to
L*(X) Fgre BV y. Z przypuszezen, iz § ¢ L*(X) oraz v ¢ L*(X) oraz z
twierdzenia 5.7.(4) wynika, ze:

o L*(X)U{B} Fpr. cxoraz
o LYX)U{} Firs .
Na mocy twierdzenia o dedukcji wprost otrzymujemy stad, ze:

o [%X) bFgp, B — aoraz
o LX) Fpray —

Zauwazmy, ze ) b, (0 — a) — ((y = a) — ((#Vy) — «)), poniewaz
(B—a) = ((y = a) = ((BV~y) — «a)) jest podstawieniem aksjomatu (A9):
a/3, 3/a. Z monotonicznosci relacji by,., mamy zatem:

LX) Firz (B = @) = (v = @) = (V) = )).
Otrzymujemy wigc:
LX) bz {BV Y, 8 =,y = o, (B — ) = (v = @) = (BV ) = o))}
Stad, przez trzykrotne zastosowanie regulty odrywania RO, otrzymujemy:
{Bvr.f—ay—=a(@—a) —=((y—a) = {(BVYy)—a)}F o

Z przechodniosci relacji F,, mamy: L®(X) by, «, a stad, na mocy twierdzenia
5.7.(3) otrzymujemy: o € L%(X). To daje sprzecznos¢ z twierdzeniem 5.7.(1) i
koniczy dowdd. Przypuszczenie nie wprost trzeba odrzucié. PokazaliSmy zatem,
ze: f € L*(X) luby € L¥X).

Dowid +.
(i) Zat6zmy, ze § € L*(X). Oznacza to, ze L*(X) ;.. 5. Mamy réwniez:
LX) Fipe B — (B V), bo:
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e formulg 5 — (5 V ) otrzymujemy z aksjomatu (A7) przez podstawienie

a/B, B/y

e relacja k., jest monotoniczna.

Mamy wige L*(X) Fg. {5,8 — (BV )}

Poniewaz {3, — (6V 7)} Firz BV 7, wige L*(X) by §V . Na mocy
twierdzenia 5.7.(3) otrzymujemy, ze 5V v € L*(X).

(ii) Zatézmy, ze v € L*(X). Oznacza to, ze L*(X) .. 7. Mamy réwniez:
LQ(X) l_krz v (ﬁ vV 7)’ bo:

e formute v — (5 V ) otrzymujemy z aksjomatu (A8) przez podstawienie

a/B, B/

e relacja b, jest monotoniczna.

Mamy wige L*(X) bz {7,7 — (BV )}
Poniewaz {7,y — (8V )} Frr= BV 7, wiec L(X) by 3V 7. Na mocy
twierdzenia 5.7.(3) otrzymujemy, ze 3V v € L*(X).

Dowdd (3).

Dowod =.

Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatézmy, ze § — v € L*(X)
oraz # € L*(X) i przypusémy, ze v ¢ L“(X). Na mocy zwrotnosci i monoto-
nicznosci Fy,, mamy: L*(X) by, {6 — 7, 0}. Poniewaz {3 — v, 8} Frre 7s
wigc z przechodniosci by, mamy: L*(X) by, 7. A to oznacza, na mocy twier-
dzenia 5.7.(3), ze v € L%(X). OtrzymaliSmy sprzecznos$¢ z przypuszczeniem,
ktére zatem nalezy odrzucié. Ostatecznie: jesli 5 — v € L%(X), to jezeli
B e L*X), toréwniez v € L*(X).

Dowod <.
Zatézmy, ze: jesli f € L%(X), to réwniez v € L*(X). Oznacza to, ze
zachodzi alternatywa:

o (1) B¢ LX) lub

e (2)y e L¥X).
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Trzeba rozpatrzy¢ oddzielnie kazdy z tych przypadkow.

Przypadek (1). Prowadzimy dowdd metoda nie wprost. Zatézmy, ze 5 ¢ L*(X)
i przypusémy, ze 3 — v ¢ L*(X).

Poniewaz f — v ¢ L%(X), wiec L*(X) U {S — ~} k- a, na mocy
twierdzenia 5.7.(4). Stad, na mocy twierdzenia o dedukcji wprost, otrzymujemy
LX) b (B — v) — a. Skoro g ¢ LY(X), to L%(X) U{B} Fg «, na
mocy twierdzenia 5.7.(4). Ponownie korzystajac z twierdzenia o dedukcji wprost,
otrzymujemy: LY(X) b, f — a. Zatem L*(X) b, {(B — v) — a, 8 — a}.

Jak pamigtamy z wyktadu, formuta ((« — 5) — v) — (o — v) — )
jest teza KRZ (teza (T17)). Dokonujac w (T17) podstawienia /3, 3/, v/«
otrzymujemy, na mocy monotonicznosci relacji Fg,;..:

LX) Frrz (B = 7) = @) = (6 — @) = a).

PokazaliSmy wigc, ze:

LX) Frre {(B = 7) = 0,0 =, (=) = a) = ((B—a) = a)}.

Ponadto (jak tatwo sprawdzi¢, stosujac dwukrotnie regute odrywania RO):

{B—=7)—a,f—a(B—7)—a)=(f—a)—a)} b a

Z przechodniosci relacji by, otrzymujemy: L*(X) Fy,.. . Stad, na mocy twier-
dzenia 5.7.(3) mamy: o« € L%(X), a to jest sprzeczne z twierdzeniem 5.7.(1).
Tak wigc, przypuszczenie, ze § — 7 ¢ L%(X) nalezy odrzucié¢. Ostatecznie:
B — v € LYX).

Przypadek (2). Niech v € L*(X). Wtedy L*(X) b, 7. Na mocy reguty
poprzedzania RPp mamy: {7} .. 5 — 7. Z przechodnioSci relacji b, otrzy-
mujemy L*(X) k.. 6 — 7. Wreszcie, na mocy twierdzenia 5.7.(3), mamy:
B — e L*(X).

Dowaéd (4).

Dowéd =
Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

e (1) Zaktadamy, ze § = v € L*(X) oraz § € L*(X). Nalezy wtedy poka-
zaé, ze v € L¥(X).

e (2) Zaktadamy, ze f = v € L*(X) oraz v € L*(X). Nalezy wtedy poka-
zaé, ze f € L*(X).
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Przypadek (1). Na mocy przyjetych zatozen oraz twierdzenia 5.7.(3) mamy:
o LX) kg, = oraz
L4 La(X) l_k'rz ﬁ

Z aksjomatu (A10) (przy podstawieniu «/3, [3/7) oraz z monotonicznosci
relacji Fy,., otrzymujemy: LY(X) ... (6 =7) — (8 — 7). Mamy wigc:

LQ(X) l_krz {ﬁ?ﬁ =7, (ﬂ = 7) - (ﬁ - ’7)}

Ponadto, jak tatwo sprawdzi¢ (stosujac dwukrotnie regute odrywania RO):

Z przechodniosci relacji by, otrzymujemy L*(X) F,.. v, a stad, na mocy twier-
dzenia 5.7.(3): v € L*(X).

Przypadek (2). Na mocy przyjetych zatozen oraz twierdzenia 5.7.(3) mamy:
o [%X) kg, B =roraz
o LX) Frps -

Z aksjomatu (All) (przy podstawieniu «/3, (3/7) oraz z monotonicznoSci
relacji k., otrzymujemy: LY(X) .. (6 =7) — (v — (). Mamy wigc:

LX) P {7, 8=, (B=7) — (v — B)}

Ponadto, jak fatwo sprawdzi¢ (stosujac dwukrotnie regut¢ odrywania RO):

1,8=7B=7) —(v— 8)} Fi 6.

Z przechodniosci relacji ;.. otrzymujemy L®(X) ... 3, a stad, na mocy twier-
dzenia 5.7.(3): § € L*(X).

Dowod <.

Zatézmy, ze: [ € L*(X) wtedy i tylko wtedy, gdy v € L*(X). Musimy
pokazac, ze f = v € LY(X).

Z przyjetych zatozen wynika, ze:
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e jesli f € L*(X),toy € L*(X) oraz
e jesliy € LY(X), to g € L*(X).
Na mocy wyzej udowodnionego punktu (3) twierdzenia 5.8. otrzymujemy:
o 3 — e L*X)oraz
o v — e L*X).
Z powyzszego (oraz z twierdzenia 5.7.(3)), mamy:
LX) Frrs {8 — 7,7 — B}

Dokonujac w (A11) podstawienia /3, 3/ i korzystajac z monotonicznosci
relacji ;.. otrzymujemy: LY(X) Fg. (B — ) — (v — 6) — (B = 7).
PokazaliSmy zatem, ze:

LX) b B =7 7= B,(8—7) = ((y—=8) = (B=7)}

Dwukrotnie stosujac regut¢ odrywania RO pokazujemy, ze:

B=7v=06B—7—->((r—0 —B=7)}t k- B=7.

Z przechodniosci relacji .., otrzymujemy L*(X) Fy,.. 3 = 7, a stad, na mocy
twierdzenia 5.7.(3) dostajemy ostatecznie § = v € L*(X).

Dowdd (5).

Dowéd =
Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zalézmy, ze [ jest elementem
L*(X) i przypusémy, ze —(3 takze jest elementem L(.X ). Wtedy:

o [%X) by, 0 oraz
d LQ(X) l_krz ﬁ

Podstawiajac w (T3) /3, [/« i korzystajac z monotonicznosci relacji b,
otrzymujemy: L%(X) Fg., =8 — (8 — «). Stad mamy:

LQ(X> F ez {_'ﬁuﬁu _'ﬁ - (ﬁ - Oé)}
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Dwukrotne zastosowanie reguty odrywania RO pokazuje, ze:

{_'ﬁaﬁa _‘ﬁ - (ﬂ - a)} l_krz .

Stad, na mocy monotonicznosci relacji .., mamy: L*(X) by, a. To jednak jest
sprzeczne z twierdzeniem 5.7.(1). Przypuszczenie, ze —f jest elementem L(X)
trzeba odrzucié. Ostatecznie zatem: — (3 nie jest elementem L(.X).

Dowod <.

Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatézmy, ze —( nie jest elemen-
tem L(X) i przypusémy, ze ( takze nie jest elementem L*(X ). Wtedy, na mocy
twierdzenia 5.7.(4):

o [%(X)U{B} kg, v oraz

o LYX)U{-0} Fgr

Stad, na mocy twierdzenia o dedukcji wprost, otrzymujemy:
o [%X) Fgp, 8 — aoraz

o LX) by 28 — .

Dokonujac w (T16) podstawienia /3, 3/« i korzystajac z monotonicznosci
relacji ., otrzymujemy:

LX) Frrz (B = @) = (28 — a) = a).
PokazaliSmy wigc, ze:
LX) Frre {8 = 0,28 = o, (f — a) = (=6 — @) = a)}.
Dwukrotne zastosowanie reguty odrywania RO pokazuje, ze:
{f—-a,~f—a(B—a)—=((F—a)—=a)}ba

Stad i z przechodniosci relacji ., wynika, ze L*(X) k., o. Na mocy twierdze-
nia 5.7.(3) oznacza to, ze o € L%(X), co jednak jest sprzeczne z twierdzeniem
5.7.(1). Przypuszczenie, ze (3 nie jest elementem L(X) trzeba zatem odrzucié.
Ostatecznie, 3 jest elementem L*(X).

Q.E.D.
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Twierdzenie 5.9. (TWIERDZENIE O PELNOSCI KRZ.)

Dla dowolnej formuly « zachodzi réwnowaznos$¢: « jest teza KRZ wtedy i
tylko wtedy, gdy « jest tautologia KRZ.

DowOD.
Nalezy udowodni¢ implikacje¢ prosta oraz odwrotna, sktadajace si¢ na tezg 5.9.

Dowod =.
Dowdd tej implikacji to dowdd twierdzenia o trafhoS$ci aksjomatyki (twierdze-
nia 5.6.), ktory juz przeprowadziliSmy.

Dowod <.

Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatézmy, ze formuta « jest tau-
tologiag KRZ i przypusémy, ze « nie jest teza KRZ.

Poniewaz « nie jest teza, to () ¥y, «. Istnieje zatem «-relatywny nadzbiér
Lindenbauma L®(()) o wiasnos$ciach podanych w twierdzeniach 5.7. oraz 5.8.

Niech h : Fxrz — {0, 1} bedzie funkcja charakterystyczng zbioru L((), tj.
dla kazdego 8 € Fkrz:

o h(B)=1,gdy 3 € L*(0)

* h(B)=0,gdy 3 ¢ L*D).

Pokazemy, ze:

e (1) h(ar) =0 oraz

e (2) h jest wartoSciowaniem formut jezyka KRZ.

Punkt (1) wynika bezposrednio z definicji ~ oraz z twierdzenia 5.7.(1), ponie-
waz o ¢ L*(().

W dowodzie punktu (2) korzystamy z twierdzenia 5.8. Trzeba pokazacl, ze
funkcja h spetnia warunki definiujace wartosciowania w KRZ, tj. ze:

e (2.1.) h(B N vy) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(3) = 1ih(y) =

e (2.2) h(B V) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(3) =0ih(y) =0

e (2.3) h( — ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(8) = 1ih(y) =0
(6=

e (24) h(B =) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(5) = h(y)
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e (2.5.) h(=B) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(5) = 0.

Dowdd (2.1.).

h(B A v) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy 5 A~y € L*(()). Na mocy twierdzenia
5.8.(1), B A~y € L*(D) wtedy i tylko wtedy, gdy: 3 € L*(@) i~ € L*((). To
oznacza, na mocy definicji funkcji h, ze h(5) = 11 h(y) = 1.

Dowad (2.2.).

h(B V ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 5V v ¢ L*()). Na mocy twierdzenia
5.8.2), B A~ ¢ L*(0) wtedy i tylko wtedy, gdy: 3 ¢ L*(0) i~ ¢ L*((). To
oznacza, na mocy definicji funkcji h, ze h(5) = 01 h(y) = 0.

Dowod (2.3.).

h(3 — ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 5 — v ¢ L*(0)). Na mocy twierdze-
nia 5.8.(3), B — v ¢ L®(0) wtedy i tylko wtedy, gdy: 3 € L*(0) i~ ¢ L*((). To
oznacza, na mocy definicji funkcji h, ze h(5) = 11 h(y) = 0.

Dowod (2.4.).

h(B = v) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy 3 = v € L*(0)). Na mocy twierdzenia
5.8.(4), B =~ € LY(D) wtedy i tylko wtedy, gdy: 3 € L*(0) wtedy i tylko wtedy,
gdy v € L*(D). Zachodzi to w dwéch przypadkach:

o (B e L¥0)iye L*0) lub

o ()3 ¢ LD)ivy ¢ L)

Na mocy definicji funkcji h mamy stad:
o h(B)=1ih(y)=11lub

e h(B)=0ih(y)=0.

Mamy zatem:

o h(B) = h(y) =11lub

o W(B) = h(y) =0.

Ostatecznie, mamy: h(3) = h(y).
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Dowad (2.5.).

h(=3) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy —03 jest elementem L*(()). Na mocy
twierdzenia 5.8.(5), =3 jest elementem L“(()) wtedy i tylko wtedy, gdy (3 nie jest
elementem L*(0). To, ze (3 nie jest elementem L“({)) jest z kolei réwnowazne
temu, ze h((3) = 0.

Formuta o ma przy warto$ciowaniu h warto$¢ 0, a wigc nie jest tautologia, co
jest sprzeczne z zatozeniem. Nalezy wigc odrzuci¢ przypuszczenie (nie wprost),
ze « nie jest teza. Ostatecznie, « jest teza KRZ.

Q.E.D.

Twierdzenie 5.10. Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuly o zachodzi
réwnowaznos¢: X by, a wtedy i tylko wtedy, gdy X FExrz a.

DowOD. Nalezy udowodni¢ implikacj¢ prosta oraz odwrotna, sktadajace si¢ na
teze 5.10.

Dowéd =
Zatozmy, ze X Fi,., . Wtedy istnieje skonczony ciag formut

I'= <’717727"‘a’7n>

taki, ze: « jest identyczna z 7,, a kazdy wyraz ciagu I' jest badZ zatozeniem
(tj. elementem zbioru X), badZ aksjomatem opartym na jednym ze schematéw
(A1)—(A13), badz powstaje z elementéw wczesniejszych w ciagu [' poprzez za-
stosowanie reguty odrywania RO.

Pokazemy, uzywajac indukcji matematycznej, ze kazdy element ciagu I' wy-
nika logicznie z X, tj. ze X Fxrz 7 dla wszystkich 1 < i < n.

L. Poczatkowy krok indukcyjny. Pokazemy, ze X xrz v1. Zauwazmy, ze v;
musi by¢: albo aksjomatem, albo zalozeniem.

Jesli 7y jest aksjomatem, to jest tez tautologia KRZ. Mamy wiec: ) Errz 71
Z uwagi na monotoniczno$¢ relacji =xrz mamy: X FExrz 71

Jesli ; jest zatozeniem, to y; € X ize zwrotnosci relacji =k gz otrzymujemy,
iz X FExrz M-

Nastepnikowy krok indukcyjny. Zat6zmy, ze wszystkie elementy ciagu ' o nume-
rach < k (gdzie k < n) wynikaja logicznie ze zbioru X, tj. ze: X FExgry v; dla
wszystkich ¢ < k. Pokazemy, ze zachodzi wtedy: X Exrz Yet1-

Sa mozliwe trzy przypadki:

® (1) k41 jest aksjomatem,
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® (2) Yi+1 jest zalozeniem,

e (3) vrp11 powstata z elementéw wczesniejszych w ciagu I poprzez zastoso-
wanie reguly odrywania RO.

W przypadkach (1) i (2) postgpujemy analogicznie, jak w poczatkowym kroku
indukcyjnym i pokazujemy, ze X =xrz Yer1-

W przypadku (3), skoro 7,1 powstata z elementéw wczesniejszych w ciagu
I' przez zastosowanie reguty odrywania, to dla pewnych m; < k+ 1, ms < k+1
istnieja w ciagu I formuty -,,, oraz ,,, takie, ze:

® 7, jestidentyczna z v,,, — Yit+1 lub
® 7, jestidentyczna z vy,,, — Vit1-

Na mocy zalozenia indukcyjnego, formutly ~,,, oraz v,,, wynikaja logicznie
ze zbioru X. A zatem:

® (X Fxrz Ym 1 X FKRZ Ymy — Ykt1) lub
® X EKRZ Ymy 1 X FKRZ Ymy — Ykt
Otrzymujemy z tego, ze:

o X Exrz {Vmi Ymi = Vi1 } lub

o X Exrz {Vms Yme = Va1 }

Poniewaz reguta odrywania RO jest niezawodna, mamy:

 {Vinrs Yy — V1t ExRz Vi1 0raz
i {Vmgﬁmg - 7k+1} ?ZKRZ Vk+1-

Na mocy przechodniosci = gz otrzymujemy z powyzszego: X Exrz Ver1

Dowod <.

Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatézmy, ze X |Exry o i przy-
pusémy, ze X ¥y, a.

Istnieje zatem «-relatywny nadzbiér Lindenbauma L(.X') o wtasnosSciach po-
danych w twierdzeniach 5.7. oraz 5.8.

Niech h : Fxrz — {0, 1} bedzie funkcja charakterystyczna zbioru L*(X), tj.
dla kazdego 3 € Fkrz:
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* h(B) =1 gdy 5 € L*(X)

* h(B)=0,gdy 3 ¢ L*(X).

Wtedy:

e (I)h(a) =0

e (2) h jest wartoSciowaniem formut jezyka KRZ.

Dowdd punktu (2) jest analogiczny do dowodu przeprowadzonego w poprzed-
nim twierdzeniu: w miejsce L*(()) wpisujemy L*(X).

Dowdd punktu (1) otrzymujemy bezposrednio z twierdzenia 5.7.(1), czyli z
faktu, ze a ¢ L“(X) oraz z definicji funkcji h.

Na mocy twierdzenia 5.7.(2) mamy: X C L*(X). Stad i z definicji funkcji
otrzymujemy inkluzje: h[X| C {1}. Poniewaz h(«) = 0, wigc wynika z tego, ze
X Fxrz a, cojest sprzeczne z poczynionym zatozeniem. Musimy wigc odrzucic¢
przypuszczenie, ze X K., a. Ostatecznie, mamy: X Fg,.. a.

Q.E.D.
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