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Plan na dzis

Rozpoczynamy prezentacje Klasycznego Rachunku Predykatow (KRP).
W tym i nastepnym wyktadzie oméwimy:

o skfadnie i semantyke jezyka KRP

@ tautologie oraz wynikanie logiczne w KRP

o jezyk KRP jako standard w konstrukgji jezykéw teorii naukowych.

Kolejne wyktady dotyczace KRP poswiecone beda ré6znym operacjom
konsekwencji:

@ tablicowe;

@ aksjomatycznej

@ zatozeniowej

@ rezolucyjnej

@ gentzenowskiej.

v
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Plan na dzis

Pokazemy, ze wszystkie te operacje konsekwencji sa trafne i petne. Jedna z
podstawowych réznic miedzy KRP a oméwionym wczesniej KRZ polega na
tym, ze KRP nie jest rozstrzygalny: nie istnieje algorytm, pozwalajacy
rozstrzyga¢ o dowolnej formule jezyka KRP czy jest ona prawem
(tautologia) tego rachunku. KRP jest jedynie pétrozstrzygalny: jesli jakas
formuta jezyka KRZ jest tautologia KRP, to fakt ten mozna poswiadczy¢
za pomoca metody algorytmicznej (bazujacej na ktérej$ z wymienionych
wyzej operacji konsekwencji).

Uwaga. Problematyka omawiana w semestrze letnim jest trudniejsza od tej
przedstawionej dotychczas. Zaleca sie udziat w zajeciach, odrabianie zadan
domowych, samodzielne rozwigzywanie zadan. Bedziemy istotnie korzysta¢
z wiadomosci przedstawionych na zajeciach ze Wstepu do Matematyki.
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Plan na dzi$ Literatura zalecana

Literatura zalecana

W niniejszej prezentacji podajemy jedynie potrzebne definicje oraz formutujemy
twierdzenia. Dowody wszystkich twierdzen oraz przyktady i ¢wiczenia podano w
pliku semkrp.pdf. Zalecang literatura do tej problematyki jest:

@ Batég, T. 2003. Podstawy logiki. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan
(strony 109-112 oraz 238-261).

@ tawrow, I.A., Maksimowa, L.L. 2004. Zadania z teorii mnogosci, logiki
matematycznej i teorii algorytmow. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
(strony 85-89 oraz 95-96, a zwtaszcza przypis ttumacza na stronach 87-88).

@ Marek, I. 2002. Elementy logiki formalnej. Wydawnictwo Uniwersytetu
Slaskiego, Katowice.

@ Pogorzelski, W.A. 1981. Klasyczny rachunek predykatéw. Zarys teorii.
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa.

@ Stanosz, B. 2005. Cwiczenia z logiki. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa.
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VRGN Alfabet

Alfabet
Niech /, J, K beda dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet
Y =3Y1UXUX3UXaUXsUXg, gdzie: )
Yy = {x0,x1,x2,...} — zmienne indywiduowe,
Yo ={P"}ies (ni€N)  — predykaty,
Y3 = {zj-nj}jeJ (njeN)  — symbole funkcyjne,
Y4 = {ak}kek — state indywiduowe,
Y5 ={A,V,—,—,=,V¥,3} — state logiczne,
Yo={,,,(,)} — symbole pomocnicze.

v
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VRGN Alfabet

Alfabet

P! nazywamy nj-argumentowym predykatem,
15-’” nazywamy nj-argumentowym symbolem funkcyjnym,
symbol V nazywamy kwantyfikatorem generalnym,

symbol 3 nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym,

symbole: A (koniunkcja), V (alternatywa), — (implikacja),
- (negacja) i = (réwnowaznosc) znane s3 z wyktadu semestru
zimowego,

@ symbole pomocnicze to: przecinek oraz lewy i prawy nawias.

Zbiér 0 = ¥ U X3 U X4 nazwiemy sygnatura. W dalszym ciggu méwic
bedziemy o pewnej ustalonej sygnaturze o. Zwykle rozwaza sie przypadek,
gdy I = J = K = N (zbiér wszystkich liczb naturalnych).

Wyrazeniem jezyka KRP nazywamy kazdy skonczony ciag symboli
alfabetu tego jezyka.

4

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16-17 Semantyka KRP (1) 6 / 50




ey
Termy

Definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna:

o (i) wszystkie zmienne indywiduowe x, oraz wszystkie state
indywiduowe a, s3 termami;

o (ii) jesli t1, ..., ts; s3 dowolnymi termami, to wyrazenie
1‘}”"(t17 .+, tn;) jest termem;

@ (iii) nie ma innych terméw (jezyka KRP) précz zmiennych
indywiduowych oraz statych indywiduowych oraz tych terméw, ktére
mozna skonstruowa¢ wedle reguty (ii).

Termy, w ktérych nie wystepuja zadne zmienne nazywamy termami
bazowymi.
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Jezyk KRP Formuty

Formuty

Formuta atomowa jezyka KRP nazywamy kazde wyrazenie postaci
Pl (ti,...,tn,), gdzie t1,. .., tn, s3 dowolnymi termami.

Definicja formuty jezyka KRP jest indukcyjna:
o (i) kazda formuta atomowa jest formuta;

o (ii) jesli o jest dowolna formuta, to wyrazenia —=(a), Vx, (@), 3x, (@)
sa formutami;

o (iii) jesli o i B sa dowolnymi formutami, to wyrazenia (@) A (),
() V (8), (@) — (8), (a) = (5) sa formutami;

@ (iv) nie ma innych formut (jezyka KRP) précz tych, ktére mozna
utworzy¢ wedle regut (i)—(iii).
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Jezyk KRP Zmienne wolne i zwigzane

Zmienne wolne i zwigzane

Wyrazenie o w dowolnej formule o postaci Vx, («) lub o postaci Ix, («)
nazywamy zasiegiem odpowiedniego kwantyfikatora.

Zmienna x, wystepujaca na danym miejscu w formule « jest na tym
miejscu zwigzana, jezeli jest ona podpisana pod ktéryms z
kwantyfikatoréw lub tez znajduje sie w zasiegu jakiego$ kwantyfikatora, pod
ktérym podpisana jest réwniez zmienna xp,.

Jezeli zmienna x,, wystepujaca na danym miejscu w formule «, nie jest na
tym miejscu zwigzana, to méwimy, ze jest ona na tym miejscu wolna w
.

Méwimy, ze x, jest zmienng wolng w « wtedy i tylko wtedy, gdy
przynajmniej na jednym miejscu zmienna ta jest wolna w «.

Formuty nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami
(jezyka KRP).
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Jezyk KRP Podstawialnosé

Podstawialnos¢ termu za zmienng w formule

Moéwimy, ze term t jest podstawialny za zmienng x; do formuty o wtedy i
tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje sie w « jako zmienna wolna w
zasiegu zadnego kwantyfikatora wigzacego kt6ras ze zmiennych
wystepujacych w termie t.

Jesli t jest podstawialny za x; do «, to zadna zmienna wystepujaca w t nie
stanie sie zwigzana po podstawieniu t za wszystkie wolne wystapienia x; w
formule a.

W szczegdlnosci, zmienna x; jest podstawialna za zmienng x; w «, jezeli po
podstawieniu x; w miejscach wolnych wystapien x; w o, zmienna x; nie
stanie sie na tych miejscach zwigzana w «.
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Jezyk KRP Operacja podstawiania

Operacja podstawiania termu za zmienng w formule

Definicja operacji S(t,x,A) podstawiania termu t za zmienna x; (w
dowolnym termie A lub formule A jezyka KRP) ma posta¢ indukcyjna
(ponizej t jest termem, x; jest zmienng, a; jest stata, « i 3 s3 formutami, a
reszta oznaczen jest oczywista):

t, X, X;) jest termem x;, gdy i # j
t, X, X;) jest termem t, gdy i = j

t,xi, fi(t, ..., ty)) jest termem £(S(t, x;, t1), ..., S(t,x;, tn))
t, Xi, (t tn)) Jest formu’@ FD’(S(t,X,’,t]_),...,S(t,X,',tn))
)

)
)
)
S
S 1,

S(t, xi, ~(a)) jest formuta =S(t, x;, o

(
(
(t,xi, aj) jest termem a;
(
(
(
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Jezyk KRP Operacja podstawiania

Operacja podstawiania termu za zmienng w formule

S(t, xi, Vxj (o
S(t, xi, Vxj (o
S

) jest formuta Vx; S(t, xiat), gdy i # j
) jest formuta Vx; (o), gdy i =
) jest formuta 3x; S(t, xiax), gdy i # j

(

(

(t,xi, 3xj (a

(t,x;, 3x; (a)) jest formuty Ix; (o), gdy i =
(

(

(

(

nn
~— — ~— ~—

S(t,xi, e A\ 3) jest formuta S(t, x;, ) A S(t, x;, 3)
S(t,xi, a0V [3) jest formuty S(t,x;, ) V S(t, xi, 3)
S(t, xi,a0 — () jest formuta S(t, x;, &) — S(t, x;, 3)
S(t,xi, o« = 3) jest formuta S(t, x;, a) = S(t, x;, ).

Gdy x i y s3 zmiennymi, to zamiast S(y, x, a) piszemy czasem «a(x/y). J
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Interpretacje

Nazwiemy interpretacja jezyka o sygnaturze o dowolny uktad
(M, o, \), gdzie M jest zbiorem, a A funkcja (funkcja denotacji) o
dziedzinie o, ktéra przyporzadkowuje:

o kazdej statej indywiduowej ay element A(ay) € M;

o kazdemu predykatowi P relacje nj-argumentowa A(P) C M™;

@ kazdemu symbolowi funkcyjnemu an funkcje nj-argumentowa
A(ET) - M — M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury o sa dowolne uktady

(M, Alo]), gdzie A jest funkcja denotacji, a Ao] oznacza ciag
(indeksowany elementami zbioru / U J U K') wszystkich wartosci funkcji o.
Jesli M = (M, Afo]) jest struktura relacyjna, to M nazywamy uniwersum
struktury 9.

v
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Interpretacje

Jesli M = (M, Alo]) jest struktura relacyjna, to czasem wygodnie jest
uzywaé nastepujacych oznaczen:

o |9 dla oznaczenia uniwersum struktury 9, czyli dla oznaczenia
zbioru M;

o AM™ dla oznaczenia funkcji denotacji struktury 1.

Uwaga terminologiczna. W polskiej literaturze przedmiotu terminéw
struktura relacyjna, system relacyjny oraz struktura algebraiczna
uzywa sie wymiennie. Gdy sygnatura nie zawiera predykatéw, to méwimy o
algebrach, gdy zas sygnatura nie zawiera ani statych ani symboli
funkcyjnych, to méwimy o strukturach relacyjnych czystych.
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Semantyka KRP Wartosciowania

Wartosciowania

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny
nieskonczony przeliczalny ciag w = (w,) elementéw zbioru M. Gdy

w = (W) = (Wo, Wi, ..., Wj_1, Wj, Wii1,...)

jest wartosciowaniem w M oraz m € M, to przez w;" oznaczamy
wartos$ciowanie:
(wo, wi, ..., w1, m, wiy1,...).

Uwaga. Nie myl wartosciowan w KRZ z wartosciowaniami w KRP. W KRZ
wartosciowania to nieskoficzone ciggi wartosci logicznych, w KRP
wartosciowania to nieskofczone ciggi elementéw uniwersum interpretacji.
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Semantyka KRP Wartosci terméw

Wartosci termow

Jegli t jest termem sygnatury o, a (M, Alo]) struktura relacyjna sygnatury
o oraz w = (w;) jest wartosciowaniem zmiennych w M, to wartosé termu
t w strukturze (M, A[o]) przy wartosciowaniu w, oznaczana przez
AT(t) okreslona jest indukcyjnie:

o gdy t jest zmienng x;, to AXY(t) = w;;
o gdy t jest staty ax, to AXY(t) = A(ax);
o gdy t jest termem ztozonym postaci f}nj(tl, ooy tn;), gdzie ty, ..t

sg termami, to _ '
AHE) = A(E A1), - DY (t))-
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Relkal ptiifite
Relacja spetniania

Definicja relacji M =, « spefniania formuty o w strukturze 9 przez
wartoSciowanie w ma nastepujaca postac indukcyjna:

e ME,, P(ty,...,tn) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

1

APINATH L), -, AR tn));

o M=y (a) A(B) wtedy i tylko wtedy, gdy 9 =, « oraz M =, G;

o M=y (a) Vv (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, a lub M =, 5;

o M=y (a) — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 9 =, « lub
zachodzi M =, G;

e M =, —(«a) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M =, «;

° M =y Vx; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy M =ym « dla kazdego
m e M,

o M =y 3x; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy M =pm « dla pewnego
me M.

Logika Matematyczna 16-17 Semantyka KRP (1) 17 / 50




IRellet gpstifeine
Relacja spetniania

Cwiczenie. Podaj definicje dla przypadku 9 |=,, (a) = (B). J

Jesli M =, « dla kazdego wartosciowania w, to méwimy, ze formuta «
jest prawdziwa w 9t i piszemy wtedy I |= «a.
Piszemy M-, gdy nie zachodzi M |= «a.

Moéwimy, ze formuta o jest fatszywa w 901, gdy nie jest ona prawdziwa w
M.

Formuta « jest zatem fatszywa w 90t wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co
najmniej jedno wartosciowanie w takie, ze: M, o.
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Fezbitcly
Przyktad 1

Niech w sygnaturze rozwazanego jezyka bedzie dwuargumentowy predykat
<. Niech interpretacja tego predykatu w zbiorze wszystkich liczb
naturalnych bedzie relacja < mniejszosci miedzy liczbami naturalnymi.
Zastanéwmy sie, jakie wartosciowania (czyli ciagi liczb naturalnych)
spetniaja kazda z podanych nizej formut:
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Fezbitcly
Przyktad 1

Formuta (1) jest spetniona przez wszystkie ciagi w, dla ktérych: wy < ws.
Formuta (2) jest spetniona przez takie ciagi w, ktére réznia sie od ciagow
spetniajacych formute (1) co najwyzej na drugim miejscu. Poniewaz dla dowolnej
liczby wy mozemy znalez¢ liczbe ¢ taka, ze wy < ¢, wiec formute (2) spetniaja
wszystkie ciagi liczb naturalnych.

Formuty (3) nie spetnia Zaden ciag. Przypus¢émy bowiem, ze jakies
wartosciowanie w spetnia (3). Wtedy kazdy ciag v rézniacy sie od w na
pierwszym miejscu (tj. taki, ze wy # vi) musiatby spetnia¢ formute (1). Ale np.
ciag staty {(wa, wa, wa, .. .) nie spetnia formuty (1) — sprzecznos¢. Nie ma zatem
ciagu spetniajacego (3).

Jakis ciag w spetnia formute (4), gdy kazdy ciag v otrzymany z w przez
zastapienie wy dowolng liczba naturalna spetnia formute (2). Ale formute (2)
spetniaja wszystkie ciagi. Zatem réwniez formute (4) spetniaja wszystkie ciagi.
Poniewaz Zaden ciag nie spetnia formuty (3), wiec réwniez Zaden ciag nie spetnia
formuty (5) (bo ciagi spetniajace (5) miatyby sie rézni¢ od jakiegos ciagu
spetniajacego (3) co najwyzej na drugim miejscu).
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Fezbitcly
Przyktad 2

Niech N bedzie predykatem jednoarumentowym, = predykatem
dwuargumentowym, S jednoargumentowym symbolem funkcyjnym, a () stata.
Zamiast = (ty, tp), dla terméw t; oraz tp piszemy: t; = t. Rozwazmy
nastepujace zdania:

e N(O)

°VXﬁ( =5(x))

o Vx (N(x) — N(5(x)))

o VxVy (S(x) = 5(y) — x=vy)

@ Vx (x =x)

o VxVy (x=y — y =x)

O VXVyWVz ((x =y Ay =2z)— x=2)
o VxVy ((N(x) Ax =y) — N(y))

0 VxVy (x =y — S(x) = S(y)).
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Semantyka KRP Przyktady

Przyktad 2

Wtedy modelem powyzszego zbioru zdan bedzie kazda struktura 9t o
uniwersum M zawierajacym wszystkie liczby naturalne oraz nastepujace;
interpretacji statej (), symbolu funkcyjnego S, predykatu N oraz predykatu

e () denotuje liczbe 0;

@ S denotuje funkcje nastepnika, tj. S(t) jest liczba (oznaczang przez)
t + 1, dla dowolnej liczby (oznaczanej przez) t;

o predykat N denotuje whasnos¢ ,by¢ liczba naturalng”;

o predykat = denotuje relacje identycznosci =.

Prosze podumac¢ nad nastepujacym pytaniem: czy w takim modelu 91 prawdziwe
jest zdanie: Vx N(x)? Oczywiscie, dla dowolnego modelu 9t powyzszego zbioru
zdan, denotacja predykatu N w 91 bedzie zbiorem nieskonczonym. Ale czy musi
to by¢ zbiér pokrywajacy sie z catym uniwersum modelu?
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Fezbitcly
Przyktad 3

Rozwazmy nastepujace formuty, zawierajace predykat dwuargumentowy R:

e VxVyVz ((R(x,y) AR(y,z))toR(x, z)) (R nazywa relacje przechodnia)
e VxVy (R(x,y) — = R(y,x)) (R nazywa relacje asymetryczna)
e Vx3dy R(x,y) (R nazywa relacje serialna).

Wtedy kazda interpretacja, w ktérej prawdziwe sg powyzsze zdania, ma
uniwersum nieskonczone.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16-17 Semantyka KRP (1) 23 / 50



Fezbitcly
Dygresja

Dla tych, ktérzy narzekaja na abstrakcyjnos¢ przyktadow: )

Politechnika. Profesor dyktuje zadanie:

— Na sznurku wisi metalowa sztabka. Pocisk, lecacy prostopadle do
powierzchni sztabki, przebija sztabke, tracac przy tym potowe swojej
predkosci. Oblicz kat wychylenia sztabki.

Na to jedno z Dziewczat (pragnace zosta¢ Pania Inzynier, lub cho¢by Pania
Inzynierowa):

— Panie Psorze, my zawsze liczymy takie schematyczne zadania. Czy nie
moglibysmy rozwaza¢ przyjemniejszych, weselszych probleméw. Jakies
kwiatki, Zwierzatka,. . .

Na to profesor:

— Prosze bardzo. Na sznurku wisi Wiewidrka. . .
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Tautologie i wynikanie logiczne w KRP
Tautologie i wynikanie logiczne w KRP

Tautologia (klasycznego rachunku predykatéw sygnatury o) nazywamy
kazda formute (sygnatury o), ktéra jest prawdziwa we wszystkich
strukturach relacyjnych (sygnatury o).

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru X, to méwimy, ze 9N jest
modelem X i piszemy 9 = X.

Méwimy, ze oo wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model
zbioru X jest tez modelem {a}. Piszemy wtedy X =4, a.

Ogdlniej, méwimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie KRP)
zbiér Y wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem
zbioru Y. Piszemy wtedy X |=4,, Y.

Jesli nie zachodzi X |=k., Y, to piszemy X #,, Y. Podobnie, jesli nie
zachodzi X =y o, to piszemy X Fy,, a
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ezl
Uwagal

Nalezy zwraca¢ uwage, w jakich kontekstach wystepuje symbol = i jak
poszczegdlne relacje semantyczne s3 definiowane:

o M = « wtedy i tylko wtedy, gdy 9 &=, « dla wszystkich w.

o MK «a wtedy i tylko wtedy, gdy M ¥, « dla co najmniej jednego w.

e M = X wtedy i tylko wtedy, gdy 9 = « dla wszystkich « € X.

e M = X wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich o € X oraz dla
wszystkich w: M =, a.

o MK X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje v € X taka, ze M ¥ «.

e MK X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja « € X oraz w takie, ze
ME, a.
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ezl
Uwagal

© X Eip Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 91: jesli
MEX, toMEY.

o X ¥y Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 91 taka, ze:
M= X oraz ME Y.

® X Ep o wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 91: jesli
M= X, to M = a.

o X Fp o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 9t taka, ze:
M = X oraz MF a.

o X ¥y, o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja: struktura 91 oraz
wartosciowanie w takie, ze MM =, X oraz M ¥, a.
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Semantyka KRP Kilka twierdzef pomocniczych

Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

Wyrazimy teraz precyzyjnie intuicyjne sformutowania:

@ warto$¢ termu w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od wartosciowan
zmiennych wolnych tego termu

@ spetnianie formuty w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od
wartosciowan zmiennych wolnych tej formuty.

Twierdzenie 16.1.

Niech w = (w,) oraz v = (v,) beda wartosciowaniami w uniwersum M
struktury 9t = (M, Alo]). Jezeli (w,) oraz (v,) nie réznia sie na miejscach
o wskaznikach pokrywajacych sie ze wskaznikami zmiennych wystepujacych
w termie t, to:

AW() = DY),
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Kile diarban pomesiEe:
Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

Twierdzenie 16.2.

Jezeli w = (wy) i v = (v,) sa wartosciowaniami w uniwersum M struktury
M = (M, Alo]) oraz v = (wy, wa, ..., w1, AD(t), witq,...), to:
AGNS(t,xi, t')) = AT(E).

Twierdzenie 16.3.

Niech w = (w,) oraz v = (v,) beda wartosciowaniami w uniwersum M
struktury (M, Alo]). Jezeli (w,) oraz (v,) nie r6znia sie na miejscach o
wskaznikach pokrywajacych sie ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty
«, to:

M = « wtedy i tylko wtedy, gdy I =, «a.
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Semantyka KRP Kilka twierdzef pomocniczych

Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

Twierdzenie 16.4.

Jezeli a jest zdaniem, a w = (w,) oraz v = (v,) sa dowolnymi
wartosciowaniami w uniwersum struktury 901, to:

M = « wtedy i tylko wtedy, gdy I =, a.

Twierdzenie 16.5.

Jesli « jest zdaniem, to nastepujace warunki s3 réwnowazne:

@ (1) Istnieje wartosciowanie w = (wj,) w uniwersum struktury 9 takie,
ze M =, a.

o (2) Dla kazdego wartosciowania w = (w,) w uniwersum struktury 91
mamy: M =, a.
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Semantyka KRP Kilka twierdzef pomocniczych

Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

Twierdzenie 16.6.

Jesli t jest termem podstawialnym za zmienng x; do «, a w = (w,) oraz
v = (vp) sa wartosciowaniami w uniwersum struktury 9t oraz

v = <W17 Wo, ..., Wi_1, A?(t), Wiy, .. .>,

to:

M = S(t, xi, ) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, «a.

Dowody wszystkich powyzszych twierdzen przeprowadza sie przez indukcje
strukturalna.
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\diacnccilclac T
Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

Twierdzenie 16.7.
Relacja =4, ma nastepujace wiasnosci:

® (1) Furp jest zwrotna: X =, X dla kazdego X.

® (2) Fkrp jest przechodnia: jesli X =y, Y oraz Y =4y Z, to
X Ekrp Z, dla wszystkich X, Y, Z.

©® (3) Fkrp jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli
X Ewp YorazXCZ toZ = Y.

® (4) Ekrp Jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli
X Ewp YorazZ C Y, to X pp Z.

o (5) 0 =kp a wtedy i tylko wtedy, gdy o jest tautologia KRP.
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Semantyka KRP Niektére tautologie KRP

Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

Twierdzenie 16.8.
Niech «, 8 oraz v beda dowolnymi formutami jezyka KRP. Wtedy
tautologiami KRP s3 wszystkie formuty postaci:

Al) (= B) = (B = 7) = (@ — 7))
A2 (a—>(a—>ﬁ))—>(a—>ﬁ)

®© 6 6 6 o6 o o o

~ N N N N~~~
>
o1
N N N N N N N N
—
Q
>
@
~
ISy
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N Euseleg (P
Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

® © 6 6 66 6 o6 o o
AAA/-\/;/-\/-\AA
=
vx_/\_/\_/\(:)/\_/\_/v

n
@
!
J
£
|
5)
!
=

Komentarza wymagaja warunki umieszczone w punktach (A14)-(A17).
Podamy mianowicie przyktady wskazujace, ze jesli warunki te nie sg
spetnione, to odnosne formuty nie s3 tautologiami KRP.
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Kile bonimpmideity
Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

1. Pokazemy, ze istnieje formuta «, dla ktérej t nie jest podstawialny za x,
w « i dla ktérej Vx, e — S(t, x,, @) nie jest tautologia KRP.

Niech « bedzie formuta: Ixp,P(xpn, Xm), gdzie P jest dowolnym predykatem
dwuargumentowym. Wtedy S(xm, xp, ) jest formuta Ixp, P(Xm, Xm)-
Formuta (A14) ma wtedy postac:

VxpIXm P(Xny Xm) — Ixm P(Xm, Xm)-

Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 90, w
ktérych jest ona fatszywa. Dla przyktadu: niech uniwersum 9t bedzie
zbiorem wszystkich liczb naturalnych, a interpretacja P w 9t niech bedzie
relacja mniejszosci. Wtedy poprzednik powyzszej implikacji jest prawdziwy
w I, a jej nastepnik jest w M fatszywy.
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Semantyka KRP Kilka kontrprzyktadéw

Niektore wtasnosci poje¢ semantycznych

2. Pokazemy, ze istnieje formuta «, dla ktérej t nie jest podstawialny za x,
w « i dla ktérej S(t, xp, ) — Ix, « nie jest tautologia KRP.

Niech « bedzie formuta: Vxp,P(xn, Xm), gdzie P jest dowolnym predykatem
dwuargumentowym. Wtedy S(xm, xn, ) jest formuta Vxp, P(Xm, Xm)-
Formuta (A14) ma wtedy postac:

VX P(Xmy Xm) — 3x0VXm P(Xny Xm)-

Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 90, w
ktérych jest ona fatszywa. Dla przyktadu: niech uniwersum 9t bedzie
zbiorem wszystkich liczb catkowitych, a interpretacja P w 90t niech bedzie
relacja mniejszosci. Wtedy poprzednik powyzszej implikacji jest prawdziwy
w M, a jej nastepnik jest w M fatszywy.
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Semantyka KRP Kilka kontrprzyktadéw

3. Pokazemy, ze istnieja formuty « oraz 3 takie, ze x, jest wolna w « i dla
ktérych Vx, (o — 8) — (a — Vx, ) nie jest tautologia KRP.

Niech P oraz Q beda dowolnymi predykatami jednoargumentowymi. Niech «
bedzie formuta P(x,), a 8 formuta Q(x,). Zauwazmy, ze x, jest zmienng wolng
formuty . Formuta (A16) ma w tym przypadku postaé:

Vxn (P(xn) = Q(xn)) — (P(xn) — Vxn Q(xn))

Zauwazmy, ze powyzsza formuta zawiera wolne wystapienie zmiennej x,,.
Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 9, w ktérych nie
jest ona spetniona przez pewne wartosciowania. Dla przyktadu, niech struktura 90t
oraz wartos$ciowanie w beda okres$lone w sposéb nastepujacy:

@ uniwersum 9N jest zbiér wszystkich liczb naturalnych

@ interpretacja predykatu P jest zbidr wszystkich liczb podzielnych bez reszty
przez 4

@ interpretacja predykatu @ jest jest zbiér wszystkich liczb podzielnych bez
reszty przez 2

@ wartosciowanie w okre$lone jest nastepujaco: w; = 0, dla wszystkich i.

Wiedy MM K, Vx, (P(xn) = Q(x1)) — (P(xn) — Vx, Q(xy)).
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Semantyka KRP Kilka kontrprzyktadéw

4. Pokazemy, ze istniejg formuty o oraz (3 takie, ze x, jest wolna w (3 i dla
ktérych Vx, (o — 8) — (Ix, a — ) nie jest tautologia KRP.

Niech P oraz Q beda dowolnymi predykatami jednoargumentowymi. Niech «
bedzie formuta P(x,), a 8 formuta Q(x,). Zauwazmy, ze x, jest zmienng wolng
formuty 3. Formuta (A17) ma w tym przypadku postac:

Vxn (P(xn) = Q(xn)) — (3xa P(xn) — Q(xn)).

Zauwazmy, ze powyzsza formuta zawiera wolne wystapienie zmiennej x,,.
Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 9, w ktérych nie
jest ona spetniona przez pewne wartosciowania. Dla przyktadu, niech struktura 90t
oraz wartos$ciowanie w beda okres$lone w sposéb nastepujacy:

@ uniwersum 9N jest zbidr zbiér wszystkich liczb naturalnych

@ interpretacja predykatu P jest zbidr wszystkich liczb podzielnych bez reszty
przez 4

@ interpretacja predykatu @ jest zbiér wszystkich liczb podzielnych bez reszty
przez 2

@ wartosciowanie w okre$lone jest nastepujaco: w; = 1, dla wszystkich i.

Wiedy M K, Vx, (P(xn) = Q(x1)) — (Ixn P(xn) — Q(xn)).
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Semantyka KRP Reguty wnioskowania

Reguty wnioskowania

Niech R bedzie reguta wnioskowania w KRP. Méwimy, ze R jest
niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego sekwentu (X, a) € R:
X Ekrp .

Reguta (o schemacie) (X, ) zachowuje wtasnosé bycia tautologia,

wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli wszystkie elementy zbioru X s3 tautologiami
KRP, to réwniez « jest tautologia KRP.

Przez regute generalizacji rozumiemy nastepujaca regute wnioskowania:

«
(RG) -
Reguta odrywania:
a— 3, «
ROy ——— 2 —
(RO) 3

jest znana z wyktadéw semestru zimowego.
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Semantyka KRP Reguty wnioskowania

Reguty wnioskowania

Twierdzenie 16.9.

Reguta odrywania i reguta generalizacji zachowuja wtasnos¢ bycia
tautologia.

Twierdzenie 16.10.
Schematy tautologii KRZ s3 schematami tautologii KRP.

Podobnie jak w KRZ, réwniez w KRP kazda reguta niezawodna zachowuje
wilasnosé bycia tautologia.
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Semantyka KRP Reguty wnioskowania

Reguty wnioskowania

Na wyktadach 20-21, przy omawianiu aksjomatycznego ujecia KRP
rozwaza¢ bedziemy wiele dalszych regut wnioskowania, np.:

Vx, o
S(t? Xna Oé) ’
o ile term t jest podstawialny za x, w a.

S(t, xn, @)

Ix, a

o ile term t jest podstawialny za x, w «.
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Rty il euaIe
Reguty wnioskowania

Vxn (a0 — ()

a—Vx, 3’

o ile zmienna x, nie jest wolna w a.
Vxp (a0 — )
Ixpa— 37

o ile zmienna x, nie jest wolna w .

Mozna pokaza¢, ze powyzsze cztery reguty s3 niezawodne. Zachowujj tez
witasnosé bycia tautologia.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16-17 Semantyka KRP (1) 42 / 50



TeitrEeine @ dkrliaf
Twierdzenie o dedukcji wprost

Twierdzenie 16.11. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja
semantyczna). J

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 3 zachodzi nastepujaca
réwnowaznosc: J

X U{a} Eup O wtedy i tylko wtedy, gdy X =4, a — . J
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Semantyka KRP Twierdzenia o dedukgji

Twierdzenie o dedukcji nie wprost

Twierdzenie 16.12. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja
semantyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 8 zachodza nastepujace
réwnowaznosci:

(a) X U{a} Ewp {6, 78} wtedy i tylko wtedy, gdy X =4, .
(b) X U{=a} Fwp {8, —8} wtedy i tylko wtedy, gdy X =4p .
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Niektore wazne tautologie KRP

Vx o — a.
Vx o — ax/t), o ile term t jest podstawialny za x w a.
a — dx a.
a(x/t) — Ix «, o ile term t jest podstawialny za x w «.

Vx o — Ix «.

e 6 6 o6 o o

A

. Vx a =Vy a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest
podstaW|a|na za zmienng x w q.

e 7. dx a =3y a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest
podstawialna za zmienna x w «.

@ 8. Vx a = q, o ile a nie zawiera x jako zmiennej wolnej.
@ 9. dx a = a, o ile & nie zawiera x jako zmiennej wolne;j.
e 10. VxVy a = VyVx a.
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Niektore wazne tautologie KRP

11. Ixdy a = dydx a.

12. IxVy a — Vy3x a.

13. VxVy a — Vx a(y/x), o ile x jest podstawialna za y w .
14. Ix a(y/x) — IxJy «, o ile x jest podstawialna za y w «.
15. =Vx a = dx —«a.

16. ~dx a = Vx —a.

17. Vx a = —3x —a.

18. dx a = —Vx —a.

19. (Vx (a — B) ANar) — B.

20. (Vx (v = B) N a(x/t)) — B(x/t), o ile t jest podstawialny za x
do ai do (3.

®© ©6 6 6 6 6 o o o o
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Niektore wazne tautologie KRP

21.
22.
23.
24,
25,
26.
27.
28.
29.
30.

Vx (@ — B) — (Vx a — f).
Vx (@ — B) — (Vx a — Vx B).
(Vx (a0 — B) Na) — Ix .

Vx (@ — B) — (a — 3Ix B).
Vx (¢ — B) — (Ix o — Ix B).

Vx (o — ) = (3x a — ), o ile x nie jest wolna w [3.
Vx (a« — ) = (o — Vx 3), o ile x nie jest wolna w a.
Ix (o — p) =

Ix (o — p) =

Vx (a A B) = (Yx a AVx ().

(Vx a — (3), o ile x nie jest wolna w (3.

(. — Ix B), o ile x nie jest wolna w «.
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Niektore wazne tautologie KRP

e 3l. Ix (V) =(3x aVIxP).

@ 32. (VxaVV¥x ) —¥x(aVp).

@ 33. Ix (e A fB) — (Ix a A Ix ).

@ 34. Vx (a A B) = (Vx a A B), o ile x nie jest wolna w (3.
@ 35. Vx (a A B) = (a AVx 3), o ile x nie jest wolna w .
e 36. Vx (aV ) = (Vx aV f3), o ile x nie jest wolna w (3.
e 37. Vx (aV ) = (e VVx 3), o ile x nie jest wolna w «.
e 38. Ix (e A B) = (Ix a A B), o ile x nie jest wolna w (3.
@ 39. Ix (a A B) = (A Ix B), o ile x nie jest wolna w a.
@ 40. 3Ix (aV ) = (Ix a Vv B), o ile x nie jest wolna w (.
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Niektore wazne tautologie KRP

41. Ix (o VvV B) = (a V 3x B), o ile x nie jest wolna w .
42. Vx (o =fB) — (Vx (a = B) AVx (8 — «)).

43. Vx (a = B) — (Vx a = Vx ).

44. Vx (a = B) — (Ix a = Ix B).

Odpowiedz na pytanie Panstwa Studentek i Studentéw:
Czy trzeba znac te tautologie?

jest krétka i brzmi:

TAK.
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Koniec

Koniec

W nastepnej prezentacji znajdziecie przyktady oraz ¢wiczenia dotyczace
semantyki KRP.

Zadanie domowe. Rozwiaz zadania 59-77 z Cwiczeri z logiki autorstwa
Pani Profesor Barbary Stanosz.

Prosze pamieta¢ o dwéch sprawach:

@ Bez umiejetnosci rozwiazywania zadan nie zdasz egzaminu z logiki.
Wybér nalezy do ciebie.

@ Bawimy sie wesoto, bo zawsze najlepiej jest sie wesoto bawié.
Logic is fun.
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