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o W-jezyki wykorzystywat Roman Suszko w formalizacji idei
ontologicznych zawartych w Traktacie Wittgensteina, a takze w
pracach dotyczacych reifikacji sytuacji.

o W tym miejscu przedstawimy skrétowo wybrane pojecia i fakty
dotyczace tej problematyki, opierajac sie na ich oméwieniu w
monografii Omyta 1986, 152-165. Doktadniej sprawy te przedstawione
zostaty w artykule Suszki ,Ontologia w Traktacie Wittgensteina".

@ Rozwazamy jezyk J (nazywany SCl-jezykiem z kwantyfikatorami), w
ktérym mamy do dyspozycji zmienne zdaniowe, spéjniki
prawdziwosciowe (negacja, koniunkcja, alternatywa, implikacja,
réwnowazno$¢) oraz kwantyfikatory wiazace zmienne zdaniowe.
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Teorie WTQ i WHQ

e Modelami jezyka J s3 struktury o postaci 0 = (A, /\m, \/m, D) takie,
ze:

O (A, D) jest SCl-modelem

(2] /\m, \/m sa funkcjami, ktérych dziedzing jest zbidr wszystkich operacji
wyznaczonych przez formuty jezyka J, a ktérych wartosciami sa
elementy zbioru A. Ponadto:
AT f € D wtedy i tylko wtedy, gdy £(t) € D dla kazdego t € A
\/im f € D wtedy i tylko wtedy, gdy f(t) € D dla pewnego t € A.

@ Okreslamy nastepujaca teorie sytuacji:
WTQ = Cn(Gn{a = : (a + B) € Cn(D)}).

@ Teorie w jezyku J, ktére zawieraja WTQ nazywamy WTQ-teoriami.
Teorie te maja formalizowaé idee, ze zdania logicznie réwnowazne
przedstawiajg jedng i te sama sytuacje.
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Teorie WTQ i WHQ

@ Rozszerzamy jezyk J do jezyka J* poprzez dodanie statych
zdaniowych 1, 0, spéjnikéw jednoargumentowych PW, RW, SF, oraz
spéjnikéw dwuargumentowych <, <. Charakteryzujemy te nowe
pojecia przez definicje réwnosciowe, ktérych zbiér oznaczymy przez Dy:

Q@ 1=Vp(pV—p)

Q@ 0=3p(pA—p)

Q@ (p<q)=(p—9)=1)

Q@ (p=<q)=(q<p)

Q@ PWp=(-(p=0)AVp(q<pV—g=p))

O RWp = (p A PWp)

@ SFp=Vq(g—=qg=<p)AVr(Vg(g—=qg=<r)—=p=<r).

@ Niech H oznacza zbiér, ktérego jedynym elementem jest formuta
VpVq ((p=q)=1)V((p=gq) =0)).

e Kazdj teorie w jezyku JT zawierajagca WTQ U Dy U H nazywamy
WHQ-teorig. Teorie WTQ i WHQ s3 rozszerzeniami na jezyki z
kwantyfikatorami, odpowiednio, teorii WT i WH.
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Teorie WTQ i WHQ

Twierdzeniami WHQ s3 m.in. wszystkie réwnosci boolowskie oraz ich
generalizacje w jezyku JT, a takze generalizacje formut reprezentowane
przez schematy (tu «, 3, v sa dowolnymi formutami, i # j, zmienna p; nie
jest zmienna wolna w formule ):

Q alpi/B] < Vpi «
© Jpia < alpi/f]
© Vp; (Vpi (v < pj) = (VPi v < pj))
Q@ Vp; (Vpi (pj <) = (pj < 3pi 7))
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Modele dla WTQ i WHQ

Model 9t = (A, /\m7 \/“m7 D) jezyka J* nazywamy WHQ-modelem, gdy
WHQ C TR(9). WHQ-modele maja nastepujace witasnosci:

o

2]

Algebra A jest algebra Boole'a (ze wzgledu na interpretacje spdjnikéw
prawdziwosciowych).

Interpretacja statych zdaniowych 1, 0 w modelu 99t s3, odpowiednio,
12§ 07

Relacja <”, bedaca interpretacja < Jest zdefiniowana nastepujaco:

a <® b wtedy i tylko wtedy, gdy a —+® b = 1A. Jest ona porzadkiem
boolowskim w algebrze A.

Dla dowolnego wartos$ciowania h zmiennych jezyka J w modelu 91:

© |lp<q,hll=1%lub [|p < g, h|| = 0"
@ ||p < g, h|| = 1” wtedy i tylko wtedy, gdy h(p) <A h(q).

Interpretacja spojnika < w modelu 9t jest relacja <, ktoéra jest
konwersem relacji <.
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Modele dla WTQ i WHQ

@ Algebre dowolnego WHQ-modelu traktujemy jako algebre sytuacji
istniejagcych w tym modelu, a zbiér D wartosci wyréznionych jako zbidr
faktéw, zachodzacych w tym modelu.

o Relacje < nazywamy porzadkiem w algebrze sytuacji, a wyrazenie
p < q bedziemy czytali ,sytuacja p jest zawarta w sytuacji ¢" (lub
,Sytuacja p zachodzi w sytuacji q").

o Poniewaz twierdzeniem w WHQ-teoriach jest 1 < p, wiec sytuacja 1#
(sytuacja pusta, fakt niewtasciwy w 91) jest zawarta w kazdej sytuagji
z algebry A.

o Z kolei sytuacja 0A jest sytuacja logicznie sprzeczna (sytuacja
niemozliwa) w modelu 9.

o W kazdym WHQ-modelu mamy wiec doktadnie jedna sytuacje pustg i
doktadnie jedna sytuacje logicznie sprzeczna.

@ Na mocy aksjomatu Vp Vg (((p=q)=1) V ((p = q) =0)), kazdej
réwnosci jezyka J odpowiada w dowolnym modelu tego jezyka albo
sytuacja pusta, albo sytuacja logicznie sprzeczna.
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Modele dla WTQ i WHQ

@ Dla tych zbioréw X C A, dla ktérych istnieja kres gérny i kres dolny
wzgledem porzadku <A, bedziemy je oznaczali, odpowiednio, przez
sup(X) oraz inf(X).

o Twierdzenie (Omyta). Model M = (A, A™, /™, D) jezyka J™ jest
WHQ-modelem wtedy i tylko wtedy, gdy:

© A jest algebra Henlego (ze wzgledu na interpretacje spéjnikéw
logicznych).
@ Dla dowolnej funkgji f wyznaczonej przez formuty jezyka J* spetnione
sa warunki:
0 N"f=sup{f(t):teA}
e V' f =inf{f(t): tec A}
© D jest ultrafiltrem boolowskim takim, ze \/zm f € D wtedy i tylko
wtedy, gdy f(t) € D dla pewnego t € A. O
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Modele dla WTQ i WHQ

e Twierdzenie. Algebra A dowolnego WHQ-modelu
Mm = (A, A™, V™, D) jednoznacznie wyznacza funkcje A™, /™,
bedace interpretacjami kwantyfikatoréw wiazacych zmienne zdaniowe.
Mozna wiec dowolny WHQ-model oznacza¢ krétko jako pare
M= (A,D). O
e Twierdzenie. Dla dowolnego WHQ-modelu 9t = (A, D) i dla
dowolnego wartosciowania h jezyka J* w tym modelu oraz dla
dowolnej formuty a zbudowanej z réwnosci za pomoca spéjnikéw
prawdziwosciowych i kwantyfikatoréw zachodzi: ||, h|| = 0A lub
||ev, || = 1A. O
@ Formuty a zbudowane z réwnosci za pomoca spéjnikéw
prawdziwosciowych i kwantyfikatoréw nazwiemy krétko formutami
specjalnymi.
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Modele dla WTQ i WHQ

e Twierdzenie. Dla dowolnej formuty specjalnej @ jezyka JT,
dowolnego WHQ-modelu 9t = (A, D) i dla dowolnego wartosciowania
h jezyka J* w tym modelu spetnione s3 warunki:
Q@ suplt € A [|a, || € D} = [[Vp (a — p),
Q@ inf{tc A: [la, i|| € D} — |[3p (a A p), Al
Tak wiec, jesli a(p) jest formuta specjalna z jedna zmienna wolna p,
to dla dowolnego WHQ-modelu 9t = (A, D):

@ kres gérny zbioru elementéw spetniajacych formute a(p) w modelu 90t

jest réwny [[Vp (e(p) — p)|lon
@ kres dolny zbioru elementéw spetniajacych formute a(p) w modelu 9

jest rowny [|3p (a(p) A p)l|on-
e Dowdd. Z przytoczonego wyzej twierdzenia Omyty wynika, ze:
[IVp (v = p), hl[ = sup{|[(c = p), hl| : t € A}.
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Modele dla WTQ i WHQ

o Jesli o jest formuta specjalna, to dla kazdego t € A: ||a, h?|| = 1 lub
[lev, h7|| = 0R.

o Jesli [la, A7|| = 1%, to [|(a — p), AZ||
o Jesli [l h7|| = 0%, to [|(a — p), ]|

e Wynika stad, ze sup{t € A: ||a, h?|| € D} = HVp (a — p), h||.

@ W podobny sposéb dowodzimy, ze
inf{t € A: [la, K| € D} = [ 3p (A p), . 0

hP
t
hP
t
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Interpretacja PW, RW i SF

Przyjrzymy sie teraz interpretacji spéjnikéw PW, RW i SF. Dla dowolnego
WHQ-modelu 9t = (A, D) i dla dowolnego wartosciowania h jezyka J* w
tym modelu mamy:

o Element a € A spetnia formute PWp (co oznacza, ze
||PWp, h3|| € D) wtedy i tylko wtedy, gdy a nie jest sytuacja
niemozliwg oraz dla kazdego b € A: sytuacja b zachodzi w sytuacji a
lub sytuacja b zachodzi w a. Formute PWp czytamy: ,sytuacja p
jest mozliwym $wiatem w modelu 9t". Zauwazmy, ze sytuacja p jest
mozliwym $wiatem w modelu 9T wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
atomem ze wzgledu na porzadek <? w algebrze A. Tak wiec, mozliwe
swiaty w WHQ-modelu 9t = (A, D) to elementy maksymalne ze
wzgledu na porzadek <# w zbiorze A — {0A}.
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Interpretacja PW, RW i SF

@ Element a € A spetnia formute RWp (co oznacza, ze
||RWp, h8|| € D) wtedy i tylko wtedy, gdy a € D oraz a spetnia
formute PWp. Formute RWp czytamy: ,sytuacja p jest realnym
swiatem w modelu 9", Tak wiec, a jest realnym $wiatem w modelu
M, gdy a jest mozliwym Swiatem w modelu 9t i faktem w modelu 9.
A zatem a jest realnym swiatem w modelu 901, gdy zbiér faktéw D,
traktowany jako ultrafiltr boolowski, jest generowany przez element a.
A to oznacza, ze a jest faktem i zawiera w sensie porzadku <2
wszystkie fakty zachodzace w modelu 90t

o Element a € A spetnia formute SFp wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
kresem gérnym zbioru D ze wzgledu na porzadek <2. Formute SFp
czytamy: ,sytuacja p jest kresem gérnym faktéw zachodzacych w
modelu 9" (lub: ,sytuacja p jest suma faktéw zachodzacych w
modelu 91").
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Interpretacja PW, RW i SF

e Twierdzenie. W dowolnym WHQ-modelu 9t = (A, D) istnieja:
@ kres gérny i dolny zbioru faktéw;
@ kres gérny i dolny zbioru mozliwych swiatéw.
@ Dowédd. Kresem dolnym zbioru wszystkich faktéw w dowolnym
WHQ-modelu jest oczywiscie fakt niewtasciwy w tym modelu.

o Pokazemy z kolei, ze zbiér wszystkich faktéw w dowolnym
WHQ-modelu ma takze kres gérny w tym modelu.

@ Dla dowodu nie wprost przypus¢my, ze w pewnym WHQ-modelu
M = (A, D) nie istnieje kres gérny zbioru faktéw.

@ Oznacza to, ze w modelu 99t prawdziwe jest zdanie:
=3p (Vq (g = (g < p)) AVr (Vg (g — (g <r)) = (p=<r))).

o W modelu 91 prawdziwe jest zatem tez zdanie:
Vp(3q(gA—(qg=<p))V3Ir(Vqg(q—(qg=r))A=(p=<r))).
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Interpretacja PW, RW i SF

e Dla p =0 mamy zatem prawdziwa w 9 alternatywe:
g (g A—(g<0))Vv3r(vq (g —(g=<r))A=(0=<r)).
@ Poniewaz g < 0 dla kazdego g, wiec pierwszy czton tej alternatywy
jest fatszywy w 9.
o W 9 prawdziwe jest wiec zdanie: 3r (Vg (g — (¢ < r)) A—=(0 < r)).
@ Istnieje zatem wartosciowanie h w modelu 90 takie, ze
Vg (g = (g < r)) A=(r=0),h[| € D.
e Zachodzi doktadnie jedno z dwojga: h(r) € D lub h(—r) € D.

@ Jesli h(r) € D, to ||[r AVq (g — (g < r)), h|| € D, czyli h(r) jest
kresem gérnym wszystkich faktéw (poniewaz jest faktem i zawiera
wszystkie fakty), a to jest sprzeczne z przypuszczeniem dowodu nie
wprost.

@ Zatézmy zatem, ze h(—r) € D. Wtedy mamy
[|[(=r < r)A=(r=4q),h|| € D, a to jest rownowazne z tym, ze
[|[(=r=1) A=(r=0), h|| € D. Jednakze formuta (-r = 1) A=(r =0)
nie jest spetniona w zadnym WHQ-modelu.

Musimy wiec odrzuci¢ przypuszczenie, ze nie istnieje kres gérny zbioru
faktow w 9.
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Interpretacja PW, RW i SF

@ Kres gorny zbioru mozliwych swiatéw w WHQ-modelu 9t mozemy
okresli¢ jako: sup{t € A: ||PWp, hY|| € D}, gdzie h jest
wartoéciowaniem zmiennych jezyka J© w 1.

@ Kres dolny zbioru mozliwych $wiatow w WHQ-modelu 9t mozemy
okresli¢ jako: inf{t € A: ||PWp, h?|| € D}, gdzie h jest
wartoéciowaniem zmiennych jezyka J* w 1.

e Pamietamy, ze wartos¢ ||PWp, h|| jest réwna wartosci pewnej formuty
specjalnej. Mamy zatem:

o sup{t € A: |[PWp, h{|| € D} = ||Vp (PWp — p)]|
o inf{t € A:||PWp, hZ|| € D} = [[3p (p A PWp))]|.
@ Poniewaz wartosci po prawych stronach powyzszych réwnosci sa

dobrze okreslone w modelu 9, wiec w 9t istnieja kresy (gérny i
dolny) zbioru mozliwych $wiatéw w tym modelu. O

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 10 2021 16 / 20



Interpretacja PW, RW i SF

e Whiosek. Dla dowolnego WHQ-modelu 9t = (A, D) mamy:

O ||Vp (PWp — p)|| jest kresem gérnym zbioru mozliwych Swiatow.
@ ||3p (p A PWp)]| jest kresem dolnym zbioru mozliwych Swiatéw. O

@ Samo istnienie kreséw zbioru faktéw w dowolnym WHQ-modelu
wynika z tego, ze algebra sytuacji jest algebra Boole'a. Dowdd
istnienia kreséw zbioru mozliwych $wiatéw wymaga odwotania sie do
interpretacji kwantyfikatoréw w WHQ-modelach oraz zasady
zero-jedynkowosci operacji identyfikacji sytuacji (aksjomat zbioru H).

@ Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby w modelu 91 nie
istniaty sytuacje bedace mozliwymi swiatami jest to, aby kres gérny
zbioru mozliwych $wiatéw byt sytuacja pusta, za$ kres dolny sytuacja
logicznie sprzeczna.

o W modelu 91 istnieje sytuacja bedaca swiatem realnym wtedy i tylko
wtedy, gdy kres dolny mozliwych swiatéw jest faktem.
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Interpretacja PW, RW i SF

o Dla kazdej sytuacji z algebry A, oprécz sytuacji 04, sytuacja ta
zachodzi w pewnym mozliwym $wiecie wtedy i tylko wtedy, gdy
113p (p A PWp)|| = 1A, czyli wtedy, gdy kres dolny mozliwych $wiatéw
jest sytuacja pusta (faktem niewtasciwym):

© Zatézmy, ze a € A, a # 0” oraz dla kazdej sytuacji b, ktéra jest
mozliwym Swiatem w 90, sytuacja a nie zachodzi w b. Wtedy sytuacja
—Aa zachodzi w kazdym $wiecie mozliwym w 901, co implikuje, ze
sytuacja =”a jest zawarta w sytuacji, ktéra jest kresem dolnym
mozliwych $wiatéw. Mamy zatem: 14 #£ —2a <A ||3p (p A PW,)]], a
to znaczy, ze kres dolny zbioru mozliwych $wiatéw w 99t nie jest faktem
niewtasciwym w tym modelu.

@ Zatéimy z kolei, ze ||3p (p A PW,)|| = a # 1”. Wtedy sytuacja —*a
nie jest sytuacja niemozliwg, a skoro w kazdym mozliwym $wiecie
zachodzi sytuacja a, to sytuacja —*a nie zachodzi w zadnym z nich. To
znaczy, ze istnieje sytuacja rézna od niemozliwej i nie zachodzaca w
zadnym z mozliwych $wiatéw w 9.

o Teoria WHQ jest teorig sytuacji, sformutowana za pomoca wytacznie
terminéw logicznych.
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Ontologia w Traktacie Wittgensteina

e W formalizacji ontologii Traktatu Wittgensteina Roman Suszko
przyjmowat teorie sytuacji WHQ z dodaniem nastepujacych
aksjomatéw:

@ Vp (=(p=0) —3q (PWg A (p < q)))

Ten aksjomat stwierdza, ze kazda sytuacja rézna od sytuacji logicznie
sprzecznej, zachodzi w pewnej sytuacji bedacej mozliwym Swiatem.

Q p(p A PWp)
Ten aksjomat stwierdza, ze istnieje sytuacja bedgca swiatem realnym.

© 3p (Vg (alq) = (g < p)) AVr (Vg (a(q) = (g <r)) = (p<T)))
Ten schemat aksjomatéw stwierdza, ze dla dowolnej formuty a jezyka
JT istnieje kres gérny zbioru tych elementéw, ktére spetniaja te
formute.

Q 3p (Vg (alq) = (p <)) AVr (Vg (a(q) = (r < q)) = (r < p)))
Ten schemat aksjomatéw stwierdza, ze dla dowolnej formuty « jezyka
J* istnieje kres dolny zbioru tych elementéw, ktére spetniaja te
formute.

e Tak wzbogacona teoria WHQ jest niesprzeczna, (bo jest spetniona w
modelu fregowskim (A, D), w ktérym A jest dwuelementowa algebra
Henlego na zbiorze {0, 1}, zas D = {1}).
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Ontologia w Traktacie Wittgensteina

Suszko przyjmowat nastepujace zatozenia o dowolnym modelu 9t = (A, D)
jezyka JT jako modelu teorii sytuacji:

o Algebra A jest algebra Henlego, atomowa za wzgledu na porzadek <2.

@ Algebra A jest elementarnie zupetna, czyli dla dowolnej formuty «
jezyka JT i dowolnego wartosciowania zmiennych h istnieja kresy (ze
wzgledu na porzadek <®) zbioru {t € A: ||, h?|| € D}.

@ Zbiér D jest boolowskim ultrafiltrem generowanym przez pewien atom

algebry A, co znaczy, ze istnieje fakt, ktéry zawiera wszystkie fakty
modelu 9.
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