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Niektorzy wielcy mysliciele XX wieku pokazali, ze nawet w sterylnym swiecie
matematyki niezupelnos¢ i losowos¢ sa powszechne

Gregory J. Chaitin

Kazdy wie, ze komputer to bardzo praktyczna rzecz. Wtasciwie to komputery sa
niezbedne we wspodlczesnym spoleczenstwie. Ale czego nie pamigtaja nawet eksperci od
komputerdw to ze -- tylko troche¢ przesadzam -- komputer zostal wynaleziony po to, by
pomoc wyjasni¢ pewna filozoficzng kwesti¢ co do podstaw matematyki. Zaskakujace?
Bynajmnie;.

Ta niezwykta historia rozpoczyna si¢ z Davidem Hilbertem, znanym niemieckim
matematykiem, ktory na poczatku XX wieku zaproponowat, by catkowicie
sformalizowa¢ wszelkie rozumowanie matematyczne. Okazato si¢, ze nie da si¢
sformalizowa¢ rozumowania matematycznego, wigc w pewnym sensie jego pomyst byt
wielka porazka. Ale w innym sensie pomyst Hilberta byt sukcesem, bo formalizm jest
jednym z najwigkszych darow XX wieku -- nie dla rozumowania matematycznego lub
dedukcji -- lecz dla programowania, dla obliczania. Oto zapomniany fragment
intelektualnej historii.

Opowiem tutaj tg histori¢ bez zaglebiania si¢ w matematyczne szczeg6ty. Bedzie
wiec niemozliwe catkowicie wyjasni¢ wazng prace zastuzonych ludzi, takich jak
Bertrand Russell, Kurt Godel i Alan Turing. Wciaz, cierpliwy czytelnik powinien moc
uchwyci¢ esencje¢ ich argumentow 1 dostrzec, co zainspirowato niektére z moich
wlasnych pomystow co do losowos$ci znajdujacej si¢ w matematyce.

Paradoksy Logiczne Russella

Pozwolcie mi zacza¢ z Bertrandem Russellem, matematykiem, ktory pdzniej stal si¢
filozofem, a w koncu humanista. Russell jest kluczowy, bo odkryt pewne denerwujace
paradoksy w samej logice. Tzn. znalazl przypadki, w ktorych rozumowanie wydajace si¢
poprawne prowadzi do sprzecznos$ci. Russell miat ogromny udziat w rozpowszechnieniu
rozumienia, ze te sprzecznosci stanowig powazny kryzys, 1 ze trzeba je jakos$ rozwigzac.

Paradoksy odkryte przez Russella przyciggnety ogromna uwage w kregach
matematycznych, ale co dziwne tylko jeden zostal nazwany jego nazwiskiem.

By zrozumie¢ paradoks Russella, wezmy pod uwage zbiér wszystkich zbioréw, ktore
nie s3 swoimi elementami. Teraz zapytajmy: Czy ten zbior jest swoim elementem?
Jesli jest swoim elementem, to nie powinien by¢ i vice versa.

Zbior wszystkich zbiorow w paradoksie Russella jest jak ten fryzjer w matym
miasteczku, ktory strzyze wszystkich tych, ktorzy sami si¢ nie strzyga. Opis ten wydaje
si¢ dos¢ rozsadny, dopdki nie zapytacie: "Czy fryzjer ten strzyze si¢ sam?". Strzyze si¢
sam wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie strzyze si¢ sam. Mozecie teraz powiedzie¢: "Kogo
obchodzi ten hipotetyczny fryzjer? To tylko glupia gra stow!". Ale jesli zaymujesz si¢



matematycznym pojeciem zbioru, nie jest tak tatwo odrzuci¢ ten problem logiczny.

Paradoks Russella to teoriomnogos$ciowe echo wczesniejszego paradoksu,
znanego juz starozytnym Grekom. Jest on czg¢sto nazywany paradoksem Epimenidesa lub
paradoksem klamcy. Istota problemu jest taka: Epimenides podobno wykrzyknat: "To
zdanie jest falszywe!" Czy jest falszywe? Jesli to zdanie jest falszywe, znaczy to, ze musi
by¢ prawdziwe. Ale jesli jest prawdziwe, to jest falszywe. Wiec cokolwiek zatozysz co
do jego prawdziwosci, jeste§ w tarapatach. Dwuzdaniowa wersja tego pradoksu brzmi
tak: "Nastepne zdanie jest prawdziwe. Poprzednie zdanie jest fatszywe.". Kazde z tych
zdan samo jest OK, ale potagczone nie maja sensu. Mozecie to odrzucac¢ jako nic nie
znaczace gry stowne, ale niektore z wielkich umystow XX wieku braty je bardzo
powaznie.

Jedna z reakcji na kryzys w logice byla proba Hilberta uczieczki w formalizm.
Jesli wehodzi si¢ w tarapaty z rozumowaniem, ktoére wydaje si¢ OK, rozwigzaniem jest
uzywac logiki symbolicznej do stworzenia sztucznego jezyka i by¢ bardzo ostroznym, by
tak okresli¢ reguly, by nie wyskakiwaly sprzecznos$ci. Przeciez jezyk potoczny jest mgtny
-- nigdy nie wiesz, do czego odnosi si¢ zaimek.

Plan ratunkowy Hilberta

Pomyst Hilberta polegat na stworzeniu doskonatego sztucznego jezyka do rozumowania,
do uprawiania matematyki, do dedukcji. Podkreslit on wiec znaczenie metody
aksjomatycznej, w ktorej pracuje si¢ w zbiorze podstawowych postulatow (aksjomatow) 1
dobrze okreslonych regut dedukcji do wyprowadzania prawdziwych twierdzen. Ten
sposOb uprawiania matematyki idzie wstecz do starozytnych Grekow, a konkretnie do
Euklidesa i jego geometrii, ktora jest pigknie jasnym systemem matematycznym.

Innymi stowy intencja Hilberta byto by¢ zupekie precyzyjnym co do regut gry --
co do definicji, podstawowych poje¢, gramatyki jezyka -- tak, by kazdy mogt si¢ zgodzic¢
co do tego, jak matematyke powinno si¢ uprawiac.

W praktyce bytoby to zbyt pracochtonne uzywac takiego formalnego systemu
aksjomatycznego do rozwijania nowej matematyki, ale miatoby to filozoficzne
znaczenie.

Propozycja Hilberta wydawata si¢ do$¢ prostolinijna. W koncu on tylko szedt
droga wyznaczong przez formalng tradycyjng matematyke, opierajac si¢ na dhugiej
historii prac Leibniza, Boole'a, Fregego 1 Peano. Ale chciat pdj$¢ na catos¢ do samego
konca i sformalizowa¢ CALA matematyke. Wielka niespodzienkg jest to, ze nie da si¢
tego zrobic.

Hilbert pomylit si¢ -- ale pomylil si¢ na bardzo owocny sposob, bo zadal bardzo dobre
pytanie. Wlasciwie to zadajac to pytanie, stworzyl zupelnie nowa dyscypling zwana
METAMATEMATYKA, introspektywng dziedzing matematyki, w ktorej bada si¢ co
matematyka moze, a czego nie moze 0siggnac.

Zasadnicza idea jest taka: Jak tylko zamkniesz matematyke w sztucznym jezyku a
la Hilbert, jak tylko ustalisz catkowicie formalny system aksjomatyczny, to mozesz
zapomnie¢, ze ma to jakiekolwiek znaczenie, i po prostu patrze¢ na to jako na gre
rozgrywang przy pomocy znakOw na papierze, ktére pozwalaja ci dedukowaé twierdzenia
z aksjomatow. Oczywiscie matematyka zajmuje si¢ dlatego, ze ma ona znaczenie. Ale
jesli cheesz bada¢ matematyke przy uzyciu metod matematycznych, musisz
wykrystalizowac znaczenie i po prostu bada¢ sztuczny jezyk z catkowicie $cistymi



regutami.

Jakiego rodzaju pytania mozna zadawac? Cdz, jedno z pytan to czy mozna
udowodni¢ np. ze 0=1. (Mamy nadzieje, Ze nie.) Rzeczywiscie, dla kazdego zdania,
nazwijmy je A, mozna zapytac, czy jest mozliwe udowodni¢ A lub zaprzeczenie A.
Formalny system aksjomatyczny uwazany jest za zupehy, jesli mozna udowodni¢, ze A
jest prawdziwe lub, ze jest fatszywe.

Hilbert miat wizj¢ stworzenia regut tak $cistych, ze kazdy dowod mozna by
wysta¢ do niestronniczego sedziego, mechanicznej procedury, ktora powiedziataby: "Ten
dowod stosuje si¢ do regul”, lub by¢ moze: "W 4. linijce jest btad ortograficzny", lub "To
w 4. linijce, co niby wynika z 3. linijki, tak naprawdg¢ nie wynika." I to by byl koniec;
zadnej obrony.

Jego pomyst nie polegat na tym, ze matematyke powinno si¢ uprawia¢ w ten
sposob, ale raczej ze jesli mozna by tak zrobi¢ z matematyka, to mozna by wtedy uzy¢
matematyki do badania mocy matematyki. A Hilbert myslal, ze naprawdg potrafilby tego
dokona¢. Mozecie sobie wiec wyobrazi¢ jak bardzo, bardzo szokujace byto, gdy w 1931
r. matematyk austriacki Kurt Godel pokazat, ze plan ratunkowy Hilberta wcale nie byt
rozsadny. Nigdy nie mozna by go zrealizowa¢, nawet teoretycznie.

Niezupelnos$¢ Godlowska

Godel rozsadzit wizj¢ Hilberta w 1931 r., bedac na wydziale Uniwersytetu
Wiedenskiego, cho¢ przybyt z dzisiejszej Republiki Czeskiej, z Brna. (Wtedy byta to
cze$¢ imperium Austro-Wegierskiego.) Pdzniej Godel przytaczyt si¢ do Einsteina w
Instytucie Badan Zaawansowanych w Princeton.

Niezwyklym odkryciem Gddla bylo to, ze Hilbert §miertelnie si¢ mylit: Tak
naprawde nie ma sposobu, by mie¢ formalny system aksjomatyczny dla catej
matematyki, w ktérym byltoby krysztalowo przejrzyste, czy cos jest prawidtowe czy nie.
Doktadniej, Godel odkryl, Ze plan nie udaje si¢ juz nawet dla elementarnej arytmetyki, z
liczbami 0, 1, 2, 3,... i dodawaniem i mnozeniem.

Kazdy system formalny, ktory probuje zawrze¢ w sobie catg prawde 1 tylko
prawde o dodawaniu, mnozeniu i liczbach 0, 1, 2, 3,... musi by¢ niezupelny. Wiasciwie to
bedzie albo sprzeczny albo niezupelny. Wiec jesli zatozysz, ze mowi on tylko prawdg, to
wtedy, nie powie on catej prawdy. W szczegdlnosci jesli zalozysz, ze aksjomaty i reguly
dedukcji nie pozwalaja na dowodzenie fatszywych twierdzen, to beda twierdzenia,
ktérych nie da si¢ udowodnic.

Dowdd niezupetnosci Godla jest bardzo sprytny. Jest bardzo paradoksalny.
Wydaje si¢ prawie zwariowany. Gddel zaczyna z paradoksem ktamcy: zdaniem "Jestem
falszywe!", ktore nie jest ani prawdziwe ani falszywe. Tak naprawde¢ Godel kostruuje
zdanie, ktore mowi o sobie: "Nie da si¢ mnie udowodni¢!" Teraz jesli mozesz
skonstruowac takie zdanie w elementarne;j teorii liczb, w arytmetyce, zdanie
matematyczne, ktore samo si¢ opisuje, musisz byé bardzo sprytny -- ale jesli MOZESZ to
zrobi¢, fatwo zobaczy¢, dlaczego jeste§ w tarapatach. Dlaczego? Bo jesli to zdanie mozna
udowodnié, jest ono koniecznie falszywe, i dowodzisz falszywego wyniku. Jesli nie da
si¢ go udowodnié, jak samo o sobie mowi, to jest ono prawdziewe, 1 matematyka jest
niezupekna.



Dowod Godla zawiera wiele skomplikowanych technicznych szczegotow. Ale
jesli popatrzycie na jego oryginalng prace, znajdziecie co$, co bardzo przypomina
programowanie w LISP. Jest tak, bo dowdd Gddla zawiera definiowanie wielu funkcji
rekurencyjnie, funkcji zajmujacych si¢ listami -- doktadnie tym, czego wlasnie dotyczy
LISP. Wigc chociaz nie bylo Zzadnych komputeréw ani jezykow programowania w 1931
r., Z pomoca spojrzenia wstecz, mozna wyraznie zobaczy¢ jezyk programowania w
istocie oryginalnej pracy Godla.

Inny stawny matematyk tamtej ery, John von Neumann (ktory, zbiegiem
okolicznosci, miat istotny wptyw na stworzenie technologii komputerowej w Stanach
Zjednoczonych), docenil wglad Godla natychmiastowo. Nigdy nie dotarto do von
Neumanna, ze plan Hilberta byl nierozsadny.

Wiec Godel byt nie tylko niezwykle sprytny, miat tez odwage wyobrazié sobie, ze
Hilbert moze si¢ mylic.

Wielu ludzi postrzegato wniosek Godla jako absolutnie niszczycielski: Cata
tradycyjna filozofia matematyki skonczyta jako kupa na podtodze. Jednak w 1931 r. byto
takze kilka innych zmartwien w Europie. Miat miejsce wielki kryzys i wojna sig¢
szykowala.

Maszyna Turinga

Nastepny wielki krok naprzod nadszedt pie¢ lat pdzniej, w Anglii, gdy Alan Turing
odkryt nieobliczalno$¢. Przypomnijcie sobie, ze Hilbert powiedzial, ze powinna istnie¢
"mechaniczna procedura" decydujaca, czy dowdd stosuje si¢ do regut czy nie. Hilbert
nigdy nie sprecyzowatl, co ma na mysli, mowiac o mechanicznej procedurze. Turing
zasadniczo powiedzial: "O co ci naprawde chodzi, to o maszyng" (maszyne, ktora teraz
nazywamy maszyng Turinga).

Oryginalna praca Turinga zawiera j¢zyk programowania, tak jak praca Godla, lub cos, co
teraz nazwaliby$Smy jezykiem programowania. Ale te dwa jezyki programowania sg
bardzo rozne. Turinga nie jest takim wysokopoziomowym jezykiem jak LISP; jest to
bardziej jak jezyk maszynowy, surowy kod jedynek i zer przezytanych do gtownego
procesora komputera. Wynalazek Turinga z 1936 r. jest tak naprawde okropnym
jezykiem maszynowym, ktérego nikt nie uzytby dzisiaj, bo jest zbyt szczatkowy.

Cho¢ hipotetyczne maszyny liczace Turinga sg bardzo proste, a ich jezyk
maszynowy do$¢ prymitywny, sg bardzo elastyczne. W jego pracy z 1936 r. Turing
twierdzi, ze taka maszyna moze przeprowadzi¢ dowolne obliczenia, jakie cztowiek jest w
stanie zrobic.

To myslenia Turinga bierze teraz dramatyczny obrot. Co, pyta, jest
NIEMOZLIWE dla takiej maszyny? Czego nie moze zrobi¢?I od razu znajduje problem,
ktérego zadna maszyna Turinga nie potrafi rozwigzac: problem stopu. Jest to problem
polegajacy na stwierdzeniu z gory, czy dana maszyna Turinga (lub program
komputerowy) znajdzie poszukiwane rozwigzanie i zatrzyma sig.

Jesli dopusci¢ ograniczenie czasowe, bardzo tatwo jest rozwigzac ten problem.
Powiedzmy, ze chcesz wiedzie¢, czy program zatrzyma si¢ w rok. Wtedy po prostu
uruchamiasz go na rok i albo zatrzymuje si¢ albo nie. Co Turing pokazal, to Zze wpadasz
W straszne tarapaty, jesli nie okreslisz limitu czasowego, jesli probujesz wydedukowac,
czy program si¢ zatrzyma bez uruchamiania go.

Pozwolcie mi zarysowaé rozumowanie Turinga: Przypusémy, ze MOZESZ



napisa¢ program, ktory sprawdza, czy dowolny dany program komputerowy w koncu si¢
zatrzyma. Nazwijmy go testerem zakonczenie. Teoretycznie moznaby da¢ mu program, a
on wyplulby odpowiedz: "Tak, ten program si¢ zakonczy" lub "Nie, bedzie si¢ krecit na
swoich kotach w jakiej$ nieskonczonej petli i nigdy si¢ nie zatrzyma".

Teraz stworzmy drugi program, ktory uzywa testera zakonczenia, by ewaluowaé pewien
program. Jesli badany program si¢ zakonczy, niech ten nowy program bedzie tak
zrobiony, ze wchodzi w nieskonczong petle. A teraz subtelna czgs$é: Daj swojemu
nowemu programowi kopig siebie. Co robi?

Pamigtaj, napisate$ ten nowy program tak, ze wejdzie w nieskonczong petle, jesli
testowany program si¢ zakonczy. Ale tutaj on SAM jest tym testowanym programem.
Wigc jesli si¢ zakonczy, to wchodzi w nieskonczong petle, czyli sie nie zakonczy --
sprzeczno$¢. Przeciwne zatozenie nie pomaga: Jesli si¢ nie zakonczy, tester zakonczenia
wskaze na to 1 program nie wejdzie w nieskonczong petle, wiec zakonczy sie. Ten
paradoks doprowadzit Turinga do wniosku, ze ogdlnego testera zakonczenia nie da si¢
zrobi€.

Interesujace jest to, ze Turing od razu wyciggnat wniosek: Jesli nie ma sposobu,
by okresli¢ z gory jakim$ obliczeniem, czy program si¢ zatrzyma czy nie, to nie moze si¢
tego tez daé stwierdzi¢ przy pomocy rozumowania. Zaden formalny system
aksjomatyczny nie pozwoli ci wydedukowaé, czy program si¢ w koncu zatrzyma.
Dlaczego? Bo gdybys mogt uzy¢ formalnego systemu aksjomatycznego w ten sposob, to
daloby ci to sposob na obliczenie z géry, czy program si¢ zatrzyma czy nie. A to jest
niemozliwe, bo dochodzisz do paradoksu jak: "To zdanie jest falszywe!" Mozesz
stworzy¢ program, ktory zatrzymuje si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy nie zatrzymuje si¢.
Paradoks ten jest podobny do tego, ktory Godel odkryt w swoich badaniach nad teorig
liczb. (Przypomnijmy, Ze patrzyl na nic bardziej skomplikowanego, niz 0, 1, 2, 3,... 1
dodawanie i mnozenie.) Wyczyn Turinga polegat na tym, ze pokazat on, ze ZADEN
formalny system aksjomatyczny nie moze by¢ zupetny.

Po rozpoczeciu IT Wojny Swiatowej Turing zajat sie krytpografia, von Neumann
zaczat pracowac nad tym, jak oblicza¢ wybuchy bomb atomowych, i ludzie zapomnieli o
niezupetnosci formalnych systemoéw aksjomatycznych na jakis$ czas.

Losowos¢ w Matematyce
Pokolenie matematykow, ktorzy zajmowali si¢ tymi glebokimi filozoficznymi kwestiami
zasadniczo znikneto wraz z IT Wojna Swiatowa. Wtedy ja pokazatem si¢ na scenie.

W po6znych latach 50-tych, gdy bytem mtody, przeczytatem artykut o Godlu i
niezupetnos$ci w Scientific American. Wynik Godla fascynowat mnie, ale nie potrafitem
go naprawde zrozumie¢; mys$lalem, ze co$ mi tu $mierdzi. Co do podejscia Turinga,
podobalo mi si¢, ze wchodzito ono znacznie glebiej, ale wciaz nie bylem
usatysfakcjonowany.

To wtedy miatem $mieszny pomyst dotyczacy losowosci.

Gdy bytem dzieckiem, czytatem takze wiele o innym stynnym zagadnieniu
intelektualnym, nie podstawach matematyki, ale podstawach fizyki -- o teori wzglednos$ci
1 kosmologii, a nawet czesciej o mechanice kwantowe;.

Dowiedzialem si¢, ze gdy rzeczy staja si¢ bardzo male, swiat fizyczny zachowuje si¢ w
zupelnie zwariowany sposob. Tak naprawdg rzeczy sg losowe -- z natury
nieprzewidywalne. Czytatem o tym wszystkim i zaczatem si¢ zastanawiac, czy istnieje



tez losowo$¢ w czystej matematyce.
Zaczatem podejrzewaé, ze moze to jest prawdziwa przyczyna niezupeinosci.

Dobry przypadek to elementarna teoria liczb, w ktdrej istniejg bardzo trudne
pytania. Wezmy pod uwage liczby pierwsze. Poszczegdlne liczby pierwsze zachowujg sie
bardzo nieprzewidywalnie, jesli interesuje was ich doktadna struktura.

To prawda, ze istniejg statystyczne prawidtowosci. Istniejg takie co$ jak twierdzenie o
liczbach pierwszych, ktére dos¢ dokladnie przewiduje ogdlne roztozenie liczb
pierwszych. Ale jesli chodzi o doktadne rozmieszczenie poszczegdlnych liczb
pierwszych, wyglada to do$¢ losowo.

Zaczatem wigc mysleé, ze losowos¢ obecna w matematyce stanowi glebsza
przyczyne calej tej niezupetnosci. W polowie lat 60-tych ja, 1 niezaleznie A. N.
Kolmogorow w ZSRR, wymysliliSmy co§ nowego, co lubi¢ nazywac¢ algorytmiczna
teorig informacji. Brzmi to bardzo imponujaco, ale zasadnicza idea jest bardzo prosta:
Jest to po prostu sposdb na mierzenia ztozonos$ci obliczeniowe;.

Jednym z pierwszych miejsc, z ktorych dowiedzialem si¢ o ztozonosci
obliczeniowej, to od von Neumanna. Turing rozwazal komputer jako pojecie
matematyczne -- doskonaly komputer, ktory nigdy nie popetnia btedoéw, kory ma tak
wiele czasu miejsca, jak tylko potrzebuje, zeby pracowac. Po tym, jak Turing wpadt na
ten pomyst, nastepnym logicznym krokiem byto badanie czasu potrzebnego do
przeprowadzenia obliczen -- miary ich ztozonos$ci. Okoto roku 1950 von Neumann
podkreslil znaczenie ztozonoS$ci czasowej obliczen, 1 jest to teraz dobrze rozwinigta
dziedzina.

Moj pomyst polegal na tym, zeby nie patrze¢ na czas, cho¢ z praktycznego punktu
widzenia czas jest bardzo wazny. M¢j pomyst byt taki, zeby patrze¢ na ROZMIAR
programéw komputerowych, na ilo$¢ informacji, jaka trzeba da¢ komputerowi, by
wykonal pewne zadanie. Dlaczego jest to interesujace? Bo ztozono$¢ rozmiarowa
programdw laczy si¢ z pojeciem entropii w fizyce.

Przypomnijmy, ze entropia grata szczegolnie istotng role w pracy stynnego fizyka
Ludwiga Boltzmanna i pojawia si¢ w mechanice statystycznej i termodynamice. Entropia
mierzy stopien nieporzadku, chaos, losowosci w systemie fizycznym. Krysztal ma mala
entropie, a gaz (powiedzmy w temperaturze pokojowej) ma duzg entropie.

Entropia jest powigzana z fundamentalnym pytaniem filozoficznym: Dlaczego
czas biegnie tylko w jednym kierunku? W zyciu codziennym istnieje oczywiscie wielka
réznica pomiedzy poruszaniem si¢ do przodu i do tylu w czasie. Szklanki thuka sie, ale
nie sklejaja si¢ nagle na nowo. Podobnie w teorii Boltzmanna entropia musi wzrasta¢ --
system musi stawac si¢ bardziej i bardziej nieuporzadkowany. Oto znane Drugie Prawo
Termodynamiki.

Wspotczesni Boltzmannowi nie widzieli, jak wywnioskowa¢ ten wynik z fizyki
Newtonowskiej. Mimo wszystko w gazie, gdzie atomy odbijaja si¢ jak kule bilardowe,
kazda interakcja jest odrwacalna. Gdyby$ mogl jakos nagra¢ matg cze$¢ gazu przez
krotki czas, nie potrafitby$ odroznié, czy film jest puszczony do przodu czy do tylu. Ale
teoria gazu Boltzmanna mowi, ze ISTNIEJE strzatka czasu -- system rozpocznie w
uporzadkowanym stanie, a skonczy w bardzo pomieszanym nieuporzadkowanym stanie.
Jest nawet takie straszne okreslenie na ten ostateczny stan: "$Smier¢ cieplna”.

Powigzanie pomigdzy moimi pomystami a teorig Boltzmanna pojawia si¢ dlatego,
ze rozmiar programu komputerowego jest analogiczny do stopnia nieuporzadkowania



systemu fizycznego. Gaz moze wymaga¢ duzego programu, by stwierdzi¢, gdzie znajduja
si¢ jego atomy, podczas gdy krysztat nie wymaga duzego programu z powodu swojej
regularnej struktury. Entropia i zlozono$¢ rozmiarowa programow sg wigc blisko
powiazane.

To pojecie ztozono$ci rozmiarowej jest takze powigzane z filozofig metody
naukowej. Ray Solomonoff (komputerowiec pracujacy wtedy w Zator Company w
Cambridge, Massachusetts) zaproponowal ten pomyst na konferencji w 1960 r., cho¢ ja
si¢ dowiedzialem o jego pracy dopiero po tym, jak wpadlem na podobny pomysty kilka
lat pdzZnie;.

Pomyslcie tylko o brzytwie Occama, idei, Ze najprostsza teoria jest najlepsza. C6z, czym
jest teoria? To program komputerowy do przewidywania obserwacji. A stwierdzenie, ze
najprostsza teoria jest najlepsza, thumaczy si¢ na stwierdzenie, ze krétki program
komputerowy stanowi najlepszg teorie.

Co jesli nie ma najbardziej zwigztej teorii? Co jesli najbardziej zwiezty program
do odtworzenia danego zbioru danych eksperymentalnych jest tego samego rozmiaru jak
te dane? Wtedy teoria jest niedobra -- jest ugotowana -- i dane sg nieckompresowalne,
losowe.

Teoria jest dobra tylko wtedy, gdy kompresuje dane do znacznie mniejszego zbioru
teoretycznych zatozen i regul wnioskowania.

Mozna wigc zdefiniowa¢ losowos¢ jako co$, czego w ogdle nie mozna
skompresowac. Jedyny sposob, by opisa¢ zupetnie losowy obiekt lub liczbe komus, to
pokaza¢ go i powiedzie¢: "To jest to". Poniewaz nie ma zadnej struktury lub
prawidlowosci, nie ma zadnego krotszego opisu. Druga skrajnoscia jest obiekt lub liczba,
ktory ma bardzo regularng strukturg. By¢ moze mozna by go opisa¢, méwigc, ze jest to
milion powtorzen 01, na przyktad. Jest to bardzo duzy obiekt o bardzo krétkim opisie.

Moj pomyst byt taki, zeby uzy¢ ztozonosci rozmiarowo-programowej do
zdefiniowania losowosci. A gdy zaczniesz przygladac si¢ rozmiarowi programow
komputerowych -- kiedy zaczniesz mys$le¢ o pojeciu ztozono$ci rozmiarowej lub
informacyjnej zamiast ztozonos$ci czasowej -- wtedy co$ ciekawego si¢ dzieje:
Gdziekolwiek si¢ nie zwrocisz, znajdziesz niezupetnos¢. Dlaczego? Bo pierwsze pytanie,
jakie zadajesz w mojej teorii, prowadzi ci¢ w kltopoty. Mierzysz ztozono$¢ czego$
poprzez rozmiar najmniejszego programu obliczajacego to co$. Ale jak mozesz by¢
pewnym, ze twoj program to najmniejszy mozliwy? Odpowiedz jest taka, ze nie mozesz.
To zadanie, do$¢ zadziwiajaco, przekracza mozliwo$ci rozumowania matematycznego.
Pokazanie, ze tak jest, wymaga troch¢ zaangazowania, wigc zacytuje tylko sam wynik,
ktéry jest jednym z moich ulubionych twierdzen o niezupetnosci: Jesli masz n bitow
aksjomatow, nigdy nie udowodnisz, ze program jest najmniejszym mozliwym, jesli ma
on wigcej niz n bitow dtugosci. To jest, wchodzisz w tarapaty z programem, jesli jest on
wiekszy od skomputeryzowanej wersji aksjomatow -- lub doktadnie;j, jesli ma wigkszy
rozmiar od programu sprawdzajacego dowody dla aksjomatow i1 powigzanych z nimi
regutami wnioskowania.

Wigc okazuje si¢, ze nie mozna w ogolnym przypadku obliczy¢ ztozonosci
rozmiarowo-programowej, bo okresli¢ ztozono$¢ rozmiarowo-programowg czegos
oznacza zna¢ rozmiar najmniejszego programu, ktory to co$ oblicza. Nie mozna tego
zrobi¢, jesli program jest wickszy od aksjomatow.



Pozwoélcie, ze wyjasnie, dlaczego tak twierdze¢. Zbiory aksjomatow, ktorych
matematycy zazwyczaj uzywaja, sa dos¢ zwigzte, w przeciwnym wypadku nikt by w nie
wierzyl. W praktyce istnieje ten ogromny §wiat prawdy matematycznej -- nieskonczona
ilo$¢ informacji -- ale dowolny zbioér aksjomatow wytapuje tylko malutka, skonczong
ilo$¢ informac;ji.

Oto w zasadzie dlaczego Godlowska niezupetnos$¢ jest naturalna i nieunikniona, raczej
niz tajemnicza i skomplikowana.

Dokad Teraz?

Whiosek ten jest bardzo dramatyczny. W tylko trzech krokach idziemy najpierw od
Godla, u ktérego wydawato si¢ szokujace, Ze istniejg granice rozumu, do Turinga, u
ktérego wydaje si¢ to znacznie bardziej rozsadne, az do rozwazania ztozonosci
rozmiarowo-programowej, w ktorej niezupelnos¢, granice matematyki, po prostu
uderzaja w twarz.

Ludzie czesto mi mowig: "Cdz, to wszystko bardzo fajne. Algorytmiczna teoria
informacji to niezta teoria, ale daj mi przyktad czegos$ konkretnego, co uwazasz, ze
przekracza rozumowanie matematyczne". Przez lata jedng z moich ulubionych
odpowiedzi bylo: "Moze wielkie twierdzenie Fermata". Ale co$ Smiesznego si¢ stato: W
1993 r. Andrew Wiles nadszedt z dowodem. Byt btad, ale teraz wszyscy sa przekonani,
ze dowod jest poprawny. Wiec mamy problem.

Algorytmiczna teoria informacji pokazuje, ze istnieje wiele rzeczy, ktoérych nie da si¢
udowodni¢, ale nie potrafi tego rozstrzygnaé¢ dla konkretnych probleméw
matematycznych.

Jak wigc, pomimo niezupetnosci, matematycy robig tak duze postepy? Te wyniki
niezupetnosci z pewnoscig maja w sobie co$§ pesymistycznego. Jesli zmierzy¢ si¢ z nimi
wprost, wydawatoby sig¢, ze nie da si¢ robi¢ postgpdw, ze matematyka jest niemozliwa.
Na szczescie dla tych z nas, ktorzy zajmuja si¢ matematyka, nie wydaje si¢ tak by¢. By¢
moze jacy$ mtodzi matematycy nastepnego pokolenia udowodnig, dlaczego tak by¢ musi.



