
3. Semantyczna niesprzeczno±¢

3.1. De�nicje

Zbiór formuª jest semantycznie niesprzeczny (speªnialny), gdy ma co najmniej jeden model, tj. gdy
wszystkie jego elementy s¡ prawdziwe w co najmniej jednej wspólnej interpretacji. W przeciwnym przypadku,
tj. gdy nie ma »adnego modelu (wszystkie jego elementy nie s¡ prawdziwe w »adnej wspólnej interpretacji),
jest semantycznie sprzeczny. Badanie rozwa»an¡ metod¡, czy dany (sko«czony) zbiór formuª j¦zyka KRP
jest semantycznie niesprzeczny polega na:

• przypuszczeniu, »e wszystkie rozwa»ane formuªy s¡ prawdziwe (w co najmniej jednej wspólnej inter-
pretacji);

• zbudowaniu drzewa semantycznego, w którego pniu umieszczone s¡ wszystkie rozwa»ane formuªy;

• konkluzji, uzale»nionej od ksztaªtu otrzymanego drzewa.

Mo»liwe s¡ nast¦puj¡ce sytuacje dla danego zbioru formuª X:

• wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te; wtedy zbiór X jest semantycznie sprzeczny (wszystkie elementy
zbioru X nie mog¡ by¢ wspóªprawdziwe);

• pewne gaª¦zie drzewa s¡ otwarte; wtedy X jest semantycznie niesprzeczny, a ka»da z otwartych gaª¦zi
drzewa pozwala utworzy¢ interpretacj¦, w której wszystkie elementy zbioru X s¡ wspóªprawdziwe;1

Rozwa»ymy przykªady ilustruj¡ce obie z wyliczonych wy»ej sytuacji. Mo»e warto w tym miejscu zaz-
naczy¢, »e tak»e problemy omawiane w innych podrozdziaªach tego rozdziaªu sprowadzaj¡ si¦ do badania,
czy pewne zbiory formuª s¡ semantycznie sprzeczne, czy te» semantycznie niesprzeczne.2

3.2. Przykªady

Przykªad III.3.1: Kraw¦d¹ banaªu

Zacznijmy od przykªadu na kraw¦dzi banaªu. Sprawdzimy, czy jest semantycznie niesprzeczny zbiór
zªo»ony z nast¦puj¡cych formuª:

¬∃x (Px ∧Qx)
∀x (Px → Qx)

∃x Px

Budujemy drzewo semantyczne, w którego pniu umieszczamy te formuªy. Je±li wszystkie gaª¦zie tego
drzewa si¦ zamkn¡, to badany zbiór formuª jest semantycznie sprzeczny. Je±li pozostanie jaka± gaª¡¹ otwarta,
to zbiór ten jest semantycznie niesprzeczny.

1Dotyczy to otwartych gaª¦zi sko«czonych. Jak rzeczy si¦ maj¡ w przypadku gaª¦zi niesko«czonych (a wi¦c, siª¡ rzeczy,
otwartych) wyja±niamy w rozdziale IV.

2W rozdziale IV podajemy uzasadnienie, tj. formalny dowód, »e sko«czony zbiór formuª nie ma modelu wtedy i tylko
wtedy, gdy jego drzewo semantyczne (czyli drzewo dla koniunkcji wszystkich jego elementów) ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te.
Uzasadnienie to wykorzystuje wspomniany w cz¦±ci wst¦pnej niniejszych notatek lemat Hintikki. Pokazujemy tak»e, jak pewien
wa»ny wynik metalogiczny (twierdzenie o zwarto±ci) pozwala sprowadza¢ pytanie o speªnialno±¢ dowolnego zbioru X formuª
j¦zyka KRP do pytania o speªnialno±¢ wszystkich sko«czonych podzbiorów zbioru X. Z punktu widzenia zastosowa« omawia-
nej metody istotna jest ta wersja twierdzenia o zwarto±ci, która ustala, »e jaki± zbiór formuª j¦zyka KRP jest semantycznie
sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z jego sko«czonych podzbiorów jest semantycznie sprzeczny.
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¬∃x (Px ∧Qx) 2.?a

∀x (Px → Qx) 3.?a

∃x Px 1.
√

a

(1) Pa

(2) ¬(Pa ∧Qa) 4.¬∧

(3) Pa → Qa 5.→

©©©©©©

HHHHHH

(4l) ¬Pa

×1,4l

(4p) ¬Qa

©©©©
HHHH

(5l) ¬Pa

×1,5l

(5p) Qa

×4p,5p

Wszystkie gaª¦zie s¡ zamkni¦te. Zatem nie istnieje interpretacja, w której wszystkie powy»sze formuªy
byªyby jednocze±nie prawdziwe, zbiór tych formuª jest semantycznie sprzeczny.

A czemu wspomnieli±my o kraw¦dzi banaªu? Spójrzmy (posªuchajmy?!), co �mówi¡� rozwa»ane trzy
zdania. Pierwsze stwierdza, »e cz¦±¢ wspólna denotacji predykatów P oraz Q jest pusta. Drugie gªosi, »e
denotacja P zawiera si¦ w denotacji Q, a trzecie powiada, »e denotacja P jest niepusta. Tak jednocze±nie
by¢ nie mo»e. Kto lubi rysuneczki, mo»e sporz¡dzi¢ stosowny diagram Venna i przekona¢ si¦ naocznie,
»e niemo»liwe jest zaznaczenie na nim, które obszary s¡ puste, a które niepuste bez popadni¦cia w kolizj¦
logiczn¡. Ka»de dwa z rozwa»anych zda« tworz¡ zbiór semantycznie niesprzeczny (co ªatwo sprawdzi¢,
buduj¡c stosowne drzewa semantyczne dla ka»dej pary powy»szych formuª), wszystkie trzy razem � zbiór
semantycznie sprzeczny.

Przykªad III.3.2.: Ocieranie si¦ o kraw¦d¹ banaªu

W dalszym ci¡gu ocieramy si¦ o banaª. Poka»emy, »e zbiór zªo»ony z poni»szych formuª jest semantycznie
niesprzeczny, tzn. istnieje interpretacja, w której wszystkie te formuªy s¡ jednocze±nie prawdziwe.

∃x (Px ∧ ¬Qx)
∀x (Px → Rx)
∀x (Qx → Rx)

Budujemy drzewo, w którego pniu umieszczamy powy»sze formuªy. Jest to zatem przypuszczenie, »e
wszystkie one mog¡ by¢ prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji. Przypuszczenie to b¦dzie potwierdzo-
ne, je±li co najmniej jedna gaª¡¹ drzewa zostanie otwarta; wtedy, zgodnie z de�nicj¡, zbiór tych formuª jest
semantycznie niesprzeczny. Gdyby wszystkie gaª¦zie drzewa zostaªy zamkni¦te, to powy»sze przypuszczenie
musieliby±my odrzuci¢ � rozwa»any zbiór formuª byªby semantycznie sprzeczny.

A oto drzewo:
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∃x (Px ∧ ¬Qx) 1.
√

a

∀x (Px → Rx) 2.?a

∀x (Qx → Rx) 3.?a

(1) Pa ∧ ¬Qa 4.∧

(2) Pa → Ra 5.→

(3) Qa → Ra 6.→

(4g) Pa

(4d) ¬Qa

©©©©©

HHHHH

(5l) ¬Pa

×4g,5l

(5p) Ra

©©©©
HHHH

(6l) ¬Qa

◦

(6p) Ra

◦

To drzewo ma dwie gaª¦zie otwarte i do »adnej formuªy, na »adnej z tych gaª¦zi, nie mo»na ju» stosowa¢
»adnych reguª. Zatem istniej¡ interpretacje, w których wszystkie trzy powy»sze formuªy s¡ jednocze±nie
prawdziwe. Z ka»dej z gaª¦zi otwartych uzyska¢ mo»na informacj¦, jakie zdania atomowe zachodz¡ w ka»dej
z tych interpretacji. W przypadku rozwa»anego drzewa, informacje te s¡ takie same na ka»dej gaª¦zi otwartej;
otrzymujemy wi¦c nast¦puj¡c¡ interpretacj¦, w której wszystkie trzy rozwa»ane zdania s¡ prawdziwe:

• uniwersum jest zªo»one z (co najmniej) jednego obiektu oznaczanego przez staª¡ a;

• obiekt oznaczany przez staª¡ a nale»y do denotacji predykatów P oraz R, a nie nale»y do denotacji
predykatu Q.

Zgodnie z uprzednio proponowan¡ konwencj¡, znaleziona interpretacja reprezentowana jest za pomoc¡
tabelki:

P Q R
a + � +

Przypominamy, »e znak �+� na przeci¦ciu wiersza odpowiadaj¡cego obiektowi oraz kolumny odpowiada-
j¡cej denotacji predykatu jednoargumentowego (tj. wªasno±ci) oznacza, »e obiekt ten nale»y do tej denotacji
(ma dan¡ wªasno±¢); znak �−�, »e nie nale»y.

Przykªad III.3.3.: Sier±¢ a inteligencja

U fryzjera nale»y zachowa¢ powag¦, a co najmniej ostro»no±¢ (uzbrojony facet zajmuje si¦ twoj¡ gªow¡!).
Nie zawsze jest to ªatwe; gdy usªyszysz np. taki (mo»e nie caªkiem peªnosprawny gramatycznie, ale to
nieistotne) tekst:

Ka»da blondynka jest inteligentna. Co najmniej jedna brunetka nie jest inteligentna. Ka»da z
Was, miªe dziewcz¦ta: nie jest brunetk¡ lub jest blondynk¡.

to by¢ mo»e odruchowo, dla zachowania równowagi logicznej, na której ufasz osadzi¢ tak»e sw¡ równowag¦
psychiczn¡, zbudujesz drzewo semantyczne w którego pniu b¦d¡ formuªy j¦zyka KRP z jednoargumentowymi
predykatami P,Q, R (tu interpretowane: Px � x jest blondynk¡, Qx � x jest inteligentna, Rx � x jest
brunetk¡). I podczas gdy Mistrz b¦dzie si¦ zajmowaª zewn¦trzem twej ksztaªtnej gªówki, w jej przestronnym
wn¦trzu pojawi si¦ nast¦puj¡ce wyobra»enie:
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∀x(Px → Qx) 2.?a

∃x(¬Qx ∧Rx) 1.
√

a

∀x(¬Rx ∨ Px) 3.?a

(1) ¬Qa ∧Ra 4.∧

(2) Pa → Qa 5.→

(3) ¬Ra ∨ Pa 6.∨

(4g) ¬Qa

(4d) Ra

©©©©©©©©

HHHHHHHH

(5l) ¬Pa

©©©©
HHHH

(6l) ¬Ra

×4d,6l

(6p) Pa

×5l,6p

(5p) Qa

×4g,5p

Wszystkie gaª¦zie tego drzewa s¡ zamkni¦te. Oznacza to zatem, »e nie istnieje interpretacja, w której
prawdziwe byªyby jednocze±nie pierwsze trzy formuªy wyst¦puj¡ce w pniu tego drzewa. A to z kolei, zgodnie
z de�nicj¡ semantycznej niesprzeczno±ci znaczy, »e te trzy formuªy tworz¡ zbiór semantycznie sprzeczny. Tak
wi¦c, cho¢ ka»de z rozpatrywanych na pocz¡tku tego przykªadu zda« mo»e z osobna by¢ np. prawdziwym
komplementem (lub prawdziw¡ zªo±liw¡ obserwacj¡), to wszystkie razem nie mog¡ by¢ prawdziwe, w
»adnym ±wiecie, niezale»nie od tego, jakie wyst¦puj¡ w nim korelacje mi¦dzy posiadaniem (lub nie) okre±lonej
sier±ci a ilorazem inteligencji.

Przykªad III.3.4.: Teraz Polska

Poka»emy, »e w »adnej interpretacji nie mog¡ by¢ jednocze±nie prawdziwe nast¦puj¡ce formuªy:

∃x∃y ((Px ∧ ¬Py) ∧ ¬xQy)
∀x∀y ((Px ∧Ry) → xQy)

¬∃x (¬Px ∧ ¬Rx)

Budujemy drzewo, w którego pniu umieszczamy powy»sze trzy formuªy. Postaramy si¦ stosowa¢ reguªy
w takiej kolejno±ci, aby drzewo to miaªo rozgaª¦zienia najpó¹niej, jak to mo»liwe � jak wiemy, pozwala to
zminimalizowa¢ niezb¦dn¡ prac¦ (bo nie trzeba powtarza¢ tych samych kroków w ró»nych gaª¦ziach drzewa),
co stanowi dla nas, jako zadeklarowanych antypracoholików, warto±¢ autoteliczn¡.
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∃x∃y ((Px ∧ ¬Py) ∧ ¬xQy) 1.
√

a

∀x∀y ((Px ∧Ry) → xQy) 6.?a

¬∃x (¬Px ∧ ¬Rx) 5.?b

(1) ∃y ((Pa ∧ ¬Py) ∧ ¬aQy) 2.
√

b

(2) ((Pa ∧ ¬Pb) ∧ ¬aQb) 3.∧

(3g) Pa ∧ ¬Pb 4.∧

(3d) ¬aQb

(4g) Pa

(4d) ¬Pb

(5) ¬(¬Pb ∧ ¬Rb) 8.¬∧

(6) ∀y ((Pa ∧Ry) → aQy) 7.?b

(7) (Pa ∧Rb) → aQb 11.→

©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHH

(8l) ¬¬Pb 9.¬¬

(9) Pb

×4d,9

(8p) ¬¬Rb 10.¬¬

(10) Rb

©©©©©©

HHHHHH

(11l) ¬(Pa ∧Rb) 12.¬∧

©©©©©

HHHHH

(12l) ¬Pa

×4g,12l

(12p) ¬Rb

×10,12p

(11p) aQb

×3d,11p

Istotnie, wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te. Nie istnieje zatem interpretacja, w której trzy powy»sze
formuªy byªyby jednocze±nie prawdziwe. Zbiór tych formuª jest wi¦c semantycznie sprzeczny.

Nie zawsze udaje si¦ od razu zbudowa¢ �optymalne� drzewo, tj. zastosowa¢ tylko te reguªy, które prowadz¡
do jak najszybszego zamkni¦cia wszystkich gaª¦zi lub doprowadzenia do sytuacji, w której nie stosuj¡ si¦ ju»
»adne reguªy (pami¦tacie � to oznacza koniec pracy!!!). Pewn¡ wskazówk¡ przy optymalizacji drzew jest np.
to, czy w drzewie o wszystkich gaª¦ziach zamkni¦tych wyst¦puj¡ formuªy zªo»one, do których nie stosowano
»adnych reguª � takie formuªy, a wi¦c i kroki do nich prowadz¡ce, mo»na wyeliminowa¢, zyskuj¡c na czasie,
przestrzeni oraz estetyce, a nie naruszaj¡c przy tym poprawno±ci wyniku. Inna wskazówka: stosowanie
reguªy R(¬¬) do formuª, b¦d¡cych podwójnie zaprzeczonymi formuªami atomowymi, nie przyczynia si¦ do
zamykania gaª¦zi drzewa.

Jako ¢wiczenie uprzejmie proponujemy Czytelniczkom dokªadne obejrzenie powy»szego drzewa i prób¦
jego optymalizacji: które kroki nie s¡ niezb¦dne do zamykania gaª¦zi? Czy u»yto zalecanej i najbardziej
efektywnej kolejno±ci stosowania reguª?

Niech predykat P b¦dzie dumnie interpretowany jako wªasno±¢ bycia Polakiem, R jako wªasno±¢ bycia
obcokrajowcem, za± xQy interpretujmy jako x szydzi z y. Wtedy trzy rozwa»ane na pocz¡tku tego przykªadu
formuªy uzyskuj¡ np. nast¦puj¡ce odczytanie:

Pewien Polak nie szydzi z co najmniej jednego Niepolaka. Ka»dy Polak szydzi ze wszystkich
obcokrajowców. Nikt nie jest jednocze±nie Niepolakiem oraz nieobcokrajowcem.
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Idiotyzm tego tekstu ma wielorakie przyczyny. Jedn¡ z nich jest oczywi±cie to, »e wyj±ciowy zbiór for-
muª jest semantycznie sprzeczny, a semantyczna sprzeczno±¢ wypowiadana wszystko jedno jakimi ustami
(dziewiczo niewinnymi, charyzmatycznymi, ±wi¡tobliwymi, itd.) musi � na przekór wszelkim pozorom �
brzmie¢ absurdalnie. Inn¡ z tych przyczyn jest toporne u»ywanie negacji przynazwowej (Niepolak, ew.
nie-Polak, nieobcokrajowiec). Wreszcie, trzecia z powy»szych formuª (zawieraj¡ca pi¦¢ wyst¡pie« staªych
logicznych) mo»e by¢ � z zachowaniem warunków prawdziwo±ci � sparafrazowana do nieco prostszej for-
muªy, zawieraj¡cej dwa wyst¡pienia takich staªych.

W poprzednim podrozdziale przypomnieli±my niektóre prawa KRP, m.in. prawa De Morgana ustalaj¡ce
semantyczn¡ równowa»no±¢ (wspóªprawdziwo±¢ we wszystkich interpretacjach) zanegowanych formuª gener-
alnie lub egzystencjalnie skwanty�kowanych ze stosownymi formuªami w których negacja nie jest spójnikiem
gªównym. Jednym z takich praw jest:

¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x)

Z KRZ pami¦tamy, »e negacja koniunkcji jest semantycznie równowa»na alternatywie negacji (to jedno z praw
De Morgana dla KRZ) oraz »e negacja negacji formuªy jest semantycznie tej»e formule równowa»na. Zbieraj¡c
razem te fakty, ªatwo ustali¢, »e trzecia z formuª z rozwa»anego zbioru jest semantycznie równowa»na z
formuª¡:

∀x (Px ∨Rx)

i wykorzysta¢ to przy tworzeniu poni»szego � mo»e odrobin¦ cho¢ mniej niezgrabnego od poprzedniego �
tekstu utworzonego ze zda« zbudowanych wedle badanych formuª:

Pewien Polak nie szydzi z kogo±, kto Polakiem nie jest. Wszyscy Polacy szydz¡ z ka»dego ob-
cokrajowca. Ka»dy jest Polakiem lub obcokrajowcem.

Mo»e to i brzmi lepiej po polsku (sic!), ale i tak pozostaje, na mocy uczynionych ustale« dotycz¡cych
semantycznej sprzeczno±ci badanego zbioru formuª, bredzeniem.

Przykªad III.3.5.: Dwunaste: nie b¦dziesz (nadaremno) molestowaªa intelektualnie

Semantyczne sprzeczno±ci czaj¡ si¦ wsz¦dzie, a wiadomo, »e gdy jaki± zbiór formuª jest semantycznie
sprzeczny, to jest on gro¹ny z ró»nych wzgl¦dów, np.:

• wszystko (dowolna formuªa) wynika ze« logicznie (a wi¦c tak»e zdanie mówi¡ce, »e gdy czytasz te
sªowa, to jeste± ju» praktycznie martwa, Droga Czytelniczko);

• opisuje (?) on interpretacje nieistniej¡ce, a dokªadniej, nie mog¡ce istnie¢; (np. istnienie ró»nych
Krain Dobrostanu Spoªecznego, Powszechnego Szcz¦±cia i � rzecz jasna � Sprawiedliwo±ci, itp. uªud
logicznie wykluczone nie jest; jest natomiast wykluczone logicznie istnienie interpretacji w której
prawdziwe byªyby zdania wzajem sprzeczne);

• cokolwiek wypowiesz u»ywaj¡c struktur skªadniowych formuª z tego zbioru b¦dzie � jako caªo±¢ �
bredni¡, kompletnym nonsensem, cho¢by nawet najpi¦kniej si¦ rymowaªo i brzmiaªo wr¦cz niebia«sko;
itd.

Szczególnie nara»one na cierpienia zwi¡zane z semantyczn¡ sprzeczno±ci¡ s¡ mªode Humanistki, niewinnie
ufne w Eufoni¦ Sªowa. Im nauka logiki przynie±¢ mo»e najwi¦ksze po»ytki, cz¦sto pomaga poprawi¢ znacz¡co
pozycj¦ spoªeczn¡ (Trzeba uwa»a¢, ona rozumie, co mówi. . . ), a czasami jest wr¦cz niezb¦dna, aby jak
najdªu»ej, najintensywniej, najciekawiej utrzyma¢ si¦ na szczycie Wielkiego �a«cucha Pokarmowego Planety.
Na logice podobno mo»na te» zarobi¢, ale nie b¦dziemy tego akurat w¡tku rozwija¢.

Poka»emy natomiast, »e nast¦puj¡cy zbiór formuª jest semantycznie sprzeczny:

∀x∀y (∃z(zPy ∧ xPz) → yPx)
¬∃x xPx

¬∀x∀y (yPx → ¬xPy)

Budujemy drzewo, w którego pniu umieszczamy powy»sze formuªy:
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∀x∀y (∃z(zPy ∧ xPz) → yPx) 3.?a

¬∃x xPx 2.?a

¬∀x∀y (yPx → ¬xPy) 1.
√

a

(1) ¬∀y (yPa → ¬aPy) 6.
√

b

(2) ¬aPa

(3) ∀y (∃z (zPy ∧ aPz) → yPa) 4.?a

(4) ∃z (zPa ∧ aPz) → aPa 5.→

©©©©©©©

HHHHHHH

(5l) ¬∃z (zPa ∧ aPz) 7.?b

(6) ¬(bPa → ¬aPb) 8.¬→

(7) ¬(bPa ∧ aPb) 10.¬∧

(8g) bPa

(8d) ¬¬aPb 9.¬¬

(9) aPb

©©©©©

HHHHH

(10l) ¬bPa

×8g,10l

(10p) ¬aPb

×9,10p

(5p) aPa

×2,5p

Wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te, a zatem badany zbiór formuª jest semantycznie sprzeczny. �wicze-
nie: wylicz wszystkie mo»liwe zastosowania reguª, które pomini¦to w procesie zamykania gaª¦zi tego drzewa.

Niewielkim tylko wysiªkiem intelektualnym jest u±wiadomienie sobie, »e nadzbiór zbioru semantycznie
sprzecznego te» jest semantycznie sprzeczny. Tak wi¦c, cokolwiek (jakiekolwiek formuªy) doªo»y¢ do powy»szego
zbioru, to tak otrzymana caªo±¢ te» b¦dzie semantycznie sprzeczna. Np. w powy»szym drzewie ka»da gaª¡¹
(od korzenia do li±cia) jest semantycznie sprzecznym zbiorem formuª; cokolwiek do niej dodamy, to otrzy-
mana caªo±¢ te» b¦dzie semantycznie sprzeczna. Tak wi¦c, sprzeczno±ci semantycznej nie mo»na usun¡¢,
dodaj¡c najbardziej nawet wyszukane m¡dro±ci, przysi¦gi, itp., ani te» cytuj¡c Autorytety, wypowiadaj¡c
jedno- b¡d¹ wieloznaczne gro¹by, itp.

Trzecia z rozpatrywanych na pocz¡tku tego przykªadu formuª jest semantycznie równowa»na z formuª¡:

∃x∃y (yPx ∧ xPy).

(jest tak na mocy praw De Morgana dla kwanty�katorów oraz pewnych praw KRZ � ufnie pozostawiamy
ustalenie, o które prawa KRZ chodzi w tym przypadku pilnym Czytelniczkom).

Wykorzystamy ten fakt w Interpretacji Edukacyjnej (dotycz¡cej brutalnego transferu wiedzy), tj. przy
czytaniu wyra»enia xPy jako x molestuje intelektualnie y:

Dla dowolnych dwóch obywateli, je±li pewien obywatel (obywatelka) jest molestowany(a) intelektu-
alnie przez pierwszego z nich, ale sam(a) molestuje intelektualnie drugiego, to ów drugi obywatel
równie» molestuje intelektualnie pierwszego. Sam siebie nikt nie molestuje intelektualnie. S¡ tacy
obywatele, którzy molestuj¡ si¦ intelektualnie nawzajem.

To, »e � jak wªa±nie ustalili±my � tekst powy»szy jest semantycznie sprzeczny (�opisuje� sytuacj¦
logicznie niemo»liw¡) mo»e uspokoi te Humanistki, którym kiedykolwiek zdawaªo si¦, »e s¡ intelektualnie
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molestowane. Gdyby nadal dr¦czyª je tego typu niepokój, to mog¡ wykona¢ ¢wiczenie stylistyczne, polegaj¡ce
na napisaniu powy»szego tekstu zgrabniejsz¡ polszczyzn¡. Jakiekolwiek tego tekstu upi¦kszanie nie odwoªa
jednak jego semantycznej sprzeczno±ci (oczywi±cie, je±li upi¦kszaj¡c nie b¦dziecie oszukiwa¢! ). Wreszcie,
mo»na w ramach Programu �agodzenia Obyczajów, inaczej jeszcze zinterpretowa¢ predykat P i otrzyma¢
inny zwi¦zªy, semantycznie sprzeczny, absolutnie nikomu niepotrzebny tekst.

Przykªad III.3.6.: Bajeczka bardzo niepoprawna politycznie

Czasami jeden rzut oka wystarczy, aby zamniema¢, »e dany tekst jest semantycznie niesprzeczny �
pomy±l tylko, ile razy dajesz wiar¦ np. wiadomo±ciom prasowym lub telewizyjnym (nie mówi¡c ju» o
elukubracjach medialnych ekonomistów albo psychologów). �ycie wedle wskaza« intuicji i mniema« jest
interesuj¡ce, peªne zaskocze«, itd. Logika nie przeszkadza w tych przygodach, czasami bywa pomocna w ich
urozmaiceniu, a niekiedy nawet uªatwia (umo»liwia) prze»ycie.

Nie ograniczymy si¦ jedynie do rzucania okiem na poni»szy zbiór formuª, ale poka»emy, i» jest on seman-
tycznie niesprzeczny � skonstruujemy interpretacje, w którym wszystkie rozwa»ane formuªy s¡ jednocze±nie
prawdziwe.

∃x (¬Px ∨ ¬Qx)
∀x ((Qx ∨ Px) → Rx)
∃x (¬Sx ∨ ¬Px)

¬∃x Rx

Budujemy drzewo semantyczne, w którego pniu umieszczamy powy»sze formuªy:
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∃x (¬Px ∨ ¬Qx) 1.
√

a

∀x ((Qx ∨ Px) → Rx) 2.?a 5.?b

∃x (¬Sx ∨ ¬Px) 4.
√

b

¬∃x Rx 3.?a 6.?b

(1) ¬Pa ∨ ¬Qa 11.∨

(2) (Qa ∨ Pa) → Ra 9.→

(3) ¬Ra

(4) ¬Sb ∨ ¬Pb 12.∨

(5) (Qb ∨ Pb) → Rb 7.→

(6) ¬Rb

©©©©©©©©©

HHHHHHHHH

(7l) ¬(Qb ∨ Pb) 8.¬∨

(8g) ¬Qb

(8d) ¬Pb

©©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHHH

(9l) ¬(Qa ∨ Pa) 10.¬∨

(10g) ¬Qa

(10d) ¬Pa

©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHH

(11l) ¬Pa

©©©©©

HHHHH

(12l) ¬Sb

♥

(12p) ¬Pb

♠

(11p) ¬Qa

©©©©©

HHHHH

(12l) ¬Sb

♣

(12p) ¬Pb

♦

(9p) Ra

×3,9p

(7p) Rb

×6,7p

Do »adnej z formuª, na »adnej z gaª¦zi otwartych tego drzewa nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnych reguª.
Zauwa»my, »e krok 12.∨ nale»aªo wykona¢ w dwóch miejscach, a mianowicie w gaª¦ziach zako«czonych (przed
wykonaniem tego kroku) formuªami o numerach (11l) oraz (11p). Cztery gaª¦zie tego drzewa (oznaczone tu
li±¢mi: ♣, ♦, ♥ oraz ♠) s¡ otwarte. Badany zbiór formuª jest wi¦c semantycznie niesprzeczny � istniej¡ in-
terpretacje, w których wszystkie te formuªy s¡ jednocze±nie prawdziwe. Dla celów tego przykªadu zauwa»my,
»e zbieraj¡c informacje umieszczone na ka»dej z gaª¦zi otwartych powy»szego drzewa otrzymujemy przepis,
jak skonstruowa¢ interpretacje, w których wszystkie formuªy z danej gaª¦zi s¡ prawdziwe (pami¦tajmy, »e
formuªy z pnia drzewa nale»¡ do ka»dej z jego gaª¦zi).

Ka»da z szukanych interpretacji zawiera denotacje staªych indywiduowych a oraz b. Nale»¡ one do
dopeªnie« (wzgl¦dem uniwersum) denotacji predykatów P,Q, R. Ponadto, w interpretacjach wyznaczonech
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przez gaª¦zie z li±¢mi ♥ oraz ♣ denotacja staªej b nie nale»y do denotacji predykatu S. To, czy denotacja
staªej a nale»y do denotacji predykatu S nie ma znaczenia w przypadku ka»dej z interpretacji wyznaczonej
przez gaª¦zie otwarte drzewa. W przypadku interpretacji wyznaczonych przez gaª¦zie o li±ciach ♠ oraz ♦
nie ma znaczenia tak»e to, czy denotacja staªej b nale»y do denotacji predykatu S.

Poni»sze tabelki ukazuj¡ szukane interpretacje (znak zapytania na przeci¦ciu wiersza i kolumny oznacza,
»e nie jest istotne, czy postawimy tam znak �+�, czy �−�, obie mo»liwo±ci s¡ dopuszczalne, anything goes):

♥ P Q R S
a � � � ?
b � � � �

♠ P Q R S
a � � � ?
b � � � ?

♣ P Q R S
a � � � ?
b � � � �

♦ P Q R S
a � � � ?
b � � � ?

Jak Czytelniczki z pewno±ci¡ pami¦taj¡, prawem KRZ jest formuªa (A → B) ↔ (¬A ∨ B); w KRZ
obowi¡zuj¡ równie» prawa przemienno±ci koniunkcji oraz przemienno±ci alternatywy. Zatem pierwsza i trze-
cia z formuª z rozwa»anego w tym przykªadzie zbioru mog¡ by¢ zast¡pione semantycznie im równowa»nymi
formuªami ze spójnikiem implikacji; jedna z takich zamian ma posta¢ nast¦puj¡c¡:

∃x (Px → ¬Qx)
∀x ((Qx ∨ Px) → Rx)
∃x (Px → ¬Sx)

¬∃x Rx

Tak»e ten zbiór formuª jest, rzecz jasna, semantycznie niesprzeczny. Pierwsza i trzecia z przytoczonych
na pocz¡tku tego przykªadu formuª mog¡ te» zosta¢ zast¡pione semantycznie im równowa»nymi formuªami
zawieraj¡cymi spójnik koniunkcji, na mocy prawa KRZ: ¬(A ∧B) ↔ (¬A ∨ ¬B):

∃x ¬(Px ∧Qx)
∀x ((Qx ∨ Px) → Rx)

∃x ¬(Px ∧ Sx)
¬∃x Rx

Humanistkom spragnionym lektury czego± mniej koszernego ni» formuªki j¦zyka KRP proponujemy
nast¦puj¡cy tekst, bed¡cy (cho¢ zgrzebnym stylistycznie, to jednak nie caªkiem uªomnym gramatycznie)
jednym z opisów mo»liwej interpretacji ostatnich czterech powy»ej wyliczonych formuª:

Jest kto±, kto nie jest jednocze±nie zdrowy i mªody. Ka»dy, kto jest zdrowy lub mªody, jest
szcz¦±liwy. Jest kto±, kto nie jest jednocze±nie zdrowy i m¡drzejszy ni» przewiduje ustawa. Nie
ma szcz¦±liwych.

Zgodnie z naszymi ustaleniami, bajeczka powy»sza opisuje mo»liwy stan rzeczy. Dla przykªadu, sytuacja
taka zachodzi w ±wiecie, w którym »yje kto±, kto nie jest mªody, nie jest zdrowy, nie jest szcz¦±liwy i ma »on¦
(kochank¦) o tych samych trzech wªasno±ciach (star¡, chor¡ i nieszcz¦±liw¡). To, czy jedno z nich (denotacja
staªej a) jest m¡drzejsze ni» przewiduje ustawa, nie ma absolutnie »adnego znaczenia; ograniczenia dotycz¡ce
w tej mierze drugiego z nich, tj. denotacji staªej b podano w tabelkach ♥ oraz ♣.

Wszystkim Czytelniczkom »yczymy zdrowej, szcz¦±liwej mªodo±ci oraz przypominamy, »e nieprzestrze-
ganie ustaw grozi konsekwencjami.
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Przykªad III.3.7.: Schadenfreude

Poka»emy, »e nast¦puj¡ce dwie formuªy tworz¡ zbiór semantycznie sprzeczny, tj. nie s¡ jednocze±nie
prawdziwe w »adnej interpretacji:

(1?) ∀x∀y xPy → ∃z Qz
(2?) ¬∃x∃y∃z (xPy → Qz)

Budujemy drzewo semantyczne, w którego pniu umieszczamy obie powy»sze formuªy:

∀x∀y xPy → ∃z Qz 1.→

¬∃x∃y∃z (xPy → Qz) 4.?a 9.?c

©©©©©©©©©

HHHHHHHHH

(1l) ¬∀x∀y xPy 2.
√

a

(2) ¬∀y aPy 3.
√

b

(3) ¬aPb

(4) ¬∃y∃z (aPy → Qz) 5.?b

(5) ¬∃z (aPb → Qz) 6.?a

(6) ¬(aPb → Qa) 7.¬→

(7g) aPb

(7d) ¬Qa

×3,7g

(1p) ∃z Qz 8.
√

c

(8) Qc

(9) ¬∃y∃z (cPy → Qz) 10.?c

(10) ¬∃z (cPc → Qz) 11.?c

(11) ¬(cPc → Qc) 12.¬→

(12g) cPc

(12d) ¬Qc

×8,12d

Wszystkie gaª¦zie drzewa zostaªy zamkni¦te. Oznacza to, i» nie istnieje interpretacja, w której obie
rozwa»ane formuªy byªyby jednocze±nie prawdziwe. Zbiór z nich zªo»ony jest semantycznie sprzeczny. Za-
uwa»my, »e do zamkni¦cia wszystkich gaª¦zi drzewa nie byªo potrzebne wykonanie wszystkich mo»liwych
zastosowa« reguªy R(¬∃): formuªy o numerze (4) nie rozwijali±my ze wzgl¦du na staª¡ a (gdyby±my to
uczynili, to mogliby±my, równie niepotrzebnie, rozwija¢ otrzyman¡ wtedy formuª¦ ¬∃z (aPa → Qz) zarówno
wzgl¦dem a, jak i b) natomiast formuªy o numerze (5) nie rozwijali±my ze wzgl¦du na staª¡ b. I w tym mo-
mencie ka»da Humanistka mo»e z dum¡ wrzasn¡¢: Jestem sprytniejsza od komputera!!! (poniewa»
komputer wszystkie te rozwini¦cia precyzyjnie i caªkiem niepotrzebnie (!) oczywi±cie by wykonaª).

Z powy»szego ustalenia wynika, »e koniunkcja tych dwóch formuª nie jest prawdziwa w »adnej inter-
pretacji. Innymi sªowy, jest ona faªszywa w ka»dej interpretacji. St¡d, koniunkcja ta jest kontrtautologi¡
KRP.

Usilnie namawiamy Czytelniczki do odrobiny samodzielno±ci. Prosimy mianowicie o sprawdzenie, »e
ka»da z tych formuª z osobna jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Wystarczy w tym celu
zbudowa¢ drzewa semantyczne dla ka»dej z tych formuª i przekona¢ si¦, »e maj¡ one gaª¦zie otwarte.

Gdyby Czytelniczki rozochociªy si¦ t¡ samodzielno±ci¡, to nie ma »adnego zakazu, aby same przeko-
naªy si¦, »e równie» zbiór zªo»ony z negacji rozwa»anych formuª jest semantycznie sprzeczny, natomiast
ka»da z tych zaprzeczonych formuª z osobna jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Ale w
przypadku, gdyby nadmiar samodzielno±ci ci¡»yª intelektualnie, to zapraszamy do obejrzenia poni»szego
drzewa, w którego pniu umieszczamy negacje rozwa»anych formuª; poka»emy, »e drzewo to ma wszystkie
gaª¦zie zamkni¦te, a wi¦c »e negacje formuª (1?) oraz (2?) te» tworz¡ zbiór semantycznie sprzeczny. Oto
drzewo:
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¬(∀x∀y xPy → ∃z Qz) 2.¬→

¬¬∃x∃y∃z (xPy → Qz) 1.¬¬

(1) ∃x∃y∃z (xPy → Qz) 3.
√

a

(2g) ∀x∀y xPy 6.?a

(2d) ¬∃z Qz 8.?c

(3) ∃y∃z (aPy → Qz) 4.
√

b

(4) ∃z (aPb → Qz) 5.
√

c

(5) aPb → Qc 9.→

(6) ∀y aPy 7.?b

(7) aPb

(8) ¬Qc

©©©©
HHHH

(9l) ¬aPb

×7,9l

(9p) Qc

×8,9p

Istotnie, wszystkie gaª¦zie tego drzewa s¡ zamkni¦te, a wi¦c negacje formuª (1?) oraz (2?) równie» tworz¡
zbiór semantycznie sprzeczny. I znowu», urocza Humanistko, okazaªa± si¦ sprytniejsza od komputera, nie
rozwijaj¡c bez potrzeby wszystkich formuª generalnie skwanty�kowanych (oraz negacji formuª egzystencjalnie
skwanty�kowanych) ze wzgl¦du na wszystkie staªe! Zanim jednak rado±nie wrza±niesz, sumiennie policz
ile pracy zaoszcz¦dziªa±. . .

Przypu±¢my, »e nadamy predykatom P oraz Q nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ (ze wzgl¦du na jej brutalno±¢,
osoby o du»ej wra»liwo±ci mog¡ opu±ci¢ lektur¦ tego przykªadu, przeci¦tny telewidz mo»e czyta¢ spokojnie
dalej):

x1Px2 interpretujmy jako x1 ze szczególnym okrucie«stwem zn¦ca si¦ nad x2;

Qx interpretujmy jako x doznaje sadystycznego zadowolenia.

Wtedy pierwsze z rozpatrywanych zda«, tj.:

(1?) ∀x∀y xPy → ∃z Qz

mo»na przy tej interpretacji w miar¦ poprawnie gramatycznie odczyta¢; np.:

Je±li ka»dy ze szczególnym okrucie«stwem zn¦ca si¦ nad ka»dym, to kto± doznaje sadystycznego
zadowolenia.

Natomiast zdanie drugie, czyli (2?) jest � jak s¡dzimy � nieco trudniejsze do jakiego± poprawnego,
niechropawego stylistycznie odczytania, cho¢ mo»e czytanie nast¦puj¡ce jest akceptowalne:

Nie istniej¡ tacy (trzej?) osobnicy, »e gdy jeden ze szczególnym okrucie«stwem zn¦ca si¦ nad
drugim, to kto± (trzeci?) doznaje sadystycznego zadowolenia.

Jeden z kªopotów przy tym czytaniu polega na tym, »e w j¦zyku naturalnym mówimy tu wi¦cej, ni»
ka»e nam powiedzie¢ rozwa»ana formuªa KRP, bo w formule tej nie przes¡dza si¦, »e odnosimy si¦ do trzech
obiektów.

Inn¡ jeszcze mo»liwo±ci¡ odczytania formuªy (2?) w rozwa»anej interpretacji wydaje si¦ by¢ np.:
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Nie jest tak, »e gdy kto± nad kim± zn¦ca si¦ ze szczególnym okrucie«stwem, to kto± doznaje
sadystycznego zadowolenia.

Ze wzgl¦du na komplikacje anaforyczne, tak»e to odczytanie brzmi nieswojo.
Zauwa»my jednak, »e zdanie

(2?) ¬∃x∃y∃z (xPy → Qz)

jest semantycznie równowa»ne ze zdaniem

(3?) ∀x∀y∀z¬(xPy → Qz),

a to z kolei jest semantycznie równowa»ne ze zdaniem

(4?) ∀x∀y∀z (xPy ∧ ¬Qz).

W pierwszym przypadku semantyczna równowa»no±¢ jest konsekwencj¡ jednego z praw De Morgana dla
kwanty�katorów:3

¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x)

Drug¡ równowa»no±¢ otrzymujemy na mocy znanej tautologii KRZ:

¬(A → B) ↔ (A ∧ ¬B)

Zatem, mo»na od biedy uzna¢, »e w proponowanej interpretacji inkryminowane zdanie sparafrazowa¢ da
si¦ (z zachowaniem warunków prawdziwo±ci) np. tak:

Nie do±¢, »e ka»dy ze szczególnym okrucie«stwem zn¦ca si¦ nad ka»dym, to w dodatku nikt nie
doznaje sadystycznego zadowolenia.

Czy teraz semantyczna sprzeczno±¢ uzyskaªa Humanistyczn¡ Naoczno±¢? Jeszcze nie?

Mo»na, korzystaj¡c z dalszych praw KRP (które uzyska¢ mo»na tak»e metod¡ drzew semantycznych),
pokaza¢, »e zdanie (4?) (a w konsekwencji tak»e (2?)) jest semantycznie równowa»ne z ka»dym ze zda«
poni»szych:

(5?) ∀x∀y (xPy ∧ ∀z ¬Qz)

(6?) ∀x∀y xPy ∧ ∀z ¬Qz

(7?) ∀x∀y xPy ∧ ¬∃z Qz

Je±li teraz spojrzymy na formuªy:

(1?) ∀x∀y xPy → ∃z Qz

(7?) ∀x∀y xPy ∧ ¬∃z Qz

to nie mo»na nie zauwa»y¢, »e powstaj¡ one z formuª KRZ postaci p → q oraz p ∧¬q przez podstawienie za
p formuªy ∀x∀y xPy a za q formuªy ∃z Qz. Tak wi¦c, w istocie badali±my, czy semantycznie sprzeczny jest
zbiór formuª KRZ {p → q, p ∧ ¬q}. Zbiór ten jest semantycznie sprzeczny, jako »e ka»da z tych formuª jest
semantycznie równowa»na negacji drugiej: ¬(p → q) ↔ (p∧¬q) oraz (p → q) ↔ ¬(p∧¬q). W szczególno±ci,
formuªa (7?) jest semantycznie równowa»na formule nast¦puj¡cej:

(8?) ¬(∀x∀y xPy → ∃z Qz)

Wykonali±my wi¦c kawaª solidnej (?), »mudnej roboty, której mo»na unikn¡¢, je±li zna si¦ ju» odrobin¦
logiki. Formuªa (8?) jest, zgodnie z uczynion¡ przed chwil¡ obserwacj¡, semantycznie równowa»na negacji
formuªy (1?).

A zatem w przywoªanej brutalnej interpretacji formuªa (1?) oraz formuªa (8?) (semantycznie równowa»na
formule (2?), jak ustalili±my) odczytane mog¡ by¢ np. tak:

3Które to prawa uzasadnili±my metod¡ drzew semantycznych w podrozdziale III.2.
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Jest prawd¡, »e: je±li ka»dy ze szczególnym okrucie«stwem zn¦ca si¦ nad ka»dym, to kto±
doznaje sadystycznego zadowolenia.
Nie jest prawd¡, »e: je±li ka»dy ze szczególnym okrucie«stwem zn¦ca si¦ nad ka»dym, to kto±
doznaje sadystycznego zadowolenia.

Najwy»szy czas zako«czy¢ analiz¦ tego przykªadu. Mamy nadziej¦, »e dostarczyªa ona Czytelniczkom
stosownego zadowolenia. A je±li jeszcze nie, to proponujemy opisa¢ ±wiaty, w których � przy przywoªanej
brutalnej interpretacji predykatów P oraz Q � prawdziwe s¡ pojedy«czo formuªy (1?), (2?) oraz te ±wiaty,
w których prawdziwe s¡ pojedy«czo negacje tych formuª. I wybra¢ ±wiat dla siebie.

Jerzy Pogonowski
Zakªad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl
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