3. Semantyczna niesprzecznosé

3.1. Definicje

Zbior formul jest semantycznie niesprzeczny (spetnialny), gdy ma co najmniej jeden model, tj. gdy
wszystkie jego elementy sa prawdziwe w co najmniej jednej wspélnej interpretacji. W przeciwnym przypadku,
tj. gdy nie ma zadnego modelu (wszystkie jego elementy nie sa prawdziwe w zadnej wspolnej interpretacji),
jest semantycznie sprzeczny. Badanie rozwazang metoda, czy dany (skoriczony) zbior formul jezyka KRP
jest semantycznie niesprzeczny polega na:

e przypuszczeniu, ze wszystkie rozwazane formuly sa prawdziwe (w co najmniej jednej wspoélnej inter-
pretacji);

e zbudowaniu drzewa semantycznego, w ktorego pniu umieszczone sg wszystkie rozwazane formuty;

e konkluzji, uzaleznionej od ksztaltu otrzymanego drzewa.
Mozliwe sa nastepujace sytuacje dla danego zbioru formut X:

o wszystkie galezie drzewa sa zamkniete; wtedy zbiér X jest semantycznie sprzeczny (wszystkie elementy
zbioru X nie moga by¢ wspolprawdziwe);

e pewne galezie drzewa sa otwarte; wtedy X jest semantycznie niesprzeczny, a kazda z otwartych galezi
drzewa pozwala utworzy¢ interpretacje, w ktorej wszystkie elementy zbioru X sg wspolprawdziwe;!

Rozwazymy przyktady ilustrujace obie z wyliczonych wyzej sytuacji. Moze warto w tym miejscu zaz-
naczy¢, ze takze problemy omawiane w innych podrozdzialach tego rozdzialu sprowadzaja sie do badania,
czy pewne zbiory formul sg semantycznie sprzeczne, czy tez semantycznie niesprzeczne.?

3.2. Przyktady

PrzykeAD I11.3.1: KRAWEDZ BANALU

Zacznijmy od przykladu na krawedzi banalu. Sprawdzimy, czy jest semantycznie niesprzeczny zbior
zlozony z nastepujacych formut:

—dz (Pz A Qx)
Vo (Pzr — Qx)
Jz Px

Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu umieszczamy te formutly. Jesli wszystkie galezie tego
drzewa sie zamkna, to badany zbiér formul jest semantycznie sprzeczny. Jesli pozostanie jaka$ galaz otwarta,
to zbidér ten jest semantycznie niesprzeczny.

IDotyczy to otwartych gatezi skoriczonych. Jak rzeczy sie maja w przypadku galezi nieskonczonych (a wiec, sita rzeczy,
otwartych) wyjasniamy w rozdziale IV.

2W rozdziale IV podajemy uzasadnienie, tj. formalny dowéd, ze skoriczony zbiér formul nie ma modelu wtedy i tylko
wtedy, gdy jego drzewo semantyczne (czyli drzewo dla koniunkcji wszystkich jego elementow) ma wszystkie galezie zamkniete.
Uzasadnienie to wykorzystuje wspomniany w czesci wstepnej niniejszych notatek lemat Hintikki. Pokazujemy takze, jak pewien
wazny wynik metalogiczny (twierdzenie o zwartosci) pozwala sprowadzaé pytanie o spelnialno§é dowolnego zbioru X formut
jezyka KRP do pytania o spelnialno$¢ wszystkich skoriczonych podzbioréw zbioru X. Z punktu widzenia zastosowan omawia-
nej metody istotna jest ta wersja twierdzenia o zwartosci, ktéra ustala, ze jakis zbior formutl jezyka KRP jest semantycznie
sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z jego skornczonych podzbioréw jest semantycznie sprzeczny.

56



-3z (Pz A Qx) '@
| .
Vz (Pz — Qx) 3@
\

3z Px Ve

(3) Pa—Qa”
(4) —Pa (4p) —~Qa
\
X1,4,
(51) -Pa (517) Qa
\ \
X1,5 X4,,5p

Wszystkie galezie sa zamkniete. Zatem nie istnieje interpretacja, w ktorej wszystkie powyzsze formuty
bylyby jednoczesnie prawdziwe, zbiér tych formul jest semantycznie sprzeczny.

A czemu wspomnielismy o krawedzi banatu? Spéjrzmy (postuchajmy?!), co ,moéwia’ rozwazane trzy
zdania. Pierwsze stwierdza, ze cze$¢ wspélna denotacji predykatéw P oraz @ jest pusta. Drugie glosi, ze
denotacja P zawiera sie w denotacji @), a trzecie powiada, ze denotacja P jest niepusta. Tak jednoczesnie
byé¢ nie moze. Kto lubi rysuneczki, moze sporzadzi¢ stosowny diagram Venna i przekonaé sie maocznie,
ze niemozliwe jest zaznaczenie na nim, ktére obszary sa puste, a ktére niepuste bez popadniecia w kolizje
logiczna. Kazde dwa z rozwazanych zdan tworza zbiér semantycznie niesprzeczny (co latwo sprawdzic,
budujac stosowne drzewa semantyczne dla kazdej pary powyzszych formut), wszystkie trzy razem — zbior
semantycznie sprzeczny.

PRzZYKEAD II1.3.2.: OCIERANIE SIE O KRAWEDZ BANALU

W dalszym ciaggu ocieramy sie o banal. Pokazemy, ze zbior ztozony z ponizszych formut jest semantycznie
niesprzeczny, tzn. istnieje interpretacja, w ktorej wszystkie te formuly sa jednoczesnie prawdziwe.

Jz (Pz A —Qx)
Vz (Px — Rzx)
Vz (Qx — Rzx)

Budujemy drzewo, w ktorego pniu umieszczamy powyzsze formuly. Jest to zatem przypuszczenie, ze
wszystkie one moga by¢ prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji. Przypuszczenie to bedzie potwierdzo-
ne, jesli co najmniej jedna galaz drzewa zostanie otwarta; wtedy, zgodnie z definicja, zbior tych formut jest
semantycznie niesprzeczny. Gdyby wszystkie galezie drzewa zostaly zamkniete, to powyzsze przypuszczenie
musieliby$my odrzuci¢é — rozwazany zbiér formul bytby semantycznie sprzeczny.

A oto drzewo:
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Jz (Px A —Qx) LVa
| .
Vz (Pz — Rz) 2

Yz (Qx ‘_> Rzx) 3¢

(1) Pal\ﬂQa 4"

(2) Pa L Ra 5~

3) Qa —‘> Ra &
(4g) J‘Da

\
(44) —Qa

T

(51) —"Pa (5,) Ra

X4

—

©%(6) -Qa  (6,) Ra

To drzewo ma dwie galezie otwarte i do zadnej formuty, na zadnej z tych galezi, nie mozna juz stosowac
zadnych regul. Zatem istnieja interpretacje, w ktérych wszystkie trzy powyzsze formuty sa jednoczesnie
prawdziwe. Z kazdej z galezi otwartych uzyskaé¢ mozna informacje, jakie zdania atomowe zachodza w kazdej
z tych interpretacji. W przypadku rozwazanego drzewa, informacje te sa takie same na kazdej galtezi otwartej;
otrzymujemy wiec nastepujaca interpretacje, w ktorej wszystkie trzy rozwazane zdania sg prawdziwe:

e uniwersum jest zlozone z (co najmniej) jednego obiektu oznaczanego przez stala a;

e obiekt oznaczany przez staly a nalezy do denotacji predykatéw P oraz R, a nie nalezy do denotacji
predykatu Q.

Zgodnie z uprzednio proponowana konwencja, znaleziona interpretacja reprezentowana jest za pomoca
tabelki:

PIQ|R
a|+| - |+

Przypominamy, ze znak ,,4+” na przecieciu wiersza odpowiadajacego obiektowi oraz kolumny odpowiada-
jacej denotacji predykatu jednoargumentowego (tj. wlasnosci) oznacza, ze obiekt ten nalezy do tej denotacji
(ma dana wlasnosé); znak ,,—”, ze nie nalezy.

PrzYKrAD II1.3.3.: SIERSC A INTELIGENCJA

U fryzjera nalezy zachowaé powage, a co najmniej ostroznosé (uzbrojony facet zajmuje sie twoja gtowa!).
Nie zawsze jest to latwe; gdy uslyszysz np. taki (moze nie calkiem pelosprawny gramatycznie, ale to
nieistotne) tekst:

Kazda blondynka jest inteligentna. Co najmniej jedna brunetka nie jest inteligentna. Kazda z
Was, mite dziewczeta: nie jest brunetkq lub jest blondynkg.

to by¢ moze odruchowo, dla zachowania réwnowagi logicznej, na ktérej ufasz osadzié¢ takze swa réwnowage
psychiczna, zbudujesz drzewo semantyczne w ktérego pniu beda formuly jezyka KRP z jednoargumentowymi
predykatami P, @, R (tu interpretowane: Pz — z jest blondynka, Qz — =z jest inteligentna, Rx — x jest
brunetka). I podczas gdy Mistrz bedzie sie zajmowal zewnetrzem twej ksztaltnej glowki, w jej przestronnym
wnetrzu pojawi sie nastepujace wyobrazenie:
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Va(Pr — Qz) 2"
\
J2(-Qx A Rz) -
| .
Vz(-Rz V Px) 3¢

\
(1) =Qa A Ra *"

Va

(49) —Qa
(4a) I‘ﬁl
(51) ~Pa (5p) ‘Qa
(6,) —Ra (6,) Pa 4.5
><J1d,61 ><5‘1,6p

Wszystkie galezie tego drzewa sa zamkniete. Oznacza to zatem, ze nie istnieje interpretacja, w ktorej
prawdziwe bylyby jednoczes$nie pierwsze trzy formuly wystepujace w pniu tego drzewa. A to z kolei, zgodnie
z definicja semantycznej niesprzecznosci znaczy, ze te trzy formuly tworza zbiér semantycznie sprzeczny. Tak
wiec, choé¢ kazde z rozpatrywanych na poczatku tego przykladu zdan moze z osobna byé¢ np. prawdziwym
komplementem (lub prawdziwa zlosliwa obserwacja), to wszystkie razem nie moga byé¢ prawdziwe, w
zadnym §wiecie, niezaleznie od tego, jakie wystepuja w nim korelacje miedzy posiadaniem (lub nie) okreslonej
siersci a ilorazem inteligencji.

PrzYKrAD II1.3.4.: TERAZ POLSKA
Pokazemy, ze w zadnej interpretacji nie moga by¢ jednocze$nie prawdziwe nastepujace formuty:

JzJy ((Px A ~Py) A ~2Qy)
Vavy ((Pz A Ry) — 2Qy)
-3z (-Px A —Rzx)

Budujemy drzewo, w ktoérego pniu umieszczamy powyzsze trzy formuly. Postaramy sie stosowaé reguty
w takiej kolejnosci, aby drzewo to mialo rozgalezienia najpézniej, jak to mozliwe — jak wiemy, pozwala to
zminimalizowa¢ niezbedna prace (bo nie trzeba powtarza¢ tych samych krokéw w réznych galteziach drzewa),
co stanowi dla nas, jako zadeklarowanych antypracoholikéw, wartosé autoteliczna.
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323y ((Px A ~Py) A ~aQy) 7
Vavy ((Pz A Ry) | 2Qy) 0
-3z (—Px /‘\ —~Rz) 5t

(1) 3y ((PaA—Py) ‘/\ —aQy) 2V
(2) ((PaA—Pb) ‘A —aQb) 3

| ;
(34) PaA—-Pb *

|
(3d) ﬂaQb

(4,) Pa
(4q) ﬁl‘Db

(5) ﬂ(ﬁPb/‘\ﬁRb) 87"

(6) Vy ((PaA Ry) L aQy) TP

\
(7) (Pa A Rb) — aQb "~

(8) ——Pb % (8,) ——Rb 107
(9) J‘Db (10) }‘%b
><‘4d,9
(11;) —(Pa A Rb) 127" (11,) aQb
><3L,11p
(12)) —Pa (12,) —-Rb
><4‘g,121 ><1L,12P

Istotnie, wszystkie galezie drzewa sa zamkniete. Nie istnieje zatem interpretacja, w ktorej trzy powyzsze
formuty bytyby jednoczesnie prawdziwe. Zbior tych formul jest wiec semantycznie sprzeczny.

Nie zawsze udaje sie od razu zbudowaé ,optymalne” drzewo, tj. zastosowacé tylko te regutly, ktére prowadza
do jak najszybszego zamkniecia wszystkich gatezi lub doprowadzenia do sytuacji, w ktorej nie stosuja sie juz
zadne reguly (pamigtacie — to oznacza koniec pracy!!!). Pewna wskazowka przy optymalizacji drzew jest np.
to, czy w drzewie o wszystkich gateziach zamknietych wystepuja formuty ztozone, do ktérych nie stosowano
zadnych regut — takie formuly, a wiec i kroki do nich prowadzace, mozna wyeliminowa¢, zyskujac na czasie,
przestrzeni oraz estetyce, a nie naruszajac przy tym poprawnosci wyniku. Inna wskazéwka: stosowanie
regulty R(——) do formutl, bedacych podwojnie zaprzeczonymi formutami atomowymi, nie przyczynia sie do
zamykania gatezi drzewa.

Jako éwiczenie uprzejmie proponujemy Czytelniczkom dokladne obejrzenie powyzszego drzewa i prébe
jego optymalizacji: ktére kroki nie sa niezbedne do zamykania galezi? Czy uzyto zalecanej i najbardziej
efektywnej kolejnosci stosowania regul?

Niech predykat P bedzie dumnie interpretowany jako wlasno$¢ bycia Polakiem, R jako wlasno$é bycia
obcokrajowcem, za$ xQy interpretujmy jako = szydzi z y. Wtedy trzy rozwazane na poczatku tego przyktadu
formutly uzyskuja np. nastepujace odczytanie:

Pewien Polak nie szydzi z co najmniej jednego Niepolaka. Kazdy Polok szydzi ze wszystkich
obcokrajowcow. Nikt nie jest jednoczesnie Niepolakiem oraz nieobcokrajowcem.
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Idiotyzm tego tekstu ma wielorakie przyczyny. Jedna z nich jest oczywiscie to, ze wyjsciowy zbioér for-
mul jest semantycznie sprzeczny, a semantyczna sprzeczno$é¢ wypowiadana wszystko jedno jakimi ustami
(dziewiczo niewinnymi, charyzmatycznymi, $wiatobliwymi, itd.) musi — na przekoér wszelkim pozorom —
brzmie¢ absurdalnie. Inna z tych przyczyn jest toporne uzywanie negacji przynazwowej (Niepolak, ew.
nie-Polak, nieobcokrajowiec). Wreszcie, trzecia z powyzszych formul (zawierajaca pie¢ wystapien statych
logicznych) moze byé — z zachowaniem warunkéw prawdziwosci — sparafrazowana do nieco prostszej for-
muty, zawierajacej dwa wystapienia takich statych.

W poprzednim podrozdziale przypomnielismy niektére prawa KRP, m.in. prawa De Morgana ustalajace
semantyczng rownowaznosé (wspotprawdziwosé we wszystkich interpretacjach) zanegowanych formul gener-
alnie lub egzystencjalnie skwantyfikowanych ze stosownymi formulami w ktérych negacja nie jest spdjnikiem
gltownym. Jednym z takich praw jest:

-3z A(z) « Vz -A(z)

Z KRZ pamietamy, ze negacja koniunkcji jest semantycznie rownowazna alternatywie negacji (to jedno z praw
De Morgana dla KRZ) oraz ze negacja negacji formuly jest semantycznie tejze formule réwnowazna. Zbierajac
razem te fakty, tatwo ustali¢, ze trzecia z formul z rozwazanego zbioru jest semantycznie réwnowazna z
formuta:

Va (Pz V Rz)

i wykorzystaé to przy tworzeniu ponizszego — moze odrobine choé¢ mniej niezgrabnego od poprzedniego —
tekstu utworzonego ze zdan zbudowanych wedle badanych formut:

Pewien Polak nie szydzi z kogo$, kto Polakiem nie jest. Wszyscy Polacy szydzg z kazdego ob-
cokrajowca. Kazdy jest Polakiem lub obcokrajowcem.

MozZe to i brzmi lepiej po polsku (sic!), ale i tak pozostaje, na mocy uczynionych ustalen dotyczacych
semantycznej sprzecznosci badanego zbioru formul, bredzeniem.

PRzZYKEAD II1.3.5.: DWUNASTE: NIE BEDZIESZ (NADAREMNO) MOLESTOWALA INTELEKTUALNIE

Semantyczne sprzeczno$ci czaja sie wszedzie, a wiadomo, ze gdy jaki§ zbiér formul jest semantycznie
sprzeczny, to jest on grozny z réznych wzgledéw, np.:

e wszystko (dowolna formula) wynika zen logicznie (a wiec takze zdanie moéwiace, ze gdy czytasz te
stowa, to jestes juz praktycznie martwa, Droga Czytelniczko);

e opisuje (?) on interpretacje nieistniejace, a dokladniej, nie mogagce istnieé; (np. istnienie réznych
Krain Dobrostanu Spotecznego, Powszechnego Szcze$cia i — rzecz jasna — Sprawiedliwosci, itp. utud
logicznie wykluczone nie jest; jest natomiast wykluczone logicznie istnienie interpretacji w ktorej
prawdziwe bylyby zdania wzajem sprzeczne);

e cokolwiek wypowiesz uzywajac struktur sktadniowych formut z tego zbioru bedzie — jako calos¢ —

brednia, kompletnym nonsensem, cho¢by nawet najpiekniej sie rymowalo i brzmiato wrecz niebiansko;
itd.

Szczegdlnie narazone na cierpienia zwiazane z semantyczng sprzecznodcia sa mtode Humanistki, niewinnie
ufne w Eufonie Stowa. Im nauka logiki przynie$¢ moze najwieksze pozytki, czesto pomaga poprawié znaczaco
pozycje spoteczng (Trzeba uwwazaé, ona rozumie, co mdéwi...), a czasami jest wrecz niezbedna, aby jak
najdluzej, najintensywniej, najciekawiej utrzymad sie na szczycie Wielkiego Lancucha Pokarmowego Planety.
Na logice podobno mozna tez zarobié, ale nie bedziemy tego akurat watku rozwijac.

Pokazemy natomiast, ze nastepujacy zbiér formul jest semantycznie sprzeczny:
VaVy (3z(2Py A xPz) — yPx)
—dx xPx

—VaVy (yPx — —xzPy)

Budujemy drzewo, w ktorego pniu umieszczamy powyzsze formuty:
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VaVy (32(2Py A xPz) — yPx) 3¢
-3z xl‘Dx 2%a
—Vavy (yPr ‘—> ~aPy)
(1) —Vy (yPa ‘—> ~aPy) 6V
(2) _‘Q,P‘)a

| .
(3) Yy (3z (2Py A aPz) — yPa) * ¢

1.Va

—

\
(4) 3z (zPa A aPz) — aPa >

N

(5;) =3z (zPa AaPz) 7" (55) aPa
(6) ﬁ(bPa‘—>—|an) 8.7~ XL,5P
(7) ﬁ(bPa/‘\an) 10.7%

(84) bl‘Da
(84) ﬁﬂa]‘Db 9.7"

(9) a‘Pb

(10;) —bPa (10,) —aPb
\ \

X8,,10; X9,10,

Wszystkie galezie drzewa sg zamkniete, a zatem badany zbiér formut jest semantycznie sprzeczny. Cwicze-
nie: wylicz wszystkie mozliwe zastosowania regul, ktére pominieto w procesie zamykania gatezi tego drzewa.

Niewielkim tylko wysitkiem intelektualnym jest u§wiadomienie sobie, ze nadzbiér zbioru semantycznie
sprzecznego tez jest semantycznie sprzeczny. Tak wiec, cokolwiek (jakiekolwiek formuly) dotozyé¢ do powyzszego
zbioru, to tak otrzymana calod¢ tez bedzie semantycznie sprzeczna. Np. w powyzszym drzewie kazda gataz
(od korzenia do liscia) jest semantycznie sprzecznym zbiorem formut; cokolwiek do niej dodamy, to otrzy-
mana calo$é tez bedzie semantycznie sprzeczna. Tak wiec, sprzecznosci semantycznej nie mozna usunaé,
dodajgc najbardziej nawet wyszukane madrosci, przysiegi, itp., ani tez cytujac Autorytety, wypowiadajac
jedno- badz wieloznaczne grozby, itp.

Trzecia z rozpatrywanych na poczatku tego przykladu formul jest semantycznie réwnowazna z formuta:

Jz3y (yPz A zPy).

(jest tak na mocy praw De Morgana dla kwantyfikatorow oraz pewnych praw KRZ — ufnie pozostawiamy
ustalenie, o ktore prawa KRZ chodzi w tym przypadku pilnym Czytelniczkom).

Wykorzystamy ten fakt w Interpretacji Edukacyjnej (dotyczacej brutalnego transferu wiedzy), tj. przy
czytaniu wyrazenia x Py jako x molestuje intelektualnie y:

Dla dowolnych dwdch obywateli, jesli pewien obywatel (obywatelka) jest molestowany(a) intelektu-
alnie przez pierwszego z nich, ale sam(a) molestuje intelektualnie drugiego, to dw drugi obywatel
réwniez molestuje intelektualnie pierwszego. Sam siebie nikt nie molestuje intelektualnie. Sq tacy
obywatele, ktorzy molestujg sie intelektualnie nawzajem.

To, ze — jak wladnie ustaliliSmy — tekst powyzszy jest semantycznie sprzeczny (,opisuje’ sytuacje
logicznie niemozliwag) moze uspokoi te Humanistki, ktérym kiedykolwiek zdawalo sie, ze sa intelektualnie
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molestowane. Gdyby nadal dreczy? je tego typu niepokdj, to moga wykonaé é¢wiczenie stylistyczne, polegajace
na napisaniu powyzszego tekstu zgrabniejsza polszczyzna. Jakiekolwiek tego tekstu upiekszanie nie odwola
jednak jego semantycznej sprzecznosci (oczywiscie, jesli upiekszajgc nie bedziecie oszukiwac! ). Wreszcie,
mozna w ramach Programu Fagodzenia Obyczajéw, inaczej jeszcze zinterpretowaé predykat P i otrzymad
inny zwiezly, semantycznie sprzeczny, absolutnie nikomu niepotrzebny tekst.

PrzyKeAD II1.3.6.: BAJECZKA BARDZO NIEPOPRAWNA POLITYCZNIE

Czasami jeden rzut oka wystarczy, aby zamniemaé, ze dany tekst jest semantycznie niesprzeczny —
pomy$l tylko, ile razy dajesz wiare np. wiadomosciom prasowym lub telewizyjnym (nie moéwiac juz o
elukubracjach medialnych ekonomistéw albo psychologow). Zycie wedle wskazan intuicji i mnieman jest
interesujace, pelne zaskoczen, itd. Logika nie przeszkadza w tych przygodach, czasami bywa pomocna w ich
urozmaiceniu, a niekiedy nawet ulatwia (umozliwia) przezycie.

Nie ograniczymy sie jedynie do rzucania okiem na ponizszy zbiér formul, ale pokazemy, iz jest on seman-
tycznie niesprzeczny — skonstruujemy interpretacje, w ktérym wszystkie rozwazane formuly sg jednoczesnie
prawdziwe.

Jz (-Px V -Qx)
Vo ((Qz V Pz) — Rx)
Jz (=Sz V ~Px)
-3z Rz

Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu umieszczamy powyzsze formuty:
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Jz (~Px V -Qx) LVa

| s
Vz ((Qz Vv Px) — Rx) 27257t
| v
3z (=Sz Vv ~Pz) +7°
—3z ]‘%x 3.%a 6.%b
| .
(1) —=PaV-Qa *

\
(2) (QaV Pa) — Ra %~

(3) —Ra
| y
(4) —Sbv -Pb 12

(5) (QbV Pb) —‘> Rb 7

(6) —Rb
(7)) ~(Qbv Pb) &7 (7,) Rb
|
(8¢) _‘C‘Qb X6,7,
(8a) ﬂl‘ab
(9) —(Qav Pa) (9) Ra
(104) ﬁC‘Qa X3.,9,
(lod) —J‘Da
(12;) ﬁsb/hab (12,) —Sb (12,) —Pb
| \
C‘? L & %

Do zadnej z formul, na zadnej z galezi otwartych tego drzewa nie mozna juz zastosowa¢ zadnych regul.
Zauwazmy, ze krok 12.¥ palezato wykona¢ w dwoch miejscach, a mianowicie w gateziach zakoniczonych (przed
wykonaniem tego kroku) formutami o numerach (11;) oraz (11,). Cztery galezie tego drzewa (oznaczone tu
lisémi: &, &, O oraz #) sa otwarte. Badany zbior formut jest wiec semantycznie niesprzeczny — istnieja in-
terpretacje, w ktorych wszystkie te formuly sa jednoczes$nie prawdziwe. Dla celoéw tego przykladu zauwazmy,
ze zbierajac informacje umieszczone na kazdej z gatezi otwartych powyzszego drzewa otrzymujemy przepis,
jak skonstruowaé interpretacje, w ktorych wszystkie formuly z danej galtezi sa prawdziwe (pamietajmy, ze
formuty z pnia drzewa naleza do kazdej z jego galezi).

Kazda z szukanych interpretacji zawiera denotacje stalych indywiduowych a oraz b. Naleza one do
dopetieni (wzgledem uniwersum) denotacji predykatow P, @, R. Ponadto, w interpretacjach wyznaczonech
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przez gatezie z lisémi © oraz & denotacja stalej b nie nalezy do denotacji predykatu S. To, czy denotacja
stalej a nalezy do denotacji predykatu S nie ma znaczenia w przypadku kazdej z interpretacji wyznaczonej
przez galezie otwarte drzewa. W przypadku interpretacji wyznaczonych przez galtezie o liSciach # oraz
nie ma znaczenia takze to, czy denotacja stalej b nalezy do denotacji predykatu S.

Ponizsze tabelki ukazuja szukane interpretacje (znak zapytania na przecieciu wiersza i kolumny oznacza,

ze nie jest istotne, czy postawimy tam znak ,,+7, czy ,,—”, obie mozliwosci sa dopuszczalne, anything goes):
ClPIQ|R|S
a | —|—|—-|7
b _ _ _ _
O PIQ|R|S
a | —|—|—-|7
bl -1 =] =12
& P/ Q|R|S
al|-|—-—]-17
bl -1 —-1]=]<
S| P|IQ|R|S
a | —|—|—-|7
bl—- =] =-12?

Jak Czytelniczki z pewnoscia pamietaja, prawem KRZ jest formuta (A — B) < (mAV B); w KRZ
obowiagzuja rowniez prawa przemiennosci koniunkcji oraz przemiennos$ci alternatywy. Zatem pierwsza i trze-
cia z formut z rozwazanego w tym przykladzie zbioru moga by¢ zastapione semantycznie im réwnowaznymi
formutami ze spojnikiem implikacji; jedna z takich zamian ma postaé¢ nastepujaca:

Jz (Pr — —Qx)
Vo ((Qx V Pzx) — Rx)
dx (Px — —Sx)
-3z Rx

Takze ten zbior formul jest, rzecz jasna, semantycznie niesprzeczny. Pierwsza i trzecia z przytoczonych
na poczatku tego przyktadu formul mogg tez zosta¢ zastapione semantycznie im réwnowaznymi formutami
zawierajacymi spojnik koniunkcji, na mocy prawa KRZ: =(AA B) < (mAV —B):

Jz =(Pz A Qx)
Vz ((Qx V Px) — Rx)
Jx —(Px A Sx)
-3z Rx

Humanistkom spragnionym lektury czego$ mniej koszernego niz formutki jezyka KRP proponujemy
nastepujacy tekst, bedacy (cho¢ zgrzebnym stylistycznie, to jednak nie catkiem ulomnym gramatycznie)
jednym z opiséw mozliwe] interpretacji ostatnich czterech powyzej wyliczonych formut:

Jest ktos, kto nie jest jednoczesnie zdrowy i mlody. Kazdy, kto jest zdrowy lub miody, jest
szezeSliwy. Jest ktos, kto nie jest jednoczesnie zdrowy ¢ madrzejszy niz przewiduje ustawa. Nie
ma szczesliwych.

Zgodnie z naszymi ustaleniami, bajeczka powyzsza opisuje mozliwy stan rzeczy. Dla przyktadu, sytuacja
taka zachodzi w §wiecie, w ktérym zyje kto§, kto nie jest mtody, nie jest zdrowy, nie jest szczedliwy i ma zone
(kochanke) o tych samych trzech wlasnodciach (stara, chora i nieszczesliwa). To, czy jedno z nich (denotacja
stalej a) jest madrzejsze niz przewiduje ustawa, nie ma absolutnie zadnego znaczenia; ograniczenia dotyczace
w tej mierze drugiego z nich, tj. denotacji stalej b podano w tabelkach © oraz é&.

Wszystkim Czytelniczkom zyczymy zdrowej, szczesliwej mlodosci oraz przypominamy, ze nieprzestrze-
ganie ustaw grozi konsekwencjami.
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PrzykrAD II1.3.7.: SCHADENFREUDE

Pokazemy, ze nastepujace dwie formuly tworza zbiér semantycznie sprzeczny, tj. nie sa jednoczesnie
prawdziwe w zadnej interpretacji:

(1) VaVy x Py — 3z Qz
(2%) —JzIy3Iz (zPy — Qz)

Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu umieszczamy obie powyzsze formuty:

VaVy Py — 32 Qz '

| -
—3rIyIz (xPy — Qz) +a97¢

(1)) —VavyaPy 27e (1,) 32Qz 8Ve

(2) -y aI‘Dy 8.vb (8) é)c

(3) —aPb (9) —3y32 (chLQ@ 107

(4) —3y3z (aPyLQz) 5.7 (10) =3z (cPcLQZ) e

(5) -3z (anLQz) 6.%a (11) ﬂ(cPcLQc) B
(6) —=(aPb— Qa) T (124) cPc
(7,) aPb (124) —Qc
(7a) ﬁéa ><8.,‘12d

aar,

Wszystkie galtezie drzewa zostaly zamkniete. Oznacza to, iz nie istnieje interpretacja, w ktorej obie
rozwazane formuty bylyby jednoczesnie prawdziwe. Zbiér z nich zlozony jest semantycznie sprzeczny. Za-
uwazmy, ze do zamkniecia wszystkich galezi drzewa nie bylo potrzebne wykonanie wszystkich mozliwych
zastosowan reguly R(—3): formuly o numerze (4) nie rozwijaliSmy ze wzgledu na stala a (gdybySmy to
uczynili, to mogliby§my, rownie niepotrzebnie, rozwija¢ otrzymana wtedy formule =3z (aPa — Q2z) zar6wno
wzgledem a, jak i b) natomiast formuty o numerze (5) nie rozwijaliSmy ze wzgledu na statg b. T w tym mo-
mencie kazda Humanistka moze z duma wrzasna¢: Jestem spryiniejsza od komputera!!! (poniewaz
komputer wszystkie te rozwiniecia precyzyjnie i catkiem niepotrzebnie (!) oczywiscie by wykonat).

Z powyzszego ustalenia wynika, ze koniunkcja tych dwoch formut nie jest prawdziwa w zadnej inter-
pretacji. Innymi stowy, jest ona falszywa w kazdej interpretacji. Stad, koniunkcja ta jest kontrtautologia
KRP.

Usilnie namawiamy Czytelniczki do odrobiny samodzielnodci. Prosimy mianowicie o sprawdzenie, ze
kazda z tych formul z osobna jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Wystarczy w tym celu
zbudowaé drzewa semantyczne dla kazdej z tych formut i przekonaé sie, ze maja one galezie otwarte.

Gdyby Czytelniczki rozochocity sie tg samodzielnoécia, to nie ma zadnego zakazu, aby same przeko-
naly sie, ze rowniez zbior zlozony z negacji rozwazanych formul jest semantycznie sprzeczny, natomiast
kazda z tych zaprzeczonych formul z osobna jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Ale w
przypadku, gdyby nadmiar samodzielnosci ciazyt intelektualnie, to zapraszamy do obejrzenia ponizszego
drzewa, w ktérego pniu umieszczamy negacje rozwazanych formut; pokazemy, ze drzewo to ma wszystkie
galezie zamkniete, a wiec ze negacje formul (1*) oraz (2*) tez tworza zbiér semantycznie sprzeczny. Oto
drzewo:
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~(VaVy zPy — 32 Qz) 2
——3JxIy3Iz (zPy L Qz) -
(1) Fzdy3dz (xPy L Q2) 3.Va
(24) VaVy x]‘Dy 6."a
(2a) 32 ‘QZ 8le
(3) Fy3z (aPy ‘—> Qz) 4.Yb

(4) 3z (aPb — Q2) 5.Ve

\
(5) aPb— Qc %~

‘ *
(6) VyaPy TP

(7) al‘Db

(8) —Qc

(9) ﬁa‘Pb (9p) ‘QC

X7.9 X8,9,

Istotnie, wszystkie galezie tego drzewa sa zamkniete, a wiec negacje formul (1*) oraz (2*) rowniez tworza
zbiér semantycznie sprzeczny. 1 znowuz, urocza Humanistko, okazata$ sie sprytniejsza od komputera, nie
rozwijajac bez potrzeby wszystkich formut generalnie skwantyfikowanych (oraz negacji formul egzystencjalnie
skwantyfikowanych) ze wzgledu na wszystkie state! Zanim jednak radosnie wrzasniesz, sumiennie policz
ile pracy zaoszczedzilas. ..

Przypusémy, ze nadamy predykatom P oraz @) nastepujaca interpretacje (ze wzgledu na jej brutalnosé,
osoby o duzej wrazliwodci moga opuéci¢ lekture tego przyktadu, przecietny telewidz moze czytaé spokojnie
dalej):

1Pz interpretujmy jako 1 ze szczegolnym okrucieristwem zneca sie nad xa;
Qr interpretujmy jako x doznaje sadystycznego zadowolenia.
Wtedy pierwsze z rozpatrywanych zdan, tj.:
(1) VaVy zPy — 3z Qz
mozna przy tej interpretacji w miare poprawnie gramatycznie odczytac; np.:

Jesli kazdy ze szczegolnym okrucienstwem zneca sie nad kazdym, to ktos doznaje sadystycznego
zadowolenia.

Natomiast zdanie drugie, czyli (2*) jest — jak sadzimy — nieco trudniejsze do jakiego$ poprawnego,
niechropawego stylistycznie odczytania, choé¢ moze czytanie nastepujace jest akceptowalne:

Nie istniejg tacy (lrzej?) osobnicy, ze gdy jeden ze szczegdlnym okrucieristwem zneca si¢ nad
drugim, to kto$ (trzeci?) doznaje sadystycznego zadowolenia.

Jeden z klopotéow przy tym czytaniu polega na tym, ze w jezyku naturalnym moéwimy tu wiecej, niz
kaze nam powiedzie¢ rozwazana formuta KRP, bo w formule tej nie przesadza sie, ze odnosimy sie do trzech
obiektow.

Tnng jeszcze mozliwoscia odcezytania formulty (2*) w rozwazanej interpretacji wydaje sie by¢ np.:
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Nie jest tak, zZe gdy kto$ nad kims zneca sie ze szczegdlnym okrucieristwem, to ktos doznaje
sadystycznego zadowolenia.

Ze wzgledu na komplikacje anaforyczne, takze to odczytanie brzmi nieswojo.
Zauwazmy jednak, ze zdanie
(2%) —3zTFy3z (xPy — Q2)

jest semantycznie réwnowazne ze zdaniem

(3%) VavVyVz—(zPy — Qz),
a to z kolei jest semantycznie réwnowazne ze zdaniem

(4*) VaVyVz (xPy A —Qxz).

W pierwszym przypadku semantyczna rownowazno$é jest konsekwencja jednego z praw De Morgana dla
kwantyfikatorow:3
-3z A(z) < Vo ~A(z)

Druga réwnowazno$¢ otrzymujemy na mocy znanej tautologii KRZ:
—(A— B) < (AAN-B)

Zatem, mozna od biedy uzna¢, ze w proponowanej interpretacji inkryminowane zdanie sparafrazowaé¢ da,
sie (z zachowaniem warunkoéw prawdziwosci) np. tak:

Nie dosé, ze kazdy ze szczegdlnym okrucienstwem zneca sie nad kazdym, to w dodatku nikt nie
doznaje sadystycznego zadowolenia.

Czy teraz semantyczna sprzeczno$¢ uzyskata Humanistyczng Naoczno$cé? Jeszcze nie?

Mozna, korzystajac z dalszych praw KRP (ktore uzyska¢ mozna takze metoda drzew semantycznych),
pokazac, ze zdanie (4*) (a w konsekwencji takze (2*)) jest semantycznie rownowazne z kazdym ze zdan
ponizszych:

(5%) VaVy (zPy AVz =Qz)
(6*) VaVy xPy AVz -Qz

(7*) VaVy xzPy A -3z Qz

Jesli teraz spojrzymy na formuty:

(1) VaVy Py — 3z Qz

(7*) VaVy xPy A -3z Qz

to nie mozna nie zauwazy¢, ze powstaja one z formut KRZ postaci p — ¢ oraz p A —~q przez podstawienie za
p formuly VaVy x Py a za g formuty 3z Qz. Tak wiec, w istocie badalis§my, czy semantycznie sprzeczny jest
zbior formut KRZ {p — ¢,p A —¢}. Zbiér ten jest semantycznie sprzeczny, jako ze kazda z tych formut jest
semantycznie rownowazna negacji drugiej: —(p — ¢) < (pA—q) oraz (p — q) < =(pA—q). W szczegdlnosei,
formuta (7*) jest semantycznie réwnowazna formule nastepujacej:

(8%) —(VaVy zPy — 3z Qz)

Wykonalismy wiec kawal solidnej (?), zmudnej roboty, ktérej mozna uniknaé, jesli zna sie juz odrobine
logiki. Formula (8*) jest, zgodnie z uczyniong przed chwila, obserwacja, semantycznie rownowazna negacji
formuty (1%).

A zatem w przywolanej brutalnej interpretacji formuta (1*) oraz formuta (8*) (semantycznie rownowazna
formule (2*), jak ustaliliémy) odczytane moga by¢ np. tak:

3Ktore to prawa uzasadniliémy metoda drzew semantycznych w podrozdziale T11.2.
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Jest prawda, ze: jesli kazdy ze szczegdlnym okrucienistwem zneca sie nad kazdym, to ktos
doznaje sadystycznego zadowolenia.

Nie jest prawdag, Ze: jesli kazdy ze szczegdlnym okrucienstwem zneca sie nad kazdym, to ktos
doznaje sadystycznego zadowolenia.

Najwyzszy czas zakoriczy¢ analize tego przykiadu. Mamy nadzieje, ze dostarczyla ona Czytelniczkom
stosownego zadowolenia. A jesli jeszcze nie, to proponujemy opisaé §wiaty, w ktorych — przy przywolanej
brutalnej interpretacji predykatow P oraz @@ — prawdziwe sg pojedyriczo formuly (1*), (2*) oraz te Swiaty,
w ktoérych prawdziwe sg pojedynczo negacje tych formut. T wybraé $wiat dla siebie.

JERZY POGONOWSKI
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