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17. Cwiczenia

Teraz to, co lubicie najbardziej, czyli zadania do samodzielnego rozwiazania. Wszystkie zaopatrzone zostaly w
odpowiedzi.

17.1. Jezyk KRP

17.1.1. Podaj zmienne wolne i zwigzane formut:

e (a)Va (P(r,y) — Jy (Q(x) A R(z,y)))
e (b) Iz (P(z) AVz (Q(2) — R(z,2)))
e (¢) 3z (P(x) AVz (Q(z) — R(x,y))).

17.1.2. Czy term ¢ jest podstawialny za zmienna x w formule «, gdzie:

e (a)t jest postaci f(x), a « jest formuta Vy3z (P(y, z) — Q(z)); « jest jedyna zmienng w termie ¢;
e (b) ¢ jest postaci g(z,y), a a jest formuly VyVz (P(x,y) — Q(z)); 2 1 y sa jedynymi zmiennymi w termie ¢;

e (c) t jest postaci f(a), a « jest formuta VaTy (P(z) V Q(y)); t jest termem bazowym.

17.1.3. Podaj wartos$¢ S(t, x,t') dla:

e (a) ¢ postaci f(a) oraz t’ postaci g(x, f(x));
e (b) ¢ postaci f(x, f(x,z)) oraz t’ postaci g(z, g(z,v));
e (c) t postaci f(x) oraz t’ postaci g(a, a); g(a,a) jest termem bazowym.

17.1.4. Podaj warto$¢ S(t, z, o) dla:

e (a) ¢ postaci y oraz « postaci Va3z (P(z) — Q(z, 2));
e (b) ¢ postaci f(x,y) oraz « postaci Vz3z (P(z) — Q(z, 2));
e (c) t postaci g(z, f(y)) oraz « postaci P(z) — Q(f(z), g(z,x)).

17.1.5. Opisz zbiér wszystkich terméw:

e (a) utworzonych z jednej zmiennej = oraz jednego symbolu funkcyjnego jednoargumentowego f;
e (b) utworzonych z jednej zmiennej x oraz jednego symbolu funkcyjnego dwuargumentowego g;

e (c) utworzonych z jednej zmiennej x, jednego termu bazowego ¢ oraz jednego symbolu funkcyjnego dwuargu-
mentowego g.

17.1.6. Ktére z podanych nizej formut s zdaniami jezyka KRP:

o (a) VaxdyVz (P(xayaz) - Q(x,x,x))
o (b) Iz ((P(x) Vv Q(y)) AVaVy (P(z) — Q(y)))
e (o) VzIy (P(f(y), ) A Q(z, f(v)))-



17.2. Relacja spelniania

17.2.1. Niech 901 bedzie struktura o uniwersum zlozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych
przez relacje mniejszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Niech w = (1,1,...) bedzie war-
toSciowaniem zmiennych w uniwersum 9J1 o stalej wartosci 1. Czy wartoSciowanie w spetnia formute o w strukturze
I, dla:

e (a) a postaci Iz (z1 < x2) V xo (1 < x2)

e (b) a postaci Vaq (z1 < z2) V Vs (21 < x2)

e (¢) apostaci Iz (z1 < x2) A Jxo (1 < x2)

e (d) a postaci Va1 (21 < z2) AV (21 < x2).
17.2.2. Niech 91 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych
przez relacje mniejszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Jakie wartoSciowania spelniaja
formute o w strukturze 91, dla:

e (a) o postaci Vo (21 < xa V xa < 21)

e (b) v postaci Vxy (1‘1 < T2 Nxg < 1‘1)

e (¢) apostaci Vry (x1 < we) — Vo (1 < 2).

17.2.3. Niech 901 bedzie struktura o uniwersum zlozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych
przez relacje mniejszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Czy formula « jest prawdziwa w
strukturze 9N, dla:

e (a) o postaci VaVydz (x < 2z Az < y)

e (b) a postaci o postaci VaVy3z (z < z Az < y)

e (c) o postaci « postaci VaVy3dz (z < z Ay < z).

Niech teraz 901 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych

przez relacje niewigkszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Ktére z powyzszych formut sa
wtedy prawdziwe w strukturze 21?7

17.2.4. Niech 9 bedzie struktura o uniwersum zlozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych, z operacjami:
dodawania +, mnozenia - i nastgpnika ,,+1” oraz relacjg mniejszosci < i relacja identycznosci = oraz zerem 0 jako
elementem wyréznionym w uniwersum, zdefiniowanymi w zwykty sposéb. Niech:

e & denotuje operacje¢ dodawania

e ® denotuje operacje mnozenia

e S denotuje operacj¢ nastgpnika

e < denotuje relacje mniejszosci

e = denotuje relacje identycznoSci

O denotuje liczbg 0.

A) Zapisaé w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuty, wyrazajace nastgpujace pojecia:



e (a) x jest podzielna bez reszty przez y

e (b) x jest liczba pierwsza

e (c) z iy sa wzglednie pierwsze

e (d) x jest suma dwdéch kwadratéw

e (e) z jest wigksza od kazdego podzielnika y

e (f) x nie jest nastgpnikiem zadnego podzielnika y

e (g) z jest liczba parzysta

e (h) x jest najwigkszym wspdlnym podzielnikiem y oraz z

e (i) x jest najmniejsza wspdlng wielokrotnoScia y oraz z.

B) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastgpujace zdania i zastanowié sig, ktére z nich sa zdaniami
prawdziwymi w strukturze 1:

e (a) Istnieje najwigksza liczba pierwsza.

e (b) Istnieje bardzo duzo liczb pierwszych.

e (c) Kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw liczb naturalnych.

e (d) Najmniejsza wspdlna wielokrotno§¢ dwdch liczb jest mniejsza od ich najwigkszego wspdlnego podzielnika.

e (e) Istnieja doktadnie dwie rézne liczby, dla ktérych zachodzi: 322 + 2z +1 = 0.

e (f) Dodawanie jest rozdzielne wzglegdem mnozenia.

e (g) Kazda liczba parzysta jest suma dwoch liczb pierwszych.

17.2.5. Niech £ bedzie nieskoficzonym zbiorem L czeSciowo uporzadkowanym przez relacje C. Oznacza to, ze relacja
C jest w zbiorze L zwrotna, przechodnia oraz antysymetryczna. Niech relacja [ bedzie zdefiniowana warunkiem:
x C y wtedy i tylko wtedy, gdy « C y oraz nieprawda, ze y C x. Niech predykat = denotuje relacj¢ identyczno$ci =.
Niech predykat < denotuje relacje C, a predykat < relacje .

A) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuly, wyrazajace nastgpujace pojecia:
e (a) x jest elementem C-minimalnym (nie istnieje element y rézny od z taki, ze x jest nastepnikiem, a y po-
przednikiem w relacji C)

e (b) z jest elementem C-maksymalnym (nie istnieje element y rézny od x taki, Ze y jest nastgpnikiem, a x
poprzednikiem w relacji C)

e (c) z jest elementem C-najmniejszym (x jest poprzednikiem w relacji C wzgledem kazdego y)

e (d) x jest elementem C-najwigkszym (z jest nastgpnikiem w relacji C wzgledem kazdego y)

e (e) x nie jest C-nastepnikiem y oraz nie jest C-poprzednikiem z.

B) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastgpujace zdania i zastanowic sig, ktére z nich sa zdaniami
prawdziwymi w strukturze £:

e (a) Porzadek L jest liniowy (ma dodatkowo wlasno$¢ spdjnosci).

e (b) Porzadek [ jest gesty (istnieja co najmniej dwa elementy pozostajace w relacji C oraz migedzy kazdymi
dwoma elementami pozostajacymi w relacji [ istnieje element [-poSredni).



e (c) Porzadek C jest dyskretny (kazdy element, ktéry ma C-poprzednik (C-nastgpnik), ma takze bezposredni
C-poprzednik (bezposredni [ -nastepnik)).

e (d) Porzadek C nie jest ani gesty, ani dyskretny.

e (e) Istnieja elementy C-nieporownywalne.

e (f) Kazde dwa elementy maja wspdlny C-poprzednik.
e (g) Kazde dwa elementy maja wsp6lny C-nastepnik.
o (h) Istnieja elementy [ -nieporéwnywalne.

e (i) Kazde dwa elementy maja wspdlny [ -poprzednik.
¢ (j) Kazde dwa elementy maja wspdlny [ -nastepnik.

Niech teraz £ bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb naturalnych, relacja C bedzie inklu-
zja, a C inkluzja wlasciwa. Ktére z powyzszych zdan sa wtedy prawdziwe w £?7

17.3. Tautologie KRP

17.3.1. Wykaz, ze nie sa tautologiami KRP:
e (a) (Vx P(z) — Vz Q(z)) — Va (P(x) — Q(x))
e (b) (3x P(x) Az Q(z)) — 3 (P(x) AQ(x))
e (¢)Vady P(y,x) — JyVa P(y, z).

17.3.2. Wykaz, ze sg tautologiami KRP:

e ()dz (a— ) — (Ve a— Jz )
e (b) (aVVz ) — Va (aV ), oile x nie jest zmienna wolng w cv.

o )V (v — —f) =V (8 — ).

17.3.3. Udowodnij, ze nastgpujaca formuta jest prawdziwa w kazdej strukturze skonczonej, ale nie jest tautologia
KRP:

o (a) Iz Vrodxs ((P(x2,23) — P(x1,23)) — (P(z1,21) — P(22,21)))

17.4. Wynikanie logiczne w KRP

17.4.1. Wykaz, ze ze zbioru X wynika logicznie zbiér Y, dla:

e @X ={Vz(a—f),Vz (B—=7)}Y ={Vz(a =)}
e WX ={Vea, V2 5},Y = {Vz (a A §), Yx (e V ) }.
17.4.2. Wykaz, ze ze zbioru X nie wynika logicznie formuta «, dla:

e (a) X = {Vz3y P(z,y), 3z P(z,z)}, « postaci Vz P(z, )
e (b) X = {3z P(z), Vz (P(z) V Q(x))}, a postaci Q(x).



17.5. Teoria mnogosci

Uwaga. Stuchacze tych wyktadéw maja za soba kurs WSTEPU DO MATEMATYKI, na ktérym oméwiono rachunek
zbioréw i relacji oraz rozwigzano wiele ¢wiczen dotyczacych tej problematyki. Nie bedziemy wigc tego wszystkiego
raz jeszcze rozpamigtywac. Ponizej podajemy jedynie kilka typowych ¢wiczen.

17.5.1. Zapisz w jezyku teorii mnogosci:

e (a) z jest funkcja réznowartoSciowa z y na z.
e (b) Zaden zbiér nie jest réwnoliczny z rodzina wszystkich swoich podzbioréw.

e (c) Istnieje zbior nieprzeliczalny.
17.5.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastgpujace zdania nie sa prawdziwe o wszelkich zbiorach:

o (a)VaVyVz (r EyAy €2) = x € 2)
o D)VaVyVz ((z € yANy #2) > x ¢ 2)
o ()VaVyVz (x CyAy € z) =z ¢ 2).

17.5.3. Pokaz, ze sa prawami rachunku zbioréw:

o (AQVaVyVz ((x CyAyNz=0)—znNz=10)
e O)VaVy (zx=zNy—x Cy)

e (c) Produkt kartezjariski dowolnej rodziny zbioréw niepustych jest niepusty.

17.5.4. Udowodnij, ze:

e (a) operacje sumy U oraz réznicy — mozna zdefiniowa¢ w terminach operacji: N oraz réznicy symetrycznej =+;

e (b) operacji sumy U nie mozna zdefiniowa¢ w terminach operacji iloczynu N oraz réznicy —.

17.5.5. Pokaz, ze sa prawami rachunku relacji:
e (a) Niech R o S oznacza ztozenie relacji Ri S, a R~! niech oznacza konwers relacji R. Konwers ztozenia
relacji Ri S jest ztozeniem relacji Si R, czyli: (Ro S)™ ! =S"1o R™L

e (b) Relacja R w zbiorze X jest jednocze$nie rownowaznoscia i czgSciowym porzadkiem wtedy i tylko wtedy,
gdy jest relacja identycznosci w X.

e (c) Ztozenie Ry o SR, relacji rtéwnowaznosci R, oraz R, jest relacja réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy:

RloRQZRQORl.



17.6. Algebry Boole’a

17.6.1. Zapisz w jezyku teorii algebr Boole’a:

e (a) Dopetnienie kresu gérnego elementéw z i y jest réwne kresowi dolnemu dopetnien elementéw x i y.

e (b) Zbidr I elementéw algebry jest jej ideatem, tj.: jest domknigty na operacje kresu gérnego oraz zawiera, wraz
z kazdym swoim elementem, wszystkie elementy od niego mniejsze.

e (c) Zbior F elementow algebry jest jej filtrem, tj.: jest domkniety na operacje kresu dolnego oraz zawiera, wraz

z kazdym swoim elementem, wszystkie elementy od niego wigksze.

17.6.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastgpujace zdania nie sa prawdziwe o wszelkich algebrach Boole’a:

o (a) Istnieja atomy, tj. elementy minimalne algebry rézne od jej zera.
o (b) Istnieja koatomy, tj. elementy maksymalne algebry rézne od jej jedynki.

e (c) Porzadek elementéw algebry nie jest liniowy.

17.6.3. Pokaz, ze sa prawami teorii algebr Boole’a (w drugiej aksjomatyce):

e (a) Kres gérny elementéw x i y jest réwny kresowi gérnemu elementu y oraz réznicy x i y.

e (b) Dopelnienie kresu dolnego elementéw z i y jest réwne kresowi gérnemu dopetnien elementéw x i y.

17.6.4. Niech F bedzie rodzina wszystkich podzbioréw zbioru nieskonczonego X o skoniczonych dopetnieniach i
niech B bedzie algebra Boole’a wszystkich podzbioréw zbioru X ze zwyklymi teoriomnogosSciowymi operacjami
sumy, iloczynu oraz dopelnienia.

e (a) Czy zbidr F jest filtrem, czy ideatem algebry B?

e (b) Czy algebra B zawiera jakie$ atomy lub koatomy?

17.7. Jezyk KRP a jezyki etniczne

17.7.1. Podaj wyrazenie jezyka KRP odpowiadajace strukturze sktadniowej nastgpujacych zdan jezyka polskiego:

e (a) Sa wstretne prawdy i pigkne falsze.

e (b) Kobiety i mgzczyZni maja rowne prawa przy nawiazywaniu lub rozwigzywaniu umowy o prace.
e (c¢) Z Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Japonii.

e (d) Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja mysle o mnie.

e (e) Nikt nigdy nikomu w zadnej sprawie nie ufa.
17.7.2. Odczytaj w jezyku polskim odpowiedniki nastgpujacych formut jezyka KRP, przy podanej interpretacji:

e (a)Vz (P(x) A—Q(x)) — R(x)); P(x) — x wdycha opary rteci, Q(x) — x kona, rzgzac, pocac sig¢ i moczac,
R(x) — x $wiruje jarzabka.



o (b)Vx (P(x) — (FzVy (Q(z,y) — 3z =R(x)))); P(r) — x jest bezrobotny, Q(z,y) — z jest bogatszy od v,
R(z) — z jest odpowiedzialny za stan gospodarki tego nieszczgsnego kraju.

o () Vo VaoVasVayVes (M(zq, 22, x3) A M (24,23, 25)) — e (M (21,26, 24 N M (25,22, 26); M (2,y, 2)
— y lezy migdzy x oraz z, przy czym nie jest wykluczone, iz y jest identyczny z x lub y jest identyczny z z.

17.7.3. Ktére z ponizszych wyrazen sa prawdami logicznymi lub fatszami logicznymi:

e (a) Zaden papiez nie byt kobieta.

e (b) Dawno, dawno temu wszystkie liczby byly wymierne.

e (c) Wspotzyt z najstarsza mieszkanka naszej wsi, ale mieszkal u jej matki.
e (d) Prawdy wieczne sa odwieczne.

e (e) Elipsy to takie lekko sptaszczone okregi.

Rozwiazania ¢wiczen

17.1. Jezyk KRP

17.1.1.

e (a) Pierwsze z lewej wystapienie y jest wolne w tej formule. Zmienna y jest zmienng wolng tej formuty.
e (b) Ta formuta nie zawiera zmiennych wolnych.

e (c) Zmienna y jest jedyna zmiennga wolna tej formuty.
17.1.2.

e (a) Tak. Zadna zmienna wystgpujaca w termie f(z) nie stanie si¢ zwiazana po podstawieniu tego termu do
rozwazanej formuty.

e (b) Nie. Po wstawieniu termu g(z,y) do formulty VyVz (P(z,y) — Q(z)) zmienna y wystepujaca w tym
termie staje si¢ zwigzana w rozwazanej formule.

e (c) Tak. Term f(a) nie zawiera zmiennych wolnych, a wigc jest podstawialny do kazdej formuty.
17.1.3.

e (@) S(f(a),,g(z, f(x))) jest termem g(f(a), f(f(a))).
o (b) S(f(w, f(x,)),,g(x,g(x,y))) jest termem g(f(, f(=x,)), g(f(z, f(z,2),v))).

e (c) Nie mozna dokonaé podstawienia. Term g(a, a) nie zawiera zmiennej x.
17.1.4.

e (a) S(y,z,VaIz (P(x) — Q(x, 2))) jest formuta Vz3z (P(y) — Q(y, 2)).



o (b) S(f(z,y),z,YxIz (P(z) — Q(z,z))) jest formuta VaIz (P(f(x,y)) — Q(f(x),z)). Zauwaz, ze
zmienna x stala si¢ zwiazana po podstawieniu!

e (©)S(g(z, fy)),z, P(x) = Q(f(z), g(x, x)) jest formulq:
P(g(x, f(v))) — Q(f(g(x, f())), g(g(=, f(y)), 9(x, f(¥))))-

17.1.5.

e (a) Jest to zbidr: {z, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))),...}.

e (b) Jest to zbiér: {z, g(z, x), g(x, g(x, x)), g(g(x, x), x),...}.

e (c) Jest to zbidr:
{z,t,9(x,2), 9(1,1), g(x, 1), g(t, ) }U
{9(z,9(z,2)), 9(x, 9(t,1)), 9(, 9(, 1)), g(x, g(t, 2)) }U
{9(t, g(x, ), 9(t, (¢, 1)), 9(t, 9(, 1)), g(t, g(t, )} U .. .

17.1.6.

e (a) Tak, jest zdaniem.

e (b) Pierwszy czton koniunkcji zawiera wolne wystapienie zmiennej y, a wigc rozwazana formuta nie jest zda-
niem.

e (c) Tak, jest zdaniem.

17.2. Relacja spelniania

17.2.1.

e (a) Rozwazana formuta jest alternatywa, a wigc ciag staly w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 9
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia co najmniej jeden jej czlon. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze ciag stalty w =
(1,1,1,1,...) spetlnia w strukturze 91 pierwszy czlon tej alternatywy, poniewaz ciag w’ = (0,1,1,1,...) spet-
nia w strukturze 9t formule 1 < xs.

e (b) Rozwazana formula jest alternatywa, a wiec ciag staty w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 9t wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia w strukturze 2T co najmniej jeden jej czlon. Ciag w spetniatby w strukturze 90t
pierwszy czton tej alternatywy, gdyby kazdy ciag w’' = (a,1,1,1,...), gdzie a jest dowolng liczba naturalna,
spetniat w strukturze 90t formufe 21 < x5. Tak jednak nie jest, poniewaz np. ciag (2,1,1,1,...) nie spetnia w
strukturze 9 formuly x1 < 5. Podobnie dla drugiego czionu rozwazanej alternatywy: ciag w spetniatby w
strukturze 9 drugi czlon tej alternatywy, gdyby kazdy ciag w’ = (1,a,1,1,...), gdzie a jest dowolna liczba
naturalna, spetniat w strukturze 9 formule 21 < xo. Tak jednak nie jest, poniewaz np. ciag (1,0,1,1,...)
nie spelnia w strukturze 9 formuty 7 < xo. Widzimy zatem, ze ciag w = (1,1,1,1,...) nie spelnia ja w
strukturze 2 zadnego z czlonéw rozwazanej alternatywy. W konsekwencji, alternatywa ta nie jest spelniona w
strukturze 9N przez ciag w.

e (c) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wigc ciag staty w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 90t
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia obydwa jej cztony. Oba cztony tej koniunkcji sa formutami egzystencjal-
nie skwantyfikowanymi. Ciag w = (1,1,1,1,...) spelnia w strukturze 9t pierwszy czlon tej koniunkcji, czyli
formute dx; 1 < x2 wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden ciag w' = (a,1,1,1,...) spelnia w struk-
turze M formule x1 < x9, gdzie a jest jaka$ liczba naturalng. Wystarczy teraz za a wziaé liczbg 0: ciag
(0,1,1,1,...) spetnia w strukturze 91 formute 21 < xo. Podobnie dla drugiego cztonu rozwazanej koniunkcji:
ciagw = (1,1,1,1,...) spelnia w strukturze 9t drugi czton tej koniunkcji, czyli formute Jzo 21 < z2 wtedy



i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden ciag w' = (1,a,1,1,...) spelnia w strukturze 91 formule x1 < x5, gdzie
a jest jaka$ liczba naturalng. Wystarczy teraz za a wziaé liczbe 2: ciag (1,2,1,1,...) spelnia w strukturze 91
formule z; < x,. Poniewaz ciag w spelnia w strukturze 9% oba cztony koniunkcji, spetnia tez w strukturze 9t
calg koniunkcje.

e (d) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wige ciag staty w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 9t wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia obydwa jej cztony. Oba czlony tej koniunkcji sa formutami generalnie skwanty-
fikowanymi. Ciag w = (1,1,1,1,...) spetnia w strukturze 9 pierwszy czton tej koniunkcji, czyli formute
Va, 1 < xo wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag w' = {(a,1,1,1,...) spetnia w strukturze 97 formute
x1 < X9, gdzie a jest dowolng liczba naturalna. Jednak np. ciag (2,1,1,1,...) nie spetnia w strukturze 91
formuty ;1 < z2. Widzimy wigc, ze ciag w nie spetnia w strukturze 901 formuty Vz; x1 < x2, czyli pierwszego
cztonu rozwazanej koniunkcji. Nie spetnia zatem réwniez catej koniunkcji. Szukanie odpowiedzi na pytanie,
czy ciag w spetnia w strukturze 97 drugi czton rozwazanej koniunkcji (a nietrudno pokazaé, ze nie spetnia) nie
jest juz potrzebne.

17.2.2.

e (a) Warto$ciowanie w = (wq, we, ws . ..) spelnia w strukturze MM formute Vy (21 < 22 V 22 < x1) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kaZdego wartoSciowania w' = (a,ws,ws...), gdzie a jest dowolnq liczba naturalna,
w’ spetnia w strukturze 90t formute z1 < xo V x2 < x1. Poniewaz ta ostatnia formula jest alternatywa, wiec
w’ spetnia ja w strukturze 90t wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia co najmniej jeden czton tej alternatywy. Widaé
jednak, ze np. warto$ciowanie (wa,ws,ws ...) nie spelnia Zadnego z cztonéw tej alternatywy. Oznacza to,
ze nie wszystkie warto$ciowania w’ = (a, wa, ws ...) spelniajg alternatywe x; < 2 V 22 < 1, a to z kolei
znaczy, ze nie ma warto§ciowania w = (wy, wa, w3 . . .) spelniajacego w strukturze 9 formute:

Vxl (1’1 < X9V xa < 1’1).

e (b) Wartosciowanie w = (wy, we, ws . ..) spelnia w strukturze M formule V1 (1 < z2 A z2 < x1) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kaZdego warto$ciowania w’ = (a,wq, ws .. .), gdzie a jest dowolnq liczba naturalna, w’
spetnia w strukturze 901 formule 1 < x2 A T2 < 1. Poniewaz ta ostatnia formuta jest koniunkcja, wigc w’
spetnia ja w strukturze 97 wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia obydwa cztony tej koniunkcji. Widac jednak, ze np.
wartoSciowanie (ws, wsg,ws . ..) nie spetnia Zadnego z cztonéw tej koniunkcji. Oznacza to, ze nie wszystkie
warto$ciowania w’ = (a, wq, ws . ..) spetniaja koniunkcje 1 < 29 A X2 < 1, a to z kolei znaczy, ze nie ma
warto$ciowania w = (w1, ws, ws . . .) spetniajacego w strukturze M formule Vy (21 < 2 A 29 < 7).

e (c) Warto$ciowanie w = (wq, wa, ws . ..) spetnia w strukturze 2 formule Va1 (z1 < x2) — Vao(zr < x2)
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi alternatywa: (1) w nie spelnia w strukturze 90t formuty V1 (x1 < x2) lub
(2) w spetnia w strukturze 9 formule Vza(x1 < x2). Punkt (1) oznacza, ze nie dla wszystkich warto$ciowan
w' = {a,ws,ws...) warto§ciowanie w’ spetnia w strukturze 9% formute z1 < x5. Istotnie, tak wtasnie jest:

np. warto$ciowanie (ws, ws, w3 . ..) nie spelnia w strukturze 9 formuly 1 < xo. Poniewaz zachodzi jeden

(pierwszy) z cztonéw alternatywy (1) lub (2), wigc zachodzi cata ta alternatywa. Oznacza to, ze dowolne

warto$ciowanie w = (w1, we, w3 . . .) spetnia w strukturze M formule V1 (1 < x2) — Vro(x1 < x2).

17.2.3.

Najpierw rozwazamy przypadek, gdy < denotuje relacje mniejszosci <.

e (a) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze migdzy kazdymi dwiema liczbami naturalnymi istnieje liczba ,,posred-
nia” (w sensie porzadku <). Formuta ta jest wigc fatszywa w strukturze 9%, poniewaz np. migedzy liczbami 1 i
2 nie ma zadnej liczby naturalnej n takiej, ze 1 < n orazn < 2.

e (b) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze dla kazdych dwdéch liczb naturalnych istnieje liczba mniejsza od nich
obu. Formuta ta jest wigc fatszywa w strukturze 9)1, poniewaz nie istnie np. liczba mniejsza od liczb 0 oraz 1.

e (c) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze dla kazdych dwéch liczb naturalnych istnieje liczba wigksza od nich
obu. Formuta ta jest wigc prawdziwa w strukturze 91: dla dowolnych liczb naturalnych m oraz n np. liczba
m + n + 1 jest wigksza zar6wno od m, jak i od n.
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UWAGA. W powyzszej interpretacji nie mamy mozliwosci stwierdzania, ze rozwazane liczby naturalne sa rézne (nie
dysponujemy predykatem identycznosci).

Rozwazamy teraz przypadek, gdy < denotuje relacje niewigkszosci <.

e (a) Rozpatrywana formuta jest fatszywa w strukturze 90: np. dla liczb 3 oraz 2 nie istnieje liczba n taka, ze
3<norazn < 2.

e (b) Rozpatrywana formuta jest prawdziwa w strukturze 9t. Dla dowolnych dwéch liczb naturalnych m oraz n
istnieje liczba k taka, ze zaréwno k < m, jaki k < n.

e (c) Rozpatrywana formuta jest prawdziwa w strukturze 9. Dla dowolnych dwéch liczb naturalnych m oraz n
istnieje liczba k taka, ze zaréwno m < k, jakin < k.

17.2.4.

A) W przypadku predykatu = bedziemy pisac ¢1 = to zamiast = (¢1,{2). Podobnie, w przypadku predykatu <
bedziemy pisaé t1 < to zamiast < (1, t2). Niech ponadto predykat < bedzie zdefiniowany warunkiem: = < y wtedy
i tylko wtedy, gdy « < y lub z = y. [Oznacza to, ze wyrazenie x < y jest skrotem dla wyrazeniax < y V x = y.]

e (a) 32 (x = ®(y, 2)). Niech skrétem dla tej formuty bedzie div(x,y). Formule div(z,y) czytamy zatem: x
jest podzielna si¢ bez reszty przez y.

e MVy(y=z— ((y=5O)Vy=u1x))V div(z,y)). Niech skrétem dla tej formuty bedzie pr(z). Formute
pr(x) czytamy zatem: x jest liczba pierwsza.

e V2 ((mz=S(O)AN(z =22 Az=y)) — ~(div(z,z) A div(y, z))). Niech skrétem dla tej formuty bedzie
rp(x,y). Formulg rp(x, y) czytamy zatem: z oraz y sg wzglednie pierwsze.

e (d) Iy3z (v = B(®(y,y), ®(z, 2))). Formula ta stwierdza, ze = jest suma dwéch kwadratéw.
e (e)Vz (div(y,z) — z < z). Formuta ta stwierdza, ze x jest wigksza od kazdego podzielnika y.

o (f)Vz (div(y,z) — —x = s(z)). Formuta ta stwierdza, ze liczba z nie jest nastgpnikiem zadnego podzielnika
liczby y.

o (g) 3z (x =®(S(S(0)), 2)). Formuta ta stwierdza, ze x jest liczba parzysta.

e (h) div(y, x) Adiv(z, ) AVu ((div(y, u) Adiv(z,u)) — u =< x). Formula ta stwierdza, ze x jest najwigkszym
wsp6lnym podzielnikiem y oraz z.

o (i) div(z,y) A div(z, z) AVu ((div(u,y) A div(u, z)) — = < u). Formuta ta stwierdza, ze x jest najmniejsza
wspdlng wielokrotnoscia y oraz z.

B)

e (a) dx (pr(z) AVy (pr(y) — y = x)). To zdanie stwierdza, ze istnieje najwigksza liczba pierwsza. Jest ono
fatszywe w strukturze 91.

e (b) Tego nie mozna napisaé¢ w jezyku KRP. ,,Bardzo duzo” jest wyrazeniem niejasnym znaczeniowo. W jezyku
KRP rozwazanej sygnatury mozna zapisac np. to, ze dla kazdej liczby pierwszej istnieje wigksza od niej liczba
pierwsza (por. punkt (a) powyzej). Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

e (0) VzIy1Fy2TFys3ya (= (®(y1,y1), B(® (Y2, ¥2), B(® (Y3, ¥3), ®(ya,y4))))). To zdanie stwierdza, ze
kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw. Jest ono prawdziwe w strukturze 9.

o (d) VaVovyVz (((div(z,y) A div(x, z) AVu ((div(u, y) A div(u, 2)) — & =2 u)) A (div(y,v) A div(z,v) A
Yu ((div(y,u) A div(z,u)) — u =< v))) — x < v). Ta formuta stwierdza, Ze najmniejsza wspélna wielo-
krotno$¢ dwdch liczb jest mniejsza od ich najwigkszego wspdlnego podzielnika. Jest ona falszywa w strukturze
m.
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e (e) Zapiszmy najpierw formute R(z) wyrazajaca fakt, ze 322 + 2z + 1 = 0:
B(@(5(5(5(0))), @(x, x)), 8(©(5(5(0)), x), 5(O))) = O-
Napiszemy teraz, Ze istnieja doktadnie dwie liczby, dla ktérych zachodzi 322 + 2z + 1 = 0:
Jz13zs (R(21) A R(22)) A VY (R(y) — (y = 21 Vy = 22))).
To zdanie jest falszywe w strukturze 1.

o (f) VavVyVz (®(®(z,y), 2) = &(®(x, ), ®(y, 2))). To zdanie wyraza (prawostronna) rozdzielnos¢ dodawania
wzgledem mnozenia. Jest ono prawdziwe w strukturze 91. Podobnie zapisujemy lewostronna rozdzielnos§é
dodawania wzgledem mnozenia (Cwiczenie: zapisz).

e (g)Vz (3z (z = ®(S(S(0)),2)) — Judv ((pr(u) Apr(v)) Az = &(u,v))). To zdanie stwierdza, ze kazda
liczba parzysta jest sumg dwdch liczb pierwszych. W chwili, gdy pisane sa te stowa, nie wiadomo, czy to zdanie
jest prawdziwe w strukturze 991. Jest to tzw. hipoteza Goldbacha.

17.2.5.
A)

e (a) =Jy (—y = z Ay < x). Formula ta stwierdza, ze z jest elementem C-minimalnym.

e (b) ~Jy (-y = x Az < y). Formuta ta stwierdza, ze x jest elementem C-maksymalnym.
e (¢) Vy (r < y). Formuta ta stwierdza, ze x jest elementem C-najmniejszym.

e (d)Vy (y < x). Formula ta stwierdza, ze x jest elementem C-najwigkszym.

e (e) 'y < z A -z < x. Formuta ta stwierdza, Ze x nie jest C-nastgpnikiem y oraz nie jest C-poprzednikiem z.
B)

e (a) Trzeba zapisaé, ze predykat < denotuje relacje zwrotna, przechodnia, antysymetryczna i spdjna:
Vo (x < x)
VaVyVz (z K< y ANy € 2) — ¢ < 2)
Vavy (e <y ANy < x) = x = y)
VaVy (e =y — (e < yVy < x)).

Koniunkcja tych formut stwierdza, ze C (czyli denotacja predykatu <) jest liniowym porzadkiem.

e b)Jzdy (- =yAx <y AVaVydz (r <y — (& < 2z Az < y)). Formula ta stwierdza, ze C (czyli
denotacja predykatu <) jest porzadkiem gestym.

e OV (yr<y—-Tz(x<2A2=<y)AVe (Fyz <y — -3z (y < 2 Az < x)). Formula ta stwierdza,
ze C (czyli denotacja predykatu <) jest porzadkiem dyskretnym: kazdy element, ktéry ma C-poprzednik (C-
nastepnik) ma tez bezposredni C-poprzednik (bezposredni [ -nastepnik).

¢ (d) Koniunkcja zaprzeczen formut z (b) i (c) powyzej stwierdza, ze C (czyli denotacja predykatu <) nie jest ani
porzadkiem gestym, ani porzadkiem dyskretnym.

e (¢) Izdy (—x < y A ~y < z). Formuta ta stwierdza, Ze istniej elementy C-nieporéwnywalne.
o (f) VaVy3z (z € = A z < y). Formula ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wsp6lny C-poprzednik.
e (2)VaVy3z (r <€ z Ay < z). Formuta ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wspdlny C-nastepnik.

e (h) JzJy (- < y A —y < x). Formuta ta stwierdza, ze istnieja elementy C-nieporéwnywalne.
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e (i) VzVy3dz (2 < = A z < y). Formula ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wsp6lny C-poprzednik.

e (j) VaVydz (z < z Ay < z). Formula ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wspélny C-nastgpnik.

Dla kazdego z powyzszych zdan znalez¢é mozna zbidr czgSciowo uporzadkowany, w ktérym zdanie to jest fatszywe.
Innymi stowy, zdania te nie sa prawdziwe o wszystkich zbiorach czgsciowo uporzadkowanych.

Jesli L jest rodzing wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb naturalnych, a relacja C jest relacjg inkluzji i
relacja C jest relacjg inkluzji wlasciwej, to w strukturze £ = (L, C, C):

e (a) Nie jest prawdziwe. Inkluzja nie jest porzadkiem liniowym w L.

e (b) Nie jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej. Inkluzja wlasciwa nie jest porzadkiem gestym w rozwazanym
zbiorze. Dla przyktadu, nie istnieje zbidr A taki, ze {1,2} C A oraz A C {1,2,3}.

e (c) Jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej. Inkluzja wtasciwa jest porzadkiem dyskretnym w rozwazanym zbiorze.
e (d) Nie jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej: zobacz punkty (b) i (c) powyzej.

e (e) Jest prawdziwe. Istnieja zbiory A, B liczb naturalnych takie, ze ani A C B ani B C A.

o (f) Jest prawdziwe. Dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi: AN B C Aoraz ANB C B.

o (g) Jest prawdziwe. Dla dowolnych zbioré6w A i B zachodzi: A C AU Boraz B C AU B.

e (h) Jest prawdziwe. Istnieja zbiory A, B liczb naturalnych takie, ze ani A C B ani B C A.

e (i) Nie jest prawdziwe. Zbidr pusty ) oraz dowolny zbiér niepusty A nie maja wspSlnego C-poprzednika.

e (j) Nie jest prawdziwe. Zbior wszystkich liczb naturalnych oraz dowolny jego podzbiér A nie maja wspdlnego
C-nastgpnika.

17.3. Tautologie KRP

17.3.1.

e (a) Aby pokazac, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy znalez¢ taka strukture 901, w ktdrej
poprzednik tej implikacji jest prawdziwy, a jej nastgpnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich
liczb naturalnych i niech denotacje predykatéw P oraz () odpowiadaja wtasnosciom:

— by¢ liczba podzielna przez 2
— by¢ liczba podzielna przez 4.

Witedy:

— Poprzednik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy: Jesli wszystkie liczby sq podzielne
przez 2, to wszystkie liczby sq podzielne przez 4. Ta implikacja jest prawdziwa w rozwazanej interpretacji,
poniewaz ma fatszywy poprzednik.

— Nastepnik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy: Kazda liczba podzielna przez 2 jest
tez podzielna przez 4. Ta implikacja jest falszywa w rozwazanej interpretacji, poniewaz np. liczba 2 jest
podzielna przez 2, a nie jest podzielna przez 4.

e (b) Aby pokazaé, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy znalez¢ taka strukturg 9, w ktorej
poprzednik tej implikacji jest prawdziwy, a jej nastgpnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich

liczb naturalnych i niech denotacje predykatéw P oraz ) odpowiadaja wtasnosciom:

— by¢ liczbg parzysta
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— by¢ liczba nieparzysta.

Wtedy poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy (istnieja liczby parzyste oraz istnieja liczby nieparzy-
ste), a jej nastgpnik jest fatszywy (nie istnieje liczba, ktdra jest jednoczesnie parzysta i nieparzysta).

e (c) Aby pokazaé, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy znalez¢ taka strukturg 9, w ktorej
poprzednik tej implikacji jest prawdziwy, a jej nastgpnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich
liczb naturalnych i niech denotacja predykatu P bedzie relacja ,,by¢ nastgpnikiem”. Wtedy poprzednik rozwa-
zanej implikacji jest prawdziwy (kazda liczba ma nastepnik), a jej nastepnik jest falszywy (nie istnieje liczba,
bedaca nastepnikiem wszystkich liczb naturalnych).

17.3.2. Przyjmiemy nastgpujaca konwencje notacyjna: jesli w jest wartoSciowaniem w zbiorze M i m € M, ax
jest zmienng indywiduowa, to przez w}* oznaczamy wartoSciowanie powstajace z wartosciowania w przez zastapienie
wartoSci przypisanej przez w zmiennej x elementem m.

e (a) Dow6d przeprowadzamy metoda nie wprost. Przypus$émy, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP.
Wtedy istnieje interpretacja 9 taka, ze: M | Iz (o — §) oraz M ¥ Vo @« — Jz B. Oznacza to, ze
M = Vo « oraz M ¥ Jz 4. Stad istnieje wartosciowanie w takie, ze MM ¥, Jx G (oraz M =, Jx (o — B)).
Na mocy definicji relacji spetniania oznacza to, ze dla wszystkich m € M mamy: I ¥ ,m 3.

Na mocy M = Va o mamy: M =, Vo a. Oznacza to, na mocy definicji relacji spetniania, ze dla wszystkich
m € M mamy: M =,m a.

Zatozenie M |=,, Iv (v — ) oznacza, ze dla pewnego mo € M mamy: MM =, mo o — f3.
Poniewaz dla wszystkich m € M mamy 90 |=,m a, wigc mamy takze w szczegélnosci: M f=,,mo .

Poniewaz reguta odrywania jest niezawodna, z powyzszego otrzymujemy: 90 |=,mo (3, co jest sprzeczne z
otrzymanym poprzednio 9t ¥,,m (3. Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba wigc odrzucic. Ostatecznie,
rozwazana formuta jest tautologia KRP.

e (b) Dowdd przeprowadzamy metoda nie wprost. Zatézmy, Ze = nie jest zmienng wolng w «. Przypusémy, ze
rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP. Wtedy istnieje interpretacja 90 taka, ze: 9 = « V Vz [ oraz
M E Vz (aV ). Oznacza to, ze istnieje wartosciowanie w takie, ze: I ¥, Vo (aV 3) (oraz M =, aVVz F).
Na mocy definicji relacji spetniania istnieje element mq € M taki, ze MM ¥ mo oV B. Stad, mamy: M ¥ mo o
oraz M ¥, mo (3. : )

Z zatozenia, M =, a V Va 5. Oznacza to, na mocy definicji relacji spetniania, ze zachodzi alternatywa:

— ()M alub
- @My, Vo B.

Kazdy z tych przypadkéw nalezy rozpatrzy¢ oddzielnie.

Jesli zachodzi (1), to — poniewaz x nie jest zmienng wolng formuly @ — na mocy twierdzenia 16.2.5.3.,
M =, « wtedy i tylko wtedy, gdy 9 ':w;"o a. Ale M E,,mo a, na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost.
Stad przypadek (1) jest wykluczony.

Jesli zachodzi (2), to M |=,m (3 dla wszystkich m € M, na mocy definicji relacji spetniania. W szczegélnosci
zatem: M |=,,mo (1 otrzymujemy sprzecznos¢. Tak wiec, réwniez przypadek (2) zostat wykluczony.

Przypuszczenie dowodu nie wprost nalezy zatem odrzuci¢. Ostatecznie, rozwazana formuta jest tautologia KRP.

e (c) Wystarczy zauwazyc, ze formuty o — —(3 oraz  — -« sa semantycznie réwnowazne, co widoczne jest
stad, ze tautologiami KRZ sa:

—Cy—>—\ﬂ = —\0[\/—|ﬂ
- [B—a = 2fV-a

- —aV-g = -fV oo

14



Formuty semantycznie rownowazne spetniane sa przez doktadnie te same warto§ciowania.

17.3.3.

e (a) Trzeba pokazaé, ze rozwazana formuta jest prawdziwa we wszystkich strukturach skoficzonych, ale nie jest
prawdziwa w co najmniej jednej strukturze nieskoniczone;j.

Po pierwsze, pokazemy, ze jesli podana formuta jest fatszywa w jakiej$ strukturze 9t = (M, R), gdzie relacja
R jest denotacja predykatu P, to zbiér M jest nieskoficzony. Stad oczywiScie wynika, ze rozwazana formuta
jest prawdziwa we wszystkich modelach skoriczonych.

Jesli 1 Vaodzs ((P(ze,23) — P(x1,23)) — (P(x1,21) — P(x2,21))) jest falszywa w 91 = (M, R), to
istnieje funkcja f : M — M taka, ze:

- dlakazdego m € M zachodzi R(m,m)

— dla zadnego m € M nie zachodzi R(f(m), m)

— dlakazdych m,n € M mamy: jesli R(f(m),n), to R(m,n).

Wezmy dowolny element m € M. Konstruujemy ciag (m;) w sposéb nastepujacy:
= mip1 = f(my).
Niech ¢ < j. Mamy wtedy:

- zachodzi R(m;, mj_1)

- nie zachodzi R(m;,m;j_1),

co oznacza, ze m; # m;. Tak wigc, ciag (m;) jest rtéznowartosciowy. Stad zbiér M jest nieskoficzony.

Po drugie, zauwazmy, ze rozwazana formuta nie jest prawdziwa w strukturze nieskoniczonej 91, ktdrej uniwer-
sum stanowia wszystkie liczby naturalne, a denotacja predykatu P jest relacja niewigkszosci <.

17.4. Wynikanie logiczne w KRP

17.4.1. Przyjmiemy nastgpujaca konwencj¢ notacyjna: jesli w jest wartoSciowaniem w zbiorze M im € M, ax
jest zmienng indywiduowa, to przez w;" oznaczamy wartoSciowanie powstajace z wartoSciowania w przez zastgpienie
wartoSci przypisanej przez w zmiennej x elementem m.

e (a) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze nie zachodzi X Fy,p, Y. Wtedy istnieje
struktura 97 taka, ze 9 = X oraz MM ¥ Y. Oznacza to, ze: M |= Vo (o — (), M = Vo (6 — ) oraz
M ¥ Vo (e — ). Stad, dla pewnego wartosciowania w mamy: 9 ¥, Vo (o — «). Na mocy definicji relacji
spelniania istnieje wtedy mo € M taki, ze M E, mo v — 7.

Poniewaz M |= Vo (o — (), wiec M [=ym a — (B dla wszystkich m € M, a wigc w szczegdlnosci réwniez
M =m0 a — (3. Podobnie, poniewaz M = VY (3 — 7), wige M [=ym B — 7 dla wszystkich m € M, a
wige w szczegdlnosci rowniez I =, mo 3 — 7. Skoro M =, mo o — B oraz M |=,,mo B — 7, to oczywiscie
takze N ':w;"o a — y, poniewaz regula sylogizmu hipotetycznego jest regula niezawodna. OtrzymaliSmy
zatem sprzeczhoéé. Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba wigc odrzuci¢. Ostatecznie, zachodzi wynikanie
logiczne: X =irp Y.

e (b) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze nie zachodzi X |=,, Y. Wtedy istnieje
struktura 91 taka, ze M = X oraz ME Y.

Oznacza to, ze: M =V a, M = Vo G oraz M E {Va (a A 8),Vx (o V (§)}. Zachodzi zatem alternatywa:

- ()M EVe a, M E Vo foraz ME Ve (aAS) lub
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- QM EVYe a, M Vo foraz M E Ve (aV f).

Kazdy z tych przypadkéw nalezy rozpatrzy¢ oddzielnie.

Jesli zachodzi (1), to istnieje warto$ciowanie w takie, ze M ¥, Va (a A 3). Na mocy definicji relacji spetniania
istnieje wtedy element mg € M taki, ze MM ¥ ,mo (a A 3). Poniewaz M |= Va a, wiec dla wszystkich m € M
zachodzi M [=,m «. W szczegélnosci zatem, mamy: M =, mo . Podobnie, poniewaz M |= Vz 3, wiec
dla wszystkich m € M zachodzi M f=,,m B. W szczegdlnosci zatem, mamy: 9 |=,mo (3. Oznacza to, na
mocy definicji relacji spetniania, ze: 9 |=,,mo0 a A 3. OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, a zatem przypadek (1) zostat
wykluczony. ‘

Jesli zachodzi (2), to istnieje warto$ciowanie w takie, ze M ¥, Va («V 3). Na mocy definicji relacji spetniania
istnieje wtedy element mo € M taki, ze 9 ¥, mo (o V 3). Stad: M ¥ ,mo « oraz M ¥, mo (. Poniewaz
M = Vx a, wiec dla wszystkich m € M zachodzi 90 Fuwm a. W szczeg6lnosci, mamy: O Fypmo .
Podobnie, poniewaz M |= Vx [, wige dla wszystkich m € M zachodzi M Fwm B. W szczegdlnosci, mamy:
m ):wzlo (. OtrzymaliSmy sprzeczno$¢ (nawet dwie), a zatem réwniez przypadek (2) zostat wykluczony.

Ostatecznie, przypuszczenie dowodu nie wprost nalezy odrzucié. Zachodzi wynikanie logiczne X =g, Y.

17.4.2.

e (a) Wystarczy znalez¢ interpretacje 91 taka, ze 9 = X oraz 9 ¥ «, czyli w tym przypadku znalez¢ zbiér M
oraz poda¢ odpowiednig interpretacje Agy(P) predykatu P w tym zbiorze. Niech:

- M ={1,2,3}
- ADLTI(P) = {(17 1)7 (2’ 1)7 (37 1)}
Wtedy M = X oraz M K a.

e (b) Wystarczy znaleZ¢ interpretacje 91 taka, ze 9 = X oraz M ¥ «, czyli w tym przypadku znalezé zbiér M
oraz poda¢ odpowiednig interpretacje Agy(P) predykatu P oraz Agy(Q) predykatu Q w tym zbiorze. Niech:

— M bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych
— Agy(P) bedzie zbiorem wszystkich liczb parzystych
- A (Q) bedzie zbiorem wszystkich liczb nieparzystych.

Wtedy I = X oraz M ¥ .

17.5. Teoria mnogoSci

17.5.1. Definicje wszystkich rozpatrywanych poje¢ musza by¢ sformulowane jedynie w terminach relacji € oraz
relacji identycznosci =.

e (a) Definiujemy najpierw pojecia: singletonu, pary nieuporzadkowanej i pary uporzadkowane;j:
r={y} = Vz(zexz=z=y)

r={y,z} =Vuluer=(u=yVu=z))

(2, y) = H{z} {z, y}}

Predykat ,,by¢ funkcja” ma nastgpujaca definicje:
Fn(z) = (Vy(y € x — Fudv(y = (u,v))) AVyVuVo(({y, u) € A (y,v) € ) — u = v)).
Definiujemy pojecia dziedziny i przeciwdziedziny:

y=46(x) = Vz(z € y = Ju((z,u) € x))
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y=p(z) = Vz(z € y = Fu((u, 2) € x)).
Definiujemy wtasnos$¢ ,,by¢ funkcjg réznowartosSciowa’:

In(z)

Fn(z) AVyVzVuVo(({y,u) € z A (z,v) Ex) Au=v) =y

Wreszcie, wtasnosc¢ ,,by¢ funkcja réznowartosciowa z y na z” definiujemy nastgpujaco:

Bi(z,y,2) = In(z) A (0(z) =y A p(z) = 2)
e (b) Definiujemy relacje inkluzji oraz inkluzji wiasciwe;j:

xCy =Vz(z€x—2z€y)

rCy =zCyA—aT=y.
Definiujemy wtasnos¢ ,,by¢ zbiorem potggowym zbioru x”:

y=p(r) = Vz(zey=zCux).
Fakt, ze zbiory y oraz z s réwnoliczne ma zapis nastgpujacy:
3z Bi(x, y, 2).
Wtedy twierdzenie Cantora, gtoszace, ze zaden zbidr nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich pod-
zbioréw otrzymuje zapis nastepujacy:

—Jx3y Bi(z,y, p(y))-
e (c) Definiujemy zbidr pusty oraz operacj¢ sumy zbioréw:

r=0 = Vy-wyex

z=z2zUy = Vu(u€ez=(u€xVuecy)).
Definiujemy liczby porzadkowe oraz graniczne liczby porzadkowe:

Ord(z) = (VyVz((zeyAhyex) mzex) AVyVz(lyexAzex) = (z€yVy=2VyE2)))

Lim(z) = ((Ord(z) A —z = 0) AVy—z =y U {z}).
Definiujemy najmniejsza graniczng liczbe porzadkowa w:

x=w = (Lim(z) AVy(y € v — —Lim(y))).
Definiujemy wtasnos¢ ,,by¢ zbiorem przeliczalnym”:

Ctb(z) = Jy Bi(y,z,w).
Definiujemy wtasnosc¢ ,,by¢ zbiorem nieskoiczonym”:

Inf(z) = Jy3z (2 € p(z) ABi(y, x, 2)).
Wreszcie, definiujemy wlasnos¢ ,,by¢ zbiorem nieprzeliczalnym™:

Uct(z) = Inf(z) A - Ctb(z).
Zdanie Istnieje zbior nieprzeliczalny ma zatem postaé:

Jz Uct(x).

Zwré¢my uwage, ze w definicji wlasnosci ,,by¢ zbiorem nieprzeliczalnym” piszemy, ze nie istnieje funkcja
ustalajaca rownoliczno$¢ pewnych zbioréw.
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17.5.2.

(a) Wystarczy znalez¢ zbiory A, B oraz C' takie, ze poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy, a jej
nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

- A=1{1,2}
- B={{1,2},3}
- C = {{{1,2},3},4}.
Mamy wtedy: A € B, B € Coraz A ¢ C.

(b) Wystarczy znalez¢ zbiory A, B oraz C takie, ze poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy, a jej
nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

CA={1,2)
- B= {{172}73}
- O = {{1,2},4}.

Mamy wtedy: A € B, B # C oraz A € C.

(c) Wystarczy znalezé zbiory A, B oraz C' takie, ze poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy, a jej
nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

A={1,2}
B ={1,2,3}
C = {{1,2,3},{1,2},4}.

Mamy wtedy: A C B, B€ Coraz A € C.

17.5.3.

(a) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypu$émy, ze rozwazana implikacja nie jest prawem ra-
chunku zbioréw. Wtedy istnieja zbiory A, B oraz C takie, ze:

- ACB
- BnC=1
- ANnC #0.

Z ostatniej nieréwnosci otrzymujemy, ze istnieje x € ANC, czyliz € Aorazx € C. Skoro A C B,tox € B.
Poniewaz BN C = (), to x ¢ C i otrzymujemy sprzeczno$é. Tak wigc, poczynione przypuszczenie nalezy
odrzucié. Ostatecznie, jeSli A C Boraz BN C = (), to AN C = (, dla dowolnych zbioréw A, B oraz C.

(b) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze rozwazana implikacja nie jest prawem ra-
chunku zbioréw. Wtedy istnieja zbiory A oraz B takie, ze:

-A=ANB
_A¢B.

Z drugiego z powyzszych warunkéw otrzymujemy, ze istnieje © € A taki, ze © ¢ B. Stad i z warunku
pierwszego, skoro x € Aoraz A = AN B, tox € AN B, czyli takze x € B. OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, a
zatem poczynione przypuszczenie nalezy odrzucié. Ostatecznie, je§li A = AN B, to A C B, dla dowolnych
zbioréw A oraz B.

(c) Dla dowodu, ze produkt kartezjanski dowolnej niepustej rodziny {A4; : ¢ € I} zbioréw niepustych jest
niepusty wystarczy skorzysta¢ z pewnika wyboru: wybieramy po jednym elemencie a; z kazdego ze zbioréw
A;. Wtedy ciag (a;)ics jest elementem produktu kartezjanskiego rodziny {A; : i € I}.
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17.5.4.

e (a) Przypominamy, ze réznica symetryczna zbioréw A i B zdefiniowana jest wzorem:
A+B=(AUB)—-(ANDB).

Operacja ta jest taczna, tzn.: A= (B+C) = (A= B)+C, mozna wigc pisa¢ A+ B+ C w miejsce A= (B=C)
lub (A + B) =+ C. Mamy:
- AUB=A+B-+(ANB)
-A-B=A+(ANB).
e (b) Niech zbiér C otrzymany bedzie ze zbioréw A i B z pomocg operacji N i —. Liczbe zastosowan operacji N i

— potrzebnych do otrzymania C' z A i B nazwiemy wysokosciq zbioru C'. Przez indukcje po wysokosci zbioru
C pokazemy, ze C jest podzbiorem albo A albo B.

Jesli wysokosé C' wynosi 0, to C' = A lub C' = B i twierdzenie jest udowodnione.

Niech C' ma wysokos$¢ n+1 i zatézmy, ze twierdzenie zostalo udowodnione dla wszystkich zbioré6w o mniejszej
wysokosci. Wtedy C' = DN E lub C' = D — E dla pewnych zbioréw D i E, ktérych wysokos¢ jest mniejsza
nizn + 1.

W obu przypadkach C' C D, a z zatozenia indukcyjnego D jest podzbiorem albo A, albo B. Zatem réwniez C'
jest podzbiorem albo A, albo B.

Tak wige, z A i B z pomocg operacji N i — otrzymaé mozna tylko podzbiory A lub podzbiory B. Ale AU B
nie zawsze jest podzbiorem A lub podzbiorem B. Stad, operacji sumy U nie mozna zdefiniowaé w terminach
operacji iloczynu N i réznicy —.

17.5.5.

e (a) Nastgpujace warunki sa rownowazne, dla dowolnych relacji R oraz .S oraz dowolnych z i y:

z(RoS) 1y

y(Ro S)x

3z (yRz A zSx)

3z (2Sz AyRz)

3z (zS712 A RST1y)
- z(S7to R 1y

Otrzymujemy stad zatem: (Ro S)~! = S~ 1o R™1,

e (b) Jesli R jest relacja identycznosci, to oczywiscie jest relacja rownowaznosci, a takze jest czgsciowym porzad-
kiem (bo jest zwrotna i przechodnia, a nastgpnik implikacji charakteryzujacej warunek antysymetrii jest zawsze
spetniony, wigc R jest rGwniez antysymetryczna).

Z drugiej strony, skoro R jest jednocze$nie réwnowaznoscia i czgSciowym porzadkiem, to poniewaz R jest
zarazem symetryczna i antysymetryczna, to dla dowolnych x oraz y, z R(x, y) otrzymujemy x = y. Poniewaz
R jest w dodatku zwrotna, wigc R musi by¢ relacja identycznosci.

e (c) Przypominamy, ze:

operacja zlozenia relacji jest taczna, tj.: Ry o (Ra 0 R3) = (R1 0 Ry) o R3
jesli Ry € Ry, to Ro Ry C Ro Ry oraz Ry o R C Ry o R dla dowolnych relacji R, Ry i R
relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R™1

relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R

— jeslirelacje R i S sa zwrotne, to relacja R o .S tez jest zwrotna.
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Niech teraz R; i Ro beda relacjami réwnowaznoSci.
Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o Ry jest rdwnowaznoscia, to Ry o Re = Ry o Ry.

Jesli Ry o Ry jest rtéwnowaznoScia, to zachodza nastgpujace réwnosci:
RioRy=(RioRy) '=Ry'oR;' = Ry0Ry.

Niech Ry o Re = Ry o R;. Pokazemy, ze R; o Ry jest rtownowaznoscia.

Po pierwsze, mamy:
(RioRy) ' =(RyoRy) " =R{'oR;' =Ry 0R,,

tj. k1 o Ry jest symetryczna.

Po drugie, mamy:
(RioRs)o(RioRy) =Rio(RyoRi)oRy=Ri0(Ri0Ry)0oRy=(Ri0R;1)o(Re0Ry) C RyoRy,

tj. R1 o Ry jest przechodnia.

Zwrotno$¢ R; o Ry jest oczywista, poniewaz R, oraz R, sa zwrotne z zatozenia.

17.6. Algebry Boole’a

17.6.1.

e (a) B(B(z,y)) = X(B(x),B(y)).

e (b) Zbidr I elementéw algebry Boole’a jest jej ideatem, gdy:

- VaVy (e Inyel)— Bx,y) €l)
- VaVy (e Iny<z)—yel).

e (c) Zbior F elementéw algebry Boole’a jest jej filtrem, gdy:

- VaVy ((x e FAy e F) — K(x,y) € F)
- VaVy (€ FAz<y) -y €EF).

17.6.2. Niech ®B bedzie algebra Boole’a o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich liczb rzeczywistych z odcinka
[0, 1] wraz z operacjami:
o B(z,y) = max{z,y}

o X(z,y) = min{z,y}
e Hxz)=1-=z,

gdzie jedynka algebry jest 1, a jej zerem jest 0. Wtedy:

e (a) Algebra B nie zawiera atoméw.
e (b) Algebra B nie zawiera koatomow.

e (c) Porzadek algebry ‘B jest liniowy.
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17.6.3.

e (a) Przez réznicg elementéw z oraz y rozumiemy element X(z,H(y)). Oto dowdd (w drugiej aksjomatyce),
ze kres gérny elementéw z i y jest réwny kresowi gérnemu elementu y oraz réznicy z i y, czyli ze zachodzi:

B(w,y) = By, ¥(z,B(y))):

1. B(y,N(z,B(y))) = ®(B(y, z), By, B(y)))  aksjomat Bj

2. B(y,X(z,B(y))) = X(B(y, x), A) 1, aksjomat B2

3. B(y,X¥(xz,B(y))) = By, z) 2, aksjomat B3

4. H(y,X(z,B(y))) = B(z,y) 3, aksjomat BS

5. H(z,y) =8y, X(z,8(y))) 4, symetryczno$¢ identycznoscei.

e (b) Mamy pokazac, ze dopelnienie kresu dolnego elementéw x i y jest réwne kresowi gérnemu dopetnien
elementéw x iy, czyli ze: B(X(z,y)) = B(B(x),B(y)).

Po pierwsze, przypomnijmy, ze nastgpujace warunki sa réwnowazne:

- (DHDX(z,y) ==
- @8(,y) =y

Po drugie, zauwazmy, ze zachodzi implikacja:
(3) jesli K(z, z) =A oraz B(x, z) = V, to z = B(x).
Istotnie, nastgpujace dwa ciagi réwnosci, wraz z (1) oraz (2) uzasadniaja (3):

z=H(A,z) = B(X(z,H(z)),2) = K(H(z, 2), B(B(z), 2)) = X(v,B(B(z), 2)) = B(B(z), 2).

z=N(V,z) = KB (z,H(z)),2) = B(X(z, 2), X(B(z), 2)) = B(a,K(B(z), 2)) = X(B(z), 2).
Pokazemy teraz, ze:

- ) XX(z,y), BB(x),B(v)))
- (5 B(X(x,y), BB(z), B(y)))

Wtedy, na mocy (3), (4) oraz (5) otrzymamy poszukiwang réwnos¢ B(X(z,y)) = B(B(z), B(y)).

A
V.

Dowdd (4) jest nastgpujacym ciggiem rownosci:

X(X(z, y), B(B(z),B(y))) =

BX(X(z, y),B(r)), ®(X(z, y),B(y))) =
EE(&(&(y,x),E x)),&(%ﬁ(y,El(y)))) =
B(X(y, X(z,B(z))),K(z, ) =B(X(y, 2),4) =
B(A,A) =

A.

Dowdd (5) jest nastgpujacym ciagiem réwnosci:

X(X(z,y), BE(x),B(y))) =

X(8(x, B(B(x), B(y))), By, B(B(x),B(y)))) =
X(H(8B(z,B(x)),B(y)), By, B(B(y), B(x)))) =
X(H(V,B(y)), B(EB(y, B(y)), B(x))) =
X(v,8(v,8(z))) =

&(V, V) =

V.
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17.6.4.

e (a) Zbior F jest filtrem rozwazanej algebry.

e (b) Atomami algebry B sa doktadnie wszystkie zbiory jednoelementowe. Koatomami algebry B sa dokladnie
wszystkie zbiory, ktérych dopetnienia sa jednoelementowe.

17.7. Jezyk KRP a jezyki etniczne

17.7.1.

e (a) Wybieramy predykaty:

— P(z) — z jest prawda
— F(z) — x jest falszem
- B(x) — x jest pigkne

- U(x) — x jest wstretne.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Sq wstretne prawdy i pigkne fatsze jest nastgpujaca:

Jz (U(z) A P(z)) ATz (B(x) A F(x)).

e (b) Wybieramy predykaty:

=

- K(z) — x jest kobieta
- M(x) — x jest mgzczyzna

=

x) — 2 moze nawigza¢ umowe o prace

=

x) — 2 moze rozwiazaé umowe o prace.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Kobiety i meZczyZni majq rowne prawa przy nawiqzywaniu lub rozwiqzywa-
niu umowy o prace jest nastepujaca:

Vo (K(x)V M(x)) — (N(z) A R(x))).

Zwrd¢ uwage, ze w powyzszym przyktadzie stowu ,,i” odpowiada alternatywa, a stowu ,,lub” odpowiada ko-
niunkcja.

e (c) Mamy tu nastgpujace predykaty:

- P(z,y,u,v) —z x do y jest dalej niz z u do v

(
— Q(x) — x jest miejscowoscia
— R(x,y) — x jest niewigksza od y
S

(z) — x jest wioskg w Japonii.

Mamy ponadto dwie state indywiduowe: a — denotujaca Kutno oraz b — denotujaca Paryz. Struktura skia-
dniowa zdania Z Kutna dokqdkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Japonii jest zatem nastg-
pujaca:

Vavy (((Q(x) AS(y) AVz (S(2) = R(y, 2))) — Pla, ,b,y)).

e (d) Mamy tu jeden predykat dwuargumentowy: P(x,y)— = mysli o y. Mamy ponadto jedna statg indywiduowa
a, ktérej denotacja jest wypowiadajacy rozwazane zdanie. Trzeba réwniez uzy¢ predykatu identycznosci =.
Struktura sktadniowa zdania Wszyscy myslq tylko o sobie, tylko ja mysle o mnie jest zatem nastgpujaca:

VaVy (P(z,y) — x = y) A P(a,a).
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e (e) Zal6ézmy, ze predykatem istotnym dla rekonstrukcji budowy sktadniowej tego zdania jest:
- P(x,y,z,t) — x ufa y w sprawie z w czasie t.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Nikt nigdy nikomu w Zadnej sprawie nie ufa jest nastgpujaca:
—3JxIy32z3t P(x,y, 2, t).

Mozna tez proponowac inne rekonstrukcje logiczne tego zdania, wprowadzajac dodatkowo predykaty dla ozna-
czania wilasnosci: ,,by¢ momentem”, ,,by¢ sprawa”, ,,by¢ osoba”, itd. W istocie, nie zawsze jest jasne, kiedy w
jezyku naturalnym mamy do czynienia z predykatem prostym (,,nierozktadalnym” na inne predykaty).

17.7.2.

e (a) Ktokolwiek nie kona, rzezqc, pocqc sig i moczqc przy wdychaniu oparow rteci, ten Swiruje jarzabka.

o (b) Jesli wszyscy sq bezrobotni, to o ile ktos jest bogatszy od wszystkich, to co najmniej jedna osoba nie jest
odpowiedzialna za stan gospodarki tego nieszczesnego kraju.

e (c) Dla dowolnych pieciu (punktow), jesli Drugi lezy miedzy Pierwszym a Trzecim, a Trzeci leZy migdzy Czwar-
tym a Pigtym, to istnieje Szosty, lezqcy miedzy Pierwszym a Czwartym taki, ze Drugi lezy miedzy Pigtym a
Szostym.

17.7.3.

e (a) To nie jest prawda logiczna. Nie jest to tez prawda faktualna. Jak dotad, (co najmniej ) jeden z papiezy byt
kobieta.

e (b) Najpierw trzeba ustali¢ semantyke zwrotu dawno, dawno temu. Moze to oznacza¢ np. milion lat temu,
albo sto lat temu, itp. Moze tez oznaczaé np. rok przed twoim urodzeniem — zauwaz, ze rok przed twoim
urodzeniem to dla ciebie przeszto$¢ nieskoriczenie odlegta, podobnie jak minuta po twoim zgonie bgdzie dla
ciebie przysztoscia nieskoficzenie odleglta. Dos¢ zartéw. Niech dawno, dawno temu znaczy np. milion lat i dwa
tygodnie temu. Po pierwsze, wiadomo, ze istnieja liczby niewymierne, a wigc nie wszystkie liczby sa wymierne.
Po drugie istnienie liczb jest niezalezne od czasu. Tak wigc, rozwazane zdanie nie jest ani prawda logiczna, ani
prawda faktualna. Oczywiscie inaczej rzecz si¢ ma np. ze zdaniem stwierdzajacym, ze 3000 lat temu sqdzono,
Ze wszystkie liczby sq wymierne. To zdanie zawiera jednak modalnos$¢ (doksastyczna) i jego analiza wykracza
poza Elementarz Logiczny.

e (c) Ta koniunkcja jest fatszem logicznym, cho¢ kazdy z jej cztonéw z osobna moze by¢ prawda faktualng. Nikt
nie jest (biologicznie) starszy od wlasnej matki.

e (d) Przypomnijmy:

— ODWIECZNOSC PRAWDY: Sqd A jest prawdziwy w czasie t wtedy i tylko wtedy, gdy A jest prawdziwy w
dowolnym czasie wczesniejszym t'.

— WIECZNOSC PRAWDY: Sqd A jest prawdziwy w czasie t wtedy i tylko wtedy, gdy A jest prawdziwy w
dowolnym czasie pézniejszym t'.

Tak wigc, zdanie Prawdy wieczne sq odwieczne nie jest prawda logiczna. Latwo zbudowaé zdanie, wyrazajace
prawde¢ wieczna, ktora nie jest odwieczna.

e (e) Temu zdaniu nie mozna przypisa¢ wartosSci logicznej. Termin lekko splaszczony nie jest terminem ostrym.
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