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Woprowadzenie

Plan na dzis: )

@ Definicja maszyny Turinga;

@ Przyktady obliczen.

Woreszcie podamy pierwszg z matematycznych reprezentacji pojecia
obliczalnosci. Ograniczymy sie przy tym do podstawowych definicji oraz
kilku przyktadéw obliczen.

Nalezy pamieta¢, ze ten kurs ma charakter wytacznie propedeutyczny —
tak byt dotad traktowany, a wedle nieoficjalnych jeszcze projektéw nowego
programu studiéw Jezykoznawstwa i Nauk o Informacji, ma by¢ catkiem
zniesiony. Wykfadu na temat maszyn Turinga szuka¢ trzeba wtedy bedzie
w innych miejscach. Moze istotnie studentom JiNol zbyteczna jest
jakakolwiek wiedza o matematycznych podstawach informatyki?

Jerzy Pogonowski (MEG) Maszyny Turinga Funkcje rekurencyjne 2/29



Bedziemy korzysta¢ z definicji oraz przyktadéw zamieszczonych w:

o LA, tawrow, L.L. Maksimowa Zadania z teorii mnogosci, logiki
matematycznej i teorii algorytméw. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2004. Z jezyka rosyjskiego przetozyt Jerzy Pogonowski.

Dalsza, przyktadowa, literatura:

@ Hopcroft, J.E., Ullman, J.D. 1994. Wprowadzenie do teorii
automatow, jezykéw i obliczeri. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa.

o Koscielski, A. 1997. Teoria obliczen. Wyktady z matematycznych
podstaw informatyki. \Wydawnictwo Uniwersytetu Wroctawskiego,
Wroctaw.

@ Moczurad, M. 2002. Wybrane zagadnienia z teorii rekursji.
Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiellonskiego, Krakéw.

e Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia
Gédla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan.
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Wprowadzenie

Pomnik w Manchester

Alan Turing
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Wprowadzenie
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Definicja maszyny Turinga

Uwaga. Definicje, ktére zostang za chwile podane, ,przystosowane” sa do
maszyn Turinga, ktére licza wartosci pewnych funkcji. Przy tym,
korzystamy z faktu, ze liczby naturalne (a takze ich ciagi) moga by¢
kodowane poprzez ciagi binarne.

Mozna takze patrze¢ na maszyny Turinga jako na konstrukcje, ktére
pozwalaja rozpoznawac jezyki formalne, czyli ciggi stéw utworzone ze
znakéw pewnego alfabetu.

Rozwazane beda deterministyczne maszyny Turinga.
Definicje maszyn Turinga, spotykane w literaturze, moga rézni¢ sie
pewnymi drobnymi szczegétami (np. liczba stanéw koncowych).
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Definicja maszyny Turinga

Maszyna Turinga T okreslona jest catkowicie przez: )

o (a) alfabet zewnetrzny A = {ao, a1,...,an} (gdzie ap =0, a; = 1);
o (b) alfabet stanow wewnetrznych Q ={qo,q1,---,qm};

e (c) program, tj. zbiér wyrazen T(i,j) (i=1,...,m; j=0,...,n), z
ktérych kazde moze mie¢ jedna z nastepujacych postaci:

@ gjdj — qkai,

° giaj — qkaiR

® gia; — qxaiL

gdzie0< k< m 0/ <n.

Stan qg jest wyrézniony — jest stanem koncowym.

Stan ¢; tez jest wyrézniony — jest stanem poczatkowym.

Symbole ag i a1 takze s3 wyréznione — ag jest symbolem tzw. pustej
klatki tasmy. Symbole ag i a; wystarczaja do zapisania kazdej informacji.
Wyrazenia T (i,j) nazywaja sie rozkazami.

v
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Definicja maszyny Turinga

Stowem maszynowym lub konfiguracja nazywamy stowo postaci:

Aqka,B

gdzie 0 < k < m, 0 < /< n, Aoraz B— s3a stowami (by¢ moze pustymi)
w alfabecie A.

Piszemy a* jako skrét wyrazenia a;a; . . . a;.
———

X razy

Prosze zauwazy¢, ze maszyna Turinga jest pewnym obiektem
matematycznym. Wszelkie okreslenia w rodzaju: ,praca maszyny”,
»maszyna zatrzymuje si¢”, itd. takze maja $cisle zdefiniowany sens
matematyczny.
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Definicja maszyny Turinga

Niech dane beda maszyna T oraz stowo maszynowe M = Ag;a;B, gdzie
0 < i< m. Przez M/ oznaczymy stowo otrzymane z M wedtug
nastepujacych regut:

(1) dla i = 0 niech M7 = M;

(2) dlai>0:
o (a) jesli T(i,j) jest postaci g;a; — qkas, to ML = Aqra;B;
o (b) jesli T(i,j) jest postaci gia; — qkaiR, to:

o (B1) jesli B nie jest stowem pustym, to M = Aa;qiB,
o (B>) jesli B jest stowem pustym, to My = Aajqkao;

o (c) jesli T(i,j) jest postaci gjaj — qkajlL, to:

o (C1) jesli A= Aias dla pewnych A; oraz as, to My = AiquasaB,
o (() jesli A jest stowem pustym, to M4 = qyaoaB.
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Definicja maszyny Turinga

Przyjmijmy M() M, I\/I("H) (I\/I(T"))’. J

@ Moéwimy, ze maszyna T przetwarza stowo maszynowe M w stowo My,
jezeli dla pewnego n: I\/I( n _ = M. Piszemy wtedy M :> M.
o Piszemy M = Mjy, jesli maszyna T przetwarza M w M1 i nie jest przy
T
tym wykorzystywany warunek () powyzszej definicji.
@ Piszemy natomiast M = My, jesli maszyna T przetwarza M w My, a

przy tym nie s3 wykorzystywane warunki (B;) oraz () powyzszej
definicji.
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Definicja maszyny Turinga

Iwo Biatynicki-Birula
Iwona Bialynicka-Birula

RZECZYWISTOSC!

. OD GRY W ZYCIE CONWAYA
Zobaczymy za chwile PRZEZ ZUKA MANDELBROTA

DO MASZYNY TURINGA

dziatanie bardzo prostej
maszyny Turinga, na
przyktadzie programu
zawartego w ksigzce:

Wychodzimy z tej prezentacji i ogladamy dziatanie programu.
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Definicja maszyny Turinga

Moéwimy, ze maszyna T oblicza n-argumentowa czesciowa funkcje liczbowa
f, gdzie 6 C N, pr C N, jeéli spetnione s3 nastepujace warunki:

o (a) jesli (x1,...,xn) € df, to maszyna T zatrzymuje sig, tj. przetwarza
stowo ¢101*20...1*0 w pewne stowo AqgB, a przy tym stowo AqoB
zawiera f(xi,...,Xxp) wystapien symbolu 1;

o (b) jesli (x1,...,xn) ¢ 0, to maszyna rozpoczynajac dziatanie od

stowa M = ¢101*10...1*0 pracuje w nieskoriczonos¢, tj. qo nie

wystepuje w /\/lgf) dla zadnego n.

0f oraz ps oznaczaja dziedzine oraz przeciwdziedzine f, odpowiednio. )
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Definicja maszyny Turinga

Moéwimy, ze maszyna T prawidtowo oblicza funkcje f, jesli spetnione sa
warunki:

o (a) jesli (x1,...,x,) € df, to

q10110. .. 150 = go017Ca>)oo ... 0;
T

o (b) jesli (x1,...,xn) & 0f, to maszyna, rozpoczynajac dziatanie od
stowa q;01*0...1*0 pracuje w nieskonczonos¢.

Funkcje f nazywamy obliczalna (prawidtowo obliczalna), jesli istnieje
maszyna, ktéra oblicza (prawidtowo oblicza) funkcje f.
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Definicja maszyny Turinga

Dwa przyktady operacji na maszynach Turinga.

Niech Ty, T, T3 beda maszynami Turinga z tym samym alfabetem
zewnetrznym A = {ap, a1, ..., an}, z alfabetami stanéw wewnetrznych:

le{%vcha-qur}y QZZ{q()vqlv"’qu}- Q3:{q07q17"'7qt}

oraz programami [y, M5, M3, odpowiednio.

Ztozeniem Ty - T, maszyn Ty i To nazywamy maszyne T, ktérej program
jest suma zbioréw:

S% U SH~9 [,

dr+1 qr+1---Qr+s

gdzie Sf,’fl'l oznacza zbiér rozkazéw otrzymanych z 1 poprzez zamiane
wszystkich wystapien g; na g;.
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Rozwidleniem maszyn Ty, T2, T3 wzgledem (gq;, g;),

(symbolicznie Ty { Z' i % ), gdzie g, qj € Q1,
=

nazywamy maszyne T, ktérej program otrzymujemy w sposéb nastepujacy:
@ z [y usuwamy rozkazy Tiy(i, k) oraz T1(j, k) dla k =0,1,...,n,
otrzymany w ten sposéb zbiér oznaczamy przez MY;

o wtedy
n= |-|/1 U §91G2---4s |-|2 U §9192---qt |-|3'

qiqr+1---Qr+s+1 QjQr+s--Qr+s+t—2

Ztozenia i rozwidlenia maszyn Turinga to zatem pewne operacje na tych
maszynach. Przy obliczaniu réznych funkcji czasem wygodnie jest pracowac
z maszynami Turinga bedacymi wynikami operacji na innych, prostszych
maszynach Turinga. Dla przyktadu, funkcje definiowane przez schemat
rekursji prostej z funkcji prawidtowo obliczalnych w sensie Turinga okresla¢

mozna przez ztozenie i rozwidlenie stosownych maszyn Turinga.
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Definicja maszyny Turinga

Pokazemy teraz, ze maszyny Turinga moga by¢ kodowane przez liczby
naturalne. Niech p, oznacza n-t3 liczbe pierwsza.

Niech A = ag, ... as, bedzie stowem w alfabecie {ag, a1, a>...}.
Przyjmijmy:

k k
ki(A) = TT P, ke(A) = T1 pi
t=0 t=0

Jedli M = Aqg;a;B jest stowem maszynowym, to przyjmijmy:

v(M) = 2k(A) .37 5 . 7ke(B)

Jerzy Pogonowski (MEG) Maszyny Turinga Funkcje rekurencyjne 16 / 29



Definicja maszyny Turinga

Numerem rozkazu T(i,j) nazwiemy liczbe: )

k.. s
W(T(,5)) = Py ™,

2
gdzie c(x,y) = W jest funkcja numerujaca Cantora oraz:

s=20, jesli T(i,j) jest postaci gja; — qa,
s=1, jesli T(i,j) jest postaci gja; — qxajL,
s =2, jesli T(i,j) jest postaci gjaj — qxa/R.

Numerem A(T) maszyny T nazwiemy iloczyn wszystkich numeréw
rozkazéw T (i, ) maszyny T.

Tak wiec, maszyny oraz ich programy (a takze ich dane) mozemy
traktowa¢ tak, jak liczby naturalne! Zobaczymy pézniej, jak wazne ma to
konsekwencje.
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Przyktady obliczen

1. Jaka funkcje f(x) oblicza maszyna T o nastepujacym programie: J

° ¢10 — q20R,
® g1l — qol,

® g20 — qol,

o ol — 1R 7?

Odpowiedz. f(x) = x + 1.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodni¢, ze maszyna Turinga T
przetwarza stowo g;01%0 w stowo AqgB takie, ze w AgoB wystepuje x + 1
razy symbol 1.

Rozwazmy przyktadowe obliczenie. Wezmy stowo 13.
Do tablicy idzie ochotnik. Smiato.
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Przyktady obliczen

2. Skonstruowa¢ maszyne Turinga T, ktéra prawidtowo oblicza funkcje
f(x)=x+1.

Odpowiedz. Na przykfad:

@10 — q20R, q11 — qol,
20 — g31L, @21 — g21R,
q30 — qo0,  g31 — g3lL.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodni¢, ze:

¢101¥010 = g001*1100. .. 0.

Rozwazmy przyktadowe obliczenie. Wezmy stowo 13.
Do tablicy idzie ochotnik.
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Przyktady obliczen

3. Skonstruowa¢ maszyne Turinga T, ktéra prawidtowo oblicza funkcje
o(x)=0.

Odpowiedz. Na przykfad:

10 — q20R,
20 — q30L, 21 — @21R,
q30 — qo0, g3l — q30L.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodni¢, ze dla dowolnego stowa A
mamy:
g10A0 =T> qo000...0.

Rozwazmy przyktadowe obliczenie. Wezmy stowo 1011.
Do tablicy idzie ochotnik.
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Przyktady obliczen

4. Skonstruowa¢ maszyne Turinga T prawidfowo obliczajaca funkcje
fx,y)=x+y.

Odpowiedz. Na przykfad:

310 — q20R,

020 — g31R, 1 — q21R,

q30 — q40L, g3l — g3lR,
qs1 — gsO0L,

gs0 — qo0, g5l — gs1L.

v

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodni¢, ze dla wszystkich x oraz y:

g101%01Y0 = qo0100...0.

Rozwazmy przyktadowe obliczenie. Obliczmy 2 + 3.
Do tablicy idzie ochotnik.
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5. Skonstruowaé¢ maszyne Turinga T obliczajaca funkcje f(x) = x=1,
gdzie x~1=x—1dla x > 0o0raz 0-1=0.
Odpowiedz. Na przykfad:

310 — q20R,

q20 — qo0L,  q21 — g31R,

q30 — q40L, g3l — g3lR,
qal — gs0L,

g50 — qo0,  gs1 — gs1L.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodni¢, ze dla kazdego x > 0:

q01°010 = AqoB

dla pewnych A, B takich, ze symbol 1 wystepuje x — 1 razy w AqoB oraz ze
1000 ? CqoD, dla pewnych C, D nie zawierajacych symbolu 1.

Rozwazmy przyktadowe obliczenie. Obliczmy 2-1.
Do tablicy idzie ochotnik.
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Przyktady obliczen

6. Skonstruowa¢ maszyne Turinga T prawidtowo obliczajaca funkcje sg(x);
gdzie sg(x) =1 dla x > 0 oraz sg(0) = 0.

v

Odpowiedz. Na przykfad:

710 — q20R,

20 — qo0L, g2l — g3l1R,
q30 — qa0L, g3l — q30R,
qs0 — q40L, g4l — qoOL.

Cwiczenie. Co nalezy udowodni¢, aby uzasadni¢ te odpowiedz?
Wykonaj przyktadowe obliczenie.
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Uwagi metateoretyczne

Jak ,mocne” s3 maszyny Turinga?
Jezyki przez nie rozpoznawane to jezyki rekurencyjnie przeliczalne.

Jest jasne, ze nie kazdy jezyk moze by¢ rozpoznany przez maszyne Turinga:
wszystkich jezykéw nad ustalonym skonczonym alfabetem jest kontinuum,
a maszyn Turinga z tym alfabetem jest tylko przeliczalnie wiele.

Problem stopu. Problem, czy dowolna maszyna Turinga dla dowolnych
danych zakonczy obliczenie, jest problemem nierozstrzygalnym.

Maszyny Turinga sa dos$¢ trudnym narzedziem w praktycznych obliczeniach.
S3 jednak przydatne w rozwazaniach metateoretycznych.

A bez takich rozwazan, jak wiadomo, bytabys dzieckiem we mgle.

Bo skad mozesz wiedzie¢, ze co$ robisz poprawnie, jesli nie wiesz, co
wiasciwie robisz?
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Uwagi metateoretyczne

Busy Beaver. Jest skonczenie wiele zatrzymujacych sie maszyn Turinga o
n stanach nad alfabetem binarnym. Funkcja przyporzadkowujaca liczbie n
najwieksza liczbe symboli 1, ktéra pozostaje na tasmie po zakonczeniu
pracy maszyny Turinga o n stanach i zaczynajacej prace z tasma, na ktérej
sa tylko symbole 0, jest dobrze okreslona. Nie jest ona jednak obliczalna
przez zadng maszyne Turinga.

Gdybysmy mieli jakis systematyczny sposéb na otrzymywanie wartosci tej
funkgji, to mozna bytoby rozstrzygaé prawie kazdy problem matematyczny.

Busy Beaver dla n = 6 wyprodukowat 10895 symboli 1, zatrzymujac sie po
101730 krokach.
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Uwagi metateoretyczne

Teza Churcha-Turinga. Kazda funkgcja, ktéra jest (w intuicyjnym sensie)
obliczalna, jest obliczalna przez pewna maszyne Turinga. To oczywiscie nie
jest twierdzenie matematyczne. Takze twierdzenie do niego odwrotne,
gloszace, iz kazda funkcja obliczalna przez pewna maszyne Turinga jest (w
intuicyjnym sensie) obliczalna, nie jest twierdzeniem matematycznym. To,
ze te dwie klasy funkgji sa identyczne (a takze pokrywaja sie z klasami
wyznaczonymi przez inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci)
nazywa sie Tezg Churcha-Turinga.

Test Turinga. To procedura zaproponowana przez Turinga. Masz dwéch
(niewidocznych) interlokutoréw: cztowieka oraz komputer. Jesli nie
potrafisz wskaza¢, ktéry z nich jest komputerem, to nalezy uznaé, iz
maszyna przeszta test na bycie podmiotem inteligentnym.
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Uwagi metateoretyczne

Gra Conwaya. Popularna ,,gra w zycie" ma taka sama moc obliczeniowa,
jak uniwersalna maszyna Turinga. A oto glider, jeden z bohateréw tej gry
(a takze symbol subkultury hakeréw):

Chinese Room. To problem zaproponowany przez Johna Searle’a. Nie
znasz chinskiego. Masz do dyspozycji kompletne reguty przektadu z
chinskiego na twoj jezyk oraz z twojego jezyka na chinski. Zamknieto cie w
pokoju, do ktérego dostarczane sa pytania po chinsku. Postugujac sie tylko
wspomnianymi regutami, udzielasz odpowiedzi. Czy oznacza to, ze
rozumiesz jezyk chinski?

Ten problem wigze sie zatem z pytaniem o to, jaka cze$¢ naszej wiedzy ma
charakter algorytmiczny.
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Koniec

Od nastepnego wykfadu bedziemy pracowac z funkcjami rekurencyjnymi. J

Na jednym z dalszych wyktadéw wspomnimy (czysto informacyjnie) o
innych jeszcze matematycznych reprezentacjach pojecia obliczalnosci:

@ algorytmach Markowa;
@ obliczalnosci wedtug Herbranda — Godla;
@ rachunku lambda:

@ numeracjach Kleene'go i Posta.
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Koniec

| tym wesotym akcentem mozemy dzisiejsze zajecia zakonczy¢. )
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