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Plan wyktadu

Ten wyktad, podobnie jak poprzedni, ma charakter pomocniczy.
Przygotowujemy sie do przedstawienia kilku waznych twierdzen
metalogicznych (Godla, Rossera, Tarskiego, Loba).

@ Przypomnimy aksjomatyczna teorie arytmetyki: PA (Arytmetyke
Peana).

o Pokazemy, ze zbiory, relacje i funkcje rekurencyjne s reprezentowalne
w PA.

o Pokazemy takze, jak dokonuje sie arytmetyzacji sktadni, czyli jak
koduje sie w PA pojecia sktadniowe.

o Podamy definicje hierarchii arytmetycznej.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Sktadnia

Jezyk PA

Alfabet symboli: |

state logiczne: —, A, V, —, =, V, 3,
zmienne indywidualne: xq, xo, .. .,
predykat (2-arg.) identycznosci: =,
stata indywidualna (zero): 0,

symbol funkcyjny (1-arg.) nastepnika: s,

symbole funkcyjne (2-arg.) dodawania + oraz mnozenia X,

symbole pomocnicze: nawiasy ( oraz ).

Wyrazeniem jezyka PA jest dowolny skonczony ciag symboli alfabetu jezyka
PA.
Uwaga. Przecinek jest symbolem metajezykowym.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Sktadnia

Termy

Zbiér terméw jest najmniejszym zbiorem wyrazen jezyka PA takim, ze: )

@ stafa 0 jest termem,
@ kazda zmienna indywidualna xi, xo, ... jest termem,
@ jesli « jest termem, to s(«) jest termem,

@ jesli v i B s3 termami, to («)+(3) oraz (a)x () sa termami.

Ze wzgledéw natury psychologicznej piszemy zwykle:
° (@)+(B) zamiast +(a, )
o (a)x(8) zamiast x(a, 3).
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Przypomnienie: arytmetyka PA Sktadnia

Formuty

Zbiér formut jest najmniejszym zbiorem wyrazen jezyka PA takim, ze: )

@ jesli ar, 3 sa termami, to o = 3 jest formuta,

o jesli v jest formuta, a x; zmienng indywidualng, to formutami sa tez
=(¥), Vxi (1), Ixi (),

@ jesli ¢, 1) sa formutami, to formutami sa takze: () A (¥), () V (¥),
() = (). (¢) = (¥).

Stosujemy konwencje opuszczania nawiaséw, znane z elementarnego kursu
logiki. Dla wygody, opuszczamy tez czasem indeks przy zmiennych
indywidualnych.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Sktadnia

Aksjomaty logiczne

Aksjomatami logicznymi sa wszystkie podstawienia formut jezyka PA za
zmienne zdaniowe w nastepujacych formutach jezyka KRZ:

1) p—(a3—p) 8)
2) (p=(@—=n)—=(p—=a)—(p—r) 9)
3) (p—aq)—(~g——p) 10)
4 —p—p 11)
5) p—-p 12)
6) (pAg)—p 13)
7 (phg)—q 14)

(p—=q)—=((p—r)—=p—(qAT))
p—(pVa)

qa—(pVaq)
(p=r)—=(a—=r)=(pVag) —r))
(p=q)—(p—aq)
(p=q)—(q—p)
(p—aq)—=a—p)—(P=q)
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Przypomnienie: arytmetyka PA Sktadnia

Aksjomaty identycznosci

Aksjomatami identycznosci dla PA sa: )
e X=X
e X=y—y=x
o (x=yANy=z)—>x=z
° x =y —s(x) = s(y)
O x=y—xtz=y+z
@ X=y — z+Xx=2z+y
@ X=y = XXZ=yXZz
O X =y — ZXX =2zZXYy
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Przypomnienie: arytmetyka PA Sktadnia

Aksjomaty pozalogiczne

Aksjomatami specyficznymi PA sa: ]
o (Al) s(x) =s(y) = x=y
o (A2) ~0 = s(x)
o (A3) x40 = x
o (A4) x£s(y) = s(s)(x+y)
e (A5) xx0=0
® (A6) xxs(y) = (xxy)+x
o (A7) (#(0) AV (p(x) — ¢(s(x)))) — Vx @(x)

(A7) jest schematem (nieskonczenie wielu) aksjomatéw, zwanym
aksjomatem indukcji.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Sktadnia

Reguty wnioskowania

Regutami wnioskowania s3: )

@ regufa podstawiania: W o ile term « jest podstawialny za
zmienna x w formule 1,
@ reguta odrywania: “’%W

Y
Vx 1

@ reguta generalizacji:
. oV

e regufa (OV): %

@Z—VTW o ile x nie jest zmienng wolna w ¢

e reguta (DV):
e reguta (O3): Do)
(B3):

=

DY le x nie jest zmienna wolng w ).

@ reguta (D3 ey
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Przypomnienie: arytmetyka PA Semantyka
Semantyka

Wykorzystujemy semantyke dla teorii pierwszego rzedu, podang w
elementarnym kursie logiki.

Sposréd wszystkich modeli PA (a jest ich bardzo wiele!) wyréznia sig
model standardowy g, w ktérym:
uniwersum stanowia wszystkie liczby naturalne {0,1,2,3,...}
interpretacja statej O jest liczba zero,
interpretacja symbolu + jest operacja dodawania +,

°
°
@ interpretacja predykatu = jest relacja réwnosci =
°
@ interpretacja symbolu X jest operacja mnozenia -,
°

interpretacja symbolu s jest funkcja nastepnika s: s(n) = n+ 1.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Arytmetyka Robinsona

Arytmetyka Robinsona

@ Aksjomat indukcji nie moze zosta¢ zastapiony zadnym réwnowaznym
mu skonczonym zbiorem aksjomatéw.

o Nie mozna zastapi¢ go takze zadna réwnowazna (nawet nieskoficzong)
liczby przypadkéw szczegdlnych, tj. aksjomatu indukcji dla formut o
dowolnie z géry ograniczonej liczbie kwantyfikatoréw.

System w powyzszym jezyku, ale oparty jedynie na aksjomatach (A1)—(A6)
(a wiec bez aksjomatu indukgcji) nazywa sie Arytmetyka Robinsona i bywa
oznaczany Q.

@ Q@ jest istotnie stabszy od PA: mozna w nim dowodzi¢ konkretnych
prawd arytmetycznych (np. tego, ze 2 4+ 2 = 4), ale nie wielu praw
ogodlnych (np. tego, ze dodawanie jest przemienne).
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Kilka prostych twierdzen arytmetycznych
Wybrane proste twierdzenia arytmetyczne

Jesli 9 jest twierdzeniem PA, to piszemy: PAF ).
Wygodnie jest wprowadzi¢ pewne zdefiniowane predykaty, np. mniejszosc:

X<y =qf Jz (-nz=0Az+ = x).

Wtedy interpretacja < w g jest relacja mniejszosci <.

Uwaga. Nie myl predykatu < (podkreslony symbol <) z relacja ,,mniejsze
lub réwne”, ktéra zapisujemy <. Odrézniaj predykat identycznosci = od
relacji réwnosci =, stata 0 od liczby 0, symbol funkcyjny s od funkgji
nastepnika s, itd.

Niektére proste twierdzenia arytmetyczne sa potrzebne w dowodach
twierdzen o reprezentowalnosci oraz twierdzen dotyczacych arytmetyzacji
skfadni. Podamy wybrane z nich.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Kilka prostych twierdzen arytmetycznych
Dygresja

Odréznilismy (poprzez ksztatt stosowanych symboli) state pozalogiczne
arytmetyki od ich semantycznych interpretacji.

Dla petnej (pedantycznej) poprawnosci trzeba bytoby réwniez np. uzywac
innych oznaczen na stafe logiczne w jezyku przedmiotowym, a inne w tej
roli w metajezyku.

Podobnie, ksztatt zmiennych jezyka przedmiotowego powinien by¢ rézny od
zmiennych metajezykowych (przebiegajacych, w naszym przypadku, liczby
naturalne).

Nie robimy tego. Ufamy. Ufamy, ze kontekst uzycia symbolu pozwala na
unikniecie nieporozumien w rozumieniu, co w tekscie porabia ten symbol,
jaki jest jego status, itd.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Kilka prostych twierdzen arytmetycznych

Wybrane proste twierdzenia arytmetyczne

W PA mozna udowodnié:

tacznos¢ i przemienno$¢ dodawania i mnozenia,
rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania,

prawa skracania dla dodawania i mnozenia,

zgodnos¢ porzadku z operacjami arytmetycznymi.

PA - —x<0.
o PAFx<s(y) = (x<y Vx=y).
o PAF x<yVx=yVy<x.
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Kilka prostych twierdzen arytmetycznych
Wybrane proste twierdzenia arytmetyczne

Niech formuta ¢’ powstaje z formuty ¢ poprzez zastapienie niektérych
wystapien formut 91, ..., 1, odpowiednio formutami ], ... ), i zatézmy,
ze: PAF 1 =41,...,PAE ¢, =), Wtedy: PAF o = ¢'.

Niech term a powstaje z termu o’ poprzez (poprawne!) zastapienie
niektérych wystapien terméw [, ..., 8, odpowiednio termami 1, .., (),
a formuta ¢’ powstaje z formuty ¢ poprzez takie samo zastapienie
wymienionych terméw. Zatézmy, ze: PAF 51 = (3,...,PAF B, = (),
Wtedy: PAFa =o' oraz PAF o = .

Powyzsze twierdzenia zachodza nie tylko dla PA, lecz takze dla dowolne;j
teorii pierwszego rzedu.
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Reprezentowalno$é w PA Liczebniki

Liczebniki

Definicja liczebnikéw.
@ Term 0 jest liczebnikiem.
o Jesli term « jest liczebnikiem, to term s(«) jest liczebnikiem.
o Liczebnikami sa tylko termy opisane w powyzszy sposéb.
Oznaczmy: n = s(s(...s(0)...)).
=

n razy
7 jest zatem liczebnikiem nazywajacym liczbe n.

Uwaga. Liczebniki s3 symbolami jezykowymi, liczby naturalne s3
elementami uniwersum modelu standardowego.
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Reprezentowalno$é w PA Liczebniki

Liczebniki

Dla dowolnej formuty ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n:

PAE ((0) Ap(T) A... Ap(n— 1) A x<n) — P(x).

Dla dowolnej formuty ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n, jezeli:

o PA —(i) dla wszystkich i < n oraz
e PAE ¢(n)

to:

PAE ((x) AVy (y<x — —¢(y))) = x = 7.
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Sln prEmeualliess ik
Staba reprezentowalnos¢ relacji

e Formuta ¢ jezyka PA o n zmiennych wolnych sfabo reprezentuje w
PA relacje R C w", wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych kq,..., k, zachodzi réwnowaznos¢:

R(ki,. .., kn) wtedy i tylko wtedy, gdy PA - @(kq, ..., k,).

@ Relacje R C w" nazywamy sfabo reprezentowalng w PA, jesli istnieje

formuta jezyka PA, ktéra stabo reprezentuje R.

y

Uwaga. Formuta ¢ stabo reprezentuje R w PA wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodza implikacje:

o Jesli R(ky,. ... kn), to - o(kn,. .., kn)
. kn

o Jesli - o(ky,. .., kn), to R(ki,.. )
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Reprezentowalno$é w PA Mocna reprezentowalno$é relacji

Mocna reprezentowalnos¢ relacji

e Formuta ¢ jezyka PA o n zmiennych wolnych mocno reprezentuje w
PA relacje R C w", wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych k1,..., k, zachodza implikacje:

o Jesli R(ky,... kn), to PAF o(ke,... ko).
o Jegli ﬁR(kl, ey kn), to PAF ﬁ()0(/(1, ey k,,)

@ Relacje R C w" nazywamy mocno reprezentowalng w PA, jesli

istnieje formuta jezyka PA, ktéra mocno reprezentuje R.

Uwaga. Kazda relacja mocno reprezentowalna w PA jest tez stabo
reprezentowalna w PA, lecz nie na odwr6t.
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Reprezentowalno$é w PA Mocna reprezentowalno$é relacji

Reprezentowalnos¢ relacji

Jesli PA jest niesprzeczna oraz R jest mocno reprezentowana w PA przez
formute o, to zachodza nastepujace réwnowaznosci:

o R(ky,..., k,) wtedy i tylko wtedy, gdy PA - o(ky, ..., kn).
o —R(ki,..., k,) wtedy i tylko wtedy, gdy PA - —p(ky, ..., k).

Na mocy powyzszego twierdzenia, relacja R jest mocno reprezentowalna w
PA wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta ¢ jezyka PA taka, ze:

@ R jest stabo reprezentowana przez ¢,

@ —R jest stabo reprezentowana przez —.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (7) Uniwersytet Opolski 20 / 65



Rezresaiiiualnes fuilier
Reprezentowalnos¢ funkgji

e Formuta ¢ jezyka PA o n+ 1 zmiennych wolnych reprezentuje w PA
funkcje f : w" — w wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych kg, ..., kn:

PAE Yy (p(ki,..., kn) = (v = f(ki, ..., kn))).

o Funkcje f : w" — w nazywamy reprezentowalng w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje formuta ¢ jezyka PA o n+ 1 zmiennych wolnych
taka, ze ¢ reprezentuje f w PA.
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Reprezentowalno$é w PA Reprezentowalnoéé: proste przyktady

Reprezentowalnos¢

@ Relacja identycznosci jest mocno reprezentowana w PA przez formute
X1 = X2.

@ Funkcja dodawania jest reprezentowana w PA przez formute
X1+x2 = X3.

@ Funkcja mnozenia jest reprezentowana w PA przez formute
X1 X X2 = X3.

@ Relacja mniejszosci jest mocno reprezentowana w PA przez formute
X1<X2.

@ Relacja R C w" jest mocno reprezentowalna w PA wtedy i tylko wtedy,
gdy jej funkcja charakterystyczna jest reprezentowalna w PA.
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Reprezentowalno$é w PA Twierdzenie o reprezentowalnosci

Twierdzenie o reprezentowalnosci

Dowolna relacja R C w" jest mocno reprezentowalna w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy jej funkcja charakterystyczna jest reprezentowalna w PA.

Dla dowolnej formuty ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n:

PAF o0)A@(I)A...Ap(n—1)Ax <7 — @(x).

Dla dowolnej formuty ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n, jezeli dla
kazdego i < n, PA = —p(i) oraz PA |- (), to:
PA E (o(x) AVy (y < x = =¢(y))) = (x = 7).

Twierdzenie o reprezentowalnosci.

o Kazda funkcja rekurencyjna jest reprezentowalna w PA.

o Kazda relacja rekurencyjna jest mocno reprezentowalna w PA.
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Reprezentowalno$é w PA Twierdzenie o reprezentowalnosci

Twierdzenie o reprezentowalnosci

Dowdd twierdzenia o reprezentowalnosci jest fatwy, ale zmudny. Dowodzi
sie mianowicie kolejno, ze:

o funkcje proste sa reprezentowalne,

o funkcja powstajaca przez ztozenie z funkgcji reprezentowalnych jest
reprezentowalna,

o funkcja powstajaca przez schemat rekursji prostej z funkgji
reprezentowalnych jest reprezentowalna,

@ funkcja powstajaca przez zastosowanie operacji minimum efektywnego
do funkcji reprezentowalnej jest reprezentowalna.
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Arytmetyzacja sktadni

Mozliwos¢ kodowania wyrazen jezyka PA przez liczby naturalne pozwala na
,moéwienie” o arytmetyce w niej samej, i to bez popadania w paradoksy
pomieszania jezyka przedmiotowego i metajezyka.

Doktadniej, owo ,méwienie” w PA o PA umozliwione jest dodatkowo przez
dwa fakty: to, ze pojeciom metalogicznym odpowiadaja funkcje i relacje
rekurencyjne oraz to, ze funkcje i relacje rekurencyjne sa reprezentowalne w
PA.

Sa rézne mozliwosci (jednoznacznego i efektywnego) kodowania wyrazen
(skonczonych ciagéw symboli), np.:

@ uzycie rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze;

@ zastosowanie funkcji kodujacej Cantora;

@ zastosowanie funkgji kodujacej 3 Godla;

@ konkatenacje w bazie dziesietnej, itd.
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Wkt (il Ccoslaffesh el symael
Wybér funkcji kodujacej ciagi

Lemat. Istnieje 2-argumentowa funkcja rekurencyjna (3 taka, ze:

e dla dowolnych a oraz i: B(a,i) < a=1

e dla dowolnych ag, a1, ..., a,—1 istnieje a taka, ze 3(a,i) = aj, dla
i <n.
@ Dla dowolnego ciagu liczb naturalnych ay,.. ., a, niech:

(a1,...,an)? = ux (B(x,0) = n A B(x,1) = a1 A B(x, n) = ap).
o Ih?(a) = f3(a,0).
o (a)] = fB(a, ).
o seq’(a) = Vx < a (Ih°(x) # IW3(a) v 3i < In°(a) (x)! # (a)?).
o Dla kazdej n, funkcja (a1, ...,an) — (a1,...,a,)" jest rekurencyjna.
Funkcje /h% i ( )ﬁ sa rekurencyjne. seq® jest relacja rekurencyjna.

i

v
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Wkt (il Ccoslaffesh el symael
Wybér funkcji kodujacej ciagi

Nastepujace funkcje s3 rekurencyjne (co wida¢ z definicji):

o Inf(a,i) = px (IKP(x) = i AVj < i (x)] = (a)]).

o axP b= pux (I°(x) = IK(a) + IN°(b) A VI < IhP(a) (x)? = (a)P A

o W poprzednim wyktadzie poznalismy funkcje podobne do powyzszych
(kodujace i odkodowujace) — funkcje Cantora (w czesci dotyczacej
funkcji pierwotnie rekurencyjnych) oraz funkcje kodowania
wykorzystujaca rozktad na czynniki pierwsze (w czesci dotyczacej
indeksowania funkgji).

o W dalszym ciagu bedziemy pomija¢ indeks gérny 3 przy
wprowadzonych wyzej symbolach.
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Byricafpe duilelrpamias
Funkcja-pamiec

e Dla dowolnej funkgji f : w" — w jej Sciggnieciem nazywamy funkcje:
[f1(a) = f((a)o, - - -, (a)n-1)
@ Dla dowolnej relacji R C w" jej Sciagnieciem nazywamy relacje:
R1(3) = R((2)on- - (1),
o Dla dowolnej funkgji f : w" — w jej funkcjg-pamigcig nazywamy
funkcje: f(a1,...,an—1,b) =
= <f(al, ey a,,,l,O), f(al, ...ydpn—1, 1), PN f(al, ..e.ydpn—1, b— 1)>

v

o f(a1,...,an)=[fl({a1,...,an)).
e R(a1,...,an) = [R]((a1,---,an)).

Funkcja-pamie¢ moze tez zosta¢ okreslona przy uzyciu innych (pierwotnie
rekurencyjnych) funkgji kodujacych.
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Arytmetyzacja sktadni Dygresja: funkcja-pamieé

Funkcja-pamiec

@ Funkcja f jest rekurencyjna doktadnie wtedy, gdy rekurencyjna jest jej
funkcja-pamiec f.

Dowdd.

o Jesli f rekurencyjna, to f rekurencyjna, poniewaz:
f(ai,...,an, b) = px (seq(x) A lh(x) = bA
Vi< b((x)i)="f(a1,...,an b)).
o Jesli f rekurencyjna, to f rekurencyjna, poniewaz:

f(ai,...,an,b) = (f(a1,...,an, b+ 1))p.

Funkcja-pamie¢ pozwala zastapi¢ pewne definicje przez schematy rekurs;ji
definicjami uzywajacymi tylko funkcji pierwotnie rekurencyjnych oraz
efektywnego operatora minimum:
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Arytmetyzacja sktadni Dygresja: funkcja-pamigé

Funkcja-pamiec

Jesli g oraz h s3 funkcjami rekurencyjnymi, to funkcja f okreslona
nastepujacym schematem rekurs;ji:

e f(ai,...,an b)=g(a1,...,an,), gdy b=0,

o~

e f(ai,...,an, b)=h(f(a1,...,an,b),a1,...,an,b), gdy b >0

takze jest rekurencyjna.

Mamy bowiem:

H(ai,...,an, b) = px (seq(x) A lh(x) = b A (x)o = g(a1,...,an)A
Vi<b(i>0—(x)i)=h(In(x,i),a1,...,an,i)).

A zatem H jest rekurencyjna. Nadto, jest réwna funkcji f. Rekurencyjnosé

f jest teraz oczywista:

e dla b =0 funkcja f jest réwna rekurencyjnej funkcji g,
o dla b >0 mamy: f(a1,...,an, b) = h(H(a1,...,an,b),a1,...,an, b).
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Arytmetyzacja sktadni Dygresja: funkcja-pamigé

Funkcja-pamiec

W konsekwencji, jesli g i h sa rekurencyjne, to funkcja f okreslona
warunkami:

e f(ai,...,an,0)=g(a1,...,an,)
e f(ai,...,an,b+1) = h(f(a1,...,an, b),a1,...,an,b)

réwniez jest rekurencyjna.

Woyrazenie schematéw rekursji przez funkcje-pamie¢ pozwala lepiej
zrozumie¢ dziatanie tych schematéw.

WHhasnosci operacji Sciagniecia ukazuja natomiast, ze funkgcje (i relacje)
wieloargumentowe (na liczbach naturalnych) mozemy zastapi¢ przez réwne
im funkcje (i relacje) jednoargumentowe.
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Arytmetyzacja sktadni Numery symboli

Numery symboli

Kazdemu symbolowi X jezyka PA przyporzadkowujemy numer sn(X), np.
w taki sposéb:

X| = |V|IA|l—=|=]|43
sn(X)| 3|5 7|9 |11]13
X|V]|s|+|x]0]|=
sn(X) |15 (17|19 | 21|23 |25

Zmiennej x; przyporzadkowujemy liczbe 2i: sn(x;) = 2i.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie wyrazen

Kodowanie wyrazen

Zaktadamy, ze kazdy term i kazda formuta jezyka PA s3a zapisane w notacji
prefiksowej (polskiej), czyli: funktor przed swoim argumentami. Tak
wiec, kazdy term jest ciagiem o postaci v ..., v,, gdzie v jest symbolem
funkcyjnym, a vi ..., v, s3 termami. Kazda formuta jest ciaggiem o postaci
Wi ..., Vp, gdzie: albo v jest funktorem prawdziwosciowym, a vi ..., v, s3
formutami lub termami, albo v jest kwantyfikatorem, a v; ..., v, s3
formutami lub termami. Notacja prefiksowa nie wymaga stosowania
nawiaséw.

o Kazdemu termowi lub formule u o postaci wvs ..., v,
przyporzadkowujemy jego/jej numer gédlowski "u”, zdefiniowany
nastepujaco:

Tul = (sn(v),"vi,...Tv, ).
o Powyzsza definicja moze tez by¢ ,rozpisana” w sposéb wyrazny, dla
kazdego rodzaju termu lub formuty.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie wyrazen

Kodowanie wyrazen

Dla przyktadu, numer gédlowski formuty Vx; (x1 =0 — (x1x5(x1)) = 0)
obliczamy nastepujaco:

@ Przeksztatcamy formute do postaci prefiksowe;:

Vx1 —= x10 = xx15x10 (i w znany spos6b odszukujemy jej
podformuty).

'_§(X1)—' = <17, 2>

Tx1xs(x1)? = (21,2, (17,2))

T(x1xs(x1) =0)7 = (25,(21,2,(17,2)),23)

"xq = 07 = (25,2, 23)

x1 =0 — (xixs(x1)? = (9, (25,2,23), (25, (21,2,(17,2)),23))
"Vxi (a0 =0— (axs(xa)) =0)" =

(15,2, (9, (25,2,23), (25, (21,2, (17,2)), 23)))

v
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie wyrazen

Kodowanie wyrazen

Ten sposoéb kodowania staje sie jasny, gdy spojrzymy na drzewo
syntaktyczne rozwazanej formuty (w istocie kodujemy wtasnie to drzewo):

v
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie wyrazen

Kodowanie wyrazen

Omowione kodowanie wyrazen jest:

@ jednoznaczne (kazdy term lub formuta otrzymuje doktadnie jeden
numer godlowski);

o efektywne (przypisanie numeréw realizowane jest za pomoca funkg;ji
rekurencyjnych).

Numery gddlowskie terméw i formut s3 oczywiscie dos¢ duzymi liczbami.
W praktyce nie ma jednak zadnej potrzeby, aby je oblicza¢. Wystarczy
mozliwos¢ ich jednoznacznego, efektywnego otrzymywania.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie wyrazen

Kodowanie wyrazen

Ponadto, dla dowolnej liczby naturalnej a mozna w sposéb efektywny
rozstrzygna¢, czy jest ona numerem godlowskim termu lub formuty.
Wystarczy w tym celu:

@ sprawdzi¢, czy zachodzi seq(a);

o jesli tak, to wyznaczy¢ lh(a) oraz (a); dla i =0,1,...,/h(a);

o dla tak ,roztozonej” a = (ap, a1, . .. a,) sprawdzi¢, czy ag = sn(X) dla

jakiegos symbolu X alfabetu jezyka PA;
o jesli tak, to procedure te powtérzy¢ dla a;, gdzie i = 0,1,..., /h(a);
@ poniewaz a; < a, wiec po skonczonej liczbie krokéw procedura ta sie

zakonczy (i uzyskamy odpowiedz czy a jest numerem godlowskim
termu lub formuty).
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie zmiennych

Kodowanie zmiennych

Vble(a) = a=((a)o) Ady < a((a)o = 2y) )
Vble(a) zachodzi, gdy a jest numerem godlowskim pewnej zmiennej x;,

czyli gdy a = "x;™.

Rekurencyjnos¢ Vble wynika z faktu, ze (a)o < a. ]
Zauwazmy, ze numer gédlowski zmiennej to nie to samo, co numer
przypisany jej przez funkcje sn. }
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie terméw

Kodowanie terméw

Formuta Term(a) jest réwnowazna: |
formule jesli

0=0 a = (sn(0))

Term((a1)) a = (sn(s), (a)1)

Term((a)1) A Term((a)2) | a = (sn(+), (a)1,(a)2)

Term((a)1) A Term((a)2) | a = (sn(x), (a)1, (a)2)

Vble(a) W p.p.

Term(a) czytamy: a jest numerem godlowskim termu, czyli a ="a " dla
pewnego termu «. Skrét ,w p.p.” czytamy: ,w pozostatych przypadkach.”
Rekurencyjnos¢ Term dostajemy z: faktu, iz (a); < a oraz twierdzen o
definiowaniu warunkowym i definiowaniu przez schemat rekurs;ji.
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Arytmetyzacja sktadni

Kodowanie formut

AtForm(a) = a = ((a)o, (a)1, (a)2)(a)o = sn(=) A Term((a)1) A Term((a)2).

Formuta Form(a) jest réwnowazna:

Kodowanie for|

mut

formule jesli

Form((a)1) a = (sn(—),(a)1)
Form((a)1) A Form((a)2) | a = (sn(V), (a)1, (a)2)
Form((a)1) A Form((a)2) | a = (sn(A), (a)1, (a)2)
Form((a)1) A Form((a)2) | a = (sn(—), (a)1, (a)2
Form((a)1) A Form((a)2) | a = (sn(=), (a)1, (a)2)
Vble((a)1) A Form((a)2) | a= (sn(3),(a)1,(a)2)
Vble((a)1) A Form((a)2) | a= (sn(V),(a)1,(a)2)
AtForm(a) W p.p.

Form(a) zachodzi, gdy a jest numerem gddlowskim formuty jezyka PA.

Jerzy Pogonowski (MEG)

Metalogika (7)

Uniwersytet Opolski

40 / 65



Arytmetyzacja sktadni Kodowanie operacji syntaktycznych

Kodowanie operacji syntaktycznych

Funkcja Sub(a, b, ¢):

ma warto$¢ jesli
c Vble(a) Aa=b
((a)o, Sub((a)s1, b, c)) a = ((a)o, (a)1)

<(a)07 SUb((a)lﬂ b7 C)7 SUb((a)Z’ b7 C)> a= <(a)0’ (3)1, (a)2>/\
(a)o # sn(3) A (a)o # sn(V)

{(a)o, ()1, Sub((a)2, b, )) (a=(sn(3),(a)1,(a)2)V
a = (sn(3), (a)1, (a)2)) A (a)1 # b
a W p.p.

Dla terméw «, (3, zmiennej x oraz formuty 1) mamy:
Sub("a™,"x,787) ="a(x/B)" (podstawienie 3 za x w «)
Sub("yp ™, "x™,Ta™) = T(x/a)? (podstawienie o za x w 7).
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie operacji syntaktycznych

Kodowanie operacji syntaktycznych

Formuta Fr(a, b) jest réwnowazna: J
formule jesli
a=b Vble(a)

Fr((a)1, b) = ((a)o, a1)

Fr((a)1, b) vV Fr((a)2,b) | a= ((a)o, a1, ax)A

(a)o # 5n(3) A (3)o £ sn(v)
Fr((a)2,b) A(a)1 #b | wp.p.

Dla formuty ¢ oraz zmiennej x zachodzi relacja Fr("¢™,"x™) dokfadnie
wtedy, gdy x jest zmienng wolng w ).
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie operacji syntaktycznych

Kodowanie operacji syntaktycznych

Formuta Subtl(a, b, ¢) jest réwnowazna: J

formule jesli

Subtl((a)1, b, ¢) a=((a)o, (a)1)
Subtl((a)1, b, c) A Subtl((a)2, b, ¢) | a={( )

a)o, (a)1,(a)2)/
(a)o # sn(3) A (a)o # sn(V)
Subtl((a)2, b, c)A (a = (sn(3), (a)1,(a)2)V
A(=Fr((a)2, ) Vv =Fr(c, (a)1)) a = (sn(¥),(a)1, (a)2))A
(a)1 # b
0=0 w p.p.

Subtl("¢7,"x ™, ") zachodzi doktadnie wtedy, gdy term « jest
podstawialny za zmienng x do formuty .
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Herleuais el afermaisy eyl
Kodowanie aksjomatéw logicznych

Formuta LogAx(a) jest alternatywa 14 warunkéw: ]

@ Jx < ady < a(Form(x) A Form(y) Aa= (9, x,(9,y,x)))

@ dx < ady < adz < a(Form(x) A Form(y) A Form(z)A
a=1(9,(9,x,(9,y,2)),(9,(9,x,¥),(9,x,2))))

@ dx < ady < a(Form(x) A Form(y) Aa=(9,(9,x,y),(9,(3,¥),(3,x))))

@ Ix < a(Form(x) A a= (9, (3,(3,x)),x))

@ Ix < a(Form(x) Aa= (9, x,(3,(3,x))))

@ dx < ady < a(Form(x) A Form(y) A a={(9,(7,x,y),x))

@ dx < ady < a(Form(x) A Form(y) A a=(9,(7,x,y),y))
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Herleuais el afermaisy eyl
Kodowanie aksjomatéw logicznych

@ dx < ady < a(Form(x) A Form(y

a =

Form(z)A

A
(9, <9 X, ¥)s <97 <9,X,Z>,<9,X, <7,y,2>>>>)

@ dx < ady < a(Form
@ Ix < ady < a(Form

@ dx < ady < a(Form

@ dx < ady < a(Form
@ dx < ady < a(Form

@ dx < ady < a(Form

(x) A Form(y)

(x) A Form(y)

(x) A Form(y
a=

(x) A Form(y)

N a
(x) A Form(y) A a= (9,
ANa=

(x) A Form(y)

= (9,% (5.5, 1))
a=1(9,y,(5:x,y)))
Form(z)A

(9,x,2),(9,(9,y,2), (9
= (9, (11, x,5),(9,x, ¥
(11,x,),(9,y,
(9,9, x,¥), (9,

Aa
A
A

©,

)
(9,7, ), (11,x, )

(5, %,¥),2))))
)
)

LogAx(a) zachodzi doktadnie wtedy, gdy a jest numerem gddlowskim

aksjomatu logicznego PA.

v
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Kodowanie aksjomatéw identycznosci
Kodowanie aksjomatéw identycznosci

Formuta EqAx(a) jest alternatywa 8 warunkéw:

Ix < a(a= (25,2x,2x))
Ix <ady <a(a= (9,
Ix<ady<adz<a(a=
dx<ady<adz<ala
dx<ady<adz<ala
dx<ady<adz<ala
Ix<ady<adz<al(a

(a

dx <ady<adz<a

)

9,(7,

9, (25,2x,2y), (25
9, (25,2x,2y), (25
9, (25,2x,2y), (25
9, (25,2x,2y), (25,
9,(25

(
(
(
(
(
(

,(25,2x,2y),

)

(25,2x,2y), (25,2y,2x)))
(25, 2x,2y), (25,2y,2z),(25,2x,2z)))

,(17,2x), (17, 2y))))

»(19,2x,22), (19, 2y,22))))
+(19,22,2x), (19,2z,2y))))
(21,2x,2z2), (21,2y,22))))
< 2v

,{21,2z,2x),(21,2z,2v))))

EqAx(a) zachodzi doktadnie wtedy, gdy a jest numerem gddlowskim
jednego z aksjomatéw identycznosci PA.
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Kodowanie aksjomatéw pozalogicznych
Kodowanie aksjomatéw pozalogicznych

Formuta NLAx(a) jest alternatywa nastepujacych warunkéw: )

Ix < ady <y ((Vble(x) A Vble(y)) A a=(9,(25,(17,x), (17, y)), (25, x,¥)))
Ix < a (Vble(x) A a= (3,(25,23, (17, x))))

Ix < a (Vble(x) A a = (25, (19, x,23), x))

Ix < a3y <y ((Vble(x) A Vble(y)) A a = (25, (19, x, (17, y)), (17, (19, x, y))))
Ix < a (Vble(x) A a = (25, (21, x,23),23))

Ix < a3y < a ((Vble(x) A Vble(y)) Aa= (25,(21,x, (17, y)), (19, (21, x,y), x)))

Ix < a3y < a ((Form(x) A Vble(y) A Fr(x, y))A
a=(9,(7,Sub(x,y,23),(15,y, (9, x, Sub(x, y, (17, y))))), (15,y,x))).)

NLAx(a) zachodzi dokfadnie wtedy, gdy a jest numerem gddlowskim aksjomatu
pozalogicznego PA.

Zauwazmy, ze ostatni z powyzszych warunkéw odpowiada nieskonczonemu
zbiorowi aksjomatoéw.

v
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie regut wnioskowania

Kodowanie regut wnioskowania

Relacja sub(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy istnieja x < boraz y < b
takie, ze:

Term(x)

Vble(y)

Form(a)
Form(b)
Subtl(a, y, x)

b = Sub(a, y, x).

sub(T™,"¢7) zachodzi doktadnie wtedy, gdy formuta ¢ powstaje z
formuty ¢ przez podstawienie w ¢ pewnego termu za pewna zmienna.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie regut wnioskowania

Kodowanie regut wnioskowania

Relacja MP(a, b, ¢) zachodzi, gdy: J

e Form(a)

e Form(b)

e Form(c)

o a=(9,(a)1,(a))

e b= (3)1

e c=(a).
MP(a, b, ¢) zachodzi doktadnie wtedy, gdy formuta o numerze gédlowskim
c jest wnioskiem reguty odrywania, gdzie przestankami sg formuty o
numerach gddlowskich a oraz b.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie regut wnioskowania

Kodowanie regut wnioskowania

Relacja GR(a, b) zachodzi, gdy istnieje x < b taka, ze: J

(a)
e Form(b)
o Vble(x)
e (b)o = sn(V)
o (b); =x
e (b)=a

@ Form

GR(a, b) zachodzi dokfadnie wtedy, gdy gdy formuta o numerze
godlowskim b jest wnioskiem reguty generalizacji, gdzie przestanka jest
formuta o numerze gddlowskim a.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie regut wnioskowania

Kodowanie regut wnioskowania

Relacja OA(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze: ]

e Form(x)
e Form(y)
e Vble(z)

9,x,(13,z,y))

(
@ a={(
e b=1(9,x,y).

Relacja OA(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem
godlowskim wniosku reguty opuszczania kwantyfikatora generalnego, gdzie
przestanka ma numer gédlowski a.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie regut wnioskowania

Kodowanie regut wnioskowania

Relacja DA(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze: J

e Form(x)

e Form(y)

e Vble(z)

e a=(9x,y)

e b=(9,x,(13,z,y))

e —Fr(x, z). )
Relacja DA(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem
godlowskim wniosku reguty dotaczania kwantyfikatora generalnego, gdzie
przestanka ma numer gédlowski a.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie regut wnioskowania

Kodowanie regut wnioskowania

Relacja OE(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze: ]

e Form(x)
e Form(y)
e Vble(z)

9,(13,z,x))

(
@ a={(
e b=(9,x,y).

Relacja OE(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem
godlowskim wniosku reguty opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego,
gdzie przestanka ma numer gddlowski a.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie regut wnioskowania

Kodowanie regut wnioskowania

Relacja DE(a, b) zachodzi, gdy istnieja x < a, y < a oraz z < b takie, ze: J

Form(x)

Form(y)

Vble(z)
a=(9,x,y)
b=(9,(13, z, x))
=Fr(y, z).

e 6 6 6 o o

Relacja DE(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy b jest numerem
godlowskim wniosku reguty dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego,
gdzie przestanka ma numer godlowski a.
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie dowodéw

Kodowanie dowodéw

Ax(a) = LogAxV EqAx V NLAx. Relacja ta zachodzi doktadnie dla liczb
bedacych numerami godlowskimi aksjomatéw PA.

Dowody s3 ciggami formut. Nadto, jak pamietamy, kazdy dowéd jest tez
drzewem: w korzeniu znajduje sie dowodzona formuta, w lisciach
aksjomaty, a bezposrednie poprzedniki kazdego wierzchotka sa przestankami
reguty wnioskowania, ktérej wnioskiem jest wtasnie éw wierzchotek.

v

Ciagi numeréw formut mozemy kodowaé na tej samej zasadzie, na jakiej
kodujemy ciagi symboli. Jesli A = (1,2, ...,1,) jest ciagiem formut, to
przez numer godlowski ciaggu A rozumiemy (wyznaczona jednoznacznie i
efektywnie) liczbe:

<’_¢1—|7 r¢2—|7 ceeyy l_¢n1>'

v
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Arytmetyzacja sktadni Kodowanie dowodéw

Kodowanie dowodéw

Relacje Dow(a, b) definiujemy przez koniunkcje warunkéw: J

seq(a) A lh(a) # 0 A (a)p(a)—1 = b A Vi < Ih(a) (Form((a)i)A
3j < i3k < i(sub((a)}, (a)i) V MP((a)}, (a)k, (a)i) V GR((a);, (a)i)V
OA((a);; (a)i) vV DA((a);, (a)i) v OE((a);, (a);) v DE((a);, (a):)))-

Relacja Dow(a, b) zachodzi doktadnie wtedy, gdy a jest numerem
godlowskim dowodu formuty o numerze gdédlowskim b.

Jak bowiem pamietamy, dowdd formuty 1) to cigg formut o ostatnim
elemencie 1) taki, ze kazdy z elementéw tego ciggu jest badz aksjomatem,
badz wnioskiem ktérejs z regut wnioskowania, ktérej przestankami sa
wczesniejsze (od tego wniosku) elementy owego ciagu.
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Arytmetyzacja sktadni Rekurencyjnosé kodowan

Rekurencyjno$¢ kodowan

Twierdzenie.
Wszystkie zdefiniowane powyzej funkcje i relacje sa rekurencyjne.

@ Dowdd tego twierdzenia wynika bezposrednio z podanych wyraznych
rekurencyjnych definicji.

e Odwotujemy sie przy tym takze do faktéw wspomnianych wyzej, przy
kodowaniu terméw. |
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Tt et B
Twierdzenia PA

Wszystkie dotad rozwazane funkcje i relacje odpowiadajace pojeciom
metalogicznym okazaty sie rekurencyjne. A co z relacja PAF 4?7 Gdy
zachodzi PA 1), to v jest twierdzeniem PA. Okazuje sie, ze relacja ta
(doktadniej: relacja miedzy numerami dowodéw a numerami formut) nie
jest rekurencyjna, jest jedynie rekurencyjnie przeliczalna. Mamy bowiem:
PA + 1) doktadnie wtedy, gdy istnieje dowéd 1 w PA. W definicji pojecia
,by€ twierdzeniem PA" wystepuje zatem jeden nieograniczony kwantyfikator
egzystencjalny.

@ Definiujemy: Tw(a) = Ix Dow(x, a).

@ Relacja Tw jest rekurencyjnie przeliczalna.
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Hierarchia arytmetyczna

Klasyfikacja ztozonosci pojec

Z poprzedniego wyktadu wiemy, ze operacje uzywajace kwantyfikatoréw
ograniczonych prowadza od relacji rekurencyjnych do relacji
rekurencyjnych. Kwantyfikatory nieograniczone juz nie maja tej wtasnosci
— istotnie zwickszaja stopien skomplikowania poje¢. Mozna dokona¢
logicznej klasyfikacji poje¢ uwzgledniajacej liczbe kwantyfikatoréw
nieograniczonych potrzebnych w ich definicjach.

Klasyfikacja ta przyjmuje posta¢ réznych hierarchii, ktérych kazde pietro
ma nieskonczenie wiele stopni. Szczegdlnie istotne s3 dwie hierarchie,
nazywane:

e hierarchia arytmetyczna (kwantyfikujemy tylko zmienne
indywidualne);

e hierarchia analityczna (kwantyfikujemy zmienne przebiegajace
podzbiory uniwersum).
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Hierarchia arytmetyczna

Definicja Hierarchii Arytmetycznej.

° 28 = Hg = zbiér relacji rekurencyjnych;

@ Relacja R C wk jest klasy Z?H_l wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
relacja Q@ C wk*! klasy H?, taka, ze
R(a1,...,ak) = 3Ix Q(ay,. .., ak, x).

@ Relacja R C wk jest klasy HSH wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
relacja Q C wk*! klasy Z?, taka, ze
R(a1,...,ak) =Vx Q(a1, ..., ak, x).

o Relacje klasy Z? to doktadnie relacje rekurencyjnie przeliczalne.

o Relacja R jest rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy R oraz =R s3
rekurencyjnie przeliczalne.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

o Jezeli relacja R jest klasy S°° (odpowiednio, []°) zas f1, ..., f sa
funkcjami rekurencyjnymi, to relacja P okreslona wzorem:

jest rowniez klasy 3% (odpowiednio, []°%).

n
o Kazda klasa hierarchii arytmetycznej jest zamknieta ze wzgledu na
koniunkcje i alternatywe.

Tu (i dalej) 3 oznacza ciag argumentéw o takiej dtugosci, ile argumentéw
ma rozwazana relacja lub funkcja.

Dla dowolnego zbioru X relacji przez zbiér uzupetnien relacji z X
rozumiemy zbiér CX zdefiniowany nastepujaco: R € CX wtedy i tylko
wtedy, gdy Va (R(3) = —P(3)) dla pewnej relacji P € X.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

o Klasa 2?1 jest identyczna z klasa uzupetnien relacji z klasy H?, i vice
versa.

@ Operacja kwantyfikatora ogélnego nie wyprowadza poza klase ]_[?7 (dla
n > 0).

@ Operacja kwantyfikatora egzystencjalnego nie wyprowadza poza klase

S22 (dla n > 0).

Prawdziwe s3 nastepujace (wtasciwe) inkluzje:

0 0

° Hn - En-ﬁ-l'
0 0

° Zn - HnJrl'
0 0

b Hn - HnJrl’
0 0

° Zn - Zn—l—l'
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

o Dla kazdej klasy 3% (odpowiednio, [I%) (n > 0) istnieje w >0

n
(odpowiednio, Hg) relacja uniwersalna dla wszystkich relacji tej klasy.

o Dla kazdego n > 0: J]° # 322
e Dla kazdego n: Z?, # Z?H_l oraz H?, # HSH.

@ Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy Zg nalezy do Zg ale nie
nalezy ani do []% ani do 329 ..

o Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy []% nalezy do []°, ale nie
nalezy ani do Z?, ani do H?,_l.
o Jezeli relacja uniwersalna dla relacji klasy X sama nalezy do X, to

CX # X.
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Hierarchia arytmetyczna

Przykfad. Pojecie granlcy magu jest pO_]QCIem klasy H3 (i nie jest
pojeciem ani klasy 23 ani Y9 ani []3:
a=lima,=Vkdm¥n(n>m— |a, — a| < —— i)

Przykfad. Jak widzielismy, zbiér twierdzen Arytmetyki Peana jest klasy
2(1), czyli jest rekurencyjnie przeliczalny (ale nie jest rekurencyjny!).

Przykfad. Pojecie prawdy nie moze zosta¢ scharakteryzowane na zadnym
pietrze hierarchii arytmetycznej.

Przyktad. Réwniez definicja pojecia dobrego porzadku wykracza poza
hierarchie arytmetyczna.
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