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Wst¦p

Ró»niczkowanie

Poj¦cie pochodnej (funkcji rzeczywistej jednej zmiennej) funkcjonuje w

matematyce od prawie czterystu lat i w krajach cywilizowanych jest

omawiane w edukacji szkolnej.

Przy jego pomocy ustala¢ mo»na np. szybko±¢ zmian wielko±ci

zale»nej od innej wielko±ci, ekstremalne warto±ci przyjmowane przez

funkcj¦ opisuj¡c¡ badan¡ zale»no±¢, itp.

Pochodna funkcji w danym punkcie to poj¦cie dotycz¡ce lokalnych

wªasno±ci funkcji � tego, w jaki sposób zmieniaj¡ si¦ warto±ci funkcji

dla argumentów z dowolnie maªego otoczenia wybranego punktu.

Znajdowanie pochodnych funkcji � czyli ich ró»niczkowanie � jest

procedur¡ niezbyt skomplikowan¡. Aby si¦ z ni¡ oswoi¢ wystarcza

dobre rozumienie poj¦cia granicy, omówionego na poprzednim

wykªadzie.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej De�nicja

Iloraz ró»nicowy

Zaªó»my, »e funkcja f o warto±ciach rzeczywistych jest okre±lona w

pewnym otoczeniu punktu x0, czyli w pewnym przedziale otwartym

(x0 − a, x0 + a), gdzie a > 0. Niech 0 < |h| < a.

Ilorazem ró»nicowym funkcji f w punkcie x0 dla przyrostu h zmiennej

niezale»nej nazywamy liczb¦: f (x0+h)−f (x0)
h .

Powszechnie u»ywa si¦ te» nast¦puj¡cych oznacze« oraz terminologii dla

funkcji y = f (x):

1 Liczb¦ h, czyli przyrost zmiennej niezale»nej oznacza si¦ przez 4x .

2 Liczb¦ f (x0 + h)− f (x0), czyli przyrost zmiennej zale»nej oznacza si¦

przez 4y .

3 Przy tych oznaczeniach iloraz ró»nicowy ma posta¢:
4y
4x = f (x0+4x)−f (x0)

4x .
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Pochodna funkcji jednej zmiennej De�nicja

Pochodna funkcji w punkcie

Iloraz ró»nicowy f (x0+h)−f (x0)
h funkcji f (x) w punkcie x0 dla przyrostu

h ma prost¡ interpretacj¦ geometryczn¡: jest równy tangensowi

nachylenia siecznej do krzywej y = f (x) w punktach (x0, f (x0)) oraz
(x0 + h, f (x0 + h)).

Je±li funkcja f jest okre±lona w pewnym otoczeniu punktu x0 oraz

istnieje granica ilorazu ró»nicowego: lim
h→0

f (x0+h)−f (x0)
h , to t¦ granic¦

nazywamy pochodn¡ funkcji f w punkcie x0 i oznaczamy przez f ′(x0).

Je»eli istnieje pochodna funkcji f w punkcie x0, to mówimy, »e f jest

ró»niczkowalna w punkcie x0.

Dla pochodnej funkcji y = f (x) u»ywa si¦ tak»e nast¦puj¡cych

oznacze«: dy
dx ,

df
dx , przy czym symbole te nale»y traktowa¢ jako caªo±ci,

a nie jako iloraz (dwóch �niesko«czenie maªych� wielko±ci).
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Interpretacje

Interpretacja geometryczna

Iloraz ró»nicowy f (x0+h)−f (x0)
h funkcji f (x) w punkcie x0 dla przyrostu

h jest równy tangensowi nachylenia siecznej do krzywej y = f (x) w
punktach (x0, f (x0)) oraz (x0 + h, f (x0 + h)). Gdy h d¡»y do 0, to

punkt (x0 + h, f (x0 + h)) przybli»a si¦ do punktu (x0, f (x0)). Tak
wi¦c, w tym przypadku �graniczna sieczna� jest styczn¡ do krzywej

y = f (x) w punkcie (x0, f (x0)).

Je»eli funkcja f ma pochodn¡ w punkcie x0, to styczn¡ do krzywej

y = f (x) w punkcie (x0, f (x0)) jest prosta o wspóªczynniku

kierunkowym f ′(x0), przechodz¡ca przez punkt (x0, f (x0)).

Równaniem stycznej do krzywej y = f (x) w punkcie (x0, f (x0))
(ró»niczkowalnej w punkcie x0) jest: y = f ′(x0) · (x − x0) + f (x0).

Równaniem normalnej do krzywej y = f (x) w punkcie (x0, f (x0)) jest
(przy zaªo»eniu, »e 0 6= |f ′(x0)| <∞): y = − 1

f ′(x0)
· (x − x0) + f (x0).
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Interpretacje

Interpretacja mechaniczna

Wyobra¹my sobie punkt poruszaj¡cy si¦ po osi liczbowej R w ten

sposób, »e w chwili t jego poªo»enie okre±la funkcja x(t). Rozwa»ymy

dwa przypadki.

Poªo»enie jest liniow¡ funkcj¡ czasu: x(t) = v · t + w .

Wtedy przyrostowi czasu h = 4t odpowiada przyrost drogi:

4x = x(t + t0)− x(t0) = v · (t + t0) + w − v · t0 − w = v · h.
Stosunek przyrostu drogi do przyrostu czasu jest wtedy równy:
4x
4t = x(t+t0)−x(t0)

h = v ·h
h = v , czyli jest wielko±ci¡ staª¡.

Wtedy stosunek ten nazywamy pr¦dko±ci¡ ruchu punktu.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Interpretacje

Interpretacja mechaniczna

Poªo»enie jest dowoln¡ funkcj¡ czasu. Przypu±¢my z kolei, »e x(t) jest
caªkiem dowoln¡ funkcj¡ czasu. Nie ma wtedy »adnego powodu, aby

iloraz ró»nicowy 4x
4t = x(t0+h)−x(t0)

h funkcji x(t) w punkcie t0 dla

przyrostu h byª wielko±ci¡ staª¡, albowiem mo»e on istotnie zale»e¢ od

przyrostu 4t = h. Warto±¢ tego ilorazu nazywamy ±redni¡ pr¦dko±ci¡

w punkcie (chwili) t0 dla przyrostu 4t.

Rozwa»enie mo»liwo±ci przej±cia do granicy ±redniej pr¦dko±ci przy

przyro±cie 4t d¡»¡cym do zera (przy zaªo»eniu, »e granica ta istnieje)

byªo jednym z przeªomowych momentów w �zyce. Granica ta (o ile

istnieje) zale»y tylko od t0 i jest równa pochodnej funkcji x (zale»nej

od czasu t) w punkcie t0.

Nazywamy j¡ pr¦dko±ci¡ chwilow¡ w chwili t0 i zwykle oznaczamy

przez v(t0). Mamy zatem: v(t0) = x ′(t0) = lim
4t→0

4x
4t .
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Przykªady

Funkcja f (x) = xn. Poka»emy, »e f ′(x0) = n · xn−10 dla wszystkich

x0 ∈ R oraz n > 1.

(x0+h)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk0 h

n−k =
(
n
0

)
xn0+

(
n
1

)
xn−10 h+

(
n
2

)
xn−20 h2+. . .+

(
n
n

)
hn

f (x0+h)−f (x0)
h =

(n0)x
n
0+(

n

1)x
n−1
0 h+(n2)x

n−2
0 h2+...+(n

n
)hn−xn0

h =

= 1
h · (

(
n
1

)
xn−10 h +

(
n
2

)
xn−20 h2 + . . .+

(
n
n

)
hn) =

=
(
n
1

)
xn−10 +

(
n
2

)
xn−20 h + . . .+

(
n
n

)
hn−1

lim
h→0

(
(
n
1

)
xn−10 +

(
n
2

)
xn−20 h + . . .+

(
n
n

)
hn−1) =

(
n
1

)
xn−10 = n · xn−10 .

Funkcja f (x) =
√
x . Niech x0 > 0. Poka»emy, »e f ′(x0) =

1
2·√x0

.

f (x0+h)−f (x0)
h =

√
x0+h−√x0

h = (x0+h)−x0
h·(
√
x0+h+

√
x0)

= 1√
x0+h+

√
x0

f ′(x0) = lim
h→0

1√
x0+h+

√
x0

= 1
2·√x0

.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Przykªady

Funkcja f (x) = sin x . Poka»emy, »e f ′(x0) = cos x0. Zakªadamy, »e

podczas ¢wicze« sªuchacze ustalili, »e lim
x→0

sin x
x = 1.

f (x0+h)−f (x0)
h = sin(x0+h)−sin x0

h =
2·sin x0+h−x0

2
·cos x0+h+x0

2
h =

sin 1
2
h

1
2
h
· cos(x0 + 1

2
h), a wi¦c

lim
h→0

sin 1
2
h

1
2
h
· cos(x0 + 1

2
h) = 1 · lim

h→0
cos(x0 +

1
2
h) = cos x0.

Funkcja f (x) = cos x . Poka»emy, »e f ′(x0) = − sin x0.
f (x0+h)−f (x0)

h = cos(x0+h)−cos x0
h =

1
h · (−2) · sin

x0+h+x0
2

· sin x0+h−x0
2

=

= 1
h · (−2) · sin

2x0+h
2
· sin h

2
=

= − sin(x0 +
h
2
) · sin

h

2
h

2

, a zatem

lim
h→

(− sin(x0 +
h
2
) · sin

h

2
h

2

) = − lim
h→0

sin(x0 +
h
2
) · 1 = − sin x0.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Przykªady

Niech f (x) = |x |. Poka»emy, »e nie istnieje f ′(0).

Gdy x0 < 0, to f ′(x0) = −1, poniewa»:
lim
h→0

f (x0+h)−f (x0)
h = lim

h→0

|x0+h|−|x0|
h = lim

h→0

−(x0+h)+x0
h = −1

Gdy x0 > 0, to f ′(x0) = 1, poniewa»:

lim
h→0

f (x0+h)−f (x0)
h = lim

h→0

|x0+h|−|x0|
h = lim

h→0

(x0+h)−x0
h = 1

1 Dla x0 = 0 mamy:

2 lim
h→0−

f (x0+h)−f (x0)
h = lim

h→0−

f (h)−f (0)
h = −h

h = −1

3 lim
h→0+

f (x0+h)−f (x0)
h = lim

h→0+

f (h)−f (0)
h = h

h = 1

Poniewa» granice: lewostronna i prawostronna ilorazu ró»nicowego w

punkcie x0 = 0 s¡ ró»ne, wi¦c nie istnieje granica tego ilorazu przy h→ 0,

czyli nie istnieje f ′(0).
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Reguªy obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ okre±lone w pewnym otoczeniu punktu x0
oraz »e s¡ ró»niczkowalne w tym punkcie. Wtedy ró»niczkowalne w

tym punkcie s¡ równie» funkcje: f + g , f − g , f · g , c · f (dla c ∈ R).
Zachodz¡ wzory:

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g ′(x0), (f − g)′(x0) = f ′(x0)− g ′(x0)
(f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f (x0) · g ′(x0), (c · f )′(x0) = c · f ′(x0).
Ponadto, je±li g ′(x0) 6= 0, to funkcja f

g równie» jest ró»niczkowalna w

punkcie x0 oraz: ( fg )
′(x0) =

f ′(x0)·g(x0)−f (x0)·g ′(x0)
(g(x0))2

. W szczególno±ci,

przy tych zaªo»eniach: ( 1g )
′(x0) = − g ′(x0)

(g(x0))2
.

Zaªó»my, »e funkcja g jest ró»niczkowalna w punkcie x0, natomiast

funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie u0 = g(x0). Wtedy funkcja

zªo»ona f ◦ g jest ró»niczkowalna w punkcie x0 oraz zachodzi:

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g ′(x0). Je±li (f ◦ g)(x) = f (g(x)), to f

nazywamy funkcj¡ zewn¦trzn¡ zªo»enia f ◦ g , za± g funkcj¡

wewn¦trzn¡ tego zªo»enia. Je±li stosujemy zapis: y = f (u), u = g(x),
to w notacji Leibniza piszemy: dy

dx = dy
du ·

du
dx .

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury ró»niczkowe 11 / 20



Reguªy obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

Dla przykªadu, udowodnimy »e:

(f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f (x0) · g ′(x0).
Zauwa»my najpierw, »e: je±li g jest ró»niczkowalna w punkcie x0, to g

jest ci¡gªa w punkcie x0, czyli lim
h→0

g(x0 + h) = g(x0). Mamy:

lim
h→0

(f ·g)(x0+h)−(f ·g)(x0)
h =

lim
h→0

f (x0+h)·g(x0+h)−f (x0)·g(x0+h)+f (x0)·g(x0+h)−f (x0)·g(x0)
h =

lim
h→0

( f (x0+h)−f (x0)
h · g(x0 + h) + f (x0) · g(x0+h)−g(x0)

h ) =

lim
h→0

( f (x0+h)−f (x0)
h · g(x0 + h)) + lim

h→0
(f (x0) · g(x0+h)−g(x0)

h ) =

lim
h→0

f (x0+h)−f (x0)
h · lim

h→0
g(x0 + h) + f (x0) · lim

h→0

g(x0+h)−g(x0)
h ) =

f ′(x0) · g(x0) + f (x0) · g ′(x0).
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Reguªy obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

Przykªad: pochodna funkcji zªo»onej. Obliczymy pochodn¡ funkcji

f (x) =
√
x4 + 1 w punkcie x0 = 1.

Funkcja f jest zªo»eniem funkcji g(x) =
√
x oraz h(x) = x4 + 1:

f (x) = (g ◦ h)(x) = g(h(x)) = g(x4 + 1) =
√
x4 + 1. Mamy:

g ′(x) = 1
2·
√
x
oraz h′(x) = 4 · x3. Tak wi¦c:

f ′(x) = (g ◦ h)′(x) = g ′(h(x)) · h′(x) = 1

2·
√

h(x)
· 4 · x3 = 2·x3√

x4+1
.

Dla x0 = 1 mamy: f ′(1) = 2·13√
14+1

= 2√
2
=
√
2.

Przykªad: pochodna ilorazu. Wiemy ju», »e (sin x)′ = cos x oraz

(cos x)′ = − sin x . Mamy ponadto:

1 Dla x 6= π
2
+ n · π (n ∈ Z): (tg x)′ = ( sin x

cos x
)′ = 1

cos2 x
.

2 Dla x 6= n · π (n ∈ Z): (ctg x)′ = ( cos x
sin x

)′ = − 1

sin2 x
.
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Reguªy obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

Przykªad: pochodna funkcji wykªadniczej. Z poprzedniego wykªadu

wiemy, »e funkcja wykªadnicza jest ci¡gªa w ka»dym punkcie. Dowodzi

si¦, »e lim
x→0

ax = 1 oraz »e lim
x→0

ax−1
x = ln a dla a > 0.

Niech f (x) = ax , gdzie a > 0. Wtedy f ′(x0) = ax0 · ln a, poniewa»:
lim
h→0

ax0+h−ax0
h = ax0 · lim

h→0

ah−1
h = ax0 · ln a.

Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa i monotoniczna w pewnym otoczeniu punktu

x0 oraz ró»niczkowalna w x0. Niech ponadto f ′(x0) 6= 0. Wtedy

funkcja f −1 odwrotna do funkcji f równie» jest ró»niczkowalna w

punkcie y0 = f (x0) oraz zachodzi: (f −1)′(x0) =
1

f ′(x0)
.

Przykªad. Niech f (x) = loga x , gdzie x > 0, a > 0, a 6= 1. Poniewa»

funkcja logarytmiczna loga x jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji

wykªadniczej ax , wi¦c: (loga x)
′ = 1

(ax )′ =
1

x ·ln a . W szczególno±ci:

(ln x)′ = 1
x .
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Reguªy obliczania pochodnych Wzory do zapami¦tania

Zalecamy sªuchaczom zapami¦tanie poni»szych wzorów:

(xn)′ = n · xn−1 ( 1
xn )
′ = − n

xn+1

(
√
x)′ = 1

2·
√
x

( 1x )
′ = − 1

x2

(sin x)′ = cos x (cos x)′ = − sin x

(tg x)′ = 1
cos2 x

(ctg x)′ = − 1
sin2 x

(ax)′ = ax · ln a (ex)′ = ex

(loga x)
′ = 1

x ·ln a (ln x)′ = 1
x

Ze wzgl¦du na usªugowy jedynie charakter tego kursu, nie podajemy

wyprowadze« dalszych wzorów na pochodne cz¦sto u»ywanych funkcji.

Zainteresowani sªuchacze mog¡ poszuka¢ ich w literaturze zalecanej w

sylabusie lub mog¡ zmierzy¢ si¦ z samodzielnym ich wyprowadzeniem.
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Pochodne wy»szych rz¦dów De�nicja

Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona i ró»niczkowalna w pewnym

otoczeniu punktu x0. Je»eli jej pochodna f ′ ma pochodn¡ w punkcie

x0, to t¦ pochodn¡ nazywa si¦ drug¡ pochodn¡ (pochodn¡ drugiego

rz¦du) funkcji f w punkcie x0 i oznacza przez f ′′(x0). Inne oznaczenie

to: d2f
dx2

(x0).

Przyjmuj¡c, »e pochodna rz¦du zerowego funkcji f to sama funkcja f ,

mo»na � posªuguj¡c si¦ de�niowaniem przez indukcj¦ � okre±li¢

pochodne n-tego rz¦du w sposób nast¦puj¡cy:

Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona i ma pochodn¡ f (n−1) rz¦du
n − 1 (gdzie n > 1) w pewnym otoczeniu punktu x0.

Je»eli funkcja f (n−1) ma pochodn¡ w punkcie x0, to nazywamy j¡ n-t¡

pochodn¡ (pochodn¡ rz¦du n) funkcji f w punkcie x0 i oznaczamy

przez f (n)(x0). Inne oznaczenie: dnf
dxn (x0).
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Pochodne wy»szych rz¦dów Przykªady

Pochodna wielomianu. Niech np. f (x) = 7 · x3 + 5 · x2 − 4 · x + 11.

Mamy wtedy kolejno:

f ′(x) = 21 · x2 + 10 · x − 4, f ′′(x) = 42 · x + 10

f (3)(x) = 42, f (4)(x) = 0 = f (n)(x) dla wszystkich n > 4.

Sinus i cosinus. Wiemy ju», »e (sin x)′ = cos x oraz (cos x)′ = − sin x .

Mamy zatem:

1 (sin x)′′ = (cos x)′ = − sin x
2 (cos x)′′ = (− sin x)′ = − cos x

Spadek swobodny punktu materialnego pod wpªywem przyspieszenia

ziemskiego g . Droga przebyta przez ten punkt w czasie t wyra»a si¦

wzorem f (t) = 1
2
· g · t2. Pr¦dko±¢ spadania (czyli pochodna tej funkcji)

wyznaczona jest zatem wzorem v(t) = f ′(t) = g · t. Zmiana tej pr¦dko±ci

w czasie, czyli przyspieszenie jest pochodn¡ pr¦dko±ci spadania, a wi¦c

drug¡ pochodn¡ drogi przebytej w danym czasie: a(t) = v ′(t) = f ′′(t). Z
rachunku wynika, »e a(t) = (g · t)′ = g , czyli to przyspieszenie jest staªe.
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Pochodne wy»szych rz¦dów Pochodne wy»szych rz¦dów a dziaªania na funkcjach

Wzór Leibniza

Zaªó»my, »e funkcje f oraz g s¡ okre±lone w pewnym otoczeniu

punktu x0 i maj¡ sko«czone pochodne f (n)(x0) i g
(n)(x0). Wtedy

funkcje f + g , f − g , c · f (dla c ∈ R) równie» maj¡ sko«czone

pochodne w punkcie x0 oraz:

(f + g)(n)(x0) = f (n)(x0) + g (n)(x0)
(f − g)(n)(x0) = f (n)(x0)− g (n)(x0)
(c · f )(n)(x0) = c · f (n)(x0).
Wzór Leibniza. Zaªó»my, »e funkcje f oraz g s¡ okre±lone w pewnym

otoczeniu punktu x0 i maj¡ sko«czone pochodne f (n)(x0) i g
(n)(x0).

Wtedy funkcja f · g równie» ma sko«czon¡ pochodn¡ w punkcie x0
oraz:

(f · g)(n)(x0) =
n∑

k=0

(
n
k

)
· f (n−k)(x0) · g (k)(x0).
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Jak rozumiesz stwierdzenie: stopa bezrobocia ro±nie coraz szybciej?

Jaki jest sens �zyczny wy»szych pochodnych (np. dla funkcji

opisuj¡cej zale»no±¢ przebytej drogi od czasu)? Czy potra�my

zwerbalizowa¢ (po polsku, angielsku, japo«sku, kaszubsku, itd.) jaki

jest sens �zyczny np. siódmej pochodnej funkcji opisuj¡cej (jak¡±

wielce skomplikowan¡) zale»no±¢ przebytej drogi od czasu?

Czy do mówienia o ró»niczkowalno±ci funkcji konieczne jest zaªo»enie

aksjomatu ci¡gªo±ci?

Wspomniano, »e istniej¡ funkcje, które nie maj¡ pochodnej w »adnym

punkcie. Jak wygl¡da wykres takiej funkcji?

Czy ró»niczkowanie jest procesem algorytmicznym?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ

Pochodna funkcji w punkcie. Pochodna funkcji.

Reguªy obliczania pochodnych:

pochodna funkcji zªo»onej,
pochodna funkcji odwrotnej,
pochodna iloczynu i ilorazu funkcji.

Pochodne wy»szych rz¦dów.
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