Matematyczne podstawy kognitywistyki

Jerzy Pogonowski

Zaktad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl

Struktury rézniczkowe

Jerzy Pogonowski (MEQG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury rézniczkowe 1/20



Rézniczkowanie

e Pojecie pochodnej (funkcji rzeczywistej jednej zmiennej) funkcjonuje w
matematyce od prawie czterystu lat i w krajach cywilizowanych jest
omawiane w edukacji szkolnej.

@ Przy jego pomocy ustala¢ mozna np. szybkosé¢ zmian wielkosci
zaleznej od innej wielkosci, ekstremalne wartosci przyjmowane przez
funkcje opisujaca badang zaleznosé, itp.

@ Pochodna funkcji w danym punkcie to pojecie dotyczace lokalnych
wiasnosci funkcji — tego, w jaki sposéb zmieniaja sie wartosci funkgji
dla argumentéw z dowolnie matego otoczenia wybranego punktu.

@ Znajdowanie pochodnych funkcji — czyli ich rézniczkowanie — jest
procedura niezbyt skomplikowana. Aby sie z nia oswoi¢ wystarcza
dobre rozumienie pojecia granicy, oméwionego na poprzednim
wyktadzie.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Definicja

lloraz réznicowy

o Zatézmy, ze funkcja f o wartosciach rzeczywistych jest okreslona w
pewnym otoczeniu punktu xg, czyli w pewnym przedziale otwartym
(xo — a,x0 + a), gdzie a > 0. Niech 0 < |h| < a.

o llorazem réznicowym funkcji f w punkcie xg dla przyrostu h zmienne;j

. . . . i f(X0+h)—f(X0)
niezaleznej nazywamy liczbg: —=-——=>

Powszechnie uzywa sie tez nastepujacych oznaczen oraz terminologii dla
funkcji y = f(x):

@ Liczbe h, czyli przyrost zmiennej niezaleznej oznacza sie przez Ax.

@ Liczbe f(xo + h) — f(x0), czyli przyrost zmiennej zaleznej oznacza sie
przez Ay.
© Przy tych oznaczeniach iloraz réznicowy ma postaé:

Ay _ f(xo+Ax)—f(x0)
Ax Ax .

v
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Dtz
Pochodna funkcji w punkcie

@ lloraz réznicowy M funkeji f(x) w punkcie xo dla przyrostu
h ma prosta interpretacje geometryczng: jest réwny tangensowi
nachylenia siecznej do krzywej y = f(x) w punktach (xo, f(xo)) oraz
(XO —+ /7, f(XQ —+ h))

@ Jesli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg oraz

istnieje granica ilorazu réznicowego: I|7im0 M to te granice
—
nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xp i oznaczamy przez f'(xp)

o Jezeli istnieje pochodna funkgcji £ w punkcie xp, to méwimy, ze f jest
rézniczkowalna w punkcie xg.

e Dla pochodnej funkcji y = f(x) uzywa sie takze nastepujacych
oznaczen: %, ngw przy czym symbole te nalezy traktowaé jako catosci,
a nie jako iloraz (dwéch ,nieskonczenie matych” wielkosci).
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Interpretacja geometryczna

@ lloraz réznicowy w funkgji f(x) w punkcie xp dla przyrostu
h jest réwny tangensowi nachylenia siecznej do krzywej y = f(x) w
punktach (xo, f(xg)) oraz (xo + h, f(xo + h)). Gdy h dazy do 0, to
punkt (xo + h, f(xo + h)) przybliza sie do punktu (xo, f(x0)). Tak
wiec, w tym przypadku ,graniczna sieczna” jest styczna do krzywe;j
y = f(x) w punkcie (xp, f(xp))-

o Jezeli funkcja f ma pochodna w punkcie xg, to styczna do krzywej
y = f(x) w punkcie (xo, f(x0)) jest prosta o wspétczynniku
kierunkowym f’(xp), przechodzaca przez punkt (xo, f(x0))-

o Réwnaniem stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie (xp, f(x0))
(rézniczkowalnej w punkcie xg) jest: y = f'(x0) - (x — x0) + f(x0)-

e Réwnaniem normalnej do krzywej y = f(x) w punkcie (xo, f(xo)) jest
(przy zatozeniu, ze 0 # |f'(xg)| < 00): y = —ﬁ - (x = x0) + f(x0)-
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Interpretacje

Interpretacja mechaniczna

o Wyobrazmy sobie punkt poruszajacy sie po osi liczbowej R w ten
sposdb, ze w chwili t jego potozenie okresla funkcja x(t). Rozwazymy
dwa przypadki.

e Pofozenie jest liniowa funkcja czasu: x(t) =v -t + w.

o Wtedy przyrostowi czasu h = At odpowiada przyrost drogi:
Ax=x(t+t) —x(to)=v-(t+t)+w—v-tp—w=v-h
@ Stosunek przyrostu drogi do przyrostu czasu jest wtedy réwny:

% = w = "Th = v, czyli jest wielkoscia stata.

o Whtedy stosunek ten nazywamy predkoscia ruchu punktu.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Interpretacje

Interpretacja mechaniczna

e Pofozenie jest dowolna funkcja czasu. Przypus¢my z kolei, ze x(t) jest
catkiem dowolna funkcja czasu. Nie ma wtedy zadnego powodu, aby
iloraz réznicowy % = w funkcji x(t) w punkcie tp dla
przyrostu h byt wielkoscig stata, albowiem moze on istotnie zaleze¢ od
przyrostu At = h. Wartos¢ tego ilorazu nazywamy srednig predkoscia
w punkcie (chwili) ty dla przyrostu At.

@ Rozwazenie mozliwosci przejScia do granicy sredniej predkosci przy
przyroscie /At dazacym do zera (przy zatozeniu, ze granica ta istnieje)
byto jednym z przetomowych momentéw w fizyce. Granica ta (o ile
istnieje) zalezy tylko od to i jest réwna pochodnej funkgji x (zaleznej
od czasu t) w punkcie tp.

o Nazywamy ja predkoscia chwilowa w chwili ty | zwykle oznaczamy
przez v(ty). Mamy zatem: v(ty) = x'(tp) = lim %.
At—0
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Przyktady

o Funkcja f(x) = x". Pokazemy, ze f'(xo) = n- xJ* dla wszystkich
xo € Rorazn>1.

arth)" = 3 (™ = (g ()8 b (g2 ()1
)=o) _ ({8 e (g "ot (g
(@ R+ () -
T @ ek (Y
L (D)X 2h+ o+ () = (DX =0

@ Funkgja f(x) = /x. Niech xg > 0. Pokazemy, ze f'(xq) = 2_\1/70.

° f(x0+h)—f(xo) Vxo+h—y/xo (x0+h)—x 1
h h h(\/Xo-i-h-h/ 0) \/Xo+h+\/Xo
! 1
° flx) = /llno \/xo+h+f 2/x0"
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Przyktady

o Funkgja f(x) = sin x. Pokazemy, ze f'(xg) = cos xg. Zaktadamy, ze

podczas éwiczen stuchacze ustalili, ze lim 32X = 1.
x—0
. h— h
o foth)—f(x0) _ sin(xo-+h)-sinxp _ 2sin 05— cos 01720
h = h =
o1
sin 3 h 1 .
T -cos(xo + 5h), a wiec
lim S‘”ﬁ” -cos(xo + 3h) =1 lim cos(xo + 3h) = cos xo.
h—0 3h h—0

@ Funkcgja f(x) = cos x. Pokazemy, ze f'(xg) =
f(X0+h2'7f(X0)

cos(xo+h)—cosxp

7 =
1 (_09).cin Xothtxo oy Xo+th=—x0 __
£ (—2) - sin 253 sin 20520 —

- (—2)-sin 2X°2+h - sin g =

o h
= —sin(x + ) - ¥}2, a zatem

2

b
. . hy Singy . . h
lim(—sin(xo + 3) - 552) = — Jim sin(x + 3) - 1

—sin xp.

= —sin xg.
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Pochodna funkcji jednej zmiennej Przyktady

@ Niech f(x) = |x|. Pokazemy, ze nie istnieje f'(0).

e Gdy xp <0, to f'(xg) = —1, poniewaz:
i FCuehI ) o bt bl — o “liathitse _
h—0 h—0 h—0

e Gdy xp > 0, to f'(xp) = 1, poniewaz:

. f(xo+h)—f(xo . xo+h|—|xo . Xo-+h)—xo

i fttel — o bestiel oy Cuthon -y
O Dla xp = 0 mamy:
o Iim f(xo—&-h’),—f(xo) — lim f(h);f(o) _ %h -1

h—0— h—0—
o lim f(xo+hl)77f(x0) — lim f(h);f(o) _ % -1

h—0+ h—0+

Poniewaz granice: lewostronna i prawostronna ilorazu réznicowego w

punkcie xp = 0 s3 r6zne, wiec nie istnieje granica tego ilorazu przy h — 0,

czyli nie istnieje f/(0).
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Reguty obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

@ Zatézmy, ze funkcje f i g sa okreslone w pewnym otoczeniu punktu xg
oraz ze s3 rézniczkowalne w tym punkcie. Wtedy rézniczkowalne w
tym punkcie sa réwniez funkcje: f + g, f —g, f-g, c-f (dla c € R).
Zachodza wzory:

(f + &) (%) = f'(x) + &'(x0). (f — &) (x0) = '(x0) — &'(x0)
(- &) (x0) = '(x0) - 8(x0) + f(x0) - &'(x0), (¢ - ) (x0) = c- f'(x0).

e Ponadto, jesli g’(xp) # 0, to funkcja é réwniez jest rézniczkowalna w

punkcie xp oraz: (é)’(xo) = f/(XO)‘g(E‘gzggggo)'g’(Xo)_ W szczegélnosci,

przy tych zatozeniach: (é)/(xo) = 7(5&232'

o Zatézmy, ze funkcja g jest rézniczkowalna w punkcie xg, natomiast
funkcja f jest r6zniczkowalna w punkcie uy = g(xp). Wtedy funkcja
ztozona f o g jest rézniczkowalna w punkcie xg oraz zachodzi:
(fog)(x) = f'(8(x0)) - 8'(x0). Jesli (f o g)(x) =f(g(x)) to f
nazywamy funkcja zewnetrzna ztozenia f o g, zas g funkcja
wewnetrzng tego zfozenia. Jesli stosujemy zapis: y = f(u), u = g(x),

dy _ dy  du

to w notacji Leibniza piszemy: 2 = - & .
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Reguty obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

e Dla przyktadu, udowodnimy ze:
(f - 8)(x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &'(x0)-

@ Zauwazmy najpierw, ze: jesli g jest r6zniczkowalna w punkcie xg, to g
jest ciagta w punkcie xg, czyli Ai_r)nog(xo + h) = g(x0). Mamy:

o lim F&)ath—(Fg)(x) _
h—0 h

o lim f(xo+h)-g(xo+h)—1f(x0)-g(x0+h)+f(x0)-g(x0+h)—F(x0)-8(x0) __
h —

h—0

o lim ((COEH=ILO) . g5 1 h) + () - ELOHHIELO))

° /-I,[)no( h g(XO + h)) + Il[;ﬂo(f(xt)) b )

im &

i 80 th)gC0)y
h—s0 h

. f'(X0+h)ff(X0) B
° fim, h flrinog(xo T h)+f)

o f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &'(x0)-
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Reguty obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

@ Przykfad: pochodna funkcji zfozonej. Obliczymy pochodna funkg;ji
f(x) = Vx* + 1 w punkcie xo = 1.

e Funkcja f jest ztozeniem funkcji g(x) = v/x oraz h(x) = x* + 1:
fx) = (g o h)(x) = g(h(x)) = g(x* +1) = Vx* + 1. Mamy:

e g'(x) = 2{ oraz h'(x) = 4 - x3. Tak wiec:

F(x) = (0 hY(x) = &'(h(x)) - H(x) = ;A 43 = 22

o Dla xp =1 mamy: f’(l):%:%:\@.

@ Przyktad: pochodna ilorazu. Wiemy juz, ze (sin x)' = cos x oraz

(cos x)’ = —sin x. Mamy ponadto:
@ Dax#%+n-7m(neZ) (tgx) = (2x) = 750512)(
- ! __ X\ _
@ Dlax#n-m(neZ): (ctgx) = (%) = — g2

Jerzy Pogonowski (MEQG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury rézniczkowe 13 /20



Reguty obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

@ Przyktad: pochodna funkcji wyktadniczej. 7 poprzedniego wyktadu
wiemy, ze funkcja wyktadnicza jest ciggta w kazdym punkcie. Dowodzi
sie, ze ||moa =1 oraz ze lim Lx_l =Inadlaa>0.

x—0
@ Niech f(h x) = a~, gdzie a >h 0. Wtedy f'(xo) = @ - In a, poniewaz:
. X0 +h _ X . —
lim %zax" < lim &L = 2% - na.
h—0 h—0

@ Zatézmy, ze f jest ciggta i monotoniczna w pewnym otoczeniu punktu
xo oraz rézniczkowalna w xo. Niech ponadto f/(xg) # 0. Wtedy
funkcja f~1 odwrotna do funkgji f réwniez jest rézniczkowalna w
punkcie yo = f(xo) oraz zachodzi: (f~1)(xo) = ﬁ

@ Przykfad. Niech f(x) = log, x, gdzie x > 0, a > 0, a # 1. Poniewaz
funkcja logarytmiczna log, x jest funkcja odwrotnq do funkgji
wyktadniczej a*, wiec: (log, x) = (31), = W szczegdlnosci:

xIna
_ 1
(Inx) = +.
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Reguty obliczania pochodnych Wozory do zapamigtania

Zalecamy stuchaczom zapamietanie ponizszych wzoréw:

(X”)//: n 1Xn—l ()1(17/)/ _1X"n+1
V= |y =—3%
(sinx)’ =cosx | (cosx) = —sinx
(tg x) = oz | (ctg x) = ——
(a¥) =a"-Ina | () =¢€"

(log, x) = x-Ilna (Inx) = %

Ze wzgledu na ustugowy jedynie charakter tego kursu, nie podajemy

wyprowadzen dalszych wzoréw na pochodne czesto uzywanych funkcji.
Zainteresowani stuchacze moga poszukac ich w literaturze zalecanej w
sylabusie lub moga zmierzy¢ sie z samodzielnym ich wyprowadzeniem.
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Pochodne wyzszych rzedéw ISR

@ Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona i rézniczkowalna w pewnym
otoczeniu punktu xp. Jezeli jej pochodna f' ma pochodng w punkcie
X0, to te pochodna nazywa sie druga pochodna (pochodna drugiego
rzedu) funkcji f w punkcie xq i oznacza przez f”(xp). Inne oznaczenie

. d?f
to: W(XO).

@ Przyjmujac, ze pochodna rzedu zerowego funkcji f to sama funkcja f,
mozna — postugujac sie definiowaniem przez indukcje — okresli¢
pochodne n-tego rzedu w sposéb nastepujacy:

o Zaltézmy, ze funkcja f jest okreslona i ma pochodng ("1 rzedu
n— 1 (gdzie n > 1) w pewnym otoczeniu punktu xp.

o Jezeli funkcja f("1) ma pochodna w punkcie xg, to nazywamy ja n-tg
pochodng (pochodna rzedu n) funkgji f w punkcie xp i 0znaczamy

przez f("(xp). Inne oznaczenie: f,;,f(xo).
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Pochodne wyzszych rzedéw Przyktady

e Pochodna wielomianu. Niech np. f(x) =7 -x3+5-x2—4.x+11.
Mamy wtedy kolejno:
flix)=21-x>+10-x — 4, f'(x) =42-x + 10
f®)(x) = 42, f®(x) = 0 = F()(x) dla wszystkich n > 4.
@ Sinus i cosinus. Wiemy juz, ze (sin x)’ = cos x oraz (cos x)’ = —sin x.
Mamy zatem:
O (sinx)” = (cosx) = —sinx
Q (cosx)” =(—sinx) = —cosx

Spadek swobodny punktu materialnego pod wptywem przyspieszenia
ziemskiego g. Droga przebyta przez ten punkt w czasie t wyraza sie
wzorem f(t) = % - g - t2. Predko$¢ spadania (czyli pochodna tej funkcji)
wyznaczona jest zatem wzorem v(t) = f'(t) = g - t. Zmiana tej predkosci
w czasie, czyli przyspieszenie jest pochodng predkosci spadania, a wiec
druga pochodng drogi przebytej w danym czasie: a(t) = v/(t) = f"(t). Z
rachunku wynika, ze a(t) = (g - t)’ = g, czyli to przyspieszenie jest state.
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Pochodne wyzszych rzedéw Pochodne wyzszych rzedéw a dziatania na funkcjach
Wzér Leibniza

e Zatézmy, ze funkcje f oraz g sa okreslone w pewnym otoczeniu
punktu xo i maja skoficzone pochodne (" (xg) i g((xp). Wtedy
funkcje f + g, f — g, ¢ - f (dla ¢ € R) réwniez maja skonczone
pochodne w punkcie xq oraz:

(F +8)(x0) = £ (x0) + £ ()
(F — £)(x0) = F7)(x0) — £ (x)
(C . f)(n)(Xo) =cC- f(n)(Xo).

o Wzdr Leibniza. Zatézmy, ze funkcje f oraz g sa okreslone w pewnym
otoczeniu punktu xo i maja skoiczone pochodne (" (xg) i g(™(xo).
Wtedy funkcja f - g réwniez ma skoriczona pochodna w punkcie xg
oraz:

(F - )M () = é()- k) (x9) - g9 (x0).
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Mysl przekornie!

e Jak rozumiesz stwierdzenie: stopa bezrobocia rosnie coraz szybciej?

e Jaki jest sens fizyczny wyzszych pochodnych (np. dla funkgji
opisujacej zaleznos¢ przebytej drogi od czasu)? Czy potrafimy
zwerbalizowa¢ (po polsku, angielsku, japonsku, kaszubsku, itd.) jaki
jest sens fizyczny np. siédmej pochodnej funkgeji opisujacej (jakas
wielce skomplikowana) zaleznos¢ przebytej drogi od czasu?

@ Czy do méwienia o rézniczkowalnosci funkgji konieczne jest zatozenie
aksjomatu ciagtosci?

e Wspomniano, ze istniejg funkcje, ktére nie maja pochodnej w zadnym
punkcie. Jak wyglada wykres takiej funkcji?

e Czy rézniczkowanie jest procesem algorytmicznym?

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury rézniczkowe 19 / 20



Co musisz ZZZ

@ Pochodna funkcji w punkcie. Pochodna funkgji.
@ Reguty obliczania pochodnych:

e pochodna funkgji ztozonej,
e pochodna funkcji odwrotnej,
e pochodna iloczynu i ilorazu funkcji.

@ Pochodne wyzszych rzedéw.
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