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Plan na dzis

Plan na dzis: )

@ o sktadni i semantyce logicznej
@ o kategoriach syntaktycznych i semantycznych

@ o (uogdlnionych) kwantyfikatorach.

W niniejszej prezentacji wykorzystujemy: notatki z wyktadéw Jerzego
Pogonowskiego dot. uogélnionych kwantyfikatoréw prowadzonych w
ubiegtym stuleciu oraz wyjatki z rozprawy magisterskiej Joanny Smigerskiej
Kwantyfikatory uogdlnione w jezykach naturalnych i formalnych pisanej pod
opieka Jerzego Pogonowskiego i obronionej w 1998 roku w Instytucie
Jezykoznawstwa UAM.
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Dlaczego nie uczymy sie tu Elementarza Semiotycznego?

Stuchacze zechca wybaczy¢, ze w tych wyktadach nie przedstawiamy
systematycznego ujecia semiotyki (logicznej).

Zaktadamy, ze informacje, ktére stuchacze uzyskali na zajeciach z:
o Logiki Matematycznej
o Wstepu do Jezykoznawstwa
o Lingwistyki Matematyczne;

s3 wystarczajace, aby mogli oni samodzielnie upora¢ sie z elementarng
problematyka semiotyczna.

O wiele ciekawsze wydato nam sie przedstawienie zestawu migawek
semiotycznych. Jedna z nich jest analiza uogélnionych kwantyfikatoréw.
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Historia naturalna kwantyfikatoréw

WSsréd logikéw, ktérzy musza by¢ wymienieni, gdy rozwazamy uogélnione
kwantyfikatory, sa:

Arystoteles

Gottlob Frege
Stanistaw Lesniewski
Andrzej Mostowski
Roman Suszko

Per Lindstrom

Leon Henkin

®© 6 6 6 o6 o o o

Wspétczesnosé: Richard Montague, Jon Barwise, Jerome H. Keisler,
Johan van Benthem, Dag Westerst&hl, i in.
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Tradycyjny kwadrat logiczny

Ten diagram (i zawarte w nim zwiazki logiczne) znamy wszyscy: J
v -
3 -V

W dalszym ciggu, bedziemy méwi¢ o wystepujacych tu kwantyfikatorach
jako o kwantyfikatorach z tradycyjnego kwadratu logicznego (TKL).
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Figury i tryby sylogistyki klasycznej

Pamietamy réwniez figury sylogistyki Arystotelesa: )

@ ZY hYZ A ZY N YZ
K XZ K XZ @QZX QZX
QXY QXY QXY QXY

Kazdy z Q; (1 < i < 4) moze by¢ jednym z kwantyfikatoréw z TKL.
Mozliwych trybéw jest 256, trybéw poprawnych (takich, w ktérych wniosek
wynika logicznie z przestanek) jest 24.

v

Jest tez wiele sylogistyk niestandardowych (z dodatkowymi spéjkami,
negacja przynazwowa, itd.)
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Kwantyfikatory standardowe

Kwantyfikatory V oraz 3 pojawiaja sie w pracach Peirce'a oraz Fregego. ]

W wieku XIX mamy pierwsze algebraiczne interpretacje kwantyfikatoréw.
Dyskutuje sie tez mozliwos¢ , kwantyfikacji orzecznika”.

Lesniewski stosuje kwantyfikacje po zmiennych zdaniowych. ]
Tarski pokazuje, jak z pomoca kwantyfikatora ogdlnego oraz negacji
zdefiniowaé pozostate state logiczne. J
Suszko przypisuje kwantyfikatorom kategorie syntaktyczne (w sensie
Ajdukiewicza).
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Narodziny kwantyfikatoréw uogélnionych Kwantyfikatory Mostowskiego

Kwantyfikatory ilosciowe Mostowskiego

Za pierwsza prace dotyczaca kwantyfikatoréw uogélnionych uwazamy
artykut Andrzeja Mostowskiego z 1957 roku: On generalization of
quantifiers Fundamenta Mathematicae 44, 12-36.

Mostowski wprowadza kwantyfikatory ilosciowe. ]

Kwantyfikator (lokalny) na M jest zbiorem podzbioréw M.
Kwantyfikator (globalny) jest funktorem Q przypisujacym kazdemu
niepustemu zbiorowi M kwantyfikator Qs na M.
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Kugmaiileian Meseudioge
Przyktady kwantyfikatoréw Mostowskiego

Przyktadami takich kwantyfikatoréw s3: J

Vm = {M},
Iy ={XCM: X0},
(Fon)u = (X C M |X| = n},
(Qu)m ={X C M:[X] >R},
(Qr)M ={X CM:|X|>|M-X]|}, (Kwantyfikator Reschera),
(Qr)M ={X C M:|X|=|M|}, (Kwantyfikator Changa).
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Narodziny kwantyfikatoréw uogélnionych Kwantyfikatory Mostowskiego
Warunek Mostowskiego

Kwantyfikatory dotycza tylko liczby elementéw, a zatem nie powinny
rozréznia¢ elementéw w M:

ISOM  Jezeli f jest bijekcjg z M do M’, to
XeQye f[X] € Q.

Ten warunek przyjmowany jest we wszystkich p6zniejszych pracach
dotyczacych uogélnionych kwantyfikatoréw.
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Narodziny kwantyfikatoréw uogélnionych Kwantyfikatory Lindstréma

Kwantyfikatory Lindstroma

Pojecie uogélnionego kwantyfikatora wprowadzone przez Mostowskiego nie
obejmowato takich kwantyfikatoréw jak np. binarny kwantyfikator most
w zdaniach typu:

Most ¢ are
dajacy na kazdym M binarna relacje pomiedzy podzbiorami M:

mosty = {(X,Y) e M?: | XNY|> X-Y|}.

Lindstrom wprowadza zdefiniowane nizej pojecie kwantyfikatora
uogdlnionego zwiazanego z typem (tj. ciagiem (ki,... , kp) liczb
naturalnych; kwantyfikatory Mostowskiego posiadaja typ (1), most typ

(1,1)).
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Kugrmaiilteian Lindsine
Kwantyfikatory Lindstroma

(Lokalnym) kwantyfikatorem uogdlnionym na M typu

(ki, ..., kn) nazywamy dowolna n-arna relacje pomiedzy podzbiorami
Mk MK
(Globalnym) kwantyfikatorem uogdlnionym typu (ki, ..., k,) jest

funktor @, ktéry kazdemu zbiorowi M przyporzadkowuje
kwantyfikator lokalny Qu typu (k1,..., kn).

W wiekszosci przypadkéw bedzie mowa o tzw. kwantyfikatorach
uogodlnionych monadycznych, czyli typu (1,1,...,1). Mozna réwniez
méwi¢ o monadycznych kwantyfikatorach unarnych, binarnych, itd., co
oznacza kwantyfikatory uogdlnione typu (1), (1,1), itd.
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Kugrmaiilteian Lindsine
Kwantyfikatory Lindstroma

Lindstrom réwniez zaktada ISOM w definicji kwantyfikatora uogélnionego:

ISOM Jezeli f jest bijekcja z M do M', to
(Ri,....Rn) € Qu & (f[R1], .., f[Ra]) € Qumr-

Przyktady kwantyfikatoréw Lindstroma:
ally = {(X,Y) e M>: X C Y},
somey = {(X,Y) € M?>: XNY # 0},
morey = {(X,Y) € M?: |X| > |Y|},
Iy ={(X,Y) e M?>:|X|=1|Y|}, (Kwantyfikator Hartiga).
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Narodziny kwantyfikatoréw uogélnionych Kwantyfikatory rozgatezione
Kwantyfikator Henkina

Pamietamy, ze przy tworzeniu prefiksowej postaci normalnej formuty jezyka
rachunku predykatéw wszystkie kwantyfikatory poprzedzajg matryce
formuty. Przy skolemizacji takiej formuty eliminujemy kwantyfikatory

egzystencjalne, wprowadzajac nowe symbole funkcyjne (dla funkcji
Skolema).

Symbol funkcyjny f wprowadzony przez eliminacje kwantyfikatora 3 z
prefiksu kwantyfikatorowego Q1 Q- ... @, ma tyle argumentéw, ile
kwantyfikatoréw ogélnych poprzedza 6w eliminowany kwantyfikator 3 w

prefiksie Q1 Q> . .. Qn.

Powstaje problem, czy ta procedura dobrze opisuje sytuacje, w ktérych
dokonujemy wyboréw niezaleznych.
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Narodziny kwantyfikatoréw uogélnionych Kwantyfikatory rozgatezione
Kwantyfikator Henkina

Henkin wprowadzit uogélnienie tej procedury, dopuszczajac prefiksy
czesciowo uporzadkowane lub inaczej prefiksy rozgatezione, za pomoca
ktérych mozna wyrazi¢ zaleznosci, ktérych nie mozna przedstawi¢ w sposéb
liniowy.

Kwantyfikator Henkina ma posta¢ nastepujaca: |

Vx——-3
T T ey

Czesciowy porzadek prefiksu ma oddawac sytuacje, gdy dokonujemy
wyboréw niezaleznych.
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Narodziny kwantyfikatoréw uogélnionych Kwantyfikatory rozgatezione

Kwantyfikator Henkina

Semantyke dla tego kwantyfikatora ustala sie nastepujaco: ]

Kwantyfikator Henkina to kwantyfikator typu (4) taki, ze:

H = {RC M*:istniejg funkcje f,g na M takie,ze
dla dowolnych a,b € M (a,f(a), b,f(b)) € R}.

Jezyk z kwantyfikatorem Henkina ma moc wyrazania istotnie wieksza niz
jezyk klasycznego rachunku predykatéw. Mozna pokazaé, ze kwantyfikator
Qo Mostowskiego (Qox ¢(x) interpretujemy: istnieje nieskoniczenie wiele x
takich, ze ¢(x)) jest definiowalny przez kwantyfikator Henkina.
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Narodziny kwantyfikatoréw uogélnionych Kwantyfikatory rozgatezione
Kwantyfikator Henkina

Hintikka podaje nastepujacy przyktad, pokazujacy, ze w jezykach
etnicznych postugujemy sie tego typu kwantyfikacja:

Some relative of each villager and some relative of each townsman
hate each other.

Barwise wprowadza rozgatezienia kwantyfikatoréw uogélnionych oraz
pokazuje, ze dla odpowiednich Q1, Q> nawet najprostszy prefiks
rozgateziony:

Q1
Q> >

(nieredukowalny do prefiksu liniowego) pojawia si¢ w jezykach naturalnych.
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Beisarnieias
Kwantyfikacja w jezykach etnicznych

Teza Richarda Montague:

Skwantyfikowane wyrazenia pojawiaja sie jako detrminatory we frazach
rzeczownikowych.
przektada sie na pewne ustalenia dotyczace semantyki.

S=NP+VP NP = Det+ N

NP - fraza rzeczownikowa (Noun Phrase), VP - fraza czasownikowa (Verb
Phrase), Det - determinator (Determiner).

W modelu M = (M, || ||), gdzie M - uniwersum, || || - funkcja denotacyjna,
rzeczowniki (N) sa interpretowane jako podzbiory M, frazy rzeczownikowe
(NP) jako zbiory podzbioréw M, za$ determinatory (Det) jako funkcje
dziatajace z denotacji rzeczownika w denotacje frazy rzeczownikowe;j.

4
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Kwantyfikacja w jezykach etnicznych Determinatory

Kwantyfikacja w jezykach etnicznych

Jesli zatem rzeczowniki denotuja wtasnosci (podzbiory uniwersum), zas
frazy rzeczownikowe zbiory takich wtasnosci, to determinatory denotuja
sposéb taczenia wtasnosci ze zbiorami wtasnosci. Przyktady:
leveryl| (A) = {X C M: AC M},
||most|| (A) ={X C M :|ANX]|>|A—-X|},
[|no|| (A) ={X C M:|AnX]|=0}.

Kwantyfikatory na uniwersum M sa relacjami pomiedzy podzbiorami M.
Kazdej n-argumentowej funkcji D, z (P(M))" do P(P(M)),
przyporzadkujemy (n + 1)-argumentowy kwantyfikator Qps na M:

QMAl...AnB<:>B€ D(AlAn)

Determinatory sa wtedy interpretowane jako monadyczne kwantyfikatory na
danym uniwersum.
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Beisarnieias
Kwantyfikacja w jezykach etnicznych

Kwantyfikator Q nazywamy (prostym) kwantyfikatorem jezyka naturalnego,
jezeli jest on denotowany przez pewien (prosty) determinator jezyka
naturalnego.

Westerstahl proponuje nastepujacy postulat:

Proste determinatory sg statymi: kazdy denotuje okreslony kwantyfikator.

v

Nie wszystkie binarne kwantyfikatory wydaja sie by¢ kwantyfikatorami
jezyka naturalnego. Powstaje pytanie, ktére z nich takimi s oraz jakie
ograniczenia nalezy natozy¢ na kwantyfikatory, aby staty sie interpretacjami
determinatoréw.

v
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Beisarnieias
Kwantyfikacja w jezykach etnicznych

Podstawowym takim warunkiem jest zachowawczos¢ (ang. conservativity): )

CONSERV Dla wszystkich M oraz wszystkich A, B C M,
QMAB & QMA AN B.

CONSERV wzmacnia role pierwszego argumentu Q: tylko ta czes¢ B, ktéra
jest wspdlna z A, jest istotna dla stwierdzenia czy zachodzi relacja Q.

Warunek zachowawczosci nawigzuje do tradycyjnego rozumienia
kwantyfikacji (podmiotu).
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Kwantyfikacja w jezykach etnicznych Determinatory

Kwantyfikacja w jezykach etnicznych
Binarng wersje CONSERV mozna tatwo rozszerzy¢ do
(n + 1)-argumentowych kwantyfikatoréw:

CONSERV  Dla kazdego M oraz wszystkich A, ..., A,, B C M,
QuAL...AB& QMAl...An(Al U...UAn)ﬂB.

tatwo sprawdzi¢, ze tréjargumentowe kwantyfikatory more...than,

fewer...than, as many...as s3 zachowawcze, w przeciwienstwie do
binarnego more.
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Kwantyfikacja w jezykach etnicznych Determinatory

Interpretacje semantyczne niektérych prostych determinatoréw:

allyAB < every,,AB < eachyAB < AC B,
someyAB < ayAB & ANB # 0,
noyAB < zeroyAB & ANB =0,

mostyAB < |ANB| > |A— B|,
bothyAB < allyAB & |A| =2,
neithery AB < noyAB & |A| = 2,
twoyAB < |AN B| > 2,
more...thany A1 A, B < |A;1 N B| > |A2 N B,
fewer...thany A1 A2B < |A1 N B| < |A2N B,
as many...asA1A2B < |A1 N B| = |A2N B].
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Beisarnieias
Kwantyfikacja w jezykach etnicznych

Niektére dalsze determinatory: )

o zalezne od kontekstu (many, few, a large number of, unexpectedly
few, unusualy many,...,)

@ rodzajnik okreslony, zaimki dzierzawcze, zaimki wskazujace

o liczbowe (one, two, exactly five, infinitely many, at most finitely many,
around ten, every third, approximately ten,...)

@ poréwnawcze (more...than, exactly as many...as, ..., fewer of male
than female,...)

o wyjatku (all but five, all but at most three, all but finitely many,...)

all but fiveyyAB < |A—B| =5
all but at most threeyyAB < |[A—B| <3
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Kwantyfikacja w jezykach etnicznych Kombinacje boolowskie

Kwantyfikacja w jezykach etnicznych

Interpretacje kwantyfikatoréw zanegowanych mozna przedstawic¢
nastepujaco:

not QuAB < —-QuAB,

not nie moze jednak sta¢ przed kazdym determinatorem (np. not some, not
most, not at most five s zle sformutowane). Jednak nawet jezeli np. not
most nie jest determinatorem, zanegowany kwantyfikator most mozna
wyrazi¢ innym kwantyfikatorem:

-mosty < |ANB|<|A- B

1
< JANB| < §|A|(na zbiorach skonczonych)
< not more than half (of the),,AB.
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Kwantyfikacja w jezykach etnicznych Kombinacje boolowskie

Kwantyfikacja w jezykach etnicznych

Dowolne dwa kwantyfikatory jezyka naturalnego moga by¢ potaczone za
pomoca and lub or. Klasa binarnych kwantyfikatoréw jezyka naturalnego
jest zamknieta ze wzgledu na koniunkcje i alternatywe.

Istnieja dwie rézne interpretacje kwantyfikatoréw postaci QA and/or B:

QiyA1 and A,B =  QuA; N AB,
QA1 and A2B = QuA1IB & QuA:B,

QYA or AsB = QuA; U AsB,
Q3AL or AB = QuAIB V QuAB.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Naturalnym sposobem badania klasy kwantyfikatoréw jezyka naturalnego
jest obserwowanie efektu jaki wywotuje natozenie na klase wszystkich
kwantyfikatoréw lingwistycznie umotywowanych ograniczen, takich jak np.
CONSERV.

Z tymi ograniczeniami zwigzane s3 semantyczne uniwersalia, tzn. ogélne

stwierdzenia o semantycznej interpretacji kwantyfikatoréw, prawdziwe we
wszystkich jezykach naturalnych.

Westerstahl proponuje nastepujace zatozenie:

e (U1) Kwantyfikatory jezykéw etnicznych sa monadyczne lub sa
redukowalne do kwantyfikatoréw monadycznych.
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WVinuaizslls samemene
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Przypomnijmy, ze zachowawczo$¢ to wtasnos¢ przypisujaca pierwszemu
argumentowi role uprzywilejowana:

CONSERV  Dla kazdego M oraz wszystkich A, ...,An, B C M,
OmAL...AB& QMAl...An(Al U...UAn)ﬂB

CONSERYV pozwala na ograniczenie denotacji frazy czasownikowej do
denotacji rzeczownika.

Extension (rozszerzenie) to wtasnos¢ okreslajaca niezaleznos¢ od
uniwersum:

EXT  Jeseli Ay,..., A, C MC M,
tOQMA]_ . An <~ QM/A]_ . An.
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WVinuaizslls samemene
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Potaczenie CONSERV i EXT daje nastepujacy warunek:

UNIV QuA:.. . ABs QA1U...UAnA1 R An(Al U...u An) N B.

Niezaleznos$é kwantyfikatora od cech indywidualnych obiektéw wyraza:

QUANT  Dla wszystkich M i M, wszystkich bijekcji f : M — M’
oraz wszystkich A1, ..., A, C M,
Q[\/lAl . M,, = QM/f[Al] ce f[An]

Ten ostatni warunek to inne sformutowanie warunku ISOM rozwazanego
juz przez Mostowskiego.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Uniwersalia semantyczne

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

CONSERV, EXT oraz QUANT traktuje sie jako semantyczne
uniwersalia:

e (U2) Kwantyfikatory jezykéw etnicznych spetniaja CONSERV.
e (U3) Kwantyfikatory jezykéw etnicznych spetniaja EXT.
e (U4) Kwantyfikatory jezykéw etnicznych spetniaja QUANT.

v

(U1)—(U4) to pewne zatozenia teorii kwantyfikatoréw jezykéw etnicznych. |
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Kugisfileian (RefEe
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Kwantyfikator n-argumentowy (n > 1) nazywamy logicznym jezeli spetnia
CONSERV, EXT, QUANT.

Dla kwantyfikatoréw binarnych bycie kwantyfikatorem logicznym oznacza
zaleznos$¢ kwantyfikatora jedynie od liczb: |A — B| oraz |[AN BJ.

Twierdzenie.

Binarny kwantyfikator @ jest logiczny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich M, M’ oraz wszystkich A, B C M i A',B' C M':

|A— B| =|A"— B'| oraz |An B| = |A' N B'| implikuje

QOuAB & QM/A/B/.
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Kugisfileian (RefEe
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Dowdéd.

=

Zatézmy, ze Q jest logiczny (spetnia CONSERV, EXT, QUANT) oraz
niech |A— B| =|A"'— B'| i |[ANB| =|A' N B'|. Wtedy na mocy QUANT
QAAANB = QuAA N B, inamocy UNIV QuAB < QuAB'.

P
Jezeli prawa strona réwnowaznosci zachodzi, to QUANT jest spetnione
natychmiastowo.

Wezmy M oraz A, B C M oraz niech M' = A" = A.

Witedy QpmAB < QAAAN B zatem UNIV jest spetnione.

Oznacza to, ze binarne relacje pomiedzy zbiorami moga by¢ zastapione
binarnymi relacjami pomiedzy liczbami kardynalnymi, co bedzie wykorzystane przy
drzewach numerycznych.

v
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Kugisfileian (RefEe
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Klasa kwantyfikatoréw logicznych jest zamknieta ze wzgledu na operacje
boolowskie:

Jezeli Q1 i Q3 spetniaja CONSERV oraz EXT (QUANT), to Q1 N Q>,
Q1 V Q7,1 Q1 réwniez posiadaja te wtasnosci.

Dla binarnego kwantyfikatora @ mozliwe sg dwie (n + 1)-argumentowe
koniunkcje wewnetrzne:

QM A;L...AB e QuALN...NA,B,

Q\2A;...AB= QuAIB A ... N QuA,LB.

Podobnie definiuje sie alternatywy wewnetrzne Q' oraz QV2.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Negacja wewnetrzna

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Jezeli @ jest (n+ 1)-argumentowym kwantyfikatorem, to jego wewnetrzna
negacja jest kwantyfikator Q—, taki, ze:
(Q—|)MA1 .. .An, B <& QMAl .. .AnM — B.

Kwantyfikatorem dualnym @ do @ jest kwantyfikator =(Q—)[= (=Q)-.]
Negacje zewnetrzna oraz wewnetrzna koresponduja odpowiednio z negacja
zdania oraz negacja frazy orzecznikowe;j.

Klasa kwantyfikatoréw logicznych jest zamknieta ze wzgledu na
wewnetrzna koniunkcje i alternatywe (obu rodzajéw) oraz wewnetrzng
negacje i operacje tworzenia kwantyfikatoréw dualnych.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Negacja wewnetrzna

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Westerstdhl twierdzi, ze klasa binarnych kwantyfikatoréw jezykéw
etnicznych jest zamknieta ze wzgledu na zewnetrzng koniunkcje i
alternatywe oraz proponuje nastepujace uniwersale:

o (U5) Jezeli Q1 oraz Q3 sa binarnymi kwantyfikatorami jezykéw
etnicznych, to Q1 A Q3 oraz Q1 V Q3 sa réwniez takimi
kwantyfikatorami.

W przypadku negacji analogiczne stwierdzenie nie jest oczywiste. W
ponizszej tabeli podane s3 przyktady determinatoréw jezyka angielskiego,
dla ktérych mozna znalez¢ negacje jak i determinatory dualne. Znak ,, - "
oznacza, iz trudno znalez¢ negacje badz determinator dualny do danego.
Mozna oczywiscie przedstawi¢ te kwantyfikatory za pomoca odpowiedniej
formuty, jednak nadal pozostaje kwestia znalezienia determinatora
denotujacego dany kwantyfikator.
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Neggae 1 Lapmaileier dueling
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Table:

Q

-Q

Q—|

=

Q

some

every

no

most

many
infinitely many
(at least) n

at most n
(exactly) n
more...than

fewer...than

no
not every

some

at most half

few

at most finitely many
less than n

more than n

not exactly n

at most as many...as
at least as many...as

not every

no

every

less than half

all but at most n
all but n

every
some

not every

at least half

all but a few

all but finitely many
all but less than n
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Nsurellnese
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

n-argumentowy kwantyfikator jest trywialny na M, jezeli Qs jest pusta lub
petna n-argumentowa relacja na P(M).

NONTRIV Q@ jest nietrywialny na pewnych uniwersach.

@ (U6) Proste kwantyfikatory jezykéw etnicznych spetniajg NONTRIV, ]

Kwantyfikatory, ktére naruszaja NONTRIV nie s3 interesujace: zdanie
rozpoczynajace sie od determinatora denotujacego taki kwantyfikator
(spetniajacy EXT) jest albo prawdziwe we wszystkich modelach albo we
wszystkich modelach fatszywe. Kwantyfikatorem trywialnym jest np. mniej
niz zero.

Klasa kwantyfikatoréw nietrywialnych nie jest zamknieta ze wzgledu na
operacje boolowskie.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Nietrywialnosé

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Wzmocniona wersja NONTRIV jest activity:
ACT Q jest nietrywialny na kazdym universum.
Wiele kwantyfikatoréw jezyka naturalnego spetnia ACT, chociaz nawet posréd

prostych kwantyfikatoréw istnieja wyjatki, np.: both, two, three, itp. (Jezeli
w M jest mniej niz cztery elementy, to fourp AB jest zawsze fatszywe).

J. van Benthem podaje jeszcze mocniejszg wersje ACT dla binarnych
kwantyfikatoréw, variety, zas Westerstahl uogélnia ja do (n + 1)-argumentowych
kwantyfikatoréw:

VAR Dla kazdego M oraz wszystkich Ay, ..., A, C M, takich, ze
AiN...NA,#0D, istnieja By, By, takie, ze
QMAl . A,,Bl oraz —|QMA1 . A,,BQ.
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Nsurellnese
Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Zachodza nastepujace implikacje:
VAR = ACT = NONTRIV,

jednak odwrotna implikacje nie sa prawdziwe.

(Przyktadem kwantyfikatora, ktéry spetnia ACT za$ narusza VAR jest
QuAB < |Al =1).

Westerstahl twierdzi jednak, ze wsréd kwantyfikatoréw jezyka naturalnego,
te kwantyfikatory, ktére spetniaja ACT spetniajg réwniez VAR.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Monotoniczno$é

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Binarny kwantyfikator @ jest

MON?, gdy zachodzi QuAB N B C B' = QuAB,
MON|, gdy zachodzi QuAB A B' C B = QuAB,
TMON, gdy zachodzi QuAB N AC A = QA B,
IMON, gdy zachodzi QuAB N A C A= QuAB.

Kwantyfikator Q jest monotoniczny prawostronnie (RIGHT MON), gdy jest
MON? lub MON|, zas monotoniczy lewostronnie (LEFT MON), gdy jest
TMON lub | MON.

Q jest [MON|, gdy jest |MON i MON| jednoczes$nie. Analogicznie dla
TMON?, [MON7T, TMON|.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Monotoniczno$é

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Cztery typy podwdjnej monotonicznosci s zawarte w kwadracie logicznym:

lallt

Tnot all]

Ino|

TsomeT

Inne przyktady podwdjnie monotonicznych kwantyfikatoréw: TMONT: at
least n, infinitely many, | MON|: at most n, at most finitely many.
Kwantyfikatory most, the, John’s s3 MONT, ale nie s3 LEFT MON, zas
kwantyfikatory exactly n, all but n, between five and ten nie s3 ani
LEFT MON ani RIGHT MON.

v
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Monotoniczno$é

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Rézne rodzaje monotonicznosci sa silnymi wtasnosciami kwantyfikatoréw.
Zwiazane s3 tez z rozwazanym w tradycyjnej sylogistyce rozfozeniem
termindw.

@ (1) Zewnetrzna negacja odwraca kierunki RIGHT jak i LEFT MON.
@ (2) Wewnetrzna negacja odwraca kierunek RIGHT MON jednak
zachowuje LEFT MON.

@ (3) Operacja tworzenia kwantyfikatora dualnego zachowuje kierunek
RIGHT MON jednak odwraca kierunek LEFT MON.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Monotoniczno$é

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Twierdzenie.
Przy spetnionych CONSERV oraz VAR, jedynymi podwdjnie monotonicznymi
kwantyfikatorami sa doktadnie te z kwadratu logicznego.

Dowod

Zatézmy, ze Q jest |MON|. Udowodnimy, ze @ musi by¢ no. Wezmy uniwersum
M oraz A,B C M.

(i) Zatoézmy, ze AN B = (. Wezmy niepusty A’ A C A’. Na mocy VAR istnieje
takie C C M, takie, ze QuA'C. Jako, ze Q jest | MON, otrzymujemy QAC, na
mocy MON| zas QuAD. Zatozylismy, ze AN B = (), zatem QuAAN B, z tego
za$ na mocy CONSERV otrzymujemy QuAB.

(ii) Zatézmy, ze zachodzi relacja QpAB . Na mocy | MON| otrzymujemy
QuANBAN B, z czego (MON]) mamy QnAN BAN BN C dla dowolnego

C C M, na mocy CONSERYV otrzymujemy QuAN BC, zatem (VAR) AN B = 0.

W pozostatych trzech przypadkach dowéd przebiega podobnie.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Monotoniczno$é

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Binarny kwantyfikator @ jest:

(i) ciagty prawostronnie (RIGHT CONT), gdy QmAB oraz QpAB” oraz
B C B' C B” implikuje QuAB’,

(i) ciagty lewostronnie (LEFT CONT), gdy QnAB oraz QA" B oraz
ACA C A" implikuje QuA'B.

Kwantyfikator nazywamy STRONG RIGHT (LEFT) CONT jezeli zarazem
on, jak i jego negacja sa RIGHT (LEFT) CONT.

Zaleznos¢ pomiedzy monotonicznoscia i ciggtoscig wyraza nastepujaca
implikacja:

RIGHT (LEFT) MON =

= STRONG RIGHT (LEFT) CONT =

= RIGHT (LEFT) CONT

Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa: np. exactly n jest RIGHT oraz LEFT
CONT, jednak nie jest STRONG RIGHT (LEFT) CONT.
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Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatoréw Monotoniczno$é

Wtasnosci uogélnionych kwantyfikatorow

Barwise i Cooper proponuja nastepujace uniwersale:

e (U7) Binarne kwantyfikatory jezyka naturalnego s3 RIGHT CONT.

Nalezy zauwazy¢, ze kwantyfikator, ktéry jest RIGHT CONT, jest
koniunkcja dwéch kwantyfikatoréw, z ktérych jeden jest MONT zas drugi
MON/, np. exactly n jest koniunkcja at least n oraz at most n.

Jako, ze CONSERYV przypisuje pierwszemu argumentowi role
uprzywilejowang, lewostronne wersje MON czy tez CONT s3 silnigjsze niz
ich prawostronne odpowiedniki.
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Kwantyfikatory binarne

Kwantyfikatory jako relacje

Jezeli zadne inne zatozenia nie beda podane, zaktada sie dalej, ze wszystkie
rozwazane kwantyfikatory sa logiczne (czyli spetniaja CONSERV, EXT,
oraz QUANT) oraz spetniajg NONTRIV.

Dla kwantyfikatoréw w jezykach etnicznych wydaje sie uzasadnione
przyjecie nastepujacego zatozenia:

FIN  Jedynie skoriczone uniwersa brane sa pod uwage.

Z drugiej strony, determinatory takie, jak infinitely many, all but finitely
many wymagaja uzycia modeli nieskoficzonych.
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Kwantyfikatory binarne

WLASNOSC DEFINICJA PRZYKLADY
Kwantyfikator Q jest: gdy:
SYMETRYCZNY QAB = QBA some, no, at least n

at most n, exactly n,
between n and m
ANTYSYMETRYCZNY QAB N QBA=A=B | all

ASYMETRYCZNY QAB = —QBA -
ZWROTNY QAA all, at least five

all but finitely many
QUASI-ZWROTNY QAB = QAA some, most at least n
SLABO ZWROTNY QAB = QBB some, most at least n
QUASI-UNIWERSALNY | QAA = QAB no, not all, all but n
PRZECIWZWROTNY —QAA not all, all but n
LINIOWY QABV QBAVA=B not all
PRZECHODNI QAB N @QBC = QAC | all, all but finitely many
KOLOWY QAB N @BC = QCA | -
EUKLIDESOWY QAB N QAC = QBC | -

ANTYEUKLIDESOWY QAB N QCB = QAC | -
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Kwantyfikatory binarne

Kwantyfikatory jako relacje

Dowodzi sie, ze nie ma kwantyfikatoréw:
@ asymetrycznych,
o euklidesowych
e kotowych.

Twierdzenia te wyjasniaja ,semantyczne luki” w jezykach naturalnych (,-"

w powyzszej tabelce).

Zaden kwantyfikator nie jest jednoczesnie:

@ (1) symetryczny i przechodni,

@ (2) symetryczny i antyeuklidesowy,
@ (3) symetryczny i zwrotny,
° (4)

4) quasi-uniwersalny i zwrotny.
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Kwantyfikatory jako relacje

Jedynym zwrotnym i antysymetrycznym kwantyfikatorem jest all. )
o (1) Jezeli Q jest zwrotny i przechodni, to Q jest | MONT.
o (2) Jezeli Q jest symetryczny, to

o (a) Q jest quasi-zwrotny wtedy i tylko wtedy, gdy Q jest MONT,
o (b) Q jest quasi-uniwersalny wtedy i tylko wtedy, gdy Q jest MON].

Przy zatozeniu FIN oraz ACT, jedynym zwrotnym i przechodnim
kwantyfikatorem jest all.
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Kwantyfikatory binarne

Kwantyfikatory jako relacje

Kwantyfikatory z kwadratu logicznego posiadaja nastepujace wtasnosci

(modulo VAR):

all
some
not all
no

. zwrotny, przechodni,

. symetryczny, quasi-zwrotny,

. przeciwzwrotny, liniowy,

. symetryczny, quasi-uniwersalny.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Kazdy binarny kwantyfikator Q, ktéry spetnia CONSERV, EXT, QUANT,

moze by¢ identyfikowany z binarna relacja pomiedzy liczbami kardynalnymi.
Relacja ta jest definiowana nastepujaco:

Qxy < dla pewnych A, B, takich, ze |A—B|=xi|ANB| =y,
zachodzi relacja QAB.

Z drugiej strony, majac dang dowolna binarna relacje @ pomiedzy liczbami
kardynalnymi, mozna otrzyma¢ odpowiadajacy jej logiczny (czyli
spetnaiajagcy CONSERV, EXT i QUANT) kwantyfikator @ na mocy:

QAB < Q|A— B||ANB|.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Oto kilka numerycznych wersji podanych wczesniej kwantyfikatoréw:

allxy & x =0,

noxy <y =0,

somexy < y # 0,

infinitely many xy < y jest nieskonczona
bothxy & x=0& y =2.

Traktowanie kwantyfikatoréw z perspektywy relacji pomiedzy liczbami
kardynalnymi odpowiednich podzbioréw uniwersum staje sie bardziej
atrakcyjne, gdy zatozymy FIN. Kwantyfikatory staja sie wtedy podzbiorami
N?. N2 moze by¢ reprezentowane przez drzewko numeryczne, w ktérym
kazdy punkt (x, y) posiada dwa nastepniki (x + 1, y), (x,y + 1), ktére to
punkty s3 z kolei poprzednikami punktu (x + 1,y + 1).
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

wiersz x = |A— B] (0,0)
(1,0) (0.1) kolumna y = [AN B]
(2,0) (1.1) (0,2)
(3.0) (21) (1.2) (0.3)
(4.0) (3.1) (22) (1.3) (04) x+y=IA|

Przekatna (diagonalna) w takim drzewie numerycznym to ciag tych par (x,y) dla
ktorych x +y = |A|.
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Reprezentacja numeryczna

+ — —
- + - + - +
- - + - + - - - +
- - - + - + - = - - 4+ +
- - - - + - 4+ - = - - - +
all exactly one most
— + +
- - - + - +
- - + - + + + - +
- - 4+ + - - 4+ + - + - +
- - 4+ + + - - + + + - + -

at least two

half or more

all but an even
number

v
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Dzieki tej technice, mozna podac¢ jakie warunki musza spetnia¢ graficzne

reprezentacje kwantyfikatoréw, aby kwantyfikatory te posiadaty okreslone
wiasnosci:

NONTRIV < w drzewku pojawia sie przynajmniej jeden +
oraz przynajmniej jeden —,

ACT < w goérnym tréjkacie (0,0), (1,0), (0,1) pojawia sie
przynajmniej jeden + oraz przynajmniej jeden —,

VAR < na kazdej diagonalnej (za wyjatkiem (0,0)) pojawia
sie przynajmniej jeden + i przynajmniej jeden —.

Powyzsze warunki obrazuja fakt, ze VAR jest silniejszym zatozeniem niz
ACT.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Podobne warunki mozna okreséli¢ dla monotonicznosci:

MON?T < jezeli jaki$ punkt nalezy do @, to wszystkie punkty
na tej samej diagonalnej na prawo od danego punktu
réwniez naleza do @ (kazdy + wypetnia swoja
diagonalng plusami w prawa strone),

MON| < analogicznie do MONT, tylko w lewa strone,

RIGHT CONT  pomiedzy dowolnymi dwoma + na danej
diagonalnej pojawiaja sie tylko plusy.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Reguty dla lewostronnej wersji monotonicznosci i ciagtosci najlepiej zobrazuja
wykresy:

I[HI
&)
IMON T MON LEFT CONT

)

Wykresy te méwia, ze jezeli punkt (x, y) nalezy do kwantyfikatora Q, to naleza
do niego wszystkie punkty z zakreskowanego obszaru.
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Reprezentacja numeryczna
Twierdzenie. (VAR)

Kwantyfikatorami lewostronnie monotonicznymi sa doktadnie te z kwadratu
logicznego.

Dowéd. Wszystkie kwantyfikatory z kwadratu logicznego sa niewatpliwie
LEFT MON. Rozwazmy wiec w drzewku numerycznym dowolny
kwantyfikator, ktéry jest lewostronnie monotoniczny. Istnieja tylko cztery
mozliwe gérne tréjkaty (na mocy VAR druga diagonalna musi mie¢ postac
+— lub —+). Kazdy z tych czterech tr6jkatéw generuje jeden
kwantyfikator w drzewie (na mocy wczesniejszych obserwacji typéw
monotonicznosci). Fakt ten za$ implikuje mozliwos¢ pojawienia sie +
wytacznie na lewej krawedzi drzewka (w przeciwnym przypadku postawiony
juz — musiatby by¢ +). Plusy musza sie za$ pojawi¢ na lewej krawedzi, bo
w przeciwnym razie naruszatyby VAR. Rozwazanym kwantyfikatorem jest
zatem kwantyfikator no. Podobnie dla reszty TKL.

J. Pogonowski, J. Smigerska (MEQG) Semiotyka logiczna (11-12) 3, 10 stycznia 2008 58 / 93




Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Jedna z podstawowych intuicji dotyczacych statych logicznych jest idea, ze
w semantycznym zachowaniu sie kwantyfikatoréw powinna istnie¢ pewna
»gtadkos¢”.

Intuicje te w czesci oddaje RIGHT CONT:

jezeli QuAB, QnmAB” oraz BC B' C B”, to QuAB’

Wydaje sie uzasadnione wymaganie ciggtosci przy niezachodzeniu relacji:

jezeli ~QuAB, —QunAB" oraz BC B’ C B”, to ~QuAB’

Potaczenie tych dwéch regut wymusza RIGHT MON na kazdej diagonalnej
drzewka numerycznego. Ich koniunkcja bedzie od tej pory oznaczana jako

CONT.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Kolejnym postulatem jest wymaganie gtadkiego przejscia pomiedzy
sasiednimi diagonalnymi. Jezeli zachodzi relacja QAB, to po dodaniu
nowego elementu do A przynajmniej jedna z dwéch opcji (zwiekszenie

|A — B| lub zwigkszenie |A N B|) musi wywotywa¢ zachodzenie Q;
podobnie przy falsyfikacji Q. W terminach drzewka numerycznego warunek
ten ma postac:

jezeli (x,y) € Q, to (x+1,y) € Q lub (x,y +1) € Q,

jezeli (x,y) € Q, to (x+1,y) € Q lub (x,y +1) € Q.
Postulat ten bedzie oznaczany PLUS.

CONT i PLUS wyrazaja mocna forme ciagtosci we trzech gtéwnych
kierunkach w drzewku numerycznym: 7, «—, \_.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Kolejnym warunkiem na to, ze state logiczne nie rozrézniaja liczb
kardynalnych jest postulat, ze kwantyfikatory powinny byé¢ jednolite. Zadna
para (x, y) nie powinna by¢ wyrézniona: kazde przejscie w dét drzewka
powinno odbywa¢ sie w ten sam sposéb. Przejscie o jeden krok w dét moze
by¢ postrzegane jako pewien eksperyment na testowanie zachowania sie
kwantyfikatora. Zaczynajac od dowolnej pary (x,y) (przy Q spetnionym
badz nie), notujemy wartosci prawdziwosciowe dla (x + 1,y) oraz dla

(x,y +1). Istnieje osiem réznych schematéw wartosci prawdziwosciowych

+ —
takiej proby (z ktérych PLUS wyklucza wyniki — — + +).

Warunek jednolitosci (uniformity) ma posta¢:

UNIF  Znak dowolnego punktu w drzewku determinuje znaki
swoich nastepnikéw
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Warunek UNIF méwi o tym, ze wyniki eksperymentu s3 jednolite, zawsze
takie same — nie zalezg od liczby elementéw w odpowiednich zbiorach. Nie

jest istotne, gdzie przeprowadzimy test: kwantyfikator bedzie zachowywat
sie jednolicie.

Twierdzenie. (FIN)

Jedynymi kwantyfikatorami spetnajacymi CONSERV, EXT, QUANT, jak i
CONT, PLUS, UNIF sa kwantyfikatory z kwadratu logicznego.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Dowéd. Wszystkie te kwantyfikatory spetniaja wymienione wtasnosci.
Rozwazmy drzewko numeryczne. Ktére z rozktadéw +/— sa dozwolone
przez wymienione warunki? Na wierzchotku moze pojawi¢ sie zaréwno +
jak i —. Na nastepnej diagonalnej (x + y = 1) jest juz wigcej mozliwosci.
Rozwazmy przypadek, gdy na wierzcho’rkipojawiajiq +. Na mocy VAR

nastepna diagonalna moze mie¢ posta¢ + — lub — +. W pierwszym
przypadku, trzecia diagonalna musi sie zacza¢ od +— (UNIF), zas na mocy
CONT diagonalna ta musi by¢ wypetniona przez —. Procedura ta powtarza
sie, zatem otrzymujemy kwantyfikator no.

Analogicznie postepuje sie w drugim przypadku otrzymujac kwantyfikator
all.

Analogicznie, przypadek, gdy na wierzchotku jest —, generuje
kwantyfikatory not all, some.
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Niektore wtasnosci metalogiczne

Przez Lg oznaczaé bedziemy jezyk KRP z kwantyfikatorem Q.
Interpretacje L wyznaczone beda przez semantyczna charakterystyke Q.
Dla jezyka Lq z ustalong interpretacja semantyczna Q bedziemy tez
uzywac terminu ,logika Lg". Niech X, bedzie a-t3 moca nieskonczona
(gdzie « jest liczba porzadkowa). Zamiast Ng piszemy czasem w. Jesli k, A
sa nieskonczonymi liczbami kardynalnymi, to przez L, rozumiemy jezyk w
ktérym dopuszczalne sa koniunkcje i alternatywy dtugosci mniejszej niz x
oraz prefiksy kwantyfikatorowe dtugosci mniejszej niz A. Tak wiec, L, to
jezyk KRP, klasycznej logiki pierwszego rzedu. Przez L.,y rozumiemy
jezyk, w ktérym dopuszczalne s3 koniunkgcje i alternatywy dowolnej dtugosci
oraz prefiksy kwantyfikatorowe dtugosci mniejszej niz \.

Ponizej podajemy, bez zamiaru systematycznosci wyktadu, wybrane fakty
dotyczace semantyki niektérych uogélnionych kwantyfikatoréw.
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Niektére wtasnosci metalogiczne Kwantyfikator ,istnieje nieskofczenie wiele”

Kwantyfikator ,istnieje nieskonczenie wiele”

Wyrazenie Qox «(x) czytamy: istnieje nieskonczenie wiele x takich, ze
a(x).

Semantyka @y wyznaczona jest przez warunek:

A = Qox ax) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : 2 = «fa]}
jest nieskonczony.

Oto niektore wiasnosci Lg,:

o Standardowy model arytmetyki PA mozna scharakteryzowa¢ w Lg, z
doktadnoscia do izomorfizmu.
Wystarczy do aksjomatéw dyskretnego liniowego porzadku < doda¢
aksjomat: Vx—Qpy y < x.

e W Lg, nie zachodzi gérne twierdzenie Léwenheima-Skolema.

e Lq, nie jest aksjomatyzowalna.
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Kwantyfikator ,istnieje nieskofczenie wiele”
Kwantyfikator ,istnieje nieskonczenie wiele”

W Lg, nie zachodzi twierdzenie o zwartosci.

W Lq, zachodzi dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema.

Petnos¢ (systemu dowodowego z nieskoficzonymi dowodami) dla Lg,
mozna otrzyma¢ przez dodanie reguty infinitarnej:

FZ1x a(x), 37%x a(x), . ..
Qox a(x)
@ Dowolna przeliczalna Ro-kategoryczna teoria w Lg, bez modeli
skoiczonych jest zupetna.

Teoria gestych liniowych porzadkéw jest zupetna w L, .

Lg, jest fragmentem L, co wida¢ z réwnowaznosci:

Qox a(x /\ 32Ny a(x

n<w
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Niektére wtasnosci metalogiczne Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”

Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”

Wyrazenie Q1x «a(x) czytamy: istnieje nieprzeliczalnie wiele x takich, ze

a(x).

Semantyka Q; wyznaczona jest przez warunek:
A = Q1x ax) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : 2 = «fa]}
jest nieprzeliczalny.

Ograniczamy sie do interpretacji nieprzeliczalnych.
Tak jak w L, definiowalne jest pojecie skoficzonosci, tak w Lg,
definiowalne jest pojecie przeliczalnosci.

Oto niektére wiasnosci Lg, : |
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Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”
Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”

@ Teoria gestych liniowych porzadkéw nie jest zupetna w Lg, .

o Gorne twierdzenie Léwenheima-Skolema nie zachodzi w Lg,. Dolne
twierdzenie LS zachodzi w nastepujacej wersji: jesli teoria w Lo,
(mocy co najwyzej N1) ma model, to ma model mocy N;.

o Kazda Nj-kategoryczna teoria w Lo, (mocy co najwyzej Xp) jest
zupetna.

o Teoria ciat algebraicznie domknietych charakterystyki zero jest zupetna
wLg,.

o Lo, jest (!) aksjomatyzowalna.
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Niektére wtasnosci metalogiczne Kwantyfikator Changa

Kwantyfikator Changa

Wyrazenie Q-x a(x) czytamy: istnieje tyle x takich, ze a(x) ile jest
obiektéw w catym uniwersum.

Semantyka Q. wyznaczona jest przez warunek:

A E Qcx a(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : A E afa]}
ma taka sama moc, jak zbiér dom(2).

Oto niektére whasnosci L, :

@ W modelach mocy N; kwantyfikator Q. ma taka samg interpretacje,
jak kwantyfikator Q;.

@ Teoria gestych porzadkéw liniowych nie jest zupetna w Lg,.
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Kuprafilener Cienge
Kwantyfikator Changa

@ Teoria ciat algebraicznie domknietych charakterystyki zero jest zupetna
w Lg,. [Teoria ta dopuszcza eliminacje kwantyfikatoréw 3 i Qc.]

o Jesli przeliczalna teoria w Lo, ma model, ktérego moc jest liczba
kardynalna nastepnikowa, to ma model mocy Rj.

o Jesli przeliczalna teoria w Lo, ma model mocy Xg, to ma modele
kazdej mocy nieskonczone;.

o Niech Val bedzie zbiorem wszystkich zdan Lg_ prawdziwych w
modelach mocy X; i niech Val, bedzie zbiorem wszystkich zdan Lg,
prawdziwych w modelach mocy R,,. Wtedy (przy zatozeniu
uogdlnionej hipotezy kontinuum):

e Valy oraz Val, s3 rekurencyjnie przeliczalne.
o Vali N Val, jest zbiorem wszystkich Lg_-tautologii.
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Reugrailtetar s ezl A o &
Kwantyfikator ,, jest wiecej A niz B”

Wyrazenie Qumx a(x)3(x) czytamy: jest wiecej x takich, ze a(x) niz x
takich, ze ((x). J

Semantyka Qps wyznaczona jest przez warunek: )

A E Qux a(x)B(x) wtedy i tylko wtedy, gdy moc zbioru
{a € dom(2) : A |= afa]} jest wieksza od mocy zbioru
{a € dom(2) : A |= F[a]}.

Oto niektére whasnosci Lg,,: ]
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Reugrailtetar s ezl A o &
Kwantyfikator ,, jest wiecej A niz B”

Standardowy model arytmetyki PA mozna scharakteryzowa¢ w Lq,, z
dokfadnoscia do izomorfizmu.

Lg,, nie jest aksjomatyzowalna.

W Lq,, nie zachodzi: ani dolne ani gérne twierdzenie
Lowenheima-Skolema, ani twierdzenie o zwartosci.

Qo oraz Q. sa definiowalne w Lq,,.

Lg,, Jest logika o znacznej ,mocy wyrazania”: mozna w niej
sformutowa¢ np. zdanie, ktére ma model wtedy i tylko wtedy, gdy
fatszywa jest uogélniona hipoteza kontinuum.
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HKugmfiltesar Reite
Kwantyfikator Henkina

Wyrazenie Qu(x,y, u, v)a(x, y, u,v) jest skrétem dla formuty z
nastepujacym czesciowo uporzadkowanym prefiksem kwantyfikatorowym:

Vx——-dy

S CRATRY

Semantyka dla tego kwantyfikatora wyznaczona jest przez warunek:
A E Quxyuv a(x,y, u, v) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funkcje f oraz g
(okreslone na dom(2l) i o wartosciach w dom(2l)) takie, ze

A= alx, f(x), u, g(v)).

Oto niektore whasnosci Lg,,:
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HKugmfiltesar Reite
Kwantyfikator Henkina

o Kwantyfikatory Qo, Q. oraz Qu sa definiowalne w Lg,,.
@ Lg, nie jest aksjomatyzowalna.
e W Lg,, nie zachodzi twierdzenie o zwartosci.

e W Lg,, nie zachodzi ani dolne, ani gérne twierdzenie
Lowenheima-Skolema.

Widzimy wiec, ze réwniez Lg,, ma znaczng ,moc wyrazania”. J
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Niektére wtasnosci metalogiczne Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Wyrazenie Qmx «a(x) czytamy: obiekty x takie, ze a(x) tworza wigkszos¢
W uniwersum.

Aby poda¢ rozsadng semantyke dla @, trzeba oczywiscie nadaé precyzyjne
znaczenie terminowi ,wiekszos¢”. Nie interesuje nas przy tym rozumienie
tego terminu podane w pierwszej czesci prezentacji, tj. kwantyfikator
most, ktéry miat prosta semantyke: mostAB wtedy i tylko wtedy, gdy
moc zbioru AN B jest wieksza od mocy zbioru A — B. Teraz chodzi o
,wiekszosci” w catym uniwersum.

Sa rézne mozliwosci ustalenia semantyki dla takiego kwantyfikatora.
Podamy jedna z nich, proponowana przez Szrejdera i Vilenkina.

Niech X bedzie zbiorem niepustym i niech B(X) bedzie algebra Boole'a
jego (niekoniecznie wszystkich) podzbioréw taka, ze X € B(X).
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Niektére wtasnosci metalogiczne Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Rodzine M(X) elementéw B(X) nazywamy systemem wiekszosci, jesli:
o (1) M(X)#0
o (2)jesli Ae M(X)i AC B, to B € M(X)

o (3) jesli A € M(X), to dopetnienie A (w sensie algebry B(X)) nie
nalezy do M(X).

Jesli M(X) jest systemem wigkszosci w X, to uktad (X, M(X)) nazywamy
przestrzenig z wigkszoscia. Jesli A € M(X), to A nazywamy
wiekszoscig w X.

Jesli M(X) jest systemem wigkszosci w X, to oczywiscie:
e () ¢ M(X), X € M(X)
o jesli A€ M(X) i B € M(X), to AN B € M(X).

v
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Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina
Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Przestrzenie z wiekszoscia moga byé otrzymane np. wtedy, gdy na X jest
zadana unormowana skonczenie addytywna miara p, dla ktérej B(X) jest
rodzing zbioréw mierzalnych, a systemem wiekszosci jest podrodzina
rodziny B(X), ktérej elementy maja miare nie mniejsza od jakiego$
ustalonego progu 7 > % Jednak istnieja tez przestrzenie z wiekszoscia,
ktére nie moga by¢ przez taka miare okreslone.

Pomijamy tu bardziej szczegétowy opis przestrzeni z wiekszoscig. Dodajmy
jedynie, ze stanowia one prosta i dos¢ adekwatng aparature pojeciowa dla
opisu np. systeméw podejmowania decyzji (przez grupy ekspertéw).

Przestrzenie z wiekszoscig dostarczajg semantyki dla kwantyfikatora
wiekszosci Qp,:

A E Qmx a(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : A = afa]}
jest wiekszoscig w dom(2l), dla pewnego systemu wiekszosci M(dom(21)).
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Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina
Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Kwantyfikator Q. moze byé opisany aksjomatycznie:
® Vx a(x) — Qmx a(x)
0 Qmx ax) — =Qmx —a(x)

o Vx (a(x) = A(x)) = (Qmx a(x) — Qumx B(x)).

Mozna pokaza¢, ze ta aksjomatyka jest trafna i petna wzgledem podanej
wyzej semantyki dla Q.

Pierwsza praca dotyczaca tego kwantyfikatora jest (o ile nam wiadomo):
Vilenkin, N.Ya., Shreider, Yu.A. 1976. Majority spaces and ,majority”
quantifier. Semiotics and Informatics. The Eight Volume. VINITI, Moscow.
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INISSETCRWEER S IS Sl YA Twierdzenia limitacyjne Lindstréma

Moc wyrazania logiki

Uzywalismy dotad w sposéb nieformalny wyrazenia: ,logika L1 ma mniejsza
moc wyrazania niz logika L2". Mozna mu nadac¢ precyzyjny sens (w
terminach semantycznych):

Ly < Ly wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania « logiki L; istnieje
zdanie 3 logiki Ly takie, ze o i 3 maja doktadnie takie same modele. Jesli
L1 = L, oraz nie zachodzi L, < Ly, to piszemy Ly < Ly. Jesli L; < L, oraz
L, < Ly, to piszemy L1 = L,.

o Jesli L1 < Ly, to méwimy, ze L1 ma moc wyrazania nie wieksza niz L.
o Jesli L1 < Ly, to méwimy, ze L1 ma moc wyrazania mniejsza niz Ly.

o Jesli Ly = Ly, to méwimy, ze Ly i L, sa réwnowazne.
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INISSETCRWEER S IS Sl YA Twierdzenia limitacyjne Lindstréma

Moc wyrazania logiki

Niektére z wymienionych wyzej logik s3 uporzadkowane nastepujaco pod
wzgledem mocy wyrazania (strzatka oznacza zachodzenie relacji <):

Lop — Laqu

(tu Oy jest kwantyfikatorem Hartiga, a Q,, jest kwantyfikatorem most).

Jesli ograniczamy sie tylko do modeli skonczonych, to Lo, ~ Lpy.
Logika Lg,, jest réwnowazna logice z kwantyfikatorami: Qg oraz Q,,.
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INISSETCRWEER S IS Sl YA Twierdzenia limitacyjne Lindstréma

Twierdzenia limitacyjne Lindstroma

Wazne ustalenia dotyczace mocy wyrazania réznych logik podaja
twierdzenia Lindstréma:

o Jesli w logice L zachodza: twierdzenie o zwartosci oraz dolne
twierdzenie Léwenheima-Skolema, to L ~ L.

@ Jesli L dopuszcza relatywizacje kwantyfikatoréw, to:

e Jezeli w L zachodza: twierdzenie o petnosci oraz dolne twierdzenie
Léwenheima-Skolema, to L ~ L.

o Jezeli w L zachodza: dolne oraz gérne twierdzenie
Lowenheima-Skolema, to L ~ L.
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INISSETCRWEER S IS Sl YA Twierdzenia limitacyjne Lindstréma

Twierdzenia limitacyjne Lindstroma

Przypominamy, ze:

o Jesli Q jest kwantyfikatorem typu (ki, ..., kn) na zbiorze X, to
relatywizacja @ jest kwantyfikator Q" typu (1, ki, ..., kp)
zdefiniowany nastepujaco:

(Y, A1,...,An) € Q% & (YRNAL...,YNA, € Qy).

e Logika L dopuszcza relatywizacje (kwantyfikatora Q), gdy Lo < L.

Waga twierdzen Lindstrdma polega m.in. na tym, ze pokazuja one, iz
zwarto$¢, petnos¢ oraz nieodréznianie mocy nieskonczonych sa cechami
wyrézniajacymi klasycznej logiki pierwszego rzedu. Twierdzenia Lindstréma
przywotywane sa czesto przez zwolennikéw Tezy Pierwszego Rzedu (First
Order Logic is the Logic.) na rzecz uzasadnienia tej tezy.
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Niektére wtasnosci metalogiczne Logiki infinitarne

Logiki infinitarne

Gdy méwimy o logice, ze jest infinitarna, to mozemy mie¢ na mysli np. to,
ze:

@ rozwazany jezyk dopuszcza formuty nieskonczenie dtugie;
@ dopuszcza sie nieskonczenie dtugie dowody;

@ stosuje sie niefinitarne reguty wnioskowania (np. w-regute).

Oczywiscie, logiki takie maja znacznag moc wyrazania, np.:

e W L, ., scharakteryzowa¢ mozna model standardowy arytmetyki
Peana.

e W L, scharakteryzowa¢ mozna klase wszystkich zbioréw
skonczonych.
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Niektére wtasnosci metalogiczne Logiki infinitarne

Logiki infinitarne

@ Teoria uporzadkowanych ciat archimedesowych jest w L., skoficzenie
aksjomatyzowalna.

o Predykat prawdziwosci formut jezyka o przeliczalnej liczbie symboli
jest definiowalny w L.

@ Pojecie dobrego porzadku nie jest definiowalne w L, ., jest natomiast
definiowalne (pojedyncza formuta) w Ly, -

o W L, dowolna przeliczalng strukture z przeliczalng liczba relacji
mozna scharakteryzowac¢ z doktadnoscia do izomorfizmu (Twierdzenie
Scotta).

e Whtasnosci semantyczne modeli dla logik L, i Loow (np. elementarna

réwnowazno$¢) mozna charakteryzowa¢ metodami algebraicznymi
(twierdzenie Karp o czesciowych izomorfizmach).
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Niektére wtasnosci metalogiczne Logiki infinitarne

Logiki infinitarne

@ Dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema ma swéj odpowiednik w Ly,
oraz wtasciwie we wszystkich logikach infinitarnych. Natomiast gérne
twierdzenie Lowenheima-Skolema-Tarskiego w swojej zwyktej formie
nie zachodzi w tych logikach; dokonuje sie jednak podobnych do niego
ustalen, wykorzystujac tzw. liczby Hanfa.

e W L, zachodzi twierdzenie o petnosci, gdy na infinitarng regute
wnioskowania pozwalajaca wywnioskowaé koniunkcje A @ ze zbioru
przestanek ® narzucimy warunek, aby ¢ byt przeliczalny.

@ Aniw Ly, ani w zadnej z logik L,g, gdzie a > X1, nie zachodzi
twierdzenie o zwartosci. Rozwazano jednak stosowne modyfikacje tego
twierdzenia i wykazano, iz zachodzenie tych uogdlnionych wersji
twierdzenia o zwartosci powigzane jest z istnieniem duzych liczb
kardynalnych.
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Logiki infinitarne

Formuty logiki pierwszego rzedu L, kodowaé¢ mozna liczbami naturalnymi
lub, co na jedno wychodzi, zbiorami dziedzicznie skofczonymi, tj.
elementami zbioru H(w). Z kolei, formuty logiki L., kodowa¢ mozna
elementami zbioru H(w1), tj. zbiorami dziedzicznie przeliczalnymi. Takze
dowody w L,,,, kodowa¢ mozna elementami H(w;).

Dowody w logice L, maja dtugos¢ przeliczalnag. Mozna jednak podac
przyktad zbioru zdan I oraz zdania o z tego jezyka takich, ze ' = o, ale
nie istnieje dowéd o z ' w L, (zob. np. Bell 2004).
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Logiki infinitarne

Zbiér H(wi) jest domkniety na tworzenie przeliczalnych podzbioréw oraz
ciagéw. Jednak fakt wspomniany w poprzednim akapicie wskazuje iz,
moéwiac w uproszczeniu, H(w) nie jest domkniety ze wzgledu na operacje
odpowiadajaca kodowaniu dowodéw z dowolnych ¥; na H(w1) zbioréw
formut.

Naturalne jest w tej sytuacji poszukiwanie takich zbioréw A zastepujacych
H(w1), ktoére bytyby domkniete na operacje odpowiadajace kodowaniom
dowodéw w A oraz rozwazanie tylko takich formut, ktére maja kody w A.
Byta to jedna z motywacji do rozpatrywania tzw. dopuszczalnych
fragmentow La logiki L, -
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Niektére wtasnosci metalogiczne Logiki infinitarne

Logiki infinitarne

Barwise odkryt, ze istnieja przeliczalne zbiory (admissible sets) A C H(w1),
ktére spetniaja powyzsze warunki. Sa to wiec takie uogélnienia zbioréw
dziedzicznie skoficzonych, na ktérych (jako na zbiorach kodéw formut)
mozliwe i sensowne jest uprawianie (uogdlnionej) teorii rekursji oraz teorii
dowodu. Udowodnit takze swoje znamienite twierdzenie o zwartosci: jesli A
jest przeliczalnym zbiorem dopuszczalnym, to kazdy zbiér formut jezyka L
bedacy ¥; na A, ktérego kazdy podzbiér (bedacy jednoczesnie elementem
A) ma model, sam réwniez ma model.

Twierdzenie Barwise'a ma mnogie zastosowania, m.in. pozwala np.
udowodnié, ze kazdy przeliczalny przechodni model dla ZFC ma wtasciwe
rozszerzenie koficowe. Prace Barwise'a to swego rodzaju unifikacja
rozwazan w teorii modeli, teorii rekursji oraz teorii mnogosci.
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Niektére wtasnosci metalogiczne Logiki infinitarne

Logiki infinitarne

Szczegolnie przydatna dla badan zbioréw dopuszczalnych okazata sie wersja
teorii mnogosci KP zaproponowana przez Kripke'go i Platka w potowie lat
szes$¢dziesiatych XX wieku. Jest ona teorig elementarna, ze stata
pozalogiczna €, bedaca pewnym ostabieniem teorii mnogosci
Zermelo-Fraenkla. Nie ma w niej aksjomatu zbioru potegowego, a
szczeg6lng role petnig schematy aksjomatéw Ag-separation oraz
Ag-collection (odpowiedniki schematéw aksjomatéw wyrdzniania i
zastepowania), w ktérych wystepuja formuty klasy Ag. Zbiory przechodnie
A takie, ze (A, €) jest modelem KP nazywane sa zbiorami dopuszczalnymi
(admissible sets). Rozwaza sie takze teorie KPU, czyli teorie KP z
atomami.

Kompletny wyktad teorii zbioréw dopuszczalnych znalezé mozna np. w
klasycznej monografii Barwise 1975. Przystepne i zwiezte oméwienie
(wspotczesnego stanu) tej teorii znajdujemy np. w Keisler, Knight 2004.
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Koniec

Koniec

To byto tylko pobiezne przedstawienie problematyki zwigzanej z
uogdélnionymi kwantyfikatorami. ’

Zainteresowanych t3 problematyka odsytamy do zamieszczonej literatury
przedmiotu. ’
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