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100 lat aksjomatycznej teorii mnogosci

100 lat aksjomatycznej teorii mnogosci

Ernst Zermelo (1871-1953)
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100 lat aksjomatycznej teorii mnogosci

100 lat aksjomatycznej teorii mnogosci

W 1908 roku Ernst Zermelo opublikowat pierwsza aksjomatyke teorii
mnogosci:

@ Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. .
Mathematische Annalen 65, 261-281.

Teoria mnogosci byta intensywnie rozwijana w Warszawskiej Szkole
Matematycznej.

Celem niniejszej dyskusji jest, m.in.:

@ przypomnienie inspiracji dla aksjomatyzacji teorii mnogosci;

@ wskazanie na role Warszawskiej Szkoty Matematycznej w rozwoju
teorii mnogosci.
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Uczestnicy dyskusji

Uczestnikami naszej dyskusji sa Panstwo Profesorowie (w kolejnosci
zabierania gtosu):

Roman Murawski (Uniwersytet im. Adama Mickiewicza)
Jan Zygmunt (Uniwersytet Wroctawski)

Stanistaw Krajewski (Uniwersytet Warszawski)

Zofia Adamowicz (Polska Akademia Nauk)

Janusz Czelakowski (Uniwersytet Opolski)

e 6 6 o6 o o

Krzysztof Wéjtowicz (Uniwersytet Warszawski).

Obowiazki moderatora dyskusji petni Jerzy Pogonowski
(Uniwersytet im. Adama Mickiewicza).
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci

w Szkole Warszawskiej
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Wactaw Sierpinski zainteresowat sie teoria mnogosci okoto 1907 roku. ]
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Wactaw Sierpinski zainteresowat sie teoria mnogosci okoto 1907 roku. ]

Wactaw Sierpinski (1882-1969)

v
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Sierpinski zainteresowat teorig mnogosci Zygmunta Janiszewskiego, Stefana
Mazurkiewicza i Stanistawa Ruziewicza.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Sierpinski zainteresowat teoria mnogosci Zygmunta Janiszewskiego, Stefana
Mazurkiewicza i Stanistawa Ruziewicza.

v

Janiszewski (1888-1920)

v
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Sierpinski zainteresowat teoria mnogosci Zygmunta Janiszewskiego, Stefana
Mazurkiewicza i Stanistawa Ruziewicza.

v

Janiszewski (1888-1920) Mazurkiewicz (1888-1945)

v
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Polski uniwersytet w Warszawie.
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Polski uniwersytet w Warszawie.

@ Profesorami matematyki zostaja:
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Polski uniwersytet w Warszawie.
@ Profesorami matematyki zostaja:

o Z. Janiszewski,
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Polski uniwersytet w Warszawie.
@ Profesorami matematyki zostaja:

o Z. Janiszewski,
o S. Mazurkiewicz,
o W. Sierpinski.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Polski uniwersytet w Warszawie.
@ Profesorami matematyki zostaja:

o Z. Janiszewski,
o S. Mazurkiewicz,
o W. Sierpinski.

e Z. Janiszewski, O potrzebach matematyki w Polsce (1917); proponuje:
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Polski uniwersytet w Warszawie.
@ Profesorami matematyki zostaja:

o Z. Janiszewski,
o S. Mazurkiewicz,
o W. Sierpinski.

e Z. Janiszewski, O potrzebach matematyki w Polsce (1917); proponuje:

o 1. skupienie wysitkéw naukowych na jednym dziale matematyki;

VIl PZF 2008 (panel) Zermelo a Szkota Warszawska Sekcja Logiki 8 /83



Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Polski uniwersytet w Warszawie.
@ Profesorami matematyki zostaja:

o Z. Janiszewski,
o S. Mazurkiewicz,
o W. Sierpinski.

e Z. Janiszewski, O potrzebach matematyki w Polsce (1917); proponuje:

o 1. skupienie wysitkéw naukowych na jednym dziale matematyki;
e 2. stworzenie nowego czasopisma matematycznego.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

VIl PZF 2008 (panel) Zermelo a Szkota Warszawska Sekcja Logiki 9/ 83



Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Teoria mnogosci i dyscypliny pokrewne.
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Teoria mnogosci i dyscypliny pokrewne.
e Fundamenta Mathematicae (od 1920).
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Teoria mnogosci i dyscypliny pokrewne.
e Fundamenta Mathematicae (od 1920).
@ Czasopismo poswiecone ,teorii mnogosci i zagadnieniom pokrewnym

(bezposrednie zastosowania teorii mnogosci), Analysis Situs, logika
matematyczna, badania aksjomatyczne”.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Wielka dalekowzrocznos¢ twércéw Fundamenta — teoria mnogosci
jeszcze nie jest doceniana i w petni uznana.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Wielka dalekowzrocznos¢ twércéw Fundamenta — teoria mnogosci
jeszcze nie jest doceniana i w petni uznana.

@ Akcentowanie powigzania teorii mnogosci z innymi dziatami
matematyki.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Wielka dalekowzrocznos¢ twércéw Fundamenta — teoria mnogosci
jeszcze nie jest doceniana i w petni uznana.

@ Akcentowanie powigzania teorii mnogosci z innymi dziatami
matematyki.

@ Tablica Janiszewskiego — teoria mnogosci zajmuje miejsce szczytowe.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Wielka dalekowzrocznos¢ twércéw Fundamenta — teoria mnogosci
jeszcze nie jest doceniana i w petni uznana.

@ Akcentowanie powigzania teorii mnogosci z innymi dziatami
matematyki.

@ Tablica Janiszewskiego — teoria mnogosci zajmuje miejsce szczytowe.

@ Teoria mnogosci podstawa matematyki w sensie metodologicznym.
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Wielka dalekowzrocznos¢ twércéw Fundamenta — teoria mnogosci
jeszcze nie jest doceniana i w petni uznana.

@ Akcentowanie powigzania teorii mnogosci z innymi dziatami
matematyki.

@ Tablica Janiszewskiego — teoria mnogosci zajmuje miejsce szczytowe.

@ Teoria mnogosci podstawa matematyki w sensie metodologicznym.

@ Nacisk na zastosowania teorii mnogosci w innych dziatach matematyki.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Zwiazki teorii mnogosci z logika i podstawami matematyki oraz z
filozofia matematyki;
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Zwiazki teorii mnogosci z logika i podstawami matematyki oraz z
filozofia matematyki;

@ Stanistaw Lesniewski i Jan tukasiewicz w komitecie redakcyjnym
Fundamenta.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Zwiazki teorii mnogosci z logika i podstawami matematyki oraz z
filozofia matematyki;

@ Stanistaw Lesniewski i Jan tukasiewicz w komitecie redakcyjnym
Fundamenta.

Lesniewski (1886-1939)

v
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Zwiazki teorii mnogosci z logika i podstawami matematyki oraz z
filozofia matematyki;

@ Stanistaw Lesniewski i Jan tukasiewicz w komitecie redakcyjnym
Fundamenta.

Lesniewski (1886-1939) tukasiewicz (1878-1956)

v
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Plany toméw naprzemiennych: teoria mnogosci i jej zastosowania oraz
logika i podstawy matematyki.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Plany toméw naprzemiennych: teoria mnogosci i jej zastosowania oraz
logika i podstawy matematyki.

@ Rozszerzenie perspektywy badawcze;.

VIII PZF 2008 (panel) Zermelo a Szkota Warszawska Sekcja Logiki 12 / 83



Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

@ Plany toméw naprzemiennych: teoria mnogosci i jej zastosowania oraz
logika i podstawy matematyki.

@ Rozszerzenie perspektywy badawcze;.

e Poglady filozoficzne sprawa prywatna.
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Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Plany toméw naprzemiennych: teoria mnogosci i jej zastosowania oraz
logika i podstawy matematyki.

Rozszerzenie perspektywy badawcze;.

Poglady filozoficzne sprawa prywatna.

Dowolne poprawne metody.
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Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Plany toméw naprzemiennych: teoria mnogosci i jej zastosowania oraz
logika i podstawy matematyki.

Rozszerzenie perspektywy badawcze;.
Poglady filozoficzne sprawa prywatna.

Dowolne poprawne metody.

Wazna poprawnos¢ i owocno$¢ metod.

VIl PZF 2008 (panel) Zermelo a Szkota Warszawska Sekcja Logiki 12 / 83



Roman Murawski

Program rozwoju teorii mnogosci w Szkole Warszawskiej

Plany toméw naprzemiennych: teoria mnogosci i jej zastosowania oraz
logika i podstawy matematyki.

Rozszerzenie perspektywy badawcze;.
Poglady filozoficzne sprawa prywatna.
Dowolne poprawne metody.

Wazna poprawnos¢ i owocno$¢ metod.

Wazne wyniki a nie metody.
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Jan Zygmunt

Zermelo a Szkota Warszawska )
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Zermelo a Szkota Warszawska

Tarski (1901-1983) Kuratowski (1896-1980)
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Jan Zygmunt Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

TWIERDZENIE 1. (Zermelo 1904, Tarski 1939, Kanamori 1997). Niech
X bedzie dowolnym zbiorem; niech F bedzie funkcja odwzorowujaca zbidr
potegowy zbioru X w X, tzn. F : P(X) — X. Wtedy istnieje doktadnie
jeden zbiéor W C X oraz jedna relacja < okreslona w X, ktéra scisle dobrze
porzadkuje zbiér W, przy czym spetnione s3 dwa warunki:

o (a) dla dowolnego x € W, F({y €e W:y < x}) = x,
o (b) F(W)e W.

Dyskusja.

1)Funkcja F generuje dobre uporzadkowanie zbioru W tak:
@ a9 = F(@)
o a1 = F({ao}) = F({F(0)})
o a = F({ao,ar}) = F({F(0), F({F(0)})}). itd.
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Jan Zygmunt Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

F zastosowane do pewnego przedziatu poczatkowego zbioru W produkuje
nowy element. Konstrukcja zbioru W jest zakonczona, gdy F nie daje
nowego elementu, tzn. F(W) € W.

2) Zatézmy, ze X C P(X), tzn., ze X jest zbiorem przechodnim. Jesli F
jest identycznoscia na 0, {0}, {0, {0}} ..., to otrzymujemy skohczone liczby
porzadkowe w sensie von Neumanna.

3) Funkcja F nie moze by¢ identycznoscia na catym, zbiorze P(X), o czym
przekonuje nas rozumowanie typu antynomii Russella. Bo gdyby F(Y) =Y
dla kazdego Y € P(X), to P(X) zawieratoby sie w X, tzn. P(X) C X.
Stad jednak wynika sprzecznos¢, jesli wezmiemy pod uwage zbiér

R = {x:x € X Ax ¢ x}. Rozumowanie to odkryt Zermelo wczesniej niz
Russell.
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Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu
Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Szkic dowodu Twierdzenia 1. )

Zbiér Y C X nazywany F-zbiorem, jesli istnieje relacja R, ktéra scisle
dobrze porzadkuje zbiér Y oraz dla kazdego x € Y:

F{y € Y :yRx}) = x.

Méwimy wtedy, ze Y jest F-zbiorem ze wzgledu na relacje R.

Przyktady F-zbioréw: Zbiér pusty jest F-zbiorem i jest nim kazdy z
wymienionych zbioréw:

{FO) 3 {F0), FHF@)D}: {F(0), FHF©)}), FHF©@), FHFO) N}

Nie jest F-zbiorem np. zaden singleton {x}, o ile x # F(().

v
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Jan Zygmunt Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

LEMAT. Jesli Y jest F-zbiorem ze wzgledu na relacje R oraz Z jest F-zbiorem
ze wzgledu na relacje S, to (Y, R) jest przedziatem poczatkowym (Z, S) lub
odwrotnie.

Uwaga. Z lematu wynika — jesli przyjmiemy, ze Y = Z — ze dowolny F-zbiér
jest F-zbiorem ze wzgledu na doktadnie jedna relacje R.

W dowodzie powyzszego Lematu powotamy sie na nastepujace TWIERDZENIE
(o poréwnywaniu zbioréw dobrze uporzadkowanych; patrz K. Kuratowski Wstep
do teorii mnogosci i topologii, PWN, s. 82.): Jesli zbiory A i B sa dobrze
uporzadkowane, to badz zbidr A jest podobny do przedziatu poczatkowego zbioru
B, badz B jest podobny do przedziatu poczatkowego zbioru A.

Niech W =ger suma wszystkich F-zbioréw. Z Lematu otrzymujemy, ze W jest
F-zbiorem ze wzgledu na pewnga relacje, nazwijmy ja <, zatem spefniony jest
wzér (a).

Co do (b), gdyby F(W) ¢ W, to W U {F(W)} bytby F-zbiorem, co przeczy
okresleniu W.
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Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu
Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

WNIOSEK 1. (Twierdzenie Zermela o dobrym uporzadkowaniu.) Jesli
istnieje funkcja wyboru dla P(X), to zbiér X mozna dobrze uporzadkowac.

v

Dowéd. Niech G : P(X) — X bedzie funkcja wyboru. Okreslimy teraz
funkcje f przez wybor z uzupetnien, wedle przepisu — wybieraj z tego, co
zostaje —

o f(Y)=G(X—-Y)dlaY #X

o f(Y) = ustalony element X dla Y = X.

Oczywiscie G(X — Y) € X — Y. Stosujac Twierdzenie 1 do tak okreslonej
funkcji f otrzymujemy, ze W = X.

WNIOSEK 2 (Twierdzenie Cantora o przekatni). Dla dowolnego
F : P(X) — X istnieja dwa rézne zbiory W oraz Y, obydwa definiowalne
za pomoca F, takie ze F(W) = F(Y'); co wiecej Y C W.
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Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu
Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Dowdd. Niech (W, <) bedzie zbiorem rozwazanym w Twierdzeniu 1.

Y =4f {XE W:x< F(W)}
Z Twierdzenia 1, punkt (a): F(Y) = F(W), ale F(W)e W —Y, zatem W # Y.

Inna, niekonstruktywna, wersja dowodu Whniosku 2: J

Niech F : P(X) — X. Rozwazmy zbiér D zdefiniowany nastepujaco:

D={xeX:(32)(x=F(Z)NF(Z) ¢ Z)}.
Zatem dla dowolnego x mamy:
(x) xeD— 32)(x=F(Z)NF(Z) ¢ 2).

Gdyby F(D) ¢ D, to wobec (*) mielibysmy F(D) € D, czyli sprzecznos¢. Zatem
F(D) € D. Stad istnieje Z takie, ze F(Z) = F(D)i F(Z) ¢ Z. Stad D # Z.

v
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Jan Zygmunt Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

WNIOSEK 3 (Uogdlnienie twierdzenia Cantora o przekatni: Tarski 1939).
Niech S bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru X, ktére mozna
dobrze uporzadkowaé¢. Wtedy zadna funkcja F : S — X nie jest
réznowartoéciowa, tzn. X < S.

Inne godne uwagi i wzmianki w tym kontekscie twierdzenia:

TWIERDZENIE 2 (Uogdlnienie tw. Cantora; Dilworth & Gleason, 1962).
Niech (E, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Niech S bedzie
rodzing wszystkich przedziatéw poczatkowych zbioru (E, <). Jesli

F : E — S jest homomorfizmem porzadkowym, tzn. dla dowolnych

x,y € E, jesli x < y, to F(x) C F(y), to F nie jest surjekcja.
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Jan Zygmunt Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

TWIERDZENIE 3 (Twierdzenie Fregego; J. Bell, 1999). Niech v bedzie

funkcja okreslona na pewnej rodzinie podzbioréw zbioru E i wykonalng w E

oraz spetniajaca warunki:

v

e () € dom(v),
e (YU € dom(v))(Vx € E — U)U U {x} € dom(v),
e (VU,V € dom(v))[v(U) = v(V) < U= V].

Wtedy mozemy zdefiniowaé zbiér N C E, element 0 € N oraz funkcje
nastepnika s : N — N w taki sposéb, ze uktad (N, 0, s) jest modelem
aksjomatéw Peany.
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Jan Zygmunt Pierwszy dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Pierwszy dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

TWIERDZENIE 4 (Inne uogélnienie Twierdzenia Cantora o przekatni;
G. Kirmayer 1981).

@ (a) Jesli zbior E zawiera podzbiér nieskonczony oraz ko-nieskonczony
(tzn. ktérego dopetnienie tez jest nieskoficzone), to nie istnieje
surjekcja F : E — Sy, gdzie S; jest rodzina wszystkich
nieskonczonych i ko-nieskoinczonych podzbioréw zbioru E;

o (b) Jesli E jest zbiorem nieskoficzonym, to nie istnieje surjekcja

F:E — Sy, gdzie S, jest rodzing wszystkich nieskonczonych
podzbioréw zbioru E.
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Jan Zygmunt Dowdéd Zermela twierdzenia Schrédera-Bernsteina

Dowdd Zermela twierdzenia Schrodera-Bernsteina

TWIERDZENIE SCHRODERA-BERNSTEINA. Jesli zbiér M jest
réwnowazny z jakas swoja czescia M’, to jest tez réwnowazny z kazdg inng
czesciag My, ktéra zawiera M’ jako czesé sktadows.

Inaczej, jesli M C My C M oraz istnieje bijekcja f : M — M’, to istnieje
bijekcja g : M — M.

Dowéd Zermela (1908a, tw. 25).
Zdefiniujemy zbiér Q oraz funkcje F : P(M) — P(M) nastepujaco:

Q=M —M F(A)=QU fA)

Funkcja F jest monotoniczna.
Niech T={AC M: F(A) C A}.
T#0,boMe T. Niech Ag=(\T. Wtedy Ap e T.

v
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Jan Zygmunt Dowéd Zermela twierdzenia Schréodera-Bernsteina

Dowdd Zermela twierdzenia Schrodera-Bernsteina

Ponadto F(Ap) = Ap. Gdyby bowiem F(Ap) C Ap, to — wobec

monotonicznosci — F(F(Ao)) C F(Ao) C Ao, co przeczytoby definicji Ay.

Zatem

Stad
My = Ao U (M’ — F (Ao)) oraz M =

s3 sumami roztacznymi.

Stad istnieje bijekcja z My na M’, mianowicie na Ag jest to f, a na
pozostatym zbiorze identycznosé.
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Jan Zygmunt Dowdéd Zermela twierdzenia Schrédera-Bernsteina

Dowdd Zermela twierdzenia Schrodera-Bernsteina

@ 1. Dowdd powyzszy jest niepredykatywny (kiedy stwierdza sie, ze Ag € T).

@ 2. Zermelo podkresla znaczenie aksjomatéw zbioru potegowego i
wyrézniania w konstrukgji tego dowodu.

@ 3. W dowodzie nie uzywa sie liczb naturalnych ani zasady indukcji zupetnej;
ten fakt podkresla sam Zermelo w przypisie 29. Wykorzystuje sie wytacznie
teorie fancuchéw Dedekinda.

@ 4. Zermelo swoj dowdd przestat Poincarému w liscie (styczen 1906), a tenze
go opublikowat w 1906 r. Wczesniej jednak Zermelo zakomunikowat swoj
dowdd Hilbertowi (w liscie z 28 czerwca 1905 r.).

@ 5. Podobny dowéd opublikowat Peano (1906). Wilkosz (cf. tenze, Podstawy
ogdlnej teorii mnogosci, 1925, por. s. 50) daje pierwszenstwo Peanie: ,|dea
dowodu Peany pozwolita na koniec Ernestowi Zermelo na zbudowanie
przepieknego dowodu (...)". Réwniez Russell byt tym dowodem urzeczony.
(cf. List Russella do Jourdaina z 15 Ill 1908, opublikowany w
Grattan-Guinness 1977, s. 109.)
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Jan Zygmunt Dowdéd Zermela twierdzenia Schrédera-Bernsteina

Dowdd Zermela twierdzenia Schrodera-Bernsteina

Powyzsze twierdzenie i jego dowéd byty modyfikowane i uogélniane w
pracach: S. Banacha (1924), K. Kuratowskiego (1925),
Lindenbauma-Tarskiego (1926, Twierdzenie o wartosci Sredniej),

A. Tarskiego i Knastera (abstrakty z 1928), Ulama (1929),

Tarskiego (1948), Sikorskiego (1948).

Petnej algebraizacji watkéw zwiazanych z tw. Schrodera-Bernsteina
dokonat Tarski w pracy A lattice theoretical fix-point theorem and its
applications, 1955; w szczegélnosci na uwage zastuguje twierdzenie z
dziedziny algebr Boole'a, ktére w literaturze przedmiotu nazywane jest
. Tarski-Schréder-Bernstein theorem”.
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Jan Zygmunt Drugi dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Drugi dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

.Lezaca u podstaw nowego dowodu definicja dobrego uporzadkowania, jaka
pojawia sie juz w sformufowaniu twierdzenia ma te zalete, ze odnosi sie wytacznie
do elementarnych poje¢ teorii mnogosci, podczas gdy, jak uczy doswiadczenie,
przy utartych przedstawieniach niedoinformowani sktonni sa do szukania jakiej$
mistycznej tresci poza, raptownie wprowadzong, Cantorowska relacja a < b.
Nasza definicja moze zosta¢ tu raz jeszcze wyczerpujaco sformutowana w sposéb
nastepujacy:

Definicja. Zbiér M nazywa sie ,,dobrze uporzadkowanym”, gdy kazdemu jego
elementowi a odpowiada jednoznacznie jako ,reszta” pewien podzbicr R(a) i gdy
kazdy niepusty podzbicr P [zbioru] M zawiera jeden i tylko jeden ,element
pierwszy”, tj. taki element pg, ktdrego reszta R(pg) obejmuje zbior P jako
podzbicr."

Ernst Zermelo: Neuer Beweis fiir die Mdglichkeit einer Wohlordnung.
Mathematische Annalen 65, 1908, 107-128.
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Jan Zygmunt Drugi dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Drugi dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Twierdzenie. Jesli, na podstawie jakiegokolwiek prawa, z kazdym
niepustym podzbiorem zbioru M jest stowarzyszony pewien z jego
elementéw jako ,.element wyrézniony”, to zbior $A( M) wszystkich
podzbioréw M posiada jeden i tylko jeden podzbiér M o tej wtasnosci, ze
kazdemu dowolnemu podzbiorowi P [zbioru] M odpowiada zawsze jeden i
tylko jeden element Py z M, ktéry zawiera P jako podzbior oraz [jakis]
element z P jako element wyrézniony. Zbiér M jest dobrze uporzadkowany
przez M.

Ernst Zermelo: Neuer Beweis fiir die Mdglichkeit einer Wohlordnung.
Mathematische Annalen 65, 1908, 107-128.
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Drugi dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu
Drugi dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Rodziny zbioréw nasycone (czyli maksymalne). Niech K bedzie rodzing
(klasg) rodzin podzbioréw zbioru M, czyli niech K C P(P(M)). Rodzine M
nazywaé bedziemy nasycona (lub tez maksymalna) w klasie K, jesli M € K oraz
nie istnieje w K rodzina M’ | bedaca whasciwym nadzbiorem M; symbolicznie

-IM[M' € KAMC M AM #£ M.

W dalszym ciggu ustalimy uwage na rodzinach monotonicznych, czyli na klasie
MON, ktéra definiujemy nastepujaco:

MeMON = MC P(M)A (VA,BEM)AC BV BCA]

Warunek powyzszy méwi, ze kazde dwa zbiory nalezace do rodziny monotonicznej
M s3 poréwnywalne ze wzgledu na inkluzje C. Rodziny monotoniczne zwane s3
tez dlatego faricuchami. Jesli M jest rodzing monotoniczna, to dla dowolnych
réznych zbiorow A, B € M mamy: AC B lub B C A.

y
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Drugi dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu
Drugi dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Rodziny zbioréw wyznaczajace relacje porzadkujace. Dla M C P(M)
niech formuta (predykat) x <pm y bedzie skrétem nastepujacej formuty:

FAeM)[yc Arnx ¢ A

Bedziemy méwi¢, ze relacja <y jest wyznaczona przez M, a rodzina M
ustala relacje <m.

TWIERDZENIE 1. Jesli M jest elementem maksymalnym w MON, to
predykat <, definiuje w M relacje przechodnia, asymetryczna i spéjna.

TWIERDZENIE 2. Jesli M jest zbiorem uporzadkowanym przez relacje
<, to rodzina R wszystkich jego reszt jest maksymalna rodzina
monotoniczng w P(M). Ponadto, rodzina reszt R jest jedyna rodzina
monotoniczng w P(M), ktéra wyznacza relacje <.

v
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Drugi dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu
Drugi dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Rodziny zbioréw wyznaczajace relacje dobrego uporzadkowania. Niech teraz
DOB oznacza zbidr wszystkich rodzin podzbioréw zbioru M, ktére s3 dobrze
uporzadkowane przez relacje odwrotnej inkluzji, czyli

D € DOB < D C P(M) i D jest dobrze uporzadkowane przez 2

TWIERDZENIE 3. Jesli M jest maksymalnym elementem w DOB, tzn. M jest
dobrze uporzadkowane przez D oraz nie istnieje takie M’ € DOB, ze M’ £ M,
M C M’, to relacja x <m y dobrze porzadkuje zbiér M.

TWIERDZENIE 4. Niech M C P(M) bedzie rodzing monotoniczna
(tancuchem) dobrze uporzadkowanga przez relacje inkluzji odwrotnej. Wtedy
nastepujace warunki s3 réwnowazne:

(1) Zbiory M i () naleza do M oraz dla dowolnego X € M: 1° jesli X jest
bezposrednim nastepnikiem Y € M, to X ma doktadnie jeden element wiecej niz
Y; 29 jesli zag X jest elementem granicznym, tzn. X nie jest bezposrednim
nastepnikiem zadnego elementu, to X jest iloczynem mnogosciowym wszystkich
swoich poprzednikéw.

(2) M jest maksymalna.
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Jan Zygmunt Drugi dowéd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Drugi dowdd twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu

Rodzina M (wystepujaca w oryginalnym sformutowaniu TWIERDZENIA) jest w
trakcie dowodu definiowana w kolejnych krokach:

1. Niech ¢ bedzie funkcja wyboru dla zbioru M, tzn. jest okreslona na
P(M) —{0}.
2. Zbiér Z nazywa sie ©-tancuchem w P(M), jesli

e (i)ZC P(M),
o (i)MeZ,
o (iii) Jezeli A€ Z, to A— {p(A)} € Z.

o (iv) Jezeli X C Z, to( X € Z.

3. Rodzina M jest ex definitione iloczynem mnogos$ciowym wszystkich
©-tancuchéw w P(M).

Dowodzi sie, ze M jest rodzing maksymalna, dobrze uporzadkowana przez O;
doktadniej, ze nalezy do DOB.
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Aksjomat wyboru w Szkole Warszawskiej
Aksjomat wyboru w Szkole Warszawskie;

Temat jest nadzwyczaj rozlegty. Obszerne fragmenty ksigzki G. Moore'a
Zermelo's Axiom of Choice, 1982, opisuja osiagniecia Szkoty Warszawskiej
w tym wzgledzie.

@ Rozprawa Sierpinskiego L axiome de M. Zermelo. .., 1918; jej sens
ideowy.

@ Co mozna znalez¢ na temat aksjomatu wyboru w trzech kolejnych
wydaniach Zarysu teorii mnogosci Sierpinskiego?
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Aksjomat wyboru w Szkole Warszawskiej
Aksjomat wyboru w Szkole Warszawskie;

Matematycy i logicy warszawscy odkrywali:

@ nowe réwnowazniki aksjomatu wyboru w réznych dziatach teorii mnogosci i
poza nig;

@ stabsze wersje aksjomatu wyboru w teorii mnogosci, algebrze i metalogice;

@ zdania (twierdzenia), z ktérych aksjomat wyboru wynika.

Ponadto:

@ dowodzili nowych twierdzen, stosujac aksjomat wyboru (np. w teorii miary,
teorii algebr Boole'a);

@ rugowali aksjomat wyboru (gdzie byto to mozliwe) z dowodéw znanych
twierdzen i zastepowali dowody nieefektywne efektywnymi;

@ w latach pézniejszych przyczynili sie do nadania aksjomatowi wyboru
charakteru topologicznego.
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Stanistaw Krajewski

O metodzie aksjomatycznej ]
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Zofia Adamowicz

Droga od Zermelo do forsingu J
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Zofia Adamowicz

Droga od Zermelo do forsingu

Przesledze w wielkim skrécie rozwéj teorii mnogosci od Zermelo do
Cohena, zwracajac szczegdlng uwage na watek dotyczacy ustalenia statusu
pewnika wyboru i hipotezy continuum w teorii mnogosci, a takze na polski
wktad w ten proces.

Akcenty polskie sa wyttuszczona czcionka. )

Korzystam gtéwnie z artykutu historycznego: Gregory Moore ,, The Origins
of Forcing” (Logic Colloquium 86, Leeds).
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Zofia Adamowicz Podwaliny teorii mnogosci: Cantor i Zermelo

Podwaliny teorii mnogosci: Cantor i Zermelo

Cantor (1845-1918) Zermelo (1871-1953)
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Zofia Adamowicz Podwaliny teorii mnogosci: Cantor i Zermelo

Podwaliny teorii mnogosci

Historie teorii mnogosci mozna zaczaé od pracy Cantora z 1874 roku, w
ktérej dowodzi on, ze s3 co najmniej dwie moce nieskonczone. Dowodzi
mianowicie, ze:

R nie jest réwnoliczne z N.

Cantor stawia sobie pytanie — czy istnieja inne moce? Czy s3 takie wsréd
mocy podzbioréw prostej?

Stawia hipoteze (1878): NIE MA. To stawna Hipoteza Continuum.

Od 1874 prébuje udowodni¢ swoja hipoteze. Che¢ udowodnienia tej
hipotezy byta jego gtéwnga sita twércza. Podchodzit do problemu z dwéch
stron:

@ bezposrednio — badat zbiory liczb rzeczywistych i ich moce

@ posrednio — badat jakie w ogéle moce moga istniec.
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Zofia Adamowicz Podwaliny teorii mnogosci: Cantor i Zermelo

Cantor i Zermelo

Cantor sformutowat nastepujacy postulat:
@ Kazdy zbiér moze by¢ dobrze uporzadkowany — , policzony”.

Odtad w teorii mnogosci mozna wyodrebni¢ dwa watki — ewolucje pojecia
liczby porzadkowej i liczby kardynalnej oraz ewolucje dowodéw powyzszego
postulatu. Zajme sie watkiem drugim.

W 1904 roku Ernst Zermelo sformutowat aksjomat wyboru i z jego pomoca
udowodnit twierdzenie:

o Kazdy zbiér moze by¢ dobrze uporzagdkowany.

Metoda Zermelo jest inna niz metoda ,liczenia” Cantora. Cantor musiat
wielokrotnie ,wybiera¢” ze swego zbioru element x — taki, ktéry jeszcze nie
zostat ,policzony”. Metoda Zermelo polega na jednokrotnym dokonaniu
wyboru po jednym elemencie, ze wszystkich podzbioréw X, a potem na
uzyciu tej selekcji do uporzadkowania X.
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Zofia Adamowicz Podwaliny teorii mnogosci: Cantor i Zermelo

Zermelo

Dowdd Zermelo zostat jednak zakwestionowany przez wspétczesnych mu
matematykéw, miedzy innymi przez Hessenberga i Bernsteina.
Zakwestionowano podstawy na ktérych jest on oparty — niejasnosé¢
uzytych poje¢, np. pojecia funkcji oraz uzytych srodkéw, np. wybierania
podzbioréw ze zbioréw sktadajacych sie z elementéw o okreslonej
wiasnosci. W roku 1908 Zermelo uscislit swéj dowéd. Opart pojecie funkgji
na pojeciu zbioru — potraktowat jg jako zbiér par. Z kolei pozostawato
niejasne czym jest para. Pojecie pary uporzadkowanej dwéch obiektéw
przeszto ciekawa ewolucje — kilku matematykéw podato rézne definicje.
Ostatecznie przyjeta sie definicja Kuratowskiego. Takze na potrzeby swego
dowodu Zermelo sformutowat aksjomatyke, zawierajaca miedzy innymi
aksjomat pozwalajacy wybiera¢ ze zbioréw podzbiory wyréznione jako
zbiory elementéw majacych dang wtasno$¢ — aksjomat wyrézniania.

A wiec pierwsze aksjomatyczne ujecie teorii mnogosci wyrosto z dowodu
twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu.
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et (maeged, AC i € paed Gl
Teoria mnogosci, AC i CH przed Godlem

Fraenkel w 1921 roku prowadzit dyskusje z Zermelo nad potrzeba
aksjomatu zastepowania.

W 1922 roku Fraenkel sformutowat aksjomat zastepowania.

Takze w 1922 roku podat dowéd niezaleznosci pewnika wyboru od
aksjomatéw Zermelo (bez zastepowania), uzywajacy urelementéw.

W 1923 Skolem sformutowat teorie mnogosci jako teorie pierwszego rzedu.
Zauwazyt istnienie modelu przeliczalnego (twierdzenie
Skolema-Léwenheima), a wiec zauwazyt, ze nieskonczonos¢ wieksza niz
przeliczalna jest relatywna. W dopisku do swego artykutu zasugerowat
pomyst dotozenia do przeliczalnego modelu nowego zbioru liczb
naturalnych, analogicznie do dotozenia v/2 do ciata. Postulowat mozliwos¢
niezaleznosci hipotezy continuum.
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et (maeged, AC i € paed Gl
Teoria mnogosci, AC i CH przed Godlem

W 1934 roku Tarski udowodnit stabe gérne twierdzenie
Skolema-Léwenheima: jesli teoria pierwszego rzedu ma model
nieskonczony, to ma model nieprzeliczalny (appendix do pracy
Skolema).

W latach 1929-1939 toczyta sie zarliwa dyskusja pomiedzy Zermelo a
Skolemem nad wyborem logiki adekwatnej dla teorii mnogosci —
pierwszego czy drugiego rzedu oraz, odpowiednio, dyskusja nad wtasciwym
sformutowaniem aksjomatu zastepowania. Zermelo byt za logika drugiego
rzedu. W wyktadzie z 1931 roku Zermelo skrytykowat i odrzucit to co
nazwat , Skolemizmem”. Upierat sig, ze prawdziwos¢ hipotezy continuum
nie zalezy od modelu.

W Warszawie hipoteza continuum fascynowata Sierpinskiego. W
1934 roku Sierpinski wydat ksiazke ,Hypothése du continu”, gdzie
rozwazyt okoto stu réwnowaznikéw hipotezy continuum dotyczacych
wewnetrznej struktury prostej i ptaszczyzny.

v
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Zofia Adamowicz Godel

Godel

W 1937 roku Godel dat wyktad w Wiedniu na temat zbioréw konstruowalnych.
Udowodnit, ze w uniwersum konstruowalnym zachodzi pewnik wyboru, a wiec
udowodnit niesprzecznos¢ pewnika wyboru (byt tam Mostowski).

Dopiero w listopadzie 1938 roku Godel opublikowat dowéd, ze w uniwersum
zbioréw konstruowalnych zachodzi uogélniona hipoteza continuum. Wydaje sie,
ze miat ten dowdd wkrétce po wyktadzie w Wiedniu. Nie ogtaszat go przez rok,
bo szukat przez ten czas dowodu niezaleznosci hipotezy continuum.

Przy okazji nadania Cohenowi medalu Fieldsa na kongresie w Moskwie w 1966
roku Church stwierdzit, ze Godel w 1942 miat dowdd niezaleznosci V = L od
teorii typéw. Zas Wang w artykule z 1976 roku twierdzi, ze w 1943 roku Gdédel
miat dowdd niezaleznosci pewnika wyboru od teorii typéw. Godel to potwierdzit,
jednoczesnie wyraznie stwierdzajac, ze jego metoda nie pozwala na uzyskanie
zadnego silniejszego wyniku. Jednak wedtug Solovaya, dowody Godla miaty
posmak forsingu.
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Ml sy @Bl & Caliamar
Miedzy Gédlem a Cohenem

Gédel (1906-1978) Cohen (1934-2007)
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Ml sy @Bl & Caliamar
Miedzy Godlem a Cohenem

Mostowski (1939) badat pewnik wyboru dla rodzin zbioréw skoniczonych i
podat ostateczng konstrukcje modeli Fraenkla-Mostowskiego.

Sierpinski (1947) pokazat, ze uogdlniona hipoteza continuum [nie ma
mocy posredniej miedzy m a 2™] implikuje pewnik wyboru (fakt
zasugerowany przez Lindenbauma i Tarskiego).

Mostowski (1949) udowodnit lemat o kontrakcji — ufundowany model
spefniajacy aksjomat ekstensjonalnosci jest izomorficzny ze struktura
przechodnia.

Novak i Mostowski (1950) pokazali, ze teoria mnogosci Godla-Bernaysa
jest konserwatywnym rozszerzeniem teorii Zermelo-Fraenkla (ZF). Ten
wynik uprosScit badanie zagadnien niesprzecznosci.

Mostowski (1952) i niezaleznie Wang pokazali, ze teoria Zermelo nie jest
skonczenie aksjomatyzowalna. W obu dowodach byty luki. Zostaty one
zauwazone przez Montague.
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Ml sy @Bl & Caliamar
Miedzy Gédlem a Cohenem

di

Andrzej Mostowski (1913-1975)
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Ml sy @Bl & Caliamar
Miedzy Godlem a Cohenem

W 1957 roku Montague pokazat, ze teoria ZF nie jest skonczenie
aksjomatyzowalna nad teorig Zermelo.

W 1953 roku Shepherdson udowodnit, ze nie da sie pokazaé¢ niezaleznosci
pewnika wyboru ani hipotezy continuum metoda modeli wewnetrznych. ’

W 1956 roku Levy zdefiniowat wzgledna konstruowalnosé. ]
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Zofia Adamowicz Cohen

Cohen

Pierwszym odkryciem Cohena byto pokazanie istnienia modelu
minimalnego. W szczegélnosci wynika stad niemozliwos¢ udowodnienia
niezaleznosci pewnika wyboru ani hipotezy continuum metoda modeli
wewnetrznych. Cohen nie wiedziat o pracy Shepherdsona. Byt zdziwiony,
ze Kreisel i Scott nie znali ,tak elementarnego wyniku".

W 1962 roku Cohen miat juz idee forsingu. Potem ja zarzucit na kilka
miesiecy, bo napotkat trudnosci. Popadt w depresje. Przetom nastapit w
srodku kwietnia 1963. Zreferowat wtedy dowéd Fefermanowi.

Wydat tez preprint ,, The independence of the axiom of choice” zawierajacy
peten dowdd niezaleznosci V = L (stwierdzenia, ze wszystkie zbiory s3
konstruowalne), AC (aksjomatu wyboru) i CH (hipotezy continuum) od
ZF + AC uzywajacy forsingu i jezyka rozgatezionego.

Feferman i inni nie wierzyli w poprawnos¢ dowodu Cohena.
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Zofia Adamowicz Cohen

Cohen

15 kwietnia 1963 Kreisel napisat do Godla o wynikach Cohena (nawigzat do
metody priorytetu).

24 kwietnia Cohen napisat do Gédla. Pare dni pézniej spotkat sie z Godlem.

6 maja Cohen napisat do Gdédla o swoim niepokoju, czy nie ma w jego
maszynopisie subtelnego btedu i o tym, ze Kreisel i Scott wystuchali go, ale Scott
potem podnidst , gtupig” watpliwos¢, a wiec niewiele zrozumiat. Prosit Gédla o
imprimatur i dat mu czas ,,do nastepnego weekendu”. Napisat, ze jest w wielkim
napieciu nerwowym. Wzbudzit wspétczucie Godla.

20 czerwca Godel odpisat: ,Mam nadzieje, ze Pana napiecie nerwowe nie
przeszkadza Panu w Pracy. Wtasnie uzyskat Pan najwazniejsze wyniki w teorii
mnogosci od czasu jej aksjomatyzacji. Powinien Pan by¢ w znakomitym nastroju”.
Weczesniej 7 maja Sacks pisat do Goédla. Aprobowat dowdd Cohena i napisat, ze
sktada sie on z wczesniej znanych prostych pomystéw sprytnie potaczonych w
catos¢.
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Zofia Adamowicz Cohen

Nowatorstwo metody Cohena

Czego Cohen uzyt?

modelu przeliczalnego (Skolem)
modelu dla V = L (Gddel)
wzglednej konstruowalnosci (Levy)

zasady refleksji i lematu o kontrakcji (Mostowski)

jezyka rozgatezionego (Gddel).

Co byto zupetnie nowe:

@ pojecie forsowania

@ pojecie zbioru generic

@ budowanie modelu ze skoficzonych klockéw niepetnej informacji o nim.
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Zofia Adamowicz Postowie

Postowie

W latach 1965-1967 Scott i Solovay stworzyli modele boolowskie dla teorii
mnogosci. Przy okazji zauwazyli, ze elementy algebry Boole'a
uzupetniajacej zbiér warunkéw forsujacych moga by¢ traktowane jako
zbiory regularne otwarte w pewnej przestrzeni topologicznej (uogélniajacej
przestrzef Stone'a). W 1969 roku Mostowski napisat monografie
»Constructible sets with applications”’, w ktérej zdefiniowat forsing
topologiczny.

Filtr generic okazat sie takim filtrem, o jakim mowa w lemacie
Rasiowa-Sikorski, 1960. Lemat Rasiowa-Sikorski jest prostym
faktem algebraicznym, ktéry nabrat znaczenia w zwigzku z
forsingiem. Jego sformutowanie w tym wifasnie czasie $wiadczy o
tym, ze takie idee wéwczas wisialy w powietrzu. Nie mozna jednak
twierdzié, ze przyczynit sie do odkrycia forsingu.

v
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VA EWAET IeTerd Postowie

Postowie

Rasiowa (1917-1994) Sikorski (1920-1983)
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Janusz Czelakowski

Kategoryczno$¢ teorii mnogosci |
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Janusz Czelakowski Kategorycznosé teorii mnogosci

Kategorycznosc¢ teorii mnogosci

Of all the cardinalities only the finite ones and the denumerable one
remain. Only these have real meaning; everything else is formalistic fiction.
John von Neumann |

@ Zermelo — ,definite properties of sets” i posta¢ aksjomatu
wyrézniania.

e Skolem — identyfikacja definite properties z formutami pierwszego
rzedu.

@ Teoria mnogosci uprawiana w ramach logiki pierwszego rzedu.

@ Przeliczalne modele ZF.

@ Polemiki pomiedzy Zermelo a skolemitami.
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Kategorycznosc¢ teorii mnogosci

Zasada czystosci (uniwersalnie kwantyfikowana po wszystkich zbiorach):

Kazdy element zbioru jest zbiorem.

e Umozliwia formalizacje teorii mnogosci w jezyku Ly = {€} ze
zmiennymi przebiegajacymi zbiory (ew. klasy).

o Kazdy zbidr spetniajacy zasade czystoSci — dziedzicznie czysty
(krétko — czysty).

e ZF~ — teoria pierwszego rzedu Zermelo-Fraenkla bez
aksjomatu regularnosci.
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1 Ao iz
1. Aksjomat regularnosci

Formuty elementarne:

@ On(x): ,x jest liczba porzadkowg”
o Reg(x): (3y)(On(y) A x € R(y)),

gdzie R jest symbolem operacji ranga.

@ R jest definiowalna na gruncie ZF~ formuta pierwszego rzedu.

@ Reg(x) czytamy ,Zbiér x jest regularny”.
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1 Ao iz
1. Aksjomat regularnosci

Aksjomat regularnosci: (Vx) Reg(x) ,Kazdy zbiér jest regularny”. ]

Uwaga: Aksjomat regularnosci jest zazwyczaj formutowany w postaci
zdania

o (MIBEy)ly €x) = (Fy)ly exA=(3z)(z €y Az eX))].

W obecnosci aksjomatu wyboréw zaleznych DC wszystkie znane formy
aksjomatu regularnosci sa réownowazne (na gruncie ZF 7).

DC dla klas. Niech R bedzie relacja serialng okreslong w klasie A. Niech
ap € A. Istnieje wtedy odwzorowanie f : w — A takie, ze f(0) = ag oraz
f(n) R f(n+1) dla kazdego n € w.

DC jest staba wersja aksjomatu wyboru. J
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Janusz Czelakowski 2. Teorie
2. Teorie

e ZF — teoria pierwszego rzedu Zermelo-Fraenkla.

e Zatem: ZF = ZF~ + Aksjomat regularnosci.

e ZF, — teoria ZF drugiego rzedu (inaczej: nieograniczona
wersja teorii ZF).

ZF, posiada te same aksjomaty co ZF z jednym wyjatkiem: schemat
zastepowania zastgpiony pojedynczym aksjomatem nieograniczonego
zastepowania:

(Vx)(3y)(Vz)(z € y < (Fu)(u € x A\ z = F(u))). )

Intuicyjnie, jezeli F jest operacja na zbiorach czystych, to dla kazdego zbioru
czystego x, obraz y = {F(u) : u € x} zbioru x jest tez zbiorem (czystym).
(Operacja F nie musi by¢ definiowana przez formute elementarng jezyka

L = {€})
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Janusz Czelakowski 2. Teorie
2. Teorie

ZF15 — teoria ZF rzedu jeden i p6t.

Posiada te same aksjomaty co teoria pierwszego rzedu ZF (ze schematem
zastepowania) plus

Aksjomat nieograniczonego zastepowania dla w:

Niech F bedzie zmienng drugiego rzedu reprezentujaca operacje na
zbiorach. Wtedy

(3y)(Vz)(z € y — (3n)(n € w A z = F(n))).

Intuicyjnie, jezeli F jest dowolnym odwzorowaniem okreslonym na w i
ktérego wartosciami s zbiory, to obraz Flw] jest tez zbiorem.

Dalsze teorie:

e ZFD — teoria pierwszego rzedu Zermelo-Fraenkla + DC
e ZF,D — teoria ZF drugiego rzedu + DC.

v
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3 (Mieekle
3. Modele

Model dla jezyka Ly = {€} — para

A= (A, eA),

gdzie ep jest binarna relacja na uniwersum A, ktére moze by¢ klasa.
Elementy uniwersum A nazywamy zbiorami w sensie modelu A lub krétko
A-zbiorami.

Jezeli a jest elementem uniwersum A, to

Ea(a) :={x € A:xen a}.

Zasada czystosci dla A. Dla kazdego a € A, Ea(a) jest zbiorem czystym.
Zbior Ep(a) — ekstensja A-zbioru a.
Ea(a) obejmuje te elementy klasy A, ktére naleza do a w sensie modelu A.

4
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3 (Mieekle
3. Modele

Model A = (A, ea) jest przechodni, gdy: )

@ ep jest ograniczeniem relacji € do klasy A (tj. klasa A jest czysta);

@ klasa A jest przechodnia (dla kazdych x, y, jezeli y € x € A, (tj.
yeax€A),toyeA).

Na gruncie ZFC nie da sie udowodni¢ zdania:

Jezeli ZF jest niesprzeczna, to ZF posiada model przechodni.

ZF posiada modele nieufundowane, tj. modele A = (A, ea), w ktérych istnieja
nieskonczone ciagi zstepujace

...6pa dpnp €a ... €A a1 €A do-

Twierdzenie 1. Kazdy model A = (A, ea) teorii ZF; 5 jest ufundowany. J

W efekcie kazdy model teorii ZF; i jej wzmocnien jest ufundowany.
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Janusz Czelakowski 4. Uniwersum zbioréw regularnych

4. Uniwersum zbioréw regularnych

Odwzorowanie ranga (the rank mapping) okreslone (na gruncie ZF i
mochniejszych teorii):

R(0) :=0(=10),

R(a+1) := p(R(e)), a € Ord,
( )) = U{R(e) : @ < A}, A graniczna.
Vyeguir = U{R(0) : a € Ord}.

Nazwy: uniwersum zbioréw regularnych, uniwersum Mirimanowa-von
Neumanna lub tez kumulatywna hierarchia zbioréw.

Zatozenie istnienia Vg, 1y jako dobrze okreslonego przedmiotu
matematycznego wychodzi poza ZF.

Stosuje sie parafraze — predykat Reg(x) i ogranicza sie kwantyfikacje do
tego predykatu.

4
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Janusz Czelakowski 5. Modele teorii ZF>

5. Modele teorii ZF,

Twierdzenie 1 (o kategorycznosci).

Zaktadamy ZF,D. Niech A = (A, en) oraz B = (B, eg) beda modelami dla
Jjezyka Le = {€}. Jezeli A i B sa modelami teorii ZF,D i sa przy tym
klasami wtasciwymi, to sa one izomorficzne.

Whiosek. Zaktadamy ZF,D. Ukfad (V eguiar, €) jest jedynym z
dokfadnoscia do izomorfizmu modelem ZF,D bedacym klasa wtasciwa.

W dowodzie powyzszych faktéw w stopniu zasadniczym wykorzystuje sie
techniki pochodzace od Mostowskiego (Collapsing Lemma).
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5. Wiedkll e 217
5. Modele teorii ZF,

Czy ZF»D posiada modele bedace zbiorami? Mozna wykaza¢, ze: )

Jjezeli ZF;D posiada model A = (A, ep) bedacy zbiorem, (tj. A € V reguiar),
to A jest izomorficzny z modelem naturalnym, tj. z modelem postaci
(R(e), €) dla pewnej liczby porzadkowej o € Ord.

Zermelo: Przy zatozeniu ZF,C + Istnieje liczba kardynalna silnie

nieosiagalna teoria ZF 2C posiada modele naturalne (R(«), €), gdzie « jest
silnie nieosiagalna.

@ o: ,ZF>D posiada model naturalny”, tj.
o: (3a)(Ord(a) A ((R(ev), €) = ZF2D)).
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5. Wiedkll e 217
5. Modele teorii ZF,

Twierdzenie 2. J

o 1. Teoria ZF>D + o posiada model.
e 2. Teoria ZF»,D + —o posiada model.

Zatem kwestia istnienia naturalnego modelu dla ZF,D jest nierozstrzygalna
na gruncie tych srodkéw dowodowych, ktére prowadza do twierdzenia o
kategorycznosci.
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5. Wiedkll e 217
5. Modele teorii ZF,

Uwagi. |

@ 1. Teoria ZF,D nie odréznia swych modeli od modeli innych teorii, jak
ZF2 + AC lub ZF2 + -AC.
W szczegélnosci, jezeli A jest modelem ZF, + AC oraz B jest
modelem ZF, + —AC i oba s3 klasami wtasciwymi, mozna
argumentowa¢, ze A i B s3 nieizomorficznymi modelami teorii ZF;
poniewaz nie s3 one elementarnie réwnowazne.
Z perspektywy ZF, modele A i B sa jednak nieodréznialne. ZF; nie
jest wtadna rozstrzygna¢, czy jej model spetnia AC lub jego negacje.

@ 2. Na poziomie metajezyka, dowody powyzszych twierdzen wymagaja
przyjecia silniejszych zatozen niz sama teoria ZF,D. Potrzebne s3
elementy teorii klas.

@ 3. Dystynkcja ,klasa — zbidér” nie ma charakteru absolutnego i zalezy
od przyjetej teorii.
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Krzysztof Wéjtowicz

Realizm teoriomnogos$ciowy |
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Krzysztof Wéjtowicz

Realizm teoriomnogosciowy

GtOWNE PYTANIE

REDUKCJA MATEMATYKI DO TEORII MNOGOSCI:

o formalny zabieg metodologiczny
czy

@ prawda o $wiecie matematycznym?
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Krzysztof Wéjtowicz Uwagi historyczne

Realizm teoriomnogosciowy

UWAGI HISTORYCZNE 1 J

@ Do XIX/XX wieku: intuicyjna, ,naiwna” interpretacja poje¢
matematycznych.
@ Brak wspdlnego, jednolitego systemu redukujacego.
@ Stopniowe przechodzenie do formalistycznego ujecia dowodu
matematycznego:
o W migjsce intuicji — formalne reguty.

o Np. Peacock, Pasch.
o Hilbert (Grundlagen. .., program Hilberta).
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Krzysztof Wéjtowicz Uwagi historyczne

Realizm teoriomnogosciowy

UWAGI HISTORYCZNE 2 )

Dojrzewa potrzeba metodologicznej refleks;ji:

o Kwestia standardéw dowodowych w matematyce (np. Hilberta
rozwigzanie problemu Gordana, dowody niekonstruktywne).

Kwestia ,,granic matematycznosci'™

e Np. arytmetyzacja analizy.

Kwestia znalezienia systemu podstawowych pojec.
POJAWIENIE SIE TEORII MNOGOSCI.
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[ AT I Teoria mnogosci

Realizm teoriomnogosciowy

TEORIA MNOGOSCI

@ Nowe, abstrakcyjne pojecie zbioru — w oderwaniu od natury jego
elementoéw.

@ Pojecie zbioru: bardzo ogélne — mozna zrekonstruowa¢ wszystkie
pojecia matematyczne.

@ Teoria mnogosci — teoria podstawowa dla catej matematyki.

VIl PZF 2008 (panel) Zermelo a Szkota Warszawska Sekcja Logiki

73 / 83



Krzysztof Wéjtowicz Pytanie o redukcje matematyki do logiki

Realizm teoriomnogosciowy

CZY MATEMATYKE MOZNA SPROWADZIC DO TEORII MNOGOSCI?
TAK:

@ Pojecie zbioru jest naturalnym i bardzo ogélnym pojeciem, pozwalajacym na
rekonstrukcje poje¢ matematycznych;
@ teoria mnogosci wyznacza granice matematycznosci;

@ teoria mnogosci pozwala na unifikacje matematyki w jednolitym systemie
pojec.

@ Pojecia matematyczne s3 rozumiane niezaleznie od teoriomnogosciowych
rekonstrukgcji;

@ kazda dyscyplina matematyczna ma swoje specyficzne pojecia, niemajace nic
wspdlnego z teoria mnogosci;

@ teoria mnogosci jest nadwyzkowa w stosunku do praktyki matematycznej,
sinfekuje” matematyke pojeciami, ktérych w niej nie ma.
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Krzysztof Wéjtowicz Redukcja a problem realizmu

Realizm teoriomnogosciowy

REDUKCJA A PROBLEM REALIZMU J

e JESLI TAK: nalezy przyja¢ teze realizmu mnogosciowego:
$wiat matematyczny = uniwersum mnogosciowe.

o Ale jakie. ..
e JESLI NIE: inna ontologia dla matematyki.
e JAKA STRATEGIA ARGUMENTACYJNA NA RZECZ REALIZMU?

o Jesli argumentem jest rola w naukach empirycznych — to powazny
problem dla realizmu mnogosciowego.
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Ernst Zermelo

Dodatki )
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Dodatek 1: Zermelo Zermelo i polscy matematycy

Zermelo i matematycy warszawscy

Siedza (od lewej): Sierpinski, Zermelo, Dickstein, Przeborski.
Stoja (od lewej): tukasiewicz, Lesniewski, Knaster, Sptawa-Neyman, Leja.

v
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Zaedto | el SRy
Spotkanie we Lwowie

Kuratowski (1), Knaster (2), Banach (3), Stozek (4), Zylinski (5),
Ruziewicz (6), Steinhaus (7), Zermelo, Mazurkiewicz (8).

v
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Bregpelie Bise Zatie
Biografia Ernsta Zermela

Polecamy znakomity
tekst przedstawiajacy
biografie oraz dokonania
naukowe Ernsta Zermela:

v
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Dodatek 1: Zermelo Dzieta zebrane Ernsta Zermela

Dzieta zebrane Zermela

Wydawnictwo Springer przygotowuje do druku dwutomowe wydanie dziet
zebranych Ernsta Zermela.

Pierwszy tom, zawierajacy prace z podstaw matematyki, ma ukazaé sie w
2009 roku.

W przygotowaniu do druku znajduje sie réwniez polskie ttumaczenie
prac Ernsta Zermela z podstaw matematyki, opracowywane przez
Jerzego Pogonowskiego i Jana Zygmunta:

»,Matematyka jest logika Nieskonczonego'.

Prace Ernsta Zermela z podstaw matematyki.
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Dodatek 2: ,,Matematyka jest logika Nieskoficzonego” Ernst Zermelo

~Matematyka jest logika Nieskonczonego”

@ Przedmowa ... ... 1
@ Ernst Zermelo: nota biograficzna ......... ... ..., 11
@ Ernst Zermelo: bibliografia .......... ... ... ... ... 17
@ |. Opublikowane prace Zermela (z podstaw matematyki) ....26
e O dodawaniu pozaskonczonych liczb kardynalnych (1902) ......... 26
o Dowdd, ze kazdy zbiér moze zosta¢ dobrze uporzadkowany (1904) .31
@ Nowy dowdd mozliwosci dobrego uporzadkowania (1908) ......... 34
e Badania nad podstawami teorii mnogosci. I. (1908) ............... 53
@ O zbiorach skonczonych i zasadzie indukcji zupetnej (1909) ....... 72
e O podstawach arytmetyki (1909) ............ ... 80
e O zastosowaniu teorii mnogosci w teorii gry w szachy (1913) ...... 84
@ O catkowitych liczbach przestepnych (1914) ...................... 88
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Dodatek 2: ,,Matematyka jest logika Nieskoficzonego” Ernst Zermelo

~Matematyka jest logika Nieskonczonego”

e O pojeciu okreslonosci w systemach aksjomatycznych (1929) ...... 97
@ Liczby graniczne i dziedziny mnogosciowe.

Nowe badania nad podstawami teorii mnogosci (1930) ........... 102
e O formie logicznej teorii matematycznych (1930) ................ 119
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