
2. Tautologie KRP

2.1. De�nicje

Formuªa A jest tautologi¡ KRP, gdy jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach. Oznacza to, »e
formuªa A nie jest tautologi¡, dokªadnie wtedy, gdy w co najmniej jednej interpretacji prawdziwe jest
zaprzeczenie formuªy A, tj. formuªa ¬A. Zatem, formuªa A jest tautologi¡ KRP dokªadnie wtedy, gdy w
drzewie semantycznym formuªy ¬A wszystkie gaª¦zie s¡ zamkni¦te.1

Sprawdzenie metod¡ drzew semantycznych, czy dana formuªa A jest tautologi¡ KRP polega wi¦c na:

• przypuszczeniu, »e ¬A jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji;

• zbudowaniu drzewa semantycznego formuªy ¬A;

• sprawdzeniu, czy wszystkie gaª¦zie s¡ zamkni¦te;

� je±li tak jest, to formuªa A jest tautologi¡ KRP;
� je±li tak nie jest, tzn. drzewo zawiera co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡ (sko«czon¡ lub niesko«-

czon¡), to A nie jest tautologi¡ KRP.

Sprawdzanie, czy dana formuªa jest kontrtautologi¡ KRP jest procedur¡ dualn¡ do powy»szej. Przy-
pomnijmy, »e formuªa A jest kontrtautologi¡ KRP wtedy i tylko wtedy, gdy jest faªszywa we wszystkich
interpretacjach. Tak wi¦c, formuªa A nie jest kontrtautologi¡ dokªadnie wtedy, gdy jest prawdziwa w co
najmniej jednej interpretacji. Aby sprawdzi¢, czy formuªa A jest kontrtautologi¡ KRP procedur¦ drzew
semantycznych stosujemy nast¦puj¡co:

• przypuszczamy, »e A jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji;

• budujemy drzewo semantyczne dla A;

• je±li wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te, to formuªa A jest kontrtautologi¡ KRP;

• je±li drzewo semantyczne dla A zawiera gaª¦zie otwarte, to A nie jest kontrtautologi¡ KRP, a z gaª¦zi
otwartych odtworzy¢ mo»emy interpretacje, w których A jest prawdziwa.

2.2. Przykªady

Poka»emy na kilku przykªadach, jak stosowa¢ omówione procedury w przypadku wybranych nie caªkiem
bezmy±lnie formuª.

Przykªad III.2.1.: Abraham Lincoln

Formule j¦zyka KRP ∃x∀y xPy → ∃z zPz przy interpretacji x1Px2 jako x1 oszukuje x2 odpowiada, jak
si¦ wydaje,2 zdanie polskie:

1Formalny dowód tego twierdzenia podajemy w rozdziale IV. Nieufne Czytelniczki (takie cenimy najbardziej) mog¡ przed
przyst¡pieniem do lektury przykªadów z podrozdziaªów III.1.�III.5. zapozna¢ si¦ najpierw z dowodami metatwierdze« ustalaj¡-
cych poprawno±¢ metody drzew semantycznych dla KRP; s¡ one zamieszczone wªa±nie w rozdziale IV. Nie s¡ to bardzo trudne
twierdzenia � w ich dowodach wykorzystuje si¦ , m.in. wspomniane w cz¦±ci wst¦pnej niniejszych notatek (plik krp300.pdf)
uniwersa Herbranda, zbiory Hintikki i lemat Hintikki, pewne rozumowania indukcyjne. Wykazanie poprawno±ci metody drzew
semantycznych sprowadza si¦ do pokazania, »e jest ona trafna (sound) oraz peªna (complete). Mówi¡c mo»e nieprecyzyjnie,
ale chyba do±¢ obrazowo: poprawno±¢ metody drzew semantycznych ustala si¦ pokazuj¡c, »e gaª¦zie otwarte odpowiadaj¡
mo»liwym interpretacjom, za± gaª¦zie zamkni¦te wykluczaj¡ istnienie interpretacji. Przypominamy, »e skrypt ma charakter
propedeutyczny: zale»y nam bardziej na pokazaniu, »e omawiana metoda ma pewne zalety (teoretyczne i dydaktyczne), ni»
na systematycznym, caªo±ciowym wykªadzie klasycznego rachunku logicznego. W niniejszych notatkach (tj. w podrozdziaªach
III.1.�III.5.) zakªadamy, »e Czytelniczki zaufaj¡, i» nie oszukujemy.

2Przy znajdowaniu odpowiedników w j¦zyku naturalnym dla formuª j¦zyka KRP w których wyst¦puj¡ kwanty�katory po-
jawiaj¡ si¦, rzecz jasna, problemy z anafor¡!
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Je±li jest kto±, kto oszukuje wszystkich, to kto± sam siebie oszukuje.

Wypowiedziane ze stosown¡ emfaz¡ (oraz, ewentualnie, odpowiednio dramatyczn¡ gestykulacj¡) brzmi
ono caªkiem kaznodziejsko. Poka»emy, »e formuªa j¦zyka KRP, która odpowiada jego strukturze skªadniowej
jest tautologi¡ KRP. Spraw¦ jej wykorzystania jako or¦»a np. homiletycznego pozostawiamy ew. zaintere-
sowanym.

Aby przekona¢ si¦, czy formuªa ∃x∀y xPy → ∃z zPz jest tautologi¡ KRP trzeba sprawdzi¢, czy jest ona
prawdziwa we wszystkich interpretacjach. Oczywi±cie, wszystkich interpretacji »aden ±miertelnik sprawdzi¢
nie mo»e, nawet je±li jest wysoko wykwali�kowanym pracownikiem Shin Beth lub Mossadu. Mo»emy jednak
próbowa¢ wykluczy¢, »e formuªa ta jest faªszywa we wszelkich interpretacjach. Gdy próba taka si¦
powiedzie, to badana przez nas formuªa jest tautologi¡ � skoro nie jest faªszywa w »adnej interpretacji,
to w ka»dej interpretacji jest prawdziwa. Dla pokazania, »e dana formuªa jest tautologi¡ wystarczy wi¦c
dowie±¢, »e wykluczone jest, aby jej negacja byªa prawdziwa. W przeªo»eniu na terminologi¦ omawianej
metody drzew semantycznych, pokazanie, i» dana formuªa jest tautologi¡ sprowadza si¦ do wykazania, »e
drzewo semantyczne jej negacji ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te.

Drzewo semantyczne negacji rozwa»anej formuªy ma posta¢ nast¦puj¡c¡:

¬(∃x∀y xPy → ∃z zPz) 1.¬→

(1g) ∃x∀y xPy 2.
√

a

(1d) ¬∃z zPz 3.?a

(2) ∀y aPy 4.?a

(3) ¬aPa

(4) aPa

×3,4

Wszystkie gaª¦zie tego drzewa (w tym przypadku: jedyna gaª¡¹) s¡ zamkni¦te. Zanegowana formuªa
umieszczona w korzeniu tego drzewa nie jest zatem prawdziwa w »adnej interpretacji. St¡d, formuªa
∃x∀y xPy → ∃z zPz jest prawdziwa w ka»dej interpretacji. Wida¢ zatem, »e formuªa ta jest tautologi¡
KRP.

Dydaktyk¦ logiki w czasach Polskiej Rzeczpospolitej Ludowej wspomagaªy cz¦sto dziaªania Polskiej Zjed-
noczonej Partii Robotniczej, nachalnie lub cho¢by odruchowo prowokuj¡ce do skojarze« natury np. histo-
rycznej. Abraham Lincoln miaª jakoby powiedzie¢ (nie po polsku, oczywi±cie): Mo»na oszukiwa¢ wszyst-
kich przez pewien czas, lub niektórych przez caªy czas; ale nie mo»na oszukiwa¢ wszystkich przez caªy czas.
Czytelniczki mog¡ spróbowa¢ zastanowi¢ si¦, jaka formuªa KRP najbli»sza jest strukturze skªadniowej tej
wypowiedzi (pomijaj¡c modalno±ci).

Zauwa»my jeszcze marginalnie, »e w rozpatrywanej na pocz¡tku formule ∃x∀y xPy → ∃z zPz zmienna
zwi¡zana z mo»e by¢, bez naruszenia wªasno±ci semantycznych tej»e formuªy, przemianowana np. na x.

Prostszym (?) ¢wiczeniem jest zbudowanie drzewa semantycznego odpowiadaj¡cego strukturze skªad-
niowej zdania: Sam siebie oszukuje, kto oszukuje wszystkich.3 Zdanie to sparafrazowa¢ mo»na np. do:

Ktokolwiek oszukuje wszystkich, ten sam siebie oszukuje.

Odpowiadaj¡c¡ mu formuª¡ j¦zyka KRP jest:

∀x (∀y xPy → xPx)

Dociekliwe Czytelniczki zechc¡ przekona¢ si¦ samodzielnie, »e ta formuªa tak»e jest tautologi¡ KRP;
podobnie, tautologi¡ KRP jest formuªa:

∃x (∀y xPy → xPx).
3Zauwa» ró»nic¦ anaforyczn¡ mi¦dzy tym zdaniem, a zdaniem rozpatrywanym na pocz¡tku tego przykªadu!
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Najbardziej dociekliwym Czytelniczkom proponujemy natomiast zastanowienie si¦, jakie znaczenie ma
fakt, »e formuªy:

∃x∀y xPy → ∃x xPx

∀x (∀y xPy → xPx)

∃x (∀y xPy → xPx)

s¡ wszystkie tautologiami KRP, dla problematyki szukania �przekªadów� zda« j¦zyka naturalnego na formuªy
j¦zyka KRP.

Przykªad III.2.2.: Krzepko i prza±nie

Niech A(x) b¦dzie dowoln¡ formuª¡ j¦zyka KRP o zmiennej wolnej x. Do wa»nych, bardzo cz¦sto wyko-
rzystywanych praw KRP nale»¡ prawa De Morgana:

¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x)

¬∀x A(x) ↔ ∃x ¬A(x)

∃x A(x) ↔ ¬∀x ¬A(x)

∀x A(x) ↔ ¬∃x ¬A(x)

Poka»emy, »e pierwsza z tych formuª jest tautologi¡ KRP. Pokazanie, »e tautologiami s¡ równie» pozostaªe
trzy formuªy niech stanie si¦ prostym, ksztaªc¡cym nawyki logiczne treningiem dla Czytelniczek.

Aby wykaza¢, »e
¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x)

jest tautologi¡ KRP nale»y wykluczy¢ mo»liwo±¢, by formuªa ta byªa faªszywa w jakiej± interpretacji. Trzeba
zatem wykluczy¢ mo»liwo±¢, aby jej zaprzeczenie, tj. formuªa

¬(¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x))

byªa w jakiejkolwiek interpretacji prawdziwa. A to sprowadza si¦ do pokazania, »e drzewo semantyczne, w
którego korzeniu umie±cimy formuª¦

¬(¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x))

ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te. Przejd¹my od krzepkich sªów do prza±nych czynów:

¬(¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x)) 1.¬↔

©©©©©©©

HHHHHHH

(1lg) ¬∃x A(x) 3.?a

(1ld) ¬∀x ¬A(x) 2.
√

a

(2) ¬¬A(a/x)

(3) ¬A(a/x)

×2,3

(1pg) ∀x ¬A(x) 6.?a

(1pd) ¬¬∃x A(x) 4.¬¬

(4) ∃x A(x) 5.
√

a

(5) A(a/x)

(6) ¬A(a/x)

×5,6

Przypominamy, »e A(a/x) oznacza formuª¦ otrzyman¡ z formuªy A(x) przez wstawienie staªej indywidu-
owej a w miejsce wszystkich wolnych wyst¡pie« zmiennej x.

Wszystkie gaª¦zie powy»szego drzewa s¡ zamkni¦te. Zatem formuªa umieszczona w jego korzeniu nie jest
prawdziwa w »adnej interpretacji. Oznacza to, »e formuªa

¬∃x A(x) ↔ ∀x ¬A(x)
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jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach, czyli jest tautologi¡ KRP. Zauwa»my, »e lewa gaª¡¹ drzewa
zostaªa zamkni¦ta jeszcze przed zastosowaniem wszelkich mo»liwych reguª (konkretnie: nie byªo potrzeby
stosowania reguªy R(¬¬) do formuªy o numerze (2), aby zamkn¡¢ gaª¡¹).

Z ustale« tego przykªadu korzystamy bardzo cz¦sto w ró»nych miejscach niniejszego skryptu. W rozdziale
VI umieszczamy, w formie zada«, caª¡ grup¦ innych tego rodzaju przykªadów.

Przykªad III.2.3.: Bogactwo duchowe a zbawienie wieczne

Rozpatrzmy formuª¦, dla której �na pierwszy rzut oka� wida¢, »e nie jest ona tautologi¡ KRP:

∀x(Px → ¬Qx) ↔ ∃x(Px ∧ ¬Qx)

Oczywi±cie, logika nie polega na �rzucaniu okiem�; poka»emy przekonuj¡co i dobitnie, »e formuªa powy»sza
tautologi¡ nie jest. Upublicznimy mianowicie fakt, »e drzewo semantyczne, w którego korzeniu umie±cimy
zaprzeczenie powy»szej formuªy ma gaª¦zie otwarte, co oznacza, »e jest ono (owo zaprzeczenie) prawdziwe w
co najmniej jednej interpretacji. A skoro zaprzeczenie jakiej± formuªy jest prawdziwe w jakiej± interpretacji,
to sama ta formuªa w tej»e interpretacji jest faªszywa, a zatem nie jest tautologi¡ KRP. Oto obiecane drzewo:

¬(∀x(Px → ¬Qx) ↔ ∃x(Px ∧ ¬Qx)) 1.¬↔

©©©©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHHHHH

(1lg) ∀x (Px → ¬Qx) 2.?a

(1ld) ¬∃x (Px ∧ ¬Qx) 3.?a

(2) Pa → ¬Qa 4.→

(3) ¬(Pa ∧ ¬Qa) 5.¬∧

©©©©©©©©©

HHHHHHHHH

(4l) ¬Pa

©©©©©

HHHHH

(5l) ¬Pa

♥
(5p) ¬¬Qa 6.¬¬

(6) Qa

♣

(4p) ¬Qa

©©©©©

HHHHH

(5l) ¬Pa

♦

(5p) ¬¬Qa

×4p,5p

(1pg) ¬∀x (Px → ¬Qx) 7.
√

a

(1pd) ∃x (Px ∧ ¬Qx) 8.
√

b

(7) ¬(Pa → ¬Qa) 9.¬→

(8) Pb ∧ ¬Qb 11.∧

(9g) Pa

(9d) ¬¬Qa 10.¬¬

(10) Qa

(11g) Pb

(11d) ¬Qb

♠

Rozpoczynaj¡c budow¦ lewej cz¦±ci drzewa nie mieli±my do dyspozycji »adnej formuªy egzystencjalnie
skwanty�kowanej (ani negacji formuªy generalnie skwanty�kowanej). W formule z korzenia drzewa nie wys-
t¦puje te» »adna staªa indywiduowa. Jak pami¦tamy, mo»emy w takim przypadku rozwin¡¢ dowoln¡ obecn¡
na rozwa»anej gaª¦zi formuª¦ generalnie skwanty�kowan¡ (lub negacj¦ formuªy egzystencjalnie skwanty-
�kowanej) ze wzgl¦du na dowoln¡ staª¡ indywiduow¡ � zobacz uwagi dotycz¡ce stosowania reguª (R(∀),
R(∃), R(¬∀) i R(¬∃) w podrozdziale III.1.; przypominamy, »e zakªada si¦, i» w j¦zyku KRP mamy do
dyspozycji staªe indywiduowe. Z tej wªa±nie mo»liwo±ci skorzystali±my w kroku 2.?a.

Otrzymane drzewo ma jedn¡ gaª¡¹ zamkni¦t¡ i trzy gaª¦zie otwarte. Do »adnej z formuª, na »adnej
z otwartych gaª¦zi tego drzewa, nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnej z reguª.4 Poniewa» drzewo ma gaª¦zie

4Oczywi±cie, mo»na dowolnie wiele razy wykonywa¢ krok postaci n.?an , gdzie an jest dowoln¡ staª¡ indywiduow¡ z j¦zyka
KRP, na gaª¦ziach otwartych zawieraj¡cych formuª¦ o numerze (1lg), ale nie doprowadzi to do zamkni¦cia »adnej z tych gaª¦zi.
Problem ten wyja±niamy w rozdziale IV.
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otwarte, a wi¦c formuªa w jego korzeniu jest prawdziwa w jakich± interpretacjach. St¡d, rozwa»ana na
pocz¡tku równowa»no±¢ (której negacja jest w korzeniu drzewa) jest w tych»e interpretacjach faªszywa. Nie
jest ona zatem tautologi¡ KRP.

Poni»sze tabelki podaj¡ interpretacje wyznaczone przez gaª¦zie otwarte powy»szego drzewa:

♥ P Q
a � ?

♣ P Q
a � +

♦ P Q
a � �

♠ P Q
a + +
b + �

Odczytujemy informacj¦ z tych tabelek w sposób nast¦puj¡cy. Wiersze (oprócz pierwszego) odpowiadaj¡
obiektom interpretacji. Kolumny (oprócz pierwszej) odpowiadaj¡ denotacjom rozwa»anych predykatów.
Znak �+� na przeci¦ciu wiersza odpowiadaj¡cego obiektowi oraz kolumny odpowiadaj¡cej denotacji predy-
katu jednoargumentowego (tj. wªasno±ci) oznacza, »e obiekt ten nale»y do tej denotacji (ma dan¡ wªas-
no±¢); znak �−�, »e nie nale»y. Znak �?� wskazuje, »e dana gaª¡¹ otwarta nie rozstrzyga, czy dany obiekt
ma rozwa»an¡ wªasno±¢ � w miejsce �?� mo»e wyst¡pi¢ zarówno �+�, jak i �−� (a zatem tabelka ze
znakiem �?� rozumiana jest jako skrótowy zapis dla dwóch tabelek: jednej ze znakiem �+� zamiast �?�, i
drugiej, ze znakiem �−� zamiast �?�. Nieco bardziej skomplikowane tabelki tego typu pojawi¡ si¦ w dalszych
przykªadach.

Zauwa»my, »e interpretacje wyznaczone przez tego typu tabelki zwi¡zane s¡ z uniwersami Herbranda, o
których wspomniano we fragmencie pocz¡tkowym niniejszych notatek. Odniesienia przedmiotowe (interpre-
tacje) j¦zyka KRP mo»emy budowa¢ z samych wyra»e« tego j¦zyka.

Badana równowa»no±¢ nie jest tautologi¡. Poka»emy, »e nie jest ona tak»e kontrtautologi¡, tj. i»
istniej¡ interpretacje, w których jest ona prawdziwa. Interpretacje takie wyznaczone s¡ przez gaª¦zie otwarte
drzewa, w którego korzeniu umie±cimy rozwa»an¡ równowa»no±¢:
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∀x (Px → ¬Qx) ↔ ∃x(Px ∧ ¬Qx) 1.¬↔

©©©©©©©©©

HHHHHHHHH

(1lg) ∀x (Px → ¬Qx) 3.?a

(1ld) ∃x (Px ∧ ¬Qx) 2.
√

a

(2) Pa ∧ ¬Qa 4.∧

(3) Pa → ¬Qa 5.→

(4g) Pa

(4d) ¬Qa

©©©©
HHHH

(5l) ¬Pa

×4g,5l

(5p) ¬Qa

♣♣

(1pg) ¬∀x (Px → ¬Qx) 6.
√

a

(1pd) ¬∃x (Px ∧ ¬Qx) 7.?a

(6) ¬(Pa → Qa) 8.¬→

(7) ¬(Pa ∧ ¬Qa) 10.¬∧

(8g) Pa

(8d) ¬¬Qa 9.¬¬

(9) Qa

©©©©©

HHHHH

(10l) ¬Pa

×8g,10l

(10p) ¬¬Qa 11.¬¬

(11) Qa

♥♥

Do »adnej z formuª, na »adnej z gaª¦zi otwartych tego drzewa, nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnej z reguª.
Drzewo ma dwie gaª¦zie otwarte, zatem w interpretacjach wyznaczonych przez te gaª¦zie formuªa z korzenia
drzewa jest prawdziwa; nie jest ona zatem kontrtautologi¡.

Z otwartych gaª¦zi drzewa wyznaczy¢ mo»na dwie interpretacje, w których formuªa z korzenia jest
prawdziwa:

♣♣ P Q
a + �

♥♥ P Q
a + +

Czytelniczki zechc¡ zauwa»y¢,5 »e z budowy powy»szych dwóch drzew widoczne jest tak»e to, i»:

• implikacja ∀x (Px → ¬Qx) → ∃x (Px ∧ ¬Qx) nie jest tautologi¡;

• implikacja ∃x (Px ∧ ¬Qx) → ∀x (Px → ¬Qx) nie jest tautologi¡;

• implikacja ∀x (Px → ¬Qx) → ∃x (Px ∧ ¬Qx) nie jest kontrtautologi¡;

• implikacja ∃x (Px ∧ ¬Qx) → ∀x (Px → ¬Qx) nie jest kontrtautologi¡.

Na koniec, co± dla Humanistek, a wi¦c próby uroczystego odczytania �tªumacze«� rozwa»anej formuªy w
j¦zyku polskim.

Nadajmy predykatom P oraz Q np. tak¡ interpretacj¦:

Px czytamy x jest ubogi duchem;

Qx czytamy x b¦dzie zbawiony.
5Dla tych, które widz¡ Ciemno±¢: wskazówka w nast¦pnym przykªadzie.
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Wtedy rozpatrywana w tym przykªadzie równowa»no±¢ czytana mo»e by¢, powiedzmy, tak oto:

Kto± ubogi duchem nie b¦dzie zbawiony dokªadnie wtedy, gdy ka»dy, kto jest ubogi duchem nie
b¦dzie zbawiony.

S¡dzimy, »e jaskrawa niedorzeczno±¢ tego odczytania umacnia duchowo Humanistki, ªakn¡ce ubogacenia
bezdusznych (?) formuªek.

Przykªad III.2.4.: Kieszenie peªne szcz¦±cia

Poka»emy, »e nie jest tautologi¡ KRP nast¦puj¡ca formuªa, w której wyst¦puje staªa indywiduowa a:

∃x (Pa → Qx) ↔ (Pa → ∀x Qx)

W tym celu zbudujemy drzewo semantyczne dla negacji tej formuªy. Oka»e si¦, »e ma ono gaª¦zie otwarte.
Skoro tak, to owa zanegowana formuªa jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji, a to oznacza, »e
sama formuªa powy»sza nie jest tautologi¡ (bo gdy jej zaprzeczenie jest prawdziwe w jakiej± interpretacji, to
ona sama jest w tej»e interpretacji faªszywa; nie jest wi¦c prawdziwa we wszystkich interpretacjach, ergo
nie jest tautologi¡ KRP). Oto drzewo:

¬(∃x (Pa → Qx) ↔ (Pa → ∀x Qx)) 1.¬↔

©©©©©©©©

HHHHHHHH

(1lg) ∃x (Pa → Qx) 2.
√

b

(1ld) ¬(Pa → ∀x Qx) 3.¬→

(2) Pa → Qb 5.→

(3g) Pa

(3d) ¬∀x Qx 4.
√

c

(4) ¬Qc

©©©©
HHHH

(5l) ¬Pa

×3g,5l

(5p) Qb

♠

(1pg) ¬∃x (Pa → Qx) 6.?a

(1pd) Pa → ∀x Qx 8.→

(6) ¬(Pa → Qa) 7.¬→

(7g) Pa

(7d) ¬Qa

©©©©
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(8l) ¬Pa

×7g,8l

(8p) ∀x Qx 9.?a

(9) Qa

×7d,9

Drzewo ma jedn¡ gaª¡¹ otwart¡ i do »adnej z formuª na tej gaª¦zi nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnej z
reguª. Negacja równowa»no±ci umieszczona w korzeniu drzewa jest prawdziwa w interpretacji wyznaczonej
przez t¦ gaª¡¹. W konsekwencji, badana równowa»no±¢ nie jest tautologi¡ KRP (skoro jej zaprzeczenie jest
prawdziwe w jakiej± interpretacji).

W powy»szym drzewie staªa indywiduowa a wyst¦powaªa w formule z korzenia drzewa. W konsek-
wencji, reguªy R(∀) oraz R(¬∃) wzgl¦dem tej staªej obowi¡zywaªy na wszystkich gaª¦ziach drzewa. W tym
konkretnym przypadku, reguªy te byªy jednak stosowane tylko w formuªach o numerach (1pg) oraz (8p).

Zauwa»my ponadto, »e prawa cz¦±¢ drzewa (tj. poddrzewo o korzeniu (1pg)) ma wszystkie gaª¦zie
zamkni¦te. Oznacza to »e implikacja

(Pa → ∀x Qx) → ∃x (Pa → Qx)

jest tautologi¡ KRP. To implikacja do niej odwrotna, a mianowicie

∃x (Pa → Qx) → (Pa → ∀x Qx)

nie jest tautologi¡ KRP, na co wskazuje gaª¡¹ otwarta oznaczona li±ciem ♠. W konsekwencji, badana
równowa»no±¢, b¦d¡ca � jak wiemy z KRZ � równowa»na semantycznie implikacji prostej i odwrotnej, nie
jest tautologi¡ KRP.
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Interpretacja wyznaczona przez gaª¡¹ otwart¡ drzewa przedstawiona jest w poni»szej tabelce:

♠ P Q
a + ?
b ? +
c ? �

Pozwólmy sobie na podanie banalnego przykªadu interpretacji staªych indywiduowych a, b oraz c i
predykatów P oraz Q; niech np.:

Px b¦dzie interpretowane jako x jest obrzydliwie bogaty;

Qx b¦dzie interpretowane jako x jest gª¦boko szcz¦±liwy;

a, b i c denotuj¡, odpowiednio, Pana Prezesa, Pana Prezydenta oraz Pana Premiera.

Zgodnie z ustaleniami zawartymi w tabelce, Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty, Pan Prezydent jest
gª¦boko szcz¦±liwy, natomiast Pan Premier gª¦boko szcz¦±liwy nie jest. Mo»na spróbowa¢ odczyta¢ przy tej
interpretacji obie wspomniane implikacje:6

∃x (Pa → Qx) → (Pa → ∀x Qx)

Je±li co najmniej jedna obywatelka jest gª¦boko szcz¦±liwa, o ile Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty,
to je±li Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty, to wszyscy s¡ gª¦boko szcz¦±liwi.

(Pa → ∀x Qx) → ∃x (Pa → Qx)

Je±li obrzydliwe bogactwo Pana Prezesa implikuje, »e wszyscy s¡ gª¦boko szcz¦±liwi, to co najmniej
jedna obywatelka jest gª¦boko szcz¦±liwa, o ile Pan Prezes jest obrzydliwie bogaty.

Nie maj¡ te odczytania »adnego gª¦bszego sensu, ale zawsze przyjemnie posªucha¢, »e � gdzie± tam
daleko, przy speªnieniu si¦ ró»nych bajecznych okoliczno±ci � wszyscy s¡ gª¦boko szcz¦±liwi. Prosz¦ za-
uwa»y¢, »e w odczytaniach tych nie mówimy jawnie o szcz¦±ciu Pana Prezesa, a o stanie maj¡tkowym Pana
Prezydenta i Pana Premiera to ju» caªkiem milczymy, jak zakl¦ci.

Przykªad III.2.5.: Nietakty gramatyczne

Poka»emy, »e równowa»no±¢:

(∀x(Px ∧Qa)) ↔ ((∀x Px) ∧Qa)

jest tautologi¡ KRP. W formule tej wyst¦puje staªa indywiduowa a. Budujemy drzewo semantyczne dla
negacji tej równowa»no±ci:

6Mam zwyczaj, aby sªowa obywatel oraz obywatelka traktowa¢ jako odpowiadaj¡ce predykatom uniwersalnym.
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¬((∀x (Px ∧Qa)) ↔ ((∀x Px) ∧Qa)) 1.¬↔

©©©©©©©©©

HHHHHHHHH

(1lg) ∀x(Px ∧Qa) 2.?a 6.?b

(1ld) ¬((∀x Px) ∧Qa) 4.¬∧

(2) Pa ∧Qa 3.∧

(3g) Pa

(3d) Qa

©©©©©
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(4l) ¬∀x Px 5.
√

b

(5) ¬Pb

(6) Pb ∧Qa 7.∧

(7g) Pb

(7d) Qa

×5,7g

(4p) ¬Qa

×3d,4p

(1pg) ¬∀x (Px ∧Qa) 8.
√

b

(1pd) (∀x Px) ∧Qa 9.∧

(8) ¬(Pb ∧Qa) 11.¬∧

(9g) ∀x Px 10.?b

(9d) Qa

(10) Pb

©©©©©
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(11l) ¬Pb

×10,11l

(11p) ¬Qa

×9d,11p

Wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te. Nie istnieje wi¦c interpretacja, w której zanegowana równowa»no±¢
z korzenia tego drzewa byªaby prawdziwa. St¡d, równowa»no±¢

(∀x (Px ∧Qa)) ↔ ((∀x Px) ∧Qa)

jest prawdziwa w ka»dej interpretacji, a wi¦c jest tautologi¡ KRP.
Z praw KRZ i z powy»szego ustalenia widzimy natychmiast, »e tak»e obie implikacje:

(∀x (Px ∧Qa)) → ((∀x Px) ∧Qa)

((∀x Px) ∧Qa) → (∀x (Px ∧Qa))

s¡ tautologiami.
Zwró¢my jeszcze uwag¦, »e poniewa» w formule z korzenia drzewa wyst¡piªa staªa indywiduowa a,

wi¦c nale»aªo oczywi±cie zastosowa¢ wzgl¦dem niej reguª¦ R(∀), na wszystkich gaª¦ziach drzewa. Jed-
nak stosowanie R(∀) wzgl¦dem a w formule o numerze (9g) byªoby zb¦dne, bo i bez wykonania tego kroku
otrzymaliby±my wszystkie gaª¦zie zamkni¦te. W krokach 5.

√
b oraz 8.

√
b wprowadzali±my dwie nowe staªe

indywiduowe; to, »e mo»na si¦ byªo posªu»y¢ tym samym symbolem b uzasadnione jest tym, »e staªe te
wprowadzane byªy na ró»nych gaª¦ziach.

Ze wzgl¦du na budow¦ syntaktyczn¡ rozpatrywanej formuªy podawanie jakich± prób jej przekªadu na
j¦zyk naturalny byªoby nietaktem zarówno wobec niej samej, jak i wobec Czytelniczek.

Nie. Jednak nie. Nad¡sane usteczka i pokrzywdzone, ±widruj¡ce spojrzenia spod zmarszczonych brewek
Humanistek.7 To nie do wytrzymania, it really hurts. . . Zinterpretujmy wi¦c jakkolwiek predykaty P i Q
oraz staª¡ indywiduow¡ a, niech np.:

7Tak to wygl¡da z mojego punktu widzenia, gdy miotam si¦ przed tablic¡. Nie obra»acie si¦, prawda? Zapewniam, »e moje
uwagi motywowane s¡ empati¡ dydaktyczn¡; w »adnym wypadku nie jest moim zamiarem okazywanie lekcewa»enia mojemu
ulubionemu audytorium, tj. Humanistkom. Prosz¦ pami¦ta¢, »e nauczanie Humanistek logiki matematycznej to naprawd¦
trudna praca. Zamieszczone w tek±cie niniejszych notatek (w zamierzeniu) »artobliwe elukubracje prosz¦ odbiera¢ z humorem
i wyrozumiaªo±ci¡ dla autora. Nie ma on zreszt¡ jakichkolwiek podstaw do okazywania komukolwiek najmniejszych cho¢by
przejawów rzekomej wy»szo±ci intelektualnej. W tej Przygodzie Edukacyjnej, w której bierzemy udziaª, wszyscy jeste±my
Humanistkami.
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Px b¦dzie interpretowane jako x jest ubo»uchn¡ rencistk¡, nigdy nie zapominaj¡c¡ o doªo»eniu si¦ do tacy
w niedziel¦;

Qx b¦dzie interpretowane jako x jest w wielkich opaªach �nansowych;

a denotuje Watykan.

Pozostawiamy odczytanie badanej równowa»no±ci przy tej interpretacji zainteresowanym Humanistkom.
Sami tego nie zrobimy, ze wzgl¦du na wstyd gramatyczny.8

Przykªad III.2.6.: Kruszyna Mistyki9

Dzie« bez odrobiny mistycyzmu to dla Humanistki dzie« szary, nijaki, nie warty prze»ycia. Zobligowani
czujemy si¦ wi¦c � aby dydaktyka logiki odbierana byªa przez Humanistki jako nie-bez-duszna � do ubo-
gacania jej, na dost¦pne nam sposoby. Prosimy np. przenie±¢ si¦ w (przepastnej u Humanistek) wyobra¹ni z
pomieszcze« wykªadowych w dawnej fabryce czoªgów HCP Cegielski10 do ℵ0-gwiazdkowego Hotelu Hilberta
i epatujemy dziewcz¦ta prób¡ semantycznej analizy powiedzmy nast¦puj¡cego zdania:

O ile za ka»d¡ liczb¡ naturaln¡ nast¦puje niemniejsza od niej liczba naturalna, to Jedyna Tajna
Liczba Naturalna Koduj¡ca Niepoznawalne Imi¦ Dobrego Pana Naszego JHWH jest niemniejsza
od wszystkich liczb naturalnych.

Powinni±my pomin¡¢ w tym miejscu szereg szczerych, spontanicznych wypowiedzi Humanistek w reakcji
na wysªuchanie tego zdania (np.: wyra»anie sympatii dla liczb 36 oraz 69, a chªodu emocjonalnego dla liczb
96 oraz 666). Rozwa»my natomiast formuª¦ j¦zyka KRP odpowiadaj¡c¡ mu skªadniowo:

(∗) ∀x∃y yRx → ∀x aRx

(predykat R nazywa tu relacj¦ niemniejszo±ci, a staªa indywiduowa a jest skromnym symbolem dla Jedynej
Tajnej Liczby Naturalnej Koduj¡cej Niepoznawalne Imi¦ Dobrego Pana Naszego JHWH; to, czy kodowanie
podlega reguªom znanym Cadykowi z Le»ajska, Jego �wi¡tobliwo±ci Dalajlamie, sªynnemu ze swojej dociek-
liwo±ci Ignacemu Loyoli, czy jakiemukolwiek gªodnemu sªawy Praªatowi, nie ma tu oczywi±cie znaczenia).

Sprawdzimy najpierw, czy formuªa (∗) jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji:

∀x∃y yRx → ∀x aRx 1.→

©©©©©©

HHHHHH

(1l) ¬∀x∃y yRx 2.
√

b

(2) ¬∃y yRb 3.?a 4.?b

(3) ¬aRb

(4) ¬bRb

♣

(1p) ∀x aRx 5.?a

(5) aRa

♠

8To nie s¡ jedynie gªupie, zªo±liwe docinki. J¦zyk naturalny naprawd¦ istotnie ró»ni si¦ od j¦zyka KRP. �Przekªady� niektórych
formuª j¦zyka KRP na j¦zyk naturalny brzmi¡ czasem banalnie, czasem dziwacznie, a nawet (pragmatycznie) nieakceptowalnie.
Jak ju» wspominali±my wcze±niej, �przekªady� w drug¡ stron¦ sprawiaj¡ jeszcze wi¦ksze trudno±ci. Nie zaªamujmy jednak
czªonków: kªopoty te to przecie» niewyczerpywalne ¹ródªo tematów na rozmaite rozprawy i badania semiotyczne, sponsorowane
przez podatników.

9Ten przykªad zaczerpn¦li±my z naszego tekstu Agnostyczny je» w lesie semantycznym (wspóªautorka: Izabela Bondecka-
Krzykowska), zªo»onego do druku w Ksi¦dze Jubileuszowej dedykowanej Panu Profesorowi Witoldowi Marciszewskiemu. For-
muªa (∗) dyskutowana w tym przykªadzie wzi¦ta jest z artykuªu Witolda Marciszewskiego: On going beyond the �rst-order
logic in testing the validity of its formulas. A case study. Mathesis Universalis, nr 11 On the Decidability of First Order Logic,
2002, dost¦pnego w Internecie na stronie www.calculemus.org/MathUniversalis/NS/11/Beyond.pdf. Polecamy ten artykuª, jako
zawieraj¡cy interesuj¡ce uwagi na temat metody drzew semantycznych.

10UAM dzier»awi tam pomieszczenia, miejmy nadziej¦, »e bez strat dla pot¦gi militarnej Rzeczpospolitej Polskiej. Zreszt¡,
oszukali±my: HCP produkowaªa silniczki do ªódeczek.
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Drzewo to ma dwie gaª¦zie otwarte. Badana formuªa nie jest zatem kontrtautologi¡ KRP. Poni»sze tabelki
podaj¡ interpretacje, w których (∗) jest prawdziwa:

R♣ a b
a ? �
b ? �

R♠ a
a +

Spróbujmy z kolei zbudowa¢ drzewo semantyczne dla negacji formuªy (∗):

¬(∀x∃y yRx → ∀x aRx) 1.¬→

(1g) ∀x∃y yRx 3.?a 4.?b 7.?c 8.?d . . .

(1d) ¬∀x aRx 2.
√

b

(2) ¬aRb

(3) ∃y yRa 5.
√

c

(4) ∃y yRb 5.
√

d

(5) cRa

(6) dRb

(7) ∃y yRc 9.
√

e

(8) ∃y yRd 10.
√

f

...

Budowy tego drzewa zako«czy¢ nie mo»na, co powinno by¢ wyra¹nie widoczne po prze±ledzeniu kilku pier-
wszych kroków w powy»szej konstrukcji. Formuªa (∗) nie jest tautologi¡ KRP. Metoda drzew semantycznych
nie daje odpowiedzi w sko«czonej liczbie kroków. Mo»emy jednak, zauwa»aj¡c regularno±¢ w konstruowaniu
coraz to wi¦kszych fragmentów drzewa semantycznego dla negacji formuªy (∗), poda¢ interpretacj¦ niesko«-
czon¡, w której negacja (∗) jest prawdziwa. Nie upowa»nia nas do tego sama metoda � kierujemy si¦ zatem
intuicjami (wychodz¡cymi poza logik¦ pierwszego rz¦du).11

Przykªad III.2.7.: Lawina Miªo±ci

Jak si¦ wydaje,12 strukturze skªadniowej zdania O ile cho¢by jeden osobnik jest zakochany sam w sobie,
to je±li ka»dy kogo± kocha, to kto± jest kochany przez wszystkich odpowiada nast¦puj¡ca formuªa j¦zyka KRP:

(F) ∃x xKx → (∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy)

Czy jest ona prawdziwa w jakiej± interpretacji? Budujemy drzewo semantyczne dla tej formuªy:

11Wi¦cej na ten temat � w rozdziale IV skryptu.
12Przyjmuj¡c, »e pasywizacja w j¦zyku naturalnym odpowiada braniu konwersu relacji.
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∃x xKx → (∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy) 1.→

©©©©©©©©©©
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(1l) ¬∃x xKx 2.?a

(2) ¬aKa

◦

(1p) ∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy 3.→

©©©©©©©
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(3l) ¬∀x∃y xKy 4.
√

a

(4) ¬∃y aKy 5.?a

(5) ¬aKa

◦

(3p) ∃y∀x xKy 6.
√

a

(6) ∀x xKa 7.?a

(7) aKa

◦

Do »adnej z formuª, na »adnej z gaª¦zi otwartych tego drzewa (akurat wszystkie gaª¦zie s¡ otwarte), nie
mo»na ju» zastosowa¢ »adnej z reguª. Formuªa ta jest zatem prawdziwa np. w ±wiecie, w którym za»ywa
istnienia narcystyczny, zakochany w sobie samolub, a tak»e w ±wiecie, w którym toczy swój »ywot brzydz¡cy
si¦ sob¡, nie potra�¡cy samego siebie pokocha¢ niesamolub. Widoczne jest wi¦c, »e badana formuªa nie jest
kontrtautologi¡.

Czy jest prawdziwa w ka»dej interpretacji, tj. czy jest tautologi¡? Aby to sprawdzi¢, budujemy drzewo
semantyczne dla jej negacji. Je±li wszystkie gaª¦zie tego drzewa b¦d¡ zamkni¦te, to wykluczona zostanie
sytuacja, »e owa negacja jest prawdziwa w jakiej± interpretacji. Automatycznie oznaczaªoby to, »e sama
badana formuªa jest w ka»dej interpretacji prawdziwa, czyli jest tautologi¡. Oto stosowne drzewo:

¬(∃x xKx → (∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy)) 1.¬→

(1g) ∃x xKx 3.
√

a1

(1d) ¬(∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy) 2.¬→

(2g) ∀x∃y xKy 4.?a1 8.?a2 10.?a3

(2d) ¬∃y∀x xKy 5.?a1 9.?a2 11.?a3

(3) a1Ka1

(4) ∃y a1Ky 6.
√

a2

(5) ¬∀x xKa1
7.
√

a3

(6) a1Ka2

(7) ¬a3Ka1

(8) ∃y a2Ky 12.
√

a4

(9) ¬∀x xKa2
13.

√
a5

(10) ∃y a3Ky 14.
√

a6

(11) ¬∀x xKa3
15.

√
a7

...
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Drzewo jest niesko«czone, tzn. nie mo»na zako«czy¢ budowy tego drzewa w sko«czonej liczbie kroków.
Zatem formuªa (F) nie jest tautologi¡ KRP. Zauwa»my, »e:

• po wprowadzeniu staªej indywiduowej a1 nale»aªo wzgl¦dem niej rozwin¡¢ formuªy o numerach (2g)
oraz (2d);

• po wykonaniu tych kroków w drzewie pojawiªy si¦ dwie nowe formuªy, nakazuj¡ce wprowadzenie dwóch
nowych staªych indywiduowych a2 oraz a3;

• rozwini¦cie formuª o numerach (2g) oraz (2d) wzgl¦dem staªych a2 oraz a3 wprowadziªo cztery nowe
formuªy, nakazuj¡ce wprowadzenie czterech nowych staªych indywiduowych: a4, a5, a6 i a7;

• je±li, tak jak ka»¡ reguªy, rozwiniemy teraz formuªy o numerach (2g) i (2d) ze wzgl¦du na staªe a4, a5, a6

i a7, to otrzymamy osiem nowych formuª, nakazuj¡cych wprowadzenie kolejnych nowych o±miu staªych
indywiduowych;

• itd.

Zadaj¡c niewinne pytanie, czy negacja formuªy (F) jest prawdziwa, uruchomili±my zatem olbrzymi¡
lawin¦ zwi¡zków uczuciowych. . . Prosz¦ zauwa»y¢, »e na tej niesko«czonej gaª¦zi wyst¦puje niesko«czenie
wiele formuª atomowych i negacji formuª atomowych � w odczytaniu negacji formuªy (F) proponowanym
na pocz¡tku tego przykªadu odpowiadaj¡ one sytuacjom polegaj¡cym na tym, »e dana osoba kocha (lub
nie) drug¡ osob¦. Usilnie namawiamy Czytelniczki do wykonania nast¦puj¡cych dwóch ¢wicze«, jednego
banalnego, a drugiego nieco trudniejszego:

• wykonaj nast¦pne kroki w konstrukcji tego drzewa, powiedzmy do momentu, w którym na gaª¦zi b¦dzie
co najmniej dwadzie±cia staªych indywiduowych;

• spróbuj znale¹¢ wzór na miªo±¢ uprawian¡ na tej gaª¦zi, tj. spróbuj ustali¢, dla jakich indeksów i
oraz j na gaª¦zi znajduje si¦ formuªa atomowa aiKaj , a dla jakich formuªa ¬aiKaj .

Zauwa»my jeszcze, na koniec tego przykªadu, »e podobn¡ �lawin¦� staªych indywiduowych otrzymamy
próbuj¡c zbudowa¢ drzewo semantyczne dla negacji nast¦puj¡cej formuªy:

(FF) ∀x∃y xKy → ∃y∀x xKy.

Formuªa (FF) nie jest wi¦c tautologi¡ KRP. Cho¢ drzewo semantyczne jej negacji nie jest sko«czone,
to potra�my poda¢ interpretacje, w których (FF) jest faªszywa, tj. takie interpretacje, w których poprzed-
nik implikacji (FF) jest prawdziwy, a jej nast¦pnik faªszywy. W podr¦cznikach logiki cz¦sto podaje si¦
nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ o tych wªasno±ciach:

• uniwersum interpretacji stanowi zbiór wszystkich liczb naturalnych;

• predykat K denotuje relacj¦ mniejszo±ci.

W tej interpretacji wyra»enie aKb czytamy wi¦c: liczba a jest mniejsza od liczby b (lub, równowa»nie,
liczba b jest wi¦ksza od liczby a). Wiadomo, »e dla ka»dej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wi¦ksza
(a wi¦c poprzednik implikacji (FF) jest w tej interpretacji prawdziwy) oraz wiadomo, »e nie istnieje liczba
naturalna, wi¦ksza ni» wszystkie liczby naturalne (czyli nast¦pnik implikacji (FF) jest w tej interpretacji
faªszywy).13 Przy interpretacji K jako relacji < nast¦pnik implikacji (FF) jest zreszt¡ faªszywy tak»e
dlatego, »e »adna liczba naturalna nie jest mniejsza od samej siebie. Mo»na te» interpretowa¢ predykat
K jako relacj¦ 6 w zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Wtedy równie» poprzednik implikacji (FF) jest
w tej interpretacji prawdziwy, a jej nast¦pnik faªszywy.

Nietrudno tak»e poda¢ sko«czone interpretacje, w których poprzednik implikacji (FF) jest prawdziwy,
a jej nast¦pnik faªszywy. Wyobra¹my sobie np., »e Ludzko±¢ skªada si¦ tylko z dwojga osobników, powiedzmy
Adama i Chawy, Adam kocha Chaw¦, siebie samego nie kocha (bo np. ma wstr¦t do autoerotyzmu), a Chawa

13To caªkiem oczywiste, prawda? Grali±my przecie» na wykªadzie w t¦ gr¦: Podaj liczb¦. I ja zawsze wygrywaªem, podaj¡c
liczb¦ wi¦ksz¡ od podanej przez Ciebie (to byªo sprawiedliwe: gdybym ja zaczynaª, to Ty by± wygrywaªa). Tak naprawd¦,
to jednak wcale nie jest to takie oczywiste i wymaga przyj¦cia stosownych zaªo»e« dotycz¡cych niesko«czono±ci. O tym te»
wspominali±my na wykªadzie.
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kocha tylko siebie, taka ju» jest. W takim ±wiecie Adama nie kocha nikt, »adna Istota. Pozostawmy ten
±wiat swemu losowi.

Tak»e np. w ±wiecie, w którym »yj¡ jedynie Adam i Chawa, kochaj¡cy si¦ nawzajem (i nikogo poza tym,
a wi¦c bez narcyzmu) poprzednik implikacji (FF) jest prawdziwy, a nast¦pnik faªszywy.

Przykªad III.2.8.: Z »ycia parafii

Zajmiemy si¦ teraz ustaleniem, czy do praw logiki zaliczy¢ mo»na nast¦puj¡c¡ równowa»no±¢:
∀x (Px → Qa) ↔ ((∀x Px) → Qa)

Poka»emy, »e nie jest ona tautologi¡: drzewo semantyczne zbudowane dla negacji tej formuªy b¦dzie miaªo
gaª¡¹ otwart¡, a to oznacza, »e negacja badanej równowa»no±ci mo»e by¢ prawdziwa w jakiej± interpretacji;
w tej»e interpretacji sama badana równowa»no±¢ jest wi¦c faªszywa, a zatem nie jest tautologi¡. Zwró¢my
uwag¦, »e w badanej formule wyst¦puje staªa indywiduowa a. Oto stosowne drzewo:

¬((∀x (Px → Qa)) ↔ ((∀x Px) → Qa)) 1.¬↔

©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHH

(1lg) ∀x (Px → Qa) 3.?a

(1ld) ¬((∀x Px) → Qa) 2.¬→

(2g) ∀x Px 4.?a

(2d) ¬Qa

(3) Pa → Qa 5.→

(4) Pa

©©©©
HHHH

(5l) ¬Pa

×4,5l

(5p)Qa

×2d,5p

(1pg) ¬∀x (Px → Qa) 6.
√

b

(1pd) (∀x Px) → Qa 8.→

(6) ¬(Pb → Qa) 7.¬→

(7g) Pb

(7d) ¬Qa

©©©©©

HHHHH

(8l) ¬∀x Px 9.
√

c

(9) ¬Pc

♠

(8p) Qa

×7d,8p

Zauwa»my, »e w lewej cz¦±ci drzewa wykonanie kroku 2.¬→ przed krokiem 3.?a byªo niezgodne z po-
dawanymi wcze±niej zaleceniami, dotycz¡cymi kolejno±ci stosowania reguª. Nie miaªo to jednak znaczenia
dla wyników pracy na rozwa»anych gaª¦ziach. W prawej cz¦±ci drzewa nie byªo »adnej formuªy generalnie
skwanty�kowanej (ani negacji formuªy egzystencjalnie skwanty�kowanej), które mo»na byªoby rozwin¡¢ ze
wzgl¦du na staª¡ indywiduow¡ a wyst¦puj¡c¡ w formule w korzeniu drzewa.

Gaª¡¹ oznaczona li±ciem ♠ jest otwarta, i taka ju» pozostanie, na wieki wieków. Do formuª na niej
umieszczonych nie mo»na zastosowa¢ ju» »adnych reguª. Gaª¡¹ ta wyznacza interpretacj¦, w której znajdu-
j¡ca si¦ w korzeniu drzewa zaprzeczona równowa»no±¢

¬((∀x (Px → Qa)) ↔ ((∀x Px) → Qa))

jest prawdziwa. W konsekwencji, formuªa
∀x (Px → Qa) ↔ ((∀x Px) → Qa)

jest w tej»e interpretacji faªszywa, a wi¦c � jako faªszywa w co najmniej jednej interpretacji � nie jest
tautologi¡ KRP.

Interpretacja wyznaczona przez gaª¡¹ otwart¡ powy»szego drzewa ma w uniwersum denotacje staªych
indywiduowych a, b oraz c. Przy tym, denotacja staªej b jest elementem denotacji predykatu P (w tej»e
interpretacji), za± denotacja staªej a nie jest elementem denotacji predykatu Q, a denotacja staªej c nie jest
elementem denotacji predykatu P (tam»e). Sytuacj¦ t¦ ilustruje tabelka:
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♠ P Q
a ? �
b + ?
c � ?

(to, czy denotacja a nale»y do denotacji P oraz czy denotacje b i c nale»¡ do denotacji Q nie ma znaczenia,
co oddaje znak �?� umieszczony w stosownych miejscach w tabeli). Nietrudno obliczy¢, »e tabelka powy»sza
jest skrótowym zapisem o±miu ró»nych interpretacji � na tyle bowiem sposobów zast¡pi¢ mo»emy w niej
znak zapytania znakami plusa i minusa.

Spójrzmy raz jeszcze na powy»sze drzewo. Jego lewa cz¦±¢ (poddrzewo) wychodz¡ca z korzenia jest
jednocze±nie drzewem semantycznym dla formuªy:

¬(∀x (Px → Qa) → ((∀x Px) → Qa)

czyli dla zaprzeczonej implikacji, w której poprzedniku jest pierwszy czªon rozwa»anej na pocz¡tku równo-
wa»no±ci, a w nast¦pniku drugi z tych czªonów. Fakt, »e drzewo to ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te ukazuje,
i» implikacja:

∀x (Px → Qa) → ((∀x Px) → Qa)

jest tautologi¡ KRP. Natomiast fakt, »e prawa wychodz¡ca z korzenia cz¦±¢ (poddrzewo) drzewa dla zane-
gowanej równowa»no±ci zawiera gaª¡¹ otwart¡ ±wiadczy o tym, »e implikacja odwrotna do powy»szej, tj.:

((∀x Px) → Qa) → ∀x (Px → Qa)

tautologi¡ nie jest (bo jej zaprzeczenie jest prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji). Powinno by¢
oczywiste, »e gdy budujemy drzewa semantyczne dla równowa»no±ci lub zaprzeczonych równowa»no±ci, to
jednocze±nie uzyskujemy informacje o wªasno±ciach implikacji prostej i odwrotnej, których koniunkcja jest
semantycznie równowa»na rozpatrywanej równowa»no±ci.

Odruchowo skonstruujmy jeszcze jak¡± interpretacj¦ predykatów P i Q oraz staªej indywiduowej a, aby
nie zawie±¢ Humanistek. Niech np.:

Px b¦dzie interpretowane jako x »arliwie si¦ modli;

Qx b¦dzie interpretowane jako x miewa si¦ nienajgorzej;

a denotuje Naszego Proboszcza.

Aby bezpodstawnie nie uogólnia¢, niech uniwersum interpretacji odnosi si¦ do Naszej Para�i; oznacza
to, »e sªowo para�anin odpowiada predykatowi uniwersalnemu.

Wtedy formuª¦

∀x (Px → Qa) → ((∀x Px) → Qa)

odczytujemy np. tak:

Je±li, gdy we¹miemy pod uwag¦ dowolnego para�anina, Nasz Proboszcz ma si¦ nienajgorzej, o ile
ten»e para�anin »arliwie si¦ modli, to gdy wszyscy modl¡ si¦ »arliwie, to Nasz Proboszcz miewa
si¦ nienajgorzej.

Natomiast formuªa

((∀x Px) → Qa) → ∀x (Px → Qa)

odczytana mo»e by¢, powiedzmy, tak:

Je»eli Nasz Proboszcz miewa si¦ nienajgorzej, o ile wszyscy si¦ modl¡, to dla dowolnego para-
�anina, gdy ten»e modli si¦ »arliwie, to Nasz Proboszcz nienajgorzej si¦ miewa.
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Nie trzeba by¢ wytrawn¡ Humanistk¡, aby poczu¢ si¦ niedobrze ujrzawszy te teksty. (Kto, do licha,
w ten sposób mówi?!) Oba te odczytania uwa»amy za nieco chrome stylistycznie, co spowodowane jest
mi¦dzy innymi tym, i» w j¦zyku naturalnym konstrukcje syntaktyczne maj¡ce by¢ �przekªadami� konstrukcji
logicznych ¹le wspóª»yj¡ gramatycznie. Wi¦cej na ten temat w rozdziale VI, zawieraj¡cym zadania.

Na koniec tego przykªadu zauwa»my jeszcze, »e pokazali±my dot¡d, »e formuªa

((∀x Px) → Qa) → ∀x (Px → Qa)

jest faªszywa w co najmniej jednej interpretacji. Nie przes¡dza to, czy formuªa ta jest faªszywa we
wszystkich interpretacjach, tj. czy jest kontrtautologi¡. Poka»my, »e formuªa ta kontrtautologi¡ nie jest.
Aby tego dokona¢, wystarczy znale¹¢ co najmniej jedn¡ interpretacj¦, w której ta formuªa jest prawdziwa, a
wi¦c pokaza¢, »e drzewo semantyczne tej formuªy ma co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡. Budujemy to drzewo:

((∀x Px) → Qa) → ∀x (Px → Qa) 1.→

©©©©©©©©

HHHHHHHH

(1l) ¬(∀x Px → Qa) 2.¬→

(2g) ∀x Px 3.?a

(2d) ¬Qa

(3) Pa

♣

(1p) ∀x (Px → Qa) 4.?a

(4) Pa → Qa 5.→

©©©©
HHHH

(5l) ¬Pa

♦

(5p) Qa

♥

Drzewo to ma gaª¦zie otwarte (akurat wszystkie jego gaª¦zie s¡ otwarte) i do »adnej z formuª, na »adnej z
tych gaª¦zi, nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnej z reguª. Tak wi¦c, rozwa»ana formuªa jest prawdziwa w jakich±
interpretacjach; zatem nie jest ona kontrtautologi¡ KRP.

Mo»e nie wypada, ale mimo to chyba warto, uczyni¢ nast¦puj¡c¡ uwag¦. Powy»sze drzewo semantyczne
ma wszystkie gaª¦zie otwarte. Przestrzegamy przed bª¦dnym (sporadycznie przez studentki popeªnianym)
st¡d wnioskiem, »e formuªa z korzenia takiego drzewa jest w ka»dej interpretacji prawdziwa. Pokazali±my
ju» wy»ej, »e negacja tej formuªy jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji (zobacz 8 interpretacji
podanych w tabelce ♠), a wi¦c w interpretacjach z tabelki ♠ badana teraz formuªa jest faªszywa. Proponu-
jemy Humanistkom re�eksj¦ nad nast¦puj¡cym problemem. Które z poni»ej wyliczonych sytuacji s¡ mo»liwe
dla dowolnej, ustalonej formuªy A (i co wtedy o A lub o ¬A mo»na przes¡dzi¢):

• wszystkie gaª¦zie drzewa dla A i wszystkie gaª¦zie drzewa dla ¬A s¡ otwarte;

• wszystkie gaª¦zie drzewa dla A i wszystkie gaª¦zie drzewa dla ¬A s¡ zamkni¦te;

• drzewo dla A ma wszystkie gaª¦zie otwarte, a drzewo dla ¬A ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te;

• drzewo dla A ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te, a drzewo dla ¬A ma wszystkie gaª¦zie otwarte;

• drzewo dla A ma gaª¦zie otwarte i zamkni¦te, a tak»e drzewo dla ¬A ma gaª¦zie otwarte i zamkni¦te;

• drzewo dla A ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te, a drzewo dla ¬A ma pewne gaª¦zie zamkni¦te, a pewne
otwarte;

• drzewo dla A ma wszystkie gaª¦zie otwarte, a drzewo dla ¬A ma pewne gaª¦zie zamkni¦te, a pewne
otwarte;

• drzewo dla ¬A ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te, a drzewo dla A ma pewne gaª¦zie zamkni¦te, a pewne
otwarte;

• drzewo dla ¬A ma wszystkie gaª¦zie otwarte, a drzewo dla A ma pewne gaª¦zie zamkni¦te, a pewne
otwarte.
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Czy niektóre z wyliczonych mo»liwo±ci �mówi¡� to samo o A lub ¬A?

Przy podanej wy»ej interpretacji �nabo»nej� formuªa

((∀x Px) → Qa) → ∀x (Px → Qa)

jest prawdziwa w para�ach w których:

• Nasz Proboszcz modli si¦ »arliwie i � biedaczysko � nie miewa si¦ nienajgorzej (para�a ♣);
• Nasz Proboszcz nie modli si¦ »arliwie, a o jego samopoczuciu nic nam nie wiadomo (para�a ♦);
• Nasz Proboszcz miewa si¦ nienajgorzej, acz nie wiadomo, jak rzeczy si¦ maj¡ z jego nabo»no±ci¡ (para�a
♥);

(co poza tym dzieje si¦ w wymienionych para�ach nie ma znaczenia). �yczymy wszystkim »arliwo±ci uczu¢
i dobrego samopoczucia.

∗ ∗ ∗

Mo»e warto na koniec tego podrozdziaªu uczyni¢ nast¦puj¡c¡ uwag¦. Zwykle, gdy mówi si¦ w po-
dr¦cznikach o prawach (tautologiach) KRP, to rozwa»a si¦ formuªy w postaci takiej, jak w przykªadzie III.2.2.
Ze wzgl¦du na propedeutyczny charakter tych notatek umieszczamy w nich przede wszystkim przykªady
mniej ogólne, dla których bezpo±rednio podawa¢ mo»na interpretacje, w których rozwa»ane formuªy s¡
prawdziwe b¡d¹ faªszywe.

Jerzy Pogonowski
Zakªad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl
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