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Uszy i Ogon

Zgodzisz sie, ze z przestanki:
@ Uszy sa krétsze od Ogona.
mozna poprawnie wyprowadzi¢ np. takie wnioski:

@ Ogon jest dtuzszy od Uszu.
@ Uszy nie sa dtuzsze od Ogona.

@ Ogon i Uszy nie sa réwnej dtugosci.

Dlaczego jednak uznajesz te wnioskowania za poprawne?

Czy potrafisz podac¢ jakies reguty uzasadniajace poprawnosé tych
wnioskowan, a przesadzajace ponadto, ze na mocy powyzszej przestanki nie
mozna prawomocnie przyjac¢ np. wniosku:

@ Ogon jest krétszy od Uszu. 7

v
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Woprowadzenie

Urocza Koreanistka

Pamietamy, ze Urocza Koreanistka miata ktopoty z Polskim Katolicyzmem.
Zastanéwmy sie — jakie reguty wnioskowania potrzebne s3, aby

rozstrzygna¢, ze jedno z ponizszych wnioskowan jest poprawne, a jedno nie
jest poprawne: )

o Nieprawda, ze kazdy Polak jest katolikiem. Zatem zZaden Polak nie jest
katolikiem.

o Nieprawda, ze kazdy Polak jest katolikiem. Zatem nie wszyscy Polacy
sg katolikami.

Domyslamy sie, ze katolicyzm i polskos¢ nie maja tu nic do rzeczy:
poszukiwane reguty odwotywac sie musza do (znaczenia) spéjnikéw
prawdziwosciowych oraz wyrazen kwantyfikujacych.
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Whioskowania o wtasnosciach i relacjach

Poréwnaj nastepujace wnioskowania:
@ Skoro Ania jest starsza od Basi, a Basia starsza od Czesia, to Ania jest
starsza od Czesia.

@ Skoro Adam jest ojcem Bronka, a Bronek jest ojcem Czesia, to Adam
jest ojcem Czesia.

Ktére z nich uznasz za poprawne? Dlaczego? Te same pytania dla
nastepujacych wnioskowan:

o W naszej wsi sg urodziwe panny. Sg tez w naszej wsi panny posazne.
Tak wiec, sa w naszej wsi posazne panny urodziwe.

o W naszej wsi sa posazne panny urodziwe. Tak wiec, w naszej wsi s3
urodziwe panny.

v
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Wojskowa Komenda Uzupetnien

Poréwnaj pod wzgledem syntaktycznym i semantycznym nastepujace
napisy:

Obywatel Jerzy Pogonowski zgtosit sie do WKU.
Obywatel x zgtosit sie do WKU.

Pewien obywatel zgfosit sie do WKU.

Kazdy obywatel zgtosit sie do WKU.

Wiekszos¢ obywateli zgtosita sie do WKU.
Wzglednie wielu obywateli zgtosito sie do WKU.

Nieskoriczenie wielu obywateli zgtosito sie do WKU.

O ktérych z powyzszych napiséw sktonna bytabys wyda¢ werdykt, ze sa
prawdziwe badz fatszywe?

v
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Wspomnienia ze szkoty

Zaktadamy, ze pamietasz ze szkoty: proste pojecia i konstrukcje dotyczace
rachunku zbioréw, pojecie relacji oraz funkgcji.

Nie bedziemy tego wszystkiego raz jeszcze przypominaé. Pojecia te
zrozumiate s3 dla dzieciny jedenastoletniej. W omawianych dale;
konstrukcjach i przyktadach wykorzystanie tych poje¢ nie bedzie wymagato
niczego poza te elementarng wiedze wykraczajacego.

Zbidr jest nieskonczony, gdy jest réwnoliczny z jakim$ swoim podzbiorem
witasciwym. W przeciwnym przypadku jest skoriczony.
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Jezyk KRP: alfabet

Opiszemy teraz, w skrécie i w sposéb przyblizony, sktadnie i semantyke
jezyka Klasycznego Rachunku Predykatéw (KRP). Doktadniejszy opis
znajdziesz np. w pliku semkrp.pdf.

W jezyku Klasycznego Rachunku Predykatéw mamy do dyspozycji
nieskonczone zbiory kazdego z nastepujacych typéw symboli:

e zmienne (indywidualne) (x, y, z, x1, x2, x3, ...)
e predykaty (P, Q, R, Py, P2, P3, ...)
e symbole funkcyjne (F, G, H, F1, F2, F3, ...)

e stafe (indywidualne) (a, b, c, a1, a2, a3, ...)

Uwaga. W dalszych rozwazaniach bardzo istotne bedzie odréznianie jezyka
przedmiotowego KRP od metajezyka, w ktérym méwimy o KRP (w szczegélnosci,
0 jego interpretacjach).
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Jezyk KRP: state logiczne

W jezyku Klasycznego Rachunku Predykatéw mamy réwniez do dyspozycji
state logiczne:

@ spdjniki prawdziwosciowe

- (negacja),

A (koniunkcja),

V (alternatywa [nieroztacznal),
— (implikacja [materialnal),

= (réwnowaznosc¢ [materialnal).

e kwantyfikatory

e V generalny (ogdliny)
e I egzystencjalny (szczegétowy).
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Jezyk KRP: termy

Definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna:

o (i) wszystkie zmienne indywidualne oraz wszystkie state indywidualne

sg termami;

o (ii) jesli t1,...,t, sa dowolnymi termami, a F jest (n-argumentowym)
symbolem funkcyjnym, to wyrazenie F(ti,...,t,) jest termem, dla
dowolnej n;

@ (iii) nie ma innych terméw (jezyka KRP) précz zmiennych
indywiduowych oraz statych indywiduowych oraz tych terméw, ktére
mozna skonstruowaé wedle reguty (ii).

Termy, w ktérych nie wystepuja zadne zmienne nazywamy termami
bazowymi.
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Jezyk KRP: formuty

Formuta atomowa jezyka KRP nazywamy kazde wyrazenie postaci
Pi(t1,...,t), gdzie ti,..., t, sa dowolnymi termami, a P; dowolnym
predykatem n-argumentowym, dla dowolnej n.

Definicja formuty jezyka KRP jest indukcyjna:

o (i) kazda formuta atomowa jest formuty;

o (ii) jesli a jest dowolna formuta, to wyrazenia =(a), Vx, (a), 3x, (@)
sa formutami;

o (iii) jesli a i B sa dowolnymi formutami, to wyrazenia () A (),
(@) V(B), (a) = (B), (@) = (B) sa formutami;

@ (iv) nie ma innych formut (jezyka KRP) précz tych, ktére mozna
utworzy¢ wedle regut (i)—(iii).
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Jezyk KRP: zmienne wolne i zwigzane

Wyrazenie o w dowolnej formule o postaci Vx, («) lub o postaci Ix, («)
nazywamy zasiegiem odpowiedniego kwantyfikatora.

Zmienna x, wystepujaca na danym miejscu w formule « jest na tym
miejscu zwigzana, jezeli jest ona podpisana pod ktéryms z
kwantyfikatoréw lub tez znajduje sie w zasiegu jakiegos kwantyfikatora, pod
ktérym podpisana jest réwniez zmienna xp,.

Jezeli zmienna x,, wystepujaca na danym miejscu w formule «, nie jest na
tym miejscu zwigzana, to méwimy, ze jest ona na tym miejscu wolna w
formule a.
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Jezyk KRP: zmienne wolne i zwigzane

Méwimy, ze x, jest zmienng wolng w « wtedy i tylko wtedy, gdy
przynajmniej na jednym miejscu zmienna ta jest wolna w «.

Méwimy, ze term t jest podstawialny za zmienng x; do formuty o wtedy i
tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje sie w « jako zmienna wolna w
zasiegu zadnego kwantyfikatora wiazacego ktéras ze zmiennych
wystepujacych w t.

Formuty nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami
(jezyka KRP).
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Jezyk KRP: kilka ¢wiczen

1. Podaj zmienne wolne i zwigzane formut:
o (a) Vx (P(x,y) = Jy (Q(x) A R(x,y)))
e (b) Ix (P(x) AVz (Q(z) — R(x,z)))
e (c) Ix (P(x) AN¥x (Q(x) — R(x,y)))-

o (a) Pierwsze z lewej wystapienie y jest wolne w tej formule. Zmienna
y jest zmienna wolna tej formuty.

@ (b) Ta formuta nie zawiera zmiennych wolnych.

@ (c) Zmienna y jest jedyna zmienna wolna tej formuty.
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Jezyk KRP: kilka ¢wiczen

2. Czy term t jest podstawialny za zmienng x w formule «, gdzie:
o (a) t jest postaci f(x), a « jest formuta Vy3z (P(y,z) — Q(x));
x jest jedyna zmienna w termie t;
o (b) t jest postaci g(x,y), a « jest formuta VyVz (P(x,y) — Q(z));
X i y s3 jedynymi zmiennymi w termie t;
@ (c) t jest postaci f(a), a « jest formuta Vy (P(x) V Q(y));
t jest termem bazowym.

@ (a) Tak. Zadna zmienna wystepujaca w termie f(x) nie stanie sie zwiazana
po podstawieniu tego termu do rozwazanej formuty.

@ (b) Nie. Po wstawieniu termu g(x, y) do formuty VyVz (P(x,y) — Q(z))
zmienna y wystepujaca w tym termie staje sie zwigzana w rozwazanej
formule.

@ (c) Tak. Term f(a) nie zawiera zmiennych wolnych, a wiec jest podstawialny
do kazdej formuty.
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Jezyk KRP: kilka ¢wiczen

3. Ktére z podanych nizej formut s3 zdaniami jezyka KRP:
e (a) Vx3IyVz (P(x,y,z) — Q(x,x,x))
o (b) Ix ((P(x) V Q(y)) AVxVy (P(x) — Q(y)))
o (c) VxJy (P(f(y),x) A Q(x,f(y))).

o (a) Tak, jest zdaniem.

o (b) Pierwszy czton koniunkcji zawiera wolne wystapienie zmiennej y, a
wiec rozwazana formuta nie jest zdaniem.

e (c) Tak, jest zdaniem.
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Jezyk KRP Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Ryjkowcowate.

v
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Jezyk KRP Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Nasza Pani od Biologii postanowita zrobi¢ wreszcie porzadek w swojej
kolekcji chrzaszczy. Zapisuje przy okazji, co pamieta o niektérych
gatunkach. Znajdziemy schematy poczynionych przez nig obserwacji:
@ (1) Ryjkowcowate biegaja szybciej od Spuszczeli, ale Spuszczele zyja
od nich dtuzej.

@ (2) Niektdre Przekraskowate biegaja szybciej od jakichkolwiek
Trzyszczowatych.

@ (3) Tylko Przekraskowate zjadaja Korniki.

o (4) Jesli Przekraskowate zjadaja Ryjkowcowate, to szybciej od nich
biegaja.

@ (5) Niektdre Trzyszczowate sa bardziej podobne do pewnych
Przekraskowatych niz do dowolnych Spuszczeli.

@ (6) Ryjkowcowate, ktore nie biegaja szybciej od Trzyszczowatych sa
przez nie zjadane lub nie zyja dtuzej od nich.
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Nz (P el (Bt § @z
Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Przekraskowate.
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Nz (P el (Bt § @z
Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Predykaty wystepujace w schematach powyzszych zdan: )

R(x) — x jest Ryjkowcowaty
S(x) — x jest Spuszczelem
P(x) — x jest Przekraskowaty
T(x) — x jest Trzyszczowaty
K(x) — x jest Kornikiem
Z(x,y) — x zjada y

B(x,y) — x biega szybciej niz y
D

X
x,y) — x zyje dtuzej niz y

W(x,y,z) — x jest bardziej podobny do y niz do z.
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_ Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze
Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Spuszczele.
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Nz (P el (Bt § @z
Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Schematy powyzszych zdan: J

(1) vy ((R() A S(0)) — (B ) A Dy, )
(2) 3¢ (P(x) Ay (T(y) — B(x.))

(3) Wy ((K(y) A Z(x.7)) — P(x)

(4) ¥y ((P(x) A RO)) A Z(x,7)) — Bx, )
(5) IxIyVz W(x,y,z)

(6)

6) Vxvy (((R(x) A T(y)) A =B(x,y)) — (Z(y,x) V =D(x, y)))-
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Nz (P el (Bt § @z
Nasza Pani od Biologii i Chrzaszcze

Trzyszczowate.

o
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Interpretacje

Odniesienie przedmiotowe

O czym mozemy ,méwi¢” w jezyku KRP? O dowolnych uktadach,
ztozonych z jakiego$ zbioru (catkiem dowolnych) przedmiotéw oraz o
wszelakich wtasnosciach tych przedmiotéw, zaleznosciach funkcyjnych
miedzy rozwazanymi przedmiotami, dowolnych faczacych owe przedmioty
relacjach.

Widzimy wiec, ze jezyk KRP ma catkiem spora ,,moc wyrazania”, w
poréwnaniu z jezykiem KRZ, w ktérym moglismy ,méwi¢" jedynie o dwdch
przedmiotach.

Domyslamy sie tez, ze symbole alfabetu jezyka KRP bedzie mozna
interpretowac na (nieskonczenie) wiele sposobéw.

Jesli rozwazamy jezyk KRP o predykatach, symbolach funkcyjnych i statych
indywidualnych branych z ustalonego zbioru ¥, to méwimy o jezyku KRP
sygnatury ¥..
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Struktury relacyjne

Strukturag relacyjng jest dowolny uktad postaci:
Mm=(M,R,F,A,

gdzie
@ M jest dowolnym zbiorem, zwanym uniwersum 991, oznaczanym tez
przez ||
@ R jest rodzing relacji okreslonych w uniwersum 9t
@ F jest rodzing funkcji okreslonych w uniwersum 9t

o A jest rodzing elementéw wyréznionych w uniwersum 90t

Zaréwno relacje, jak i funkcje struktury 9t moga mie¢ dowolna liczbe
argumentow.
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Interpretacje

Funkcja denotacji

Nazwiemy interpretacja jezyka KRP sygnatury ¥ dowolny uktad
(M, %, ), gdzie M jest zbiorem, a A funkcja (funkcja denotacji) o
dziedzinie ¥, ktéra przyporzadkowuje (dla dowolnej n):

o kazdej statej indywiduowej ay element A(ay) € M;

@ kazdemu n-argumentowemu predykatowi P; relacje n-argumentowa
A(P;) € M™;

o kazdemu n-argumentowemu symbolowi funkcyjnemu F; funkcje
n-argumentowg A(Fj) : M" — M.

Przy ustalonej sygnaturze ¥, kazda interpretacja jezyka KRP sygnatury ¥
jest zatem pewng struktura relacyjng. Oznaczmy klase wszystkich takich
struktur przez My. Kazdy element My jest wiec strukturg postaci

M = (M, A[X]), dla pewnych M oraz A.
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Interpretacje

Funkcja denotacji

W niektérych dalej rozwazanych przyktadach bedziemy stosowa¢ takze
nastepujace, przydatne oznaczenia:

o Jesli M jest strukturg z My, to interpretacje symbolu o z ¥ w
strukturze 9 bedziemy oznaczaé przez ogy.

o Jesli M jest strukturg z My, a r jest relacja, funkcja lub elementem
wyréznionym w 9, to przez r rozumie¢ bedziemy symbol jezykowy (z
sygnatury Y), interpretowany w 9 jako r. Ten zapis stosowac
bedziemy jedynie w tych przypadkach, gdy nie bedzie to powodowato
niejednoznacznosci.

Uwaga. Symbole z ¥ naleza do jezyka przedmiotowego, a symbole, ktérych
uzywamy dla ,,méwienia” o strukturach relacyjnych, relacjach, funkcjach,
itp. naleza do metajezyka.
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Relacja spetniania

Wartosciowania

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny
nieskonczony przeliczalny ciag w = (w,) elementéw zbioru M. Gdy
w = (W) = (Wo, Wi, ..., Wj_1, Wj, Wii1,...)

jest wartosciowaniem w M oraz m € M, to przez w;" oznaczamy
wartos$ciowanie:

(wo, wi, ..., w1, m, wiy1,...).

Uwaga. Nie lekaj sie! Te matematyczne Potwory nie uczynia ci krzywdy!
Proste rysunki przedstawiane na wykfadzie wystarcza do uzyskania
przekonania, ze wszystko rozumiesz.
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Wartos$¢ termu

Jesli t jest termem, M = (M, A[X]) struktura relacyjna sygnatury ¥ oraz
w = (w;) jest wartoSciowaniem zmiennych w M, to wartos¢ termu t w
strukturze (M, A[X]) przy wartosciowaniu w, oznaczana przez AXY(t)
okreslona jest indukcyjnie:

o gdy t jest zmienng x;, to AXY(t) = w;;
o gdy t jest staty ax, to ATY(t) = A(ak);

o gdy t jest termem ztozonym postaci Fj(t1,...,t,), gdzie t1,...,t, sa
termami, to AXY(t) = AR (AT (t), ..., AT(tn)).

Mozna pokaza¢, ze warto$¢ termu przy danym warto$ciowaniu zmiennych
zalezy jedynie od wartosci nadanych przy tym warto$ciowaniu zmiennym
wystepujacym w rozwazanym termie.
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Relacja spetniania

Relacja spetniania

Niech 9t = (M, A[X]) bedzie struktura relacyjna sygnatury ¥, w
warto$ciowaniem w M, a « formuta jezyka KRP sygnatury X. Definicja
relacji MM =, a spetniania formuty o w strukturze YN przez
wartosciowanie w ma nastepujaca posta¢ indukcyjna:
e My Pi(t1,...,t,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
AP)(Aw(t), .-y Aw(tn)) (dla n-argumentowego predykatu P);
e M=y (a) A(B) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, « oraz M =y, G;
o M=y (a) Vv (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, a lub M =, 5;
e M=y (a) — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 9 =, « lub
zachodzi M |=,, 5;
e M=, —(«a) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M =, «;
° M =y Vx; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy M =ym « dla kazdego
m e M;
° M =y Ix; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy M =ym o dla pewnego
me M.
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Relacja spetniania

Relacja spetniania

Cwiczenie. Podaj definicje dla przypadku 9t |=,, (o) = (8). J

Zdefiniowana przed chwilj relacja jest relacja tréjargumentowa: taczy
interpretacje, formuty i wartosciowania. Za chwile okreslimy z jej pomoca
pewne dalsze (dwu- oraz jednoargumentowe) relacje semantyczne.

Pojecie wyzej zdefiniowane pochodzi od Alfreda Tarskiego, z lat
trzydziestych XX wieku. Jest fundamentalne dla klasycznego rozumienia
pojecia prawdy (w jezykach logiki).
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Relacja spetniania

Prawdziwosé

Jezeli M =), « dla wszystkich wartosciowan w, to méwimy, ze formuta «
jest prawdziwa w strukturze 9 i piszemy wtedy 9t = . W przeciwnym
przypadku méwimy, ze « jest faftszywa w 91 i piszemy 9 ¥ .

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru X, to méwimy, ze 9N jest
modelem zbioru X i piszemy 9 = X.

Uwaga. Jesli a jest zdaniem, a 9t dowolnga struktura relacyjna, to
nastepujace warunki sa réwnowazne:

@ « jest prawdziwa w I (czyli M |=,, « dla wszystkich wartosciowan w)

e M =, « dla pewnego wartosciowania w.
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Relacja spetniania

Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

1. Niech 901 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje mniejszosci <. Niech <
bedzie predykatem denotujacym relacje <. Niech w = (1,1,...) bedzie
warto$ciowaniem zmiennych w uniwersum 9% o statej wartosci 1. Czy
wartosciowanie w spetnia formute o w strukturze 90, dla:

(a) a postaci 3x1 (x1 < x2) A Ix2 (x1 < x2)
(b) a postaci Vx1 (x1 < x2) AVx2 (x1 < x2).
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Relacja spetniania

Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

(1a) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wiec ciag staty w = (1,1,1,1,...)
spetnia ja w strukturze 90t wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia obydwa jej cztony.
Oba cztony tej koniunkgji s3 formutami egzystencjalnie skwantyfikowanymi. Ciag
w=(1,1,1,1,...) spetnia w strukturze 90t pierwszy czton tej koniunkgji, czyli
formute dx; x; < x> wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden ciag

w' = (a,1,1,1,...) spetnia w strukturze 9 formute x; < x, gdzie a jest jakas
liczba naturalna. Wystarczy teraz za a wzia¢ liczbe 0: ciag (0,1,1,1,...) spetnia
w strukturze 9t formute x; < xo. Podobnie dla drugiego cztonu rozwazanej
koniunkgji: ciag w = (1,1,1,1,...) spetnia w strukturze 9t drugi czton tej
koniunkcji, czyli formute Ix; x; < x» wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden
cigg w' =(1,a,1,1,...) spetnia w strukturze 9 formute x; < xz, gdzie a jest
jakas liczba naturalna. Wystarczy teraz za a wziac liczbe 2: cigg (1,2,1,1,...)
spetnia w strukturze 9 formute x; < xo. Poniewaz ciag w spetnia w strukturze
M oba cztony koniunkcji, spetnia tez w strukturze 9t cata koniunkcje.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 33 / 204



Relacja spetniania

Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

(1b) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wiec ciag staty
w=(1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 9T wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia obydwa jej cztony. Oba cztony tej koniunkcji s3 formutami
generalnie skwantyfikowanymi. Ciag w = (1,1,1,1,...) spetnia w
strukturze 901 pierwszy czton tej koniunkcji, czyli formute Vx; x1 < xp
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag w’ = (a,1,1,1,...) spetnia w
strukturze 9 formute x; < xp, gdzie a jest dowolng liczba naturalna.
Jednak np. ciag (2,1,1,1,...) nie spetnia w strukturze 90t formuty

x1 < xp. Widzimy wiec, ze ciag w nie spetnia w strukturze 9t formuty
Vx1 x1 < xo, czyli pierwszego cztonu rozwazanej koniunkgji. Nie spetnia
zatem réwniez catej koniunkcji. Szukanie odpowiedzi na pytanie, czy ciag
w spetnia w strukturze 90t drugi czton rozwazanej koniunkgji (a nietrudno
pokaza¢, ze nie spetnia) nie jest juz potrzebne.
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Relacja spetniania

Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

2. Niech 90t bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje mniejszosci <. Niech <

bedzie predykatem denotujacym relacje <. Jakie wartosciowania spetniaja
formute o w strukturze 9, dla:

(a) a postaci Vx1 (x1 < x2 A x2 < x1)

°
o (b) a postaci Vx1 (x1 < x2) — Vx2 (x1 < x2).
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Relacja spetniania

Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

(2a) Wartosciowanie w = (w1, wa, ws . ..) spetnia w strukturze 9t formute
Vx1 (x1 < x2 A x2 < x1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
wartosciowania w’ = (a, wp, w3 .. .), gdzie a jest dowolna liczba naturalna,
w’ spetnia w strukturze 9 formute x; < xo A xo < x;. Poniewaz ta
ostatnia formuta jest koniunkcja, wiec w’ spetnia ja w strukturze 9T wtedy
i tylko wtedy, gdy spetnia obydwa cztony tej koniunkcji. Wida¢ jednak, ze
np. wartosciowanie (wa, wa, ws .. .) nie spetnia Zadnego z cztonéw tej
koniunkcji. Oznacza to, ze nie wszystkie wartosciowania

w' = (a,wp, w3 ...) spetniaja koniunkcje x; < xo A xo < x1, a to z kolei
znaczy, ze nie ma wartosciowania w = (wy, wp, ws .. .) spetniajacego w
strukturze 9 formute Vx1 (x1 < x2 A x2 < x1).
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Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

(2b) Wartosciowanie w = (wi, wo, w3 . ..) spetnia w strukturze 9t formute
Vx1(x1 < x2) — Vxa(x1 < x2) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
alternatywa: (1) w nie spetnia w strukturze 90t formuty Vxi(x1 < x2) lub
(2) w spetnia w strukturze 9t formute Vxa(x1 < x2). Punkt (1) oznacza,
ze nie dla wszystkich wartosciowan w’ = (a, wy, ws .. .) wartosciowanie w’
spetnia w strukturze 9t formute x; < xo. Istotnie, tak wasnie jest: np.
wartosciowanie (wy, wo, ws .. .) nie spetnia w strukturze 9t formuty

x1 < xp. Poniewaz zachodzi jeden (pierwszy) z cztonéw alternatywy (1)
lub (2), wiec zachodzi cata ta alternatywa. Oznacza to, ze dowolne
wartosciowanie w = (wq, wp, w3 . . .) spetnia w strukturze 90t formute
Vxi(x1 < x2) — Vxa(x1 < x2).
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Relacja spetniania

Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

3. Niech 9t bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje mniejszosci <. Niech <

bedzie predykatem denotujacym relacje <. Czy formuta « jest prawdziwa w
strukturze 9, dla:

@ (a) a postaci VxVydz (x < zAz < y)
o (b) « postaci a postaci VxVy3z (z < x ANz < y)
@ (c) « postaci « postaci VxVy3z (x <z Ay < z).
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Relacja spetniania

Relacja spetniania: kilka ¢wiczen

@ (a) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze miedzy kazdymi dwiema liczbami
naturalnymi istnieje liczba ,posrednia” (w sensie porzadku <). Formuta ta
jest wiec fatszywa w strukturze 901, poniewaz np. miedzy liczbami 1 i 2 nie
ma zadnej liczby naturalnej n takiej, ze 1 < n oraz n < 2.

@ (b) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze dla kazdych dwéch liczb naturalnych
istnieje liczba mniejsza od nich obu. Formuta ta jest wiec fatszywa w
strukturze 91, poniewaz nie istnieje np. liczba mniejsza od liczb 0 oraz 1.

@ (c) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze dla kazdych dwéch liczb
naturalnych istnieje liczba wieksza od nich obu. Formuta ta jest wiec
prawdziwa w strukturze 9: dla dowolnych liczb naturalnych m oraz n np.
liczba m+ n+ 1 jest wieksza zaréwno od m, jak i od n.

Uwaga. W powyzszej interpretacji nie mamy mozliwosci stwierdzania, ze
rozwazane liczby naturalne s3 ré6zne (nie dysponujemy predykatem identycznosci).
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Tautologie KRP

Tautologia (klasycznego rachunku predykatéw sygnatury o) nazywamy
kazda formute (jezyka KRP sygnatury o), ktéra jest prawdziwa we
wszystkich strukturach relacyjnych (sygnatury o).

Jesli o jest tautologia KRP, to piszemy =y, o, albo krécej: = a.

Zamiast terminu ,tautologia KRP" uzywamy takze terminu , prawo KRP".J

Przez kontrtautologie KRP rozumiemy formute fatszywa we wszystkich
interpretacjach. J
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Tautologie KRP: przyktady

Niech « i 3 beda dowolnymi formutami jezyka KRP. Tautologiami KRP s3: |

o ~Vx a=3x -a.

o ~Ix a =Vx a.

® Vx a=—-dx -a.

° dx a = —Vx -a.

o Vx (v — ) — (Vx a — ¥x ).
o Vx (o« — ) — (Ix a — Ix B).
o Vx (aNp)=(Vx aAVx [).
e Ix (aV @)= (3x aVIx}P).
o (VxaVVxp)—Vx(aVp).
e Ix (aNp)— (Ix aAIx ).

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 41 / 204



Tautologie KRP: przyktady

e Vx a — a(x/t), o ile term t jest podstawialny za x w .
e a(x/t) — Ix a, o ile term t jest podstawialny za x w .
o IxVy a — Vydx a.

e Vx (o« — ) = (Ix a — ), o ile x nie jest wolna w 3.

o Vx (a — ) = (v — V¥x f3), o ile x nie jest wolna w a.
e Ix (a— ) =
( )

),
( ),
(Vx a — 3), o ile x nie jest wolna w (3.
e Ix (a — B) = (a — Ix B),

o ile x nie jest wolna w a.

Wierzy¢ — dobrze, kontrolowa¢ — lepiej, jak mawiat W.I. Lenin. Jak
przekonac¢ sie, ze s3 to tautologie? Wystarczy to udowodni¢ metoda nie
wprost. Sprébuj.
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Wynikanie logiczne w KRP

Méwimy, ze o wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model
zbioru X jest tez modelem {a}. Piszemy wtedy X =, a. Ogdlniej,
moéwimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie KRP) zbidér Y
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem zbioru Y.
Piszemy wtedy X |=4,, Y. Jesli nie zachodzi X |=4.,, Y, to piszemy

X Eimp Y. Podobnie, jedli nie zachodzi X =, a, to piszemy X ., o

Widzimy wiec, ze formuta a nie wynika logicznie ze zbioru X wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje co najmniej jeden model 9T zbioru X taki, ze « jest
fatszywa w 9.

Tautologiami KRP s3a dokfadnie te formuty, ktére wynikaja logicznie z
pustego zbioru formut, czyli:

@ « jest tautologia KRP wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = o
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Semantyczna niesprzecznos¢ w KRP

Mowimy, ze zbiér formut X jest semantycznie niesprzeczny (spetnialny)
wtedy i tylko wtedy, gdy X ma model, czyli gdy istnieje struktura 90t taka,
ze M | « dla wszystkich « ze zbioru X. W przeciwnym przypadku
moéwimy, ze X jest semantycznie sprzeczny (niespetnialny).

Widzimy wiec, ze zbiér formut X jest semantycznie sprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje struktura relacyjna 901 taka, ze wszystkie formuty ze
zbioru X sg prawdziwe w 1.

W szczegélnosci, jesli {a} jest spetnialny, to méwimy, ze formuta « jest
spetnialna.
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Tautologie i wynikanie logiczne

Tautologie i wynikanie logiczne: kilka ¢wiczen

1. Wykaz, ze nie sa tautologiami KRP:
o (a) (Vx P(x) — Vx Q(x)) — Vx (P(x) — Q(x))
e (b) (Ix P(x) A Ix Q(x)) — Ix (P(x) A Q(x))
e (c) Vx3dy P(y,x) — Jy¥x P(y, x).

2. Wykaz, ze ze zbioru X nie wynika logicznie formuta «, dla:
e (a) X ={Vx3dy P(x,y), Ix P(x,x)}, a postaci Vx P(x, x)
o (b) X ={3x P(x), Vx (P(x) V Q(x))}, a postaci Q(x).
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Tautologie i wynikanie logiczne: kilka ¢wiczen

(1a) Aby pokaza¢, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy
znalez¢ taka strukture 90, w ktérej poprzednik tej implikacji jest prawdziwy, a jej
nastepnik fatszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych i
niech denotacje predykatéw P oraz @ odpowiadajg wtasnosciom:

@ by¢ liczba podzielng przez 2
@ by¢ liczba podzielng przez 4.

Wtedy:

@ Poprzednik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy: Jesli
wszystkie liczby sa podzielne przez 2, to wszystkie liczby sa podzielne przez
4. Ta implikacja jest prawdziwa w rozwazanej interpretacji, poniewaz ma
fatszywy poprzednik.

@ Nastepnik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy: Kazda
liczba podzielna przez 2 jest tez podzielna przez 4. Ta implikacja jest

fatszywa w rozwazanej interpretacji, poniewaz np. liczba 2 jest podzielna
przez 2, a nie jest podzielna przez 4.
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Tautologie i wynikanie logiczne: kilka ¢wiczen

(1b) Aby pokazag¢, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP
wystarczy znalez¢ taka strukture 9%, w ktérej poprzednik tej implikacji jest
prawdziwy, a jej nastepnik fatszywy. Niech np. M bedzie zbiorem
wszystkich liczb naturalnych i niech denotacje predykatéw P oraz Q
odpowiadaja wtasnosciom:

@ by¢ liczba parzysta
@ byé¢ liczba nieparzysta.
Wtedy poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy (istnieja liczby

parzyste oraz istnieja liczby nieparzyste), a jej nastepnik jest fatszywy (nie
istnieje liczba, ktéra jest jednoczes$nie parzysta i nieparzysta).
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Tautologie i wynikanie logiczne

Tautologie i wynikanie logiczne: kilka ¢wiczen

(1c) Aby pokaza¢, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP
wystarczy znalez¢ taka strukture 90t, w ktérej poprzednik tej implikacji jest
prawdziwy, a jej nastepnik fatszywy. Niech np. M bedzie zbiorem
wszystkich liczb naturalnych i niech denotacja predykatu P bedzie relacja
,by¢ nastepnikiem”. Wtedy poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy
(kazda liczba ma nastepnik), a jej nastepnik jest fatszywy (nie istnieje
liczba, bedaca nastepnikiem wszystkich liczb naturalnych).
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Tautologie i wynikanie logiczne: kilka ¢wiczen

(2a) Wystarczy znalez¢ interpretacje 90t taka, ze 9t = X oraz M ¥ a, czyli
w tym przypadku znalez¢ zbiér M oraz poda¢ odpowiednig interpretacje
Asn(P) predykatu P w tym zbiorze. Niech:

o M=1{1,2,3}
° AE)JT(P) = {(17 1)’ (27 1)> (33 1)}
Wtedy M = X oraz M ¥ a.
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Tautologie i wynikanie logiczne: kilka ¢wiczen

(2b) Wystarczy znalez¢ interpretacje 9 taka, ze 9 = X oraz M K «, czyli
w tym przypadku znalez¢ zbiér M oraz podaé odpowiednia interpretacje
Agn(P) predykatu P oraz Agn(Q) predykatu Q w tym zbiorze. Niech:

@ M bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych

o Agn(P) bedzie zbiorem wszystkich liczb parzystych

o Ayn(Q) bedzie zbiorem wszystkich liczb nieparzystych.

Wtedy 9t = X oraz M ¥ a.
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Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne
Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne

Niech Fxgrp oznacza zbidr wszystkich formut jezyka KRP. Regufa (reguta
wnioskowania) nazywamy dowolng relacje R C 2FKkRrP x Fypp, ktorej
poprzedniki s3 skonczonymi zbiorami formut.

Kazdy ukfad postaci (X, «) € R nazywamy sekwentem reguty R.
Poprzedniki relacji R nazywamy przestankami reguty R, a nastepniki
wnioskami reguty R.

Niech R bedzie reguta wnioskowania w KRP. Méwimy, ze R jest
niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy X =, o dla dowolnego sekwentu
(X, a) reguty R.

Reguta (o schemacie) (X, ) zachowuje wtasnosé bycia tautologia,
wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli wszystkie elementy zbioru X s3 tautologiami
KRP, to réwniez « jest tautologia KRP.

v
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Tautologie i wynikanie logiczne Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne

Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne

Kazda reguta niezawodna zachowuje wtasnos¢ bycia tautologia. )

Przez regute generalizacji rozumiemy nastepujaca regute wnioskowania:

e
R .
(RG) Vx, a
Reguta odrywania:
a— 3, «
ROy ——— 2 —
(RO) 3

jest znana z wyktadéw semestru zimowego.

Reguta odrywania i reguta generalizacji s3 niezawodne (a wigc takze
zachowuja wtasnos¢ bycia tautologia).
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Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne
Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne

Nastepujace reguty s3 niezawodne: )

@ Reguta opuszczania kwantyfikatora generalnego ROV:

o — Vx, 0
a— 0

@ Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego RO3:

dx, a — 0
a— [
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Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne
Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne

Nastepujace reguty sa niezawodne: |

@ Regufa dofaczania kwantyfikatora generalnego RDV:

_a=B
o — x, B’

o ile x, nie jest wolna w a.

@ Reguta dofaczania kwantyfikatora egzystencjalnego RD3:

_e—B
Ix, a — B’

o ile x, nie jest wolna w 3.
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Tautologie i wynikanie logiczne Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne

Reguty wnioskowania — ujecie semantyczne

Mozna pokaza¢, ze réwniez nastepujace reguty sa niezawodne: ]

Vxp (a0 — )
a—Vx, 3’
o ile zmienna x, nie jest wolna w «.

Vxp (e — )

Ixp o — B

o ile zmienna x, nie jest wolna w .
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Tautologie i wynikanie logiczne Uwaga!
Uwagal

Nalezy zwraca¢ uwage, w jakich kontekstach wystepuje symbol = i jak
poszczegdlne relacje semantyczne s3 definiowane:

o M = « wtedy i tylko wtedy, gdy 9 &=, « dla wszystkich w.

o MK «a wtedy i tylko wtedy, gdy M ¥, « dla co najmniej jednego w.

e M = X wtedy i tylko wtedy, gdy 9 = « dla wszystkich « € X.

e M = X wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich o € X oraz dla
wszystkich w: M =, a.

o MK X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje v € X taka, ze M ¥ «.

e MK X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja « € X oraz w takie, ze
ME, a.
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Tautologie i wynikanie logiczne Uwaga!
Uwagal

© X Eip Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 91: jesli
MEX, toMEY.

o X ¥y Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 91 taka, ze:
M= X oraz ME Y.

® X Ep o wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 91: jesli
M= X, to M = a.

o X Fp o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 9t taka, ze:
M = X oraz MF a.

o X ¥y, o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja: struktura 91 oraz
wartosciowanie w takie, ze MM =, X oraz M ¥, a.
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TeitrEeine @ dkrliaf
Twierdzenie o dedukcji wprost

Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna). )

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut o i 3, jesli a jest zdaniem, to
zachodzi nastepujaca réwnowaznosc:

X U{a} Ekp B wtedy i tylko wtedy, gdy X =y, oo — . J
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TeitrEeine @ dkrliaf
Twierdzenie o dedukcji nie wprost

Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna). )

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 3, jesli « jest zdaniem, to
zachodza nastepujace réwnowaznosci:

o (a) XU {a} Ewp {8, 78} wtedy i tylko wtedy, gdy X =4, .
o (b) X U{—a} Eup {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X =4, .

Jerzy Pogonowski (MEG Logika Radosna 4 Semantyka KRP 59 / 204
Yy g



TeitrEeine @ dkrliaf
Skrzydlate Mréweczki

- .
[ ]
. P .

UWAGA:

NA PLATFORMIE WIDOKOWEJ
PRZELATUJA SKRZYDLATE
MROWECZKI W OKRESIE GODOWYM
W DUZEJ ILOSCI

NIE SA ONE ZAGROZENIEM DLA
CZEOWIEEA.

_E2E - .

Nie wszystkie kwantyfikacje wyrazi¢ mozna w KRP. Dla przyktadu:
nieskonczenie wiele, wiekszos¢, wzglednie wiele to kwantyfikatory
spoza KRP.
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Monadyczny KRP

Czym s3 wtasnosci?

Predykaty jednoargumentowe denotuja wfasnosci przedmiotéw. ]

Nie jest nam potrzebne rozwazanie statusu ontologicznego wtasnosci,
wystarczy jedynie powyzsza charakterystyka.

Jesli sygnatura ¥ zawiera jedynie predykaty jednoargumentowe, to KRP
sygnatury ¥ nazywamy monadycznym rachunkiem predykatéw (sygnatury
Y).

Monadyczny rachunek predykatéw jest rozstrzygalny: istnieja efektywne
(obliczalne) metody ustalania, czy dowolna formuta jezyka tego rachunku
jest jego tautologia.
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Kilka waznych tautologii monadycznego KRP
Niektore tautologie monadycznego KRP

Niech P bedzie dowolnym predykatem jednoargumentowym. Tautologiami
monadycznego KRP s3:

Prawa powyzsze ukazuja, ze kwantyfikator generalny jest definiowalny w
terminach kwantyfikatora egzystencjalnego (oraz negacji), a takze vice
versa.
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Kilka waznych tautologii monadycznego KRP
Niektore tautologie monadycznego KRP

Niech P oraz Q beda dowolnymi predykatami jednoargumentowymi.
Tautologiami monadycznego KRP sa:

) — (Vx P(x) — ¥x Q(x)).
) = (3x P(x) — 3x Q(x)).
= (Vx P(x) A Vx Q(x)).
= (Ix P(x) V Ix Q(x)).
o (Vx P(x) VV¥x Q(x)) — ¥x (P(x) V Q(x)).

A Q(x)) — (Ix P(x) A Ix Q(x)).

Cwiczenie. Dla kazdej z powyzszych implikacji pokaz, ze implikacja do niej
odwrotna nie jest tautologia monadycznego KRP.

v
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\

lonadyczny KRP Kilka waznych tautologii monadycznego KRP

Kolorowy Swiat Sylogizméw
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Byicalp sylpfieie
Zdania kategoryczne

Niech S oraz P beda predykatami jednoargumentowymi. Zdaniami
kategorycznymi s3 zdania jednej z czterech nastepujacych postaci:

e Vx (S(x) — P(x)) Wszystkie S sa P.
Zdanie ogdlno-twierdzace.

o —3x (S(x) A P(x)) Zadne S nie sa P.
Zdanie ogdélno-przeczace.

e dx (5(x) A P(x)) Pewne S sa P.
Zdanie szczegétowo-twierdzace.

@ —Vx (S(x) — P(x)) Nie wszystkie S sa P.
Zdanie szczeg6towo-przeczace.

Cwiczenie. Wykorzystujac prawa monadycznego KRP pokaz, jakim
zdaniom s3 (semantycznie) réwnowazne poszczegélne zdania kategoryczne.
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Byicalp sylpfieie
Tradycyjny kwadrat logiczny

Niektére zaleznosci logiczne miedzy zdaniami kategorycznymi
reprezentowane s3 w Tradycyjnym Kwadracie Logicznym:

Vx (S(x) — P(x)) «— wykluczanie — —3x (S(x) A P(x))
AN /

1 sprzecznosé l

/ N\

Ix (S(x) A P(x)) «— dopetnianie — —Vx (S(x) — P(x))
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Byicalp sylpfieie
Tradycyjny kwadrat logiczny

Moéwimy, ze zdania « i 3
o wykluczaja sie, gdy nie s3 oba prawdziwe
o dopetniaja sie, gdy nie sa oba fatszywe

e sa wzajem sprzeczne, gdy jedno z nich jest (semantycznie
réwnowazne z) zaprzeczeniem drugiego.

Tak wiec, w TKL (przy zatozeniu niepustosci S):
o wykluczaja sie zdania: ogélno-twierdzace i ogdlno-przeczace
@ dopetniaja sie zdania: szczegétowo-twierdzace i szczegdtowo-przeczace

@ s3 wzajem sprzeczne zdania: ogdlno-twierdzace i
szczegbtowo-przeczace

@ s3 wzajem sprzeczne zdania: ogélno-przeczace i
szczegbtowo-twierdzace.
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Warunki prawdziwosci zdan kategorycznych reprezentowa¢ mozna na

diagramach (znak ,+" stawiamy w obszarze niepustym, a ,—" w obszarze
pustym):

Warunek prawdziwosci zdania ogélno-twierdzacego Vx (S(x) — P(x)).
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Byicalp sylpfieie
Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Warunek prawdziwosci zdania ogélno-przeczacego —3x (S(x) A P(x)). ]
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Byicalp sylpfieie
Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Warunek prawdziwosci zdania szczegétowo-twierdzacego 3Ix (S(x) A P(x))J
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Byicalp sylpfieie
Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Warunek prawdziwosci zdania szczegétowo-przeczacego
=Vx (S(x) — P(x)).
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Byt e rsaeie
Stosunki zakresowe

Predykaty jednoargumentowe s3, z syntaktycznego punktu widzenia,
nazwami ogdlnymi. Tradycyjnie wyrdznia sie nastepujace stosunki
zakresowe miedzy nazwami, czyli (niepustymi) predykatami
jednoargumentowymi S i P:

e S jest podrzedna wzgledem P, gdy Vx (5(x) — P(x))

e P jest nadrzedna wzgledem S, gdy Vx (S(x) — P(x))

@ S i P s3 rownowazne, gdy S jest podrzedna i nadrzedna wzgledem P

e S i P wykluczaja sie, gdy —3x (S(x) A P(x))

e S i P dopetniaja sie, gdy Vx (S(x) V P(x))

e S i P sa wzajem sprzeczne, gdy wykluczaja sie i dopetniaja

@ S i P s3 niezalezne, gdy nie wykluczaja sie, nie dopetniaja sie i zadna

z nich nie jest podrzedna wzgledem drugie;.
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Byt e rsaeie
Notacja dla zdan kategorycznych

Czasami uzywa sie tradycyjnej notacji dla zdan kategorycznych:

e SaP dla Vx (S(x) — P(x)) Wszystkie S sa P.
Zdanie ogélno-twierdzace.

e SeP dla —3x (S(x) A P(x)) Zadne S nie sa P.
Zdanie ogdélno-przeczace.

e SiP dla 3x (S(x) A P(x)) Pewne S sa P.
Zdanie szczegétowo-twierdzace.

e SoP dla =Vx (S(x) — P(x)) Nie wszystkie S sa P.
Zdanie szczegétowo-przeczace.

Negacja przynazwowa jest czesto oznaczana nastepujaco:
P’(x) zamiast =P(x).

v
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Tzw. wnioskowania bezposrednie

Zatézmy, ze bierzemy pod uwage tylko nazwy niepuste i nieuniwersalne. )

Tautologiami monadycznego KRP sa:

1. SaP — —SoP 9. SaP — SiP

2. SeP — =SiP 10. SeP — SoP

3. SiP — —SeP 11. SaP — —SeP

4. SoP — —SaP 12. SeP — —SaP

5. =SaP — SoP 13. =SiP — SoP

6. —SeP — SiP 14. —SoP — SiP

7. —SiP — SeP 15. =SiP — —=SaP
8. —SoP — SaP 16. —SoP — —SeP
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Tzw. wnioskowania bezposrednie

Tautologiami monadycznego KRP sa:

17. SaP — SeP’
18. SaP — P'eS
19. SaP — P'aS’
20. SaP — S'oP
21. SaP — S'iP’
22. SeP — SaP’
23. SeP — PeS

24. SeP — P'iS

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

SeP — P'oS’
SeP — S'iP
SeP — S'oP’
SiP — SoP’
SiP — PiS
SoP — SiP’
SoP — P'iS
SoP — P'oS’.

Cwiczenie. Zapisz te prawa z uzyciem kwantyfikatoréw. Pokaz (metoda
nie wprost), ze sa tautologiami. Pamietaj o niepustosci rozwazanych nazw!

v
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Byicalp sylpfieie
Sylogizmy

Sylogizmem jest wnioskowanie, w ktérym przestanki i wniosek sa zdaniami
kategorycznymi i ponadto:

@ s3 dwie przestanki

@ jedna z nazw ogdlnych (tzw. termin Sredni) nie wystepuje we
wniosku, a wystepuje w kazdej z przestanek

@ dwie pozostate nazwy wystepuja facznie we wniosku; kazda z nich
wystepuje w jednej przestance.

Podmiot wniosku nazywany jest terminem mniejszym, a jego orzecznik
terminem wiekszym.
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Diagramy Venna (dla trzech zbioréw)

Diagraméw Venna mozna uzywac¢ takze dla zaznaczania stosunkéw
zakresowych miedzy dowolna liczbg nazw:
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Dygresja sylogistyczna
Diagramy Venna (dla trzech i pieciu zbioréw)

Diagramy Venna (dla trzech i pieciu zbioréw). J

ski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 78 / 204



Byicalp sylpfieie
Tryby i figury sylogistyczne

Reguty wnioskowania, wedle ktérych budowane s3 sylogizmy dzielimy
tradycyjnie na figury oraz tryby. Sa cztery figury oraz 256 trybéw. Figury:

I [l " Y
MP PM MP PM
SM SM MS MS
SP SP SP SP

W kazdej figurze s3 64 tryby: ]
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

pierwsza — | a e i o | wniosek
przestanka !
druga — aaa | eaa | iaa | oaa a
przestanka | aae | eae | iae | oae e
a aai | eai | iai | oai i
aao | eao | iao | oao o
druga — aea | eea | iea | oea a
przestanka | aee | eee | iee | oee e
e aei | eei | iei | oei i
aeo | eeo | ieo | oeo o
druga — aia | eia | iia | oia a
przestanka | aie | eie | iie | oie e
i aii | eii i | oii i
aio | eio | iio | oio o
druga — aoa | eoa | ioa | ooa a
przestanka | aoe | eoe | ioe | ooe e
o aoi | eoi | ioi | ooi i
aoo | eoo | i0o | 00O o
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna metoda badania poprawnosci sylogizmoéw

Wsréd wszystkich 256 trybéw sylogistycznych s 24 tryby poprawne, tj.
takie, w ktérych wniosek nie jest fatszywy przy prawdziwych przestankach.

v

Jest wiele metod ustalania poprawnosci sylogizméw, np.:

metoda aksjomatyczna
metoda | filologiczna”
metoda diagraméw Venna

metoda diagraméw Carrolla

metoda tablic analitycznych.

Oto wszystkie poprawne tryby sylogistyczne: ]
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

1. MaP, SaM

SaP

2 MaP, SaM

SiP

3 MeP, SaM
: SeP

4 MeP, SaM
: SoP

5 MaP, SiM
' SiP

6 MeP, SiM
: SoP

7 MaP, SoP
: SoM

38 MaP, SeP
SoM

Jerzy Pogonowski (MEG)

0.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

MeP, SiP

SoM

MeP, SaP

SoM

MaP, SeP

SeM

MeP, SaP

SeM

SoP, SaM

MoP

SeP, SaM

MoP

SiP, SaM

MiP

SaP, SaM

MiP

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Logika Radosna 4

SeP, SiM

MoP

SaP, SiM

MiP

PaM, MaS

SiP

PaM, MeS

SeP

PaM, MeS

SoP

PiM, MaS
SiP

PeM, MaS

SoP

PeM, MiS
SoP

Semantyka KRP
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna metoda badania poprawnosci sylogizmoéw

Diagramy Venna mozna wykorzysta¢ w nastepujacy sposéb w ustalaniu,
czy tryb sylogistyczny jest poprawny:

@ Zaznaczamy na jednym diagramie informacje niesiong przez przestanki.

@ Zaznaczamy na drugim diagramie informacje niesiona przez wniosek.
@ Poréwnujemy oba diagramy:
o Jesli informacja podana we wniosku zostata juz podana w przestankach,
to wniosek wynika logicznie z przestanek; tryb jest poprawny.
o Jesli we wniosku zostata podana informacja, ktérej nie byto w

przestankach, to wniosek nie wynika logicznie z przestanek; tryb nie jest
poprawny.

v
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Byigiestp sylleaaeie
Myszaste, Pierzaste, Ogoniaste, Uszaste. . .
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna metoda badania poprawnosci sylogizmoéw

Ktéry z ponizszych sylogizméw jest poprawny:
o A. Wszystkie Myszaste sa Ogoniaste. Zaden Ogoniasty nie jest
Pierzasty. Wynika stad, ze zaden Pierzasty nie jest Myszasty.

o B. Wszystkie Myszaste sa Ogoniaste. Zaden Myszasty nie jest
Pierzasty. Wynika stad, ze zaden Ogoniasty nie jest Pierzasty.

M(x) — x jest Myszasty

(x) — x jest Pierzasty
)

P
O(x) — x jest Ogoniasty.
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna metoda badania poprawnosci sylogizmoéw

Sylogizm A. Z lewej diagram dla przestanek, z prawej dla wniosku.
Sylogizm poprawny, wniosek wynika logicznie z przestanek.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 86 / 204



Byigiestp sylleaaeie
Myszaste, Pierzaste, Ogoniaste, Uszaste. . .
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna metoda badania poprawnosci sylogizmoéw

PM P M
(SN
@

Sylogizm B. Z lewej diagram dla przestanek, z prawej dla wniosku.
Sylogizm nie jest poprawny, wniosek nie wynika logicznie z przestanek.
Informacja, ze (PN O) — M = {) nie byta zawarta w przestankach.
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Byt e rsaeie
Myszaste, Pierzaste, Ogoniaste, Uszaste. . .
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Byigiestp sylleaaeie
Badanie wynikania logicznego w monadycznym KRP

Przypusémy, ze fatszywe sa zdania: )

Nie wszystkie Pierzaste sa Myszaste. Wsréd Myszastych sa Ogoniaste. Nie
ma Ogoniastych.

v

Co prawdziwie mozna wtedy powiedzie¢ o zwiazkach miedzy Ogoniastymi
a Pierzastymi?

Skoro fatszywe s3 zdania: to prawdziwe s3 zdania:
Ax (P(x) A ~M(x)) L =3x (P(x) A =M(x))
Ix (M(x) A ( ) 2. —3x (M(x) A O(x))
—3dx O(x) 3. 3Ix O(x).

v
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Badanie wynikania logicznego w monadycznym KRP

Z rysunku mozemy odczytaé, co da sie prawdziwie powiedzie¢ o
zaleznosciach miedzy zakresami nazw Pierzaste oraz Ogoniaste:

@ Zaden Pierzasty nie jest Ogoniasty.

@ Sa Ogoniaste, ktére nie sg Pierzaste.

v
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Myszaste, Pierzaste, Ogoniaste, Uszaste. . .
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Byigiestp sylleaaeie
Badanie wynikania logicznego w monadycznym KRP

Przypus¢my, ze fatszywe s3a zdania: J

o Niektére Pierzaste sg Myszaste lub Ogoniaste.

@ Kazdy Myszasty jest Ogoniasty.

Co mozna wtedy prawdziwie powiedzie¢ o zwigzkach miedzy Pierzastymi a
Ogoniastymi?

v

Skoro fatszywe sa zdania: to prawdziwe s3 zdania:
Ix (P(x) A (M(x) V O(x))) 1. —3x (P(x) A (M(x) Vv O(x)))
Vx (M(x) — O(x)) 2. —Vx (M(x) — O(x)).
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Badanie wynikania logicznego w monadycznym KRP

Z diagramu tego wida¢, ze o zwigzkach miedzy Pierzastymi a Ogoniastymi
prawdziwie mozna powiedzie¢, ze:

@ Nie wszystko jest Ogoniaste lub Pierzaste lub, réwnowaznie: Istnieje cos: ani
Ogoniaste, ani Pierzaste. Jest ono w dodatku Myszaste.

@ Zaden Pierzasty nie jest Ogoniasty.
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Byigiestp sylleaaeie
Myszaste, Pierzaste, Ogoniaste, Uszaste. . .
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Byigiestp sylleaaeie
Badanie wynikania logicznego w monadycznym KRP

Przypus¢my, ze fatszywe s3a zdania: J

o Niektére Ogoniaste sg Pierzaste lub Myszaste.

@ Zaden Pierzasty nie jest Myszasty.

Co mozna wtedy prawdziwie powiedzie¢ o zwigzkach miedzy Pierzastymi a
Ogoniastymi?

v

Skoro fatszywe sa zdania: to prawdziwe s3 zdania:
Ix (O(x) A (P(x) V M(x))) 1. —3x (O(x) A (P(x) V M(x)))
—3x (P(x) A M(x)) 2. Ix (P(x) A M(x)) .
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Badanie wynikania logicznego w monadycznym KRP

Z diagramu tego wida¢, ze o zwigzkach miedzy Pierzastymi a Ogoniastymi
prawdziwie mozna powiedzie¢, ze:

o Nie wszystkie Pierzaste sa Ogoniaste.

@ Zaden Pierzasty nie jest Ogoniasty.

v
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Byigiestp sylleaaeie
Myszaste, Pierzaste, Ogoniaste, Uszaste. . .
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Diagramy Venna mozna wykorzysta¢ w nastepujacy sposoéb do ustalania,
czy zbiér formut monadycznego KRP jest semantycznie niesprzeczny:

@ (1) Zaznaczamy na diagramie informacje niesiong przez poszczegélne
zdania.
e (2) Sa dwie mozliwosci:
e (2a) Wykonanie (1) jest mozliwe. Wtedy rozwazany zbiér zdan jest
semantycznie niesprzeczny.
o (2b) Wykonanie (1) nie jest mozliwe: w co najmniej jednym obszarze
mielibySmy postawi¢ jednoczesnie znak ,+" oraz znak ,,—". Wtedy
rozwazany zbiér zdan jest semantycznie sprzeczny.
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Jestes$ na intensywnej terapii. Trzeba ci natychmiast podaé lek zawierajacy
jednoczesnie alfaming, betamine oraz deltamine. [Nazwy lekéw sa zmyslone, jak
mi sie wydaje. Nie jestem opfacany przez zadna firme medyczna.] Pielegniarce
trzesa sie rece i prébuje sobie przypomnie¢:

Zaraz, jak to byto. .. Ten stary tysy profesor cos tam o tym bredzit, na tym
wyktadzie, podczas ktérego podrywatam Roberta. .. Kazda alfamina jest
tez betaming. Niektore betaminy sa deltaminami. Jezeli lek jest betamina
lub deltaming, to jest réwniez alfaming. Co prawda, nie ma leku, ktéry jest
alfaming i betaming, lecz nie jest deltaming. Ale czy to wszystko oznacza,
ze jest lek, ktérego ona potrzebuje?! Joszua, Miriam!!! Dla niej nie ma
ratunku!

Ona rozmysla, czas ptynie. Twdj czas wtasnie sie konczy. . . Bo przeciez nie ma
dla ciebie ratunku, prawda? Przyjmijmy, ze to, co mamrocze pielegniarka jest
prawda. Czy istnieje lek zawierajacy alfamine, betamine oraz deltamine?
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Byicalp sylpfieie
Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Przyjmiemy oznaczenia:
o A(x) — x jest alfaming;
@ B(x) — x jest betaming;
@ D(x) — x jest deltamina.
Wiadomosci zapamietane przez pielegniarke zapisane w jezyku KRP maja
postac:
o 1. Vx (A(x) — B(x))
e 2. 3x (B(x) A D(x))
°3. (( (x) v D(x)) = A(x))
e 4. =3x ((A(x) A B(x)) A =D(x)).

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 101 / 204



Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Najpierw pokazemy, ze: )
@ a) wiadomosci zapamietane przez pielegniarke s3 semantycznie
niesprzeczne.

Potem za$ pokazemy, ze: ]

@ b) z 2. oraz 3. wynika logicznie dajaca Ci ratunek formuta:

(%) 3x (Ax) A (B(x) A D(x)))-
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Byicalp sylpfieie
Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Z diagramu tego wida¢, ze A=B=D=ANBND # . )
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Byicalp sylpfieie
Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Nadto, jesli sporzadzimy taki diagram tylko dla warunkéw 2. oraz 3., to
zobaczymy, iz obszar AN B N D jest niepusty:

Przezyjesz, jesli pielegniarka zrobi szybki uzytek z Logiki.
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Ryatesiakylos Eczna
Szybka Pomoc Medyczna

nm Vel

SEZUS RATOWNIK

-t

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 105 / 204



Byigiestp sylleaaeie
Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Ustalimy, czy jest zbiorem semantycznie sprzecznym: )

Tylko Myszaste sa Pierzaste. Cokolwiek jest Ogoniaste, nie jest Myszaste.
Niektére Pierzaste sa Ogoniaste.

Schematy powyzszych zdan: )

e (1) Vx (P(x) — M(x))
° (2) Vx (O(x) — ~M(x))
e (3) Ix (P(x) A O(x)).
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Byicalp sylpfieie
Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Zaznaczamy na diagramie Venna, ktére obszary s3a puste, a ktére niepuste.
Najpierw informacja niesiona przez zdania (1) i (2):
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Byicalp sylpfieie
Semantyczna niesprzecznos¢ (w monadycznym KRP)

Zdanie (3) kaze wstawi¢ znak ,+" albo tak, jak na rysunku lewym, albo
tak, jak na rysunku prawym. Obie te mozliwosci s3 jednak wykluczone, bo
na mocy zdan (1) i (2) odnosne obszary zawieraja juz znak ,,—" (sa puste).
Zatem badany zbiér zdan jest semantycznie sprzeczny.

P 9 P 9
M M
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Byigiestp sylleaaeie
Myszaste, Pierzaste, Ogoniaste, Uszaste. . .

v
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Byicalp sylpfieie
O tancusznikach

Metode diagraméw Venna mozna wykorzystaé¢ réwniez do badania
wnioskowan ze zdaniami kategorycznymi, w ktérych liczba przestanek nie
jest ograniczona do dwéch, a liczba predykatéw do trzech. Mamy wtedy do
czynienia z tzw. fanicusznikami. Oto prosty przyktad.

v

Czy z ponizszych przestanek wynika jakis wniosek dotyczacy zaleznosci
miedzy inteligentnymi a sympatycznymi? Ponadto: co mozna powiedzie¢ o
uczciwych, ktérzy nie s3 sympatyczni?

Co najmniej jeden uczciwy jest sympatyczny. Nie wszyscy sa uczciwi.
Kazdy jest uczciwy lub inteligentny lub sympatyczny. Wszyscy inteligentni
sg uczciwi lub sympatyczni. Wszyscy uczciwi inteligentni sa sympatyczni.
Wszyscy sympatyczni sa uczciwi lub inteligentni. Zaden uczciwy
sympatyczny nie jest inteligentny.

v
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

O tancusznikach

Wprowadzmy oznaczenia:
@ U(x) — x jest uczciwy
@ /(x) — x jest inteligentny
@ S(x) — x jest sympatyczny.

Rozwazane przestanki maja nastepujace schematy:

e (1) 3x (U(x) A S(x))

@ (2) —Vx U(x)

o (3) Vx (U(x) vV (I(x) v 5(x)))
o (4) Vx (I(x) = (U(x) v 5(x)))
° (5) ¥x ((U(x) A I(x)) — S(x))
@ (6) ¥x (S(x) — (U(x) vV I(x)))
o (7) —3x (U(x) A (S(x) A (X))
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Monadyczny KRP Dygresja sylogistyczna

O tancusznikach

Z powyzszego diagramu wida¢, ze (przy prawdziwosci przestanek):

@ Istnieja inteligentni i sympatyczni. Wszyscy inteligentni sa sympatyczni.
Istnieja sympatyczni, ktérzy nie sa inteligentni.

@ Jesli ktos jest uczciwy, ale nie jest sympatyczny, to nie jest inteligentny. Nie
wiadomo jednak, czy istnieja uczciwi niesympatyczni.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 112 / 204



Byigiestp sylleaaeie
Pozdrawiamy Wszystkie Myszaste

Jerzy Pogonowski (ME
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Co denotujg predykaty wieloargumentowe?

Predykaty wieloargumentowe denotuja relacje miedzy przedmiotami. )

Podobnie jak w przypadku wtasnosci, nie jest nam potrzebne rozwazanie
statusu ontologicznego relacji, wystarczy jedynie powyzsza charakterystyka.

Gdy rozwazamy KRP o sygnaturze ¥, ktéra zawiera cho¢ jeden predykat
dwuargumentowy, to wkraczamy na teren Nierozstrzygalnego.

Nie istnieje efektywna (obliczalna) metoda ustalania, czy dowolna formuta
jezyka KRP o sygnaturze ¥, ktéra zawiera cho¢ jeden predykat
dwuargumentowy jest jego tautologia.

KRP jest nierozstrzygalny. ]
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WikizetEd el
Wtasnosci formalne relacji dwuargumentowych

Moéwimy, ze relacja R C U x U miedzy przedmiotami z uniwersum U jest: ]

zwrotna, gdy xRx dla wszystkich x € U
przeciwzwrotna, gdy xRx nie zachodzi dla zadnego x € U

symetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jesli xRy, to yRx

asymetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jesli xRy, to nie
zachodzi yRx

e przechodnia, gdy dla wszystkich x,y,z € U: jesli xRy oraz yRz, to
xRz

e serialna, gdy dla kazdego x € U istnieje y € U taki, ze: xRy.
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WikizetEd el
Wtasnosci formalne relacji dwuargumentowych: przyktady

Niech uniwersum stanowi zbiér wszystkich liczb naturalnych. Rozwazmy
relacje:

@ mniejszosci <

@ niewiekszosci <

o xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa wzglednie pierwsze

o relacje > wiekszosci.

Wtedy:
@ Relacja < jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia, serialna.

@ Relacja < jest: zwrotna, przechodnia, serialna.

@ Relacja R jest: zwrotna, symetryczna, serialna.

@ Relacja > jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia.

v
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Wtasnosci formalne relacji dwuargumentowych

Ustalenie, ze dana relacja ma (badz nie ma) pewne wtasnosci formalne
umozliwia przeprowadzanie wnioskowan na temat jej zachodzenia (badz
niezachodzenia) miedzy jakimi$ przedmiotami, gdy wiemy, ze zachodzi ona
miedzy pewnymi innymi przedmiotami.

Zestawy pewnych wiasnosci implikuja inne (np. kazda relacja przechodnia i
asymetryczna jest przeciwzwrotna).

Niektére wtasnosci wykluczaja sie nawzajem (np. nie ma relacji
jednoczesnie symetrycznych i asymetrycznych).

Zwr6¢ uwage, ze np. symetria i asymetria nie s3 wtasnosciami
dopetniajacymi sie: istnieja relacje, ktére nie sg ani symetryczne, ani
asymetryczne.

Podane wtasnosci byty jedynie przyktadowe. Istnieja relacje, ktére nie maja
zadnej z nich.
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podobienstwa, opozycje

Méwimy, ze relacja R C U x U miedzy przedmiotami z uniwersum U jest:
e relacja podobienstwa (tolerancji), gdy jest ona zwrotna i
symetryczna w U

e relacja réwnowaznosci, gdy jest ona zwrotna, symetryczna i
przechodnia w U

e relacja opozycji, gdy jest ona przeciwzwrotna i symetryczna w U.

@ Réwnowaznosci to relacje zachodzace miedzy przedmiotami
nieodréznialnymi (ze wzgledu na ustalony zestaw cech).

@ Podobienstwa to relacje zachodzace miedzy przedmiotami
posiadajacymi co najmniej jedna wspélng ceche (z ustalonego zestawu
cech).

@ Opozycje to relacje zachodzace miedzy przedmiotami réznigcymi sie
co najmniej jedna cecha (z ustalonego zestawu cech).
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Niech R bedzie réwnowaznoscig w zbiorze U. Klasa réwnowaznosci
(wzgledem relacji R) przedmiotu x € U nazywamy zbiér:

e = {y e U : xRy}

Rodzing U/R = {[x]g : x € U} nazywamy podziatem U wyznaczonym
przez R.

Podziatem uniwersum U nazywamy kazda rodzine niepustych, parami
roztacznych podzbioréw U, ktérej suma réwna jest U. Tak wiec, A jest
podziatem U, gdy:

e VAc A ACU

e VAe A A#1

e VABe A (A£#B—-ANB=0)

o JA=U.

v
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podziatami U a
relacjami réwnowaznosci okreslonymi na U:

o Jesli R jest relacja réwnowaznosci na U, to U/R jest podziatem U.

o Jesli A jest podziatem U, to réwnowaznoscia jest relacja R4 C U?
zdefiniowana dla dowolnych x, y € U warunkiem:
xRuy = dAe€e A x,y € A

Skrzyzowaniem podziatéw A oraz B zbioru U nazywamy rodzine:

AB={ANB : Ac AANB € B}.

Moéwimy, ze podziaty A oraz B sa niezalezne, gdy ) ¢ A ® B, czyli gdy
ich skrzyzowanie nie ma jako elementu zbioru pustego.

Operacje krzyzowania podziatéw mozna iterowa¢, otrzymujac w ten sposéb
klasyfikacje wielopoziomowe.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

v "
. | tnst= ]
“{fliepend |stehend [natUrlicl ., . grop | .klein

[ + + +

F— e~ T + + )

 Graben | * - : : L

] S.. + = : +* 5 + ]

s - - + + +

1 + + i +

W tej tabeli podane s3 trzy podziaty pewnych mokrych obiektéw. Jakie sa
relacje réwnowaznosci, ktére wyznaczaja te podziaty?
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Te trzy podziaty reprezentowa¢ mozna tez poprzez drzewo: )

mokre

stoi ptynie

/\/\

naturalne sztuczne naturalne sztuczne

duze mate duze mate duze mate duze mate
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WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

5 % |
w %] O

Przyktad podziatu (klasyfikacji) pewnego zbioru Stworzen. Czy widzisz,
jaka relacja réwnowaznosci odpowiada temu podziatowi?

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 123 / 204




WikizetEd el
Réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje

Uwaga. Zachecam do wykonania kilku ¢wiczen ze Zbioru zadan z
Jezykoznawstwa (Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1990;
jeden egzemplarz tej ksiazki dostepny byt w Bibliotece |IJ UAM). W
¢wiczeniach tych dokonuje sie m.in.: klasyfikacji oraz szeregowania danych
jezykowych. Stawia sie hipotezy na temat przektadu, wykorzystujac zasade,
iz regularnosciom w sposobach wyrazania znaczeh odpowiadaja relacje
semantyczne. Zob. np. zadania:

@ 140. Ttumaczenie z arabskiego. [Klasyfikowanie]
e 68. Ttumaczenie z sanskrytu. [Klasyfikowanie]

@ 139. Ttumaczenie z laponskiego. [Klasyfikowanie 4+ znajdowanie
podobienstw znaczeniowych]

@ 66. Ttumaczenie z azerbejdzanskiego. [Szeregowanie]

@ 91. Ttumaczenie z indonezyjskiego. [Znajdowanie izomorfizmul].
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Zaréwno podobienstwa, jak i opozycje mozna reprezentowac przez systemy
postaci (O, F, ¢), gdzie:

@ O jest zbiorem obiektéw;

@ F jest zbiorem cech;

e relacja ¢ C O x F zachodzi miedzy obiektem x € O a cechg f € F
gdy x ma ceche f.

Rodzine A niepustych podzbioréw U nazywamy pokryciem U, gdy jej
suma réwna jest U: (J A = U.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Szukaj podobienstw miedzy obiektami w kazdym z obu powyzszych
przypadkéw.
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WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

Przyktad przypisania obiektom cech.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4

Semantyka KRP

127 / 204



WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

To graf relacji podobienstwa wyznaczonej przez przypisanie obiektom cech
(z poprzedniego slajdu).
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Niech R bedzie relacja podobienstwa na U. Méwimy, ze: |

@ AC U jest R-preklasa, gdy Vx,y € A xRy.

@ A C U jest R-klasa, gdy A jest maksymalna (wzgledem inkluzji)
preklasa.

@ A C U jest zbiorem R-rozproszonym, gdy
Vx,y € A(x # y — —xRy).

@ A C U jest zbiorem R-pochtaniajacym, gdy Vx € U3y € A yRx.

@ Relacje R zdefiniowana warunkiem: xRty =Vz € U (xRz = yRz)
nazywamy relacja stowarzyszong z R. Jest ona réwnowaznoscia na
U. Jej klasy réwnowaznosci nazywamy R-jadrami.

@ Przechodnie domkniecie relacji podobienstwa R (czyli najmniejsza,

wzgledem inkluzji, relacje przechodnia zawierajaca R) oznaczamy
przez R'. To takze jest relacja réwnowaznosci.

v
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Niech U//R oznacza rodzine wszystkich R-klas. Rodzing klas U//R relacji
podobiefAstwa R na U nazywa sie czasami typologia obiektéw z U.

Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy pokryciami U a
relacjami podobienstwa okreslonymi na U:

@ Jesli R jest relacja podobienstwa na U, to U//R jest pokryciem U.

o Jesli A jest pokryciem U, to podobienstwem jest relacja R4 C U?
zdefiniowana dla dowolnych x, y € U warunkiem:
xRpy =3dAec Ax,y € A

Kazda minimalng (wzgledem inkluzji) rodzing B C U//R taka, ze dla
dowolnych x,y € U zachodzi xRy = JA € B x,y € A nazywamy R-baza.
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WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

X={a,b,¢}

#={{a, b}, {b,c}, {a.c}}
H, ={{a,b,c}}

Fig. 7.
x
B et The, IS
- X i I/f) W
\\ 2 \i ¥
¥ ]
. Fh A
X={x1, o, X} v N g
Y
#={{x1, 32,2}, {52, 3, %) S
{xa, x5, x6}} y
=t U {{x2, %0, 35} Y
Observe that (¥,1,) is the space NP
from 1.11. ol

Pokrycia a relacje podobienstwa. Znajdz baze.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Kilka faktéw o relacjach podobienstwa: J

o Dla kazdej relacji podobienstwa R istnieje R-baza.

@ Dla kazdej relacji podobieAstwa R: Rt C R C R™.

@ Zbiory, ktére sg jednoczesnie maksymalnymi zbiorami R-rozproszonymi
i minimalnymi zbiorami R-pochtaniajacymi sa najbardzie;
»ekonomicznymi opisami” relacji R.
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WikizetEd el
Podobienstwa i opozycje

Znajdz zbiory, ktére sa jednoczesnie minimalnymi zbiorami pochtaniajacymi
i maksymalnymi zbiorami rozproszonymi.
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Predykaty wieloargumentowe EAUZERIHINEIET]]

Podobienstwa i opozycje

Whtasnosci formalne relacji opozycji bada sie podobnie, jak wtasnosci relacji
podobienstwa. Nie bedziemy sie tu nad tym rozwodzi¢. Wymienimy jedynie

kilka waznych rodzajéw relacji opozycji, spotykanych w badaniach jezykéw
etnicznych:

@ kontekstowe (np. oparte na dystrybycji);
@ parametryczne (np. bazujace na wymiarach semicznych);

@ opozycje typu nieporéwnywalnosci (np. hiponimiczne).
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Predykaty wieloargumentowe ERUZEELIESNEIEL]]

Podobienstwa i opozycje

O matematycznej teorii relacji podobienstwa oraz opozycji, a takze jej
zastosowaniach poczyta¢ mozesz np. w:
v
Tolerance e peonal
Spaces
witl LINGUISTIC
willl OPPOSITIONS
Applications
to Linguistics
v
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Jesli RC X x Y oraz S C Y x Z sa relacjami, to ztozeniem relacji R i S
jest relacja Ro S C X x Z zdefiniowana warunkiem: xR o Sz wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje y € Y taki, ze xRy oraz yS5z. Jesli R C X x X, to

R o R oznaczamy tez przez R?.

Jesli R C X x Y jest relacja, to przez konwers (relacje odwrotna) relacji
R rozumiemy relacje R~ zdefiniowana nastepujaco:
xR~y wtedy i tylko wtedy, gdy yRx.

Poniewaz relacje sa zbiorami, mozna na nich dokonywaé¢ wszystkich
operacji, ktérych dokonujemy na zbiorach: sumy, iloczynu, dopetnienia, itd.

v
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych: przyktady

Niech xRy zachodzi, gdy x jest ojcem y. Wtedy R o R jest relacja ,by¢
dziadkiem (po mieczu)”: xR o y wtedy i tylko wtedy, gdy x jest dziadkiem
(po mieczu) y.

Niech xRy zachodzi, gdy x jest bratem y, a xQy zachodzi, gdy x jest
ojcem y. Wtedy xR o Qy zachodzi, gdy x jest stryjem y.

Konwersem relacji mniejszosci < jest relacja wiekszosci >.
Konwersem relacji R zdefiniowanej przez warunek: xRy wtedy i tylko
wtedy, gdy x i y sa liczbami wzglednie pierwszymi, jest relacja R.

Dopetnieniem relacji < jest relacja > (ktéra jest tez suma relacji < i =).
lloczynem relacji < i > jest relacja =.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 137 / 204



Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Oto niektére wihasnosci operacji na relacjach: )

o Operacja ztozenia relacji jest faczna, tj.:
Rio(Rz 0 R3) = (R1 0 R2) o Rs. Operacja ztozenia nie jest przemienna,
tj. nie dla wszystkich relacji Ry i R» zachodzi: Ry o Ry = Ry o Ry.

o (RH =R

e R l1=(-R)L

@ Jesli Ry C Ry,to RoRy C Ro Ry oraz Ry o R C R, o R dla dowolnych
relacji R, Ry i R».

o (RIUR) =R TUR!

o (RoS)1=S"1oR1
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Udowodnimy, dla przykfadu, ze: (Ro S)™! =S"1o R7L. J

Nastepujace warunki sa réwnowazne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz
dowolnych x i y:

x(RoS)™ty

y(Ro S)x

Jz (yRz A z5x)

Jz (z5x A yRz)

3z (xS71z A RS 1y)

x(S71o R71)y.

Otrzymujemy stad zatem: (Ro S)™1 =S~ 1o R7L
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Oto niektére zwigzki miedzy witasnosciami relacji a operacjami na nich: )

@ Relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R~1.

@ Relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R.

o Jesli relacje R i S s3 zwrotne, to relacja R o S tez jest zwrotna.

o Jesli relacje Ry i Ry s3 symetryczne, to symetryczne s3 tez relacje:
RIURy, RINRy, RiY, Rio R

@ Suma R; U R, réwnowaznosci Ry i R jest réwnowaznoscia wtedy i
tylko wtedy, gdy Ri UR> = Ry o R».

@ Ztozenie Ry o Ry réwnowaznosci Ry i Ry jest réwnowaznoscig wtedy i
tylko wtedy, gdy Ry o R = Ry o Ry.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Udowodnimy, dla przyktadu, ze: ztozenie Ry o R réwnowaznosci Ry i R
jest réwnowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy Ry o Ry = R o Ry.

Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o R, jest réwnowaznoscia, to
R]_OR2:R2OR]_.

Jesli Ry o R, jest réwnowaznoscia, to zachodza nastepujace réwnosci:

RioRy=(RioR) =Ry o R = RyoR;.
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Operacje na relacjach dwuargumentowych
Operacje na relacjach dwuargumentowych

Niech Ry o Ry = Ry o Ry. Pokazemy, ze Ry o R» jest réwnowaznoscia.
Po pierwsze, mamy:

(RioR) T =(RaoR) T=R1oR; 1 =RioRy,

tj. R1 o R, jest symetryczna.

Po drugie, mamy:

(R]_OR2)O(R]_OR2):R]_O(R2OR]_)OR2:R]_O(RloR2)OR2:
(RloRl)O(R20R2)g R10R2,

tj. Ry o R jest przechodnia.

Zwrotno$¢ Ry o Ry jest oczywista, poniewaz Ry oraz R, s3 zwrotne z
zatozenia.
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KRP z identycznoscia Predykat identycznosci

Relacja identycznosci

Identyczno$¢ jest relacja réwnowaznosci, czyli jest zwrotna, symetryczna
oraz przechodnia. Nadto, przedmioty identyczne s3 nieodréznialne, ani

przez zadng wtasno$¢, ani poprzez pozostawanie w zaleznosciach z innymi
przedmiotami.

Zauwazmy, ze bez relacji identycznosci praktycznie niewyobrazalne jest
uprawianie wiekszosci dyscyplin matematycznych — wspétczesne
rozumienie pojecia funkcji, jednego z najistotniejszych pojeé¢
matematycznych, wykorzystuje relacje identycznosci.
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Prahites s eans
Predykat identycznosci

Dla predykatu identycznosci tradycyjnie uzywanym symbolem jest = i
tradycja ta zostanie tu uszanowana. To, ze relacje identycznosci
oznaczamy tym samym symbolem, nie powinno prowadzi¢ do
nieporozumien — z kontekstu zawsze bedzie jasno wynikaé, czy odnosimy
sie do predykatu (jezyk), czy do relacji (odniesienie przedmiotowe jezyka,
interpretacje).

Tak wiec, identyczno$¢ terméw t; oraz tp zapisywaé bedziemy formuta:
t; = tp. Formute —t; = t, bedziemy (takze zgodnie z tradycja), zapisywac
tez czasem w postaci t; # to.
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KRP z identycznoscia Predykat identycznosci

Predykat identycznosci

O predykacie identycznosci zaktada sie nastepujace aksjomaty:
o (1) Vx (x =x)
o () Vx1..VxoVy1 .. Vyn (i =y1 Ao AXnp=yn) —
(F(x1y...yxn) = F(y1,---,¥n)))
e B)Vx1... VX Vy1..Vyn (i =y1 Aec. AXn=yn) —
('D(Xla e ,X,,) = Q(YL s a}/n)))'

dla wszystkich n-argumentowych symboli funkcyjnych F oraz wszystkich
predykatéw n-argumentowych P, Q, dla wszystkich n.

Zwrotnos¢ predykatu identycznosci wyraza warunek (1). Wtasnosci:
symetrycznosci oraz przechodniosci predykatu identycznosci, czyli:

o VxVy (x=y =y =x)
0 VXVyWz ((x=yAy=2z)—x=2)

sa konsekwencja powyzszych aksjomatéw.
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Fezbitcly
Antysymetria i spéjnos¢

Mowimy, ze relacja R C U x U jest: )

@ spgjna, gdy dla kazdego x € U istnieje y € U taki, ze x # y oraz:
xRy lub yRx

@ antysymetryczna, gdy dla wszystkich x,y € U: jesli x # y, to xRy
lub yRx.

Przykfady. Relacja < jest spéjna oraz antysymetryczna w zbiorze
wszystkich liczb catkowitych. Relacja inkluzji w rodzinie podzbioréw
dowolnego zbioru jest w tej rodzinie antysymetryczna. Relacja R
zdefiniowana w zbiorze generatéw Wojska Polskiego warunkiem: xRy wtedy
i tylko wtedy, gdy x ma nie wiecej orderéw niz y nie jest w tym zbiorze
antysymetryczna, o ile istnieja rézni generatowie o tej samej liczbie orderéw.
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KRP z identycznoscia Przyktady

Kwantyfikatory numeryczne

Kwantyfikator egzystencjalny pozwala wyrazi¢ pojecie ,co najmniej jeden”.
Pojecia ,istnieje co najwyzej jeden”, ,istnieja dokfadnie dwa”, itp. wymagaja
w swoim sformutowaniu uzycia, oprécz kwantyfikatoréw, takze predykatu
identycznosci. Oto kilka takich kwantyfikatoréw numerycznych (P jest tu
dowolnym predykatem):

e dx P(x) (istnieje co najmniej jeden przedmiot o wtasnosci P)
e dx3dy ((P(x) A P(y)) A x # y) (istnieja co najmniej dwa przedmioty o
wtasnosci P)

o IxIyIz (P()AP()) AP N((x#y Ay # 2) Ax # 2))
(istnieja co najmniej trzy przedmioty o wtasnosci P)

Z powyzszego powinno by¢ jasne, jak zapisa¢ ,,istnieje co najmniej n
przedmiotéw o witasnosci P
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KRP z identycznoscia Przyktady

Kwantyfikatory numeryczne

Wyrazenie: ,Istnieje co najwyzej n przedmiotéw o wtasnosci P" jest
réownowazne wyrazeniu: ,Nieprawda, ze istnieje co najmniej n+ 1
przedmiotéw o wiasnosci P".

Wyrazenie: ,Istnieje doktadnie n przedmiotéw o wtasnosci P" jest
réwnowazne koniunkgcji wyrazen:

@ ,lIstnieje co najmniej n przedmiotéw o wtasnosci P

@ ,lstnieje co najwyzej n przedmiotéw o wiasnosci P".

Cwiczenie. Zapisz w jezyku KRP formute stwierdzajaca, ze istnieja
doktadnie trzy przedmioty posiadajace wtasnosé P.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 148 / 204



Fezbitcly
Porzadki

Uwaga. Poszczegélne podreczniki réznia sie terminologia dotyczaca relacji
porzadkujacych.

Méwimy, ze relacja R C U x U jest:

e preporzadkiem, gdy jest ona zwrotna i przechodnia w U

@ czesciowym porzadkiem, gdy jest ona zwrotna, przechodnia i
antysymetryczna w U

o liniowym porzadkiem, gdy jest ona sp6jnym czeSciowym porzadkiem
w U

@ ostrym czesciowym porzadkiem, gdy jest ona asymetryczna i
przechodnia w U

@ ostrym liniowym porzadkiem, gdy jest ona spéjnym ostrym
czesciowym porzadkiem w U.

v
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KRP z identycznoscia Przyktady

Porzadki
Przyktady. )
@ Inkluzja C jest porzadkiem czesciowym.
o Inkluzja whasciwa C jest ostrym porzadkiem czesciowym.
@ Relacja mniejszosci < jest ostrym porzadkiem liniowym.
o Relacja niewiekszosci < jest porzadkiem liniowym.
@ Relacja R okreslona (dla liczb naturalnych dodatnich) warunkiem: xRy
wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli bez reszty y jest porzadkiem
czedciowym.
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Fezbitcly
Porzadki

Niech R bedzie czesciowym porzadkiem na U. Element x € U nazywamy: ]

R-minimalnym, gdy Vy € U (yRx — x =)
R-maksymalnym, gdy Vy € U (xRy — x =)
R-najmniejszym, gdy Vy € U xRy

e 6 o6 o

R-najwiekszym, gdy Vy € U yRx.

Uwaga: element R-najmniejszy (resp. R-najwiekszy), o ile istnieje, jest tez
elementem R-minimalnym (resp. R-maksymalnym), lecz niekoniecznie na
odwrét.
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KRP z identycznoscia Przyktady

Porzadki

Rys. IV. 1. Uporzadkowanie symboli
heraldycznych

Znajdz elementy: minimalne, maksymalne oraz (jesli istnieja) najwiekszy
oraz najmniejszy.
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Fezbitcly
Porzadki

Gdy xRy oraz nie istnieje z € U taki, ze x # z, y # z, xRz i zRy, to
moéwimy, ze x jest bezposrednim R-poprzednikiem y (a y
bezposrednim R-nastepnikiem x).

Méwimy, ze liniowy porzadek R jest:
o dyskretny, gdy kazdy element U ma bezposredni R-poprzednik oraz
R-nastepnik.
e gesty, gdy Ix,y € U (xRy) AVx,y € U (xRy — 3z € U (x #
zNz#y AxRz A zRy)).

Uwaga. Zaden porzadek (na zbiorze niepustym) nie moze by¢ jednoczesnie
dyskretny i gesty, ale sa porzadki, ktére nie sg ani dyskretne, ani geste.
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Fezbitcly
Porzadki

Przyktady. )

@ Zbiér wszystkich liczb catkowitych (i kazdy jego podzbiér) jest
uporzadkowany w sposéb dyskretny przez relacje mniejszosci <.

@ Zbiér wszystkich liczb wymiernych jest przez relacje mniejszosci <
uporzadkowany w sposéb gesty.

@ Zbior wszystkich liczb rzeczywistych takze jest uporzadkowany w
sposob gesty przez relacje mniejszosci <. Ale liczb rzeczywistych jest
istotnie wiecej niz liczb wymiernych. Relacja mniejszosci porzadkuje
wszystkie liczby rzeczywiste w tzw. sposéb ciagty.
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Fezbitcly
Porzadki

Liniowy porzadek R nazywamy dobrym porzadkiem na U, jesli kazdy
niepusty podzbiér U ma element R-najmniejszy.

@ Zbiér wszystkich liczb naturalnych jest uporzadkowany liniowo przez
relacje <. Relacja ta jest na tym zbiorze takze dobrym porzadkiem.
@ Zbior wszystkich liczb catkowitych jest liniowo uporzadkowany przez

relacje <. Uporzadkowanie to nie jest dobrym porzadkiem na tym
zbiorze.

Uwaga. Termin dobry nie ma tu charakteru ocennego.
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Fezbitcly
Porzadki

Niech R bedzie czgsciowym porzadkiem zbioru U i niech A C U. Méwimy,
ze element v € U jest:

e kresem dolnym zbioru A, gdy uRx dla wszystkich x € A

e kresem gérnym zbioru A, gdy xRu dla wszystkich x € A

e najwiekszym kresem dolnym zbioru A, gdy u jest R-najwiekszym z
kreséw dolnych zbioru A

@ najmniejszym kresem goérnym zbioru A, gdy u jest R-najmniejszym
z kreséw gornych zbioru A.
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Fezbitcly
Porzadki

Przykfady. )

@ lloczyn AN B jest najwiekszym kresem dolnym zbioru {A, B} w
rodzinie wszystkich podzbioréw ustalonego zbioru U uporzadkowanej
czesciowo przez relacje inkluzji.

@ Suma AU B jest najmniejszym kresem gérnym zbioru {A, B} w
rodzinie wszystkich podzbioréw ustalonego zbioru U uporzadkowane;j
czesciowo przez relacje inkluzji.

@ Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, ze
x? < 2. Wtedy liczba rzeczywista v/2 jest najmniejszym kresem
gérnym zbioru A.

@ Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, ze
x? > 2. Wtedy liczba rzeczywista /2 jest najwiekszym kresem dolnym
zbioru A.
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Symbole funkcyjne

Symbole funkcyjne denotuja funkcje, czyli relacje wielo-jednoznaczne. J

Przypominamy (wiadomosci ze szkoty): f jest funkcja
(jednoargumentowa) ze zbioru X w zbiér Y, gdy f C X x Y (czyli f jest
relacja miedzy elementami zbioréw X oraz Y) oraz dla kazdego elementu
x € X istnieje doktadnie jeden element y € Y taki, ze xfy.

Jesli f jest funkcja z X w Y, to piszemy f : X — Y. Zamiast xfy zwykto
sie pisa¢ y = f(x).
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Symbole funkcyjne

Przypominamy, ze funkcje wieloargumentowe to funkcje okreslone na
iloczynach kartezjaniskich zbioréw. Dla przykfadu, funkcja, ktéra parze liczb
naturalnych przyporzadkowuje ich sume jest funkcja dwuargumentows.

W przypadku, gdy f jest funkcja n-argumentowa okreslong na zbiorze
X x X x...x X (x nrazy) i o wartosciach w zbiorze X, czyli gdy
f: X" — X, méwimy, ze f jest n-argumentowa operacja na zbiorze X.

Wiosna jest tak piekna. A ty jeste$ Etnolingwistka Oziebta wobec
Matematyki. Nie bede cie molestowat intelektualnie, straszac wzorami.
Podam tylko pare przyktadéw struktur, o ktérych mozna méwi¢ w jezyku
KRP z symbolami funkcyjnymi.
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Aty Beslkle
Algebry Boole'a

Niech < bedzie czesciowym porzadkiem zbioru U. Méwimy, ze (U, <) jest
krata, jesli dla dowolnych elementéw x, y € U istnieja: najmniejszy kres
gorny oraz najwiekszy kres dolny zbioru {x, y}. Poniewaz elementy te s3
wyznaczone jednoznacznie, wiec mozemy przyja¢ oznaczenia:

e X(x,y) — dla najwiekszego kresu dolnego zbioru {x, y};

e H(x,y) — dla najmniejszego kresu gérnego zbioru {x,y}.

Krata (U, <) jest dystrybutywna, jesli dla dowolnych x,y,z € U
zachodza warunki:

o Wxvy¥z B (x,R(y, 2)) = H(B(x,y), B(x, 2))

e VxVyVz X (x,H(y,z)) = B(X(x, y),X(x, z)).
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Aty Beslkle
Algebry Boole'a

Krate dystrybutywna (U, <) nazywamy algebra Boole’a, jesli dla
dowolnego elementu x € U istnieje jego dopefnienie, tj. element B(x)
spetniajacy warunki:

o VxVy B (H(x,B(x)),y) =y
e VxVy X (B(x,8(x)),y)=y.

Uwaga o standardowej notacji. Dla operacji w algebrach Boole'a uzywa
sie zwykle standardowych oznaczen:

e U — dla kresu goérnego (takze: V);
e N — dla kresu dolnego (takze: A);

e — — dla operacji dopetnienia (takze: /).
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Aty Beslkle
Algebry Boole'a

Kazda algebra Boole'a ma element najwiekszy, zwany jedynka algebry i
oznaczany zwykle przez 1. Kazda algebra Boole'a ma element najmniejszy,
zwany zerem algebry i oznaczany zwykle przez 0.

Przyktady algebr Boole’a.

@ Wszystkie podzbiory dowolnego zbioru U wraz z operacjami
teoriomnogosciowymi: sumy (kres gérny), iloczynu (kres dolny), dopetnienia
(do U), zbiorem U jako jedynka oraz zbiorem pustym () jako zerem tworza
algebre Boole'a.

@ Algebra wartosci logicznych. Tabliczki prawdziwosciowe funktoréw
odpowiadajacych spdjnikom zdaniowym pokazuja, ze w zbiorze wartosci
logicznych {0, 1} mozna wprowadzi¢ strukture algebry Boole'a. Zerem tej
algebry jest 0, jej jedynka jest 1. Kres dolny odpowiada koniunkcji, kres
gorny alternatywie (nieroztacznej), a operacja dopetnienia odpowiada
negacji.
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Aty Beslkle
Algebry Boole'a

Algebry Boole'a moga by¢ opisane (na rézne sposoby) aksjomatycznie, w
jezyku KRP z symbolami funkcyjnymi. Podamy jeden z takich opiséw,
wykorzystujacy nastepujace predykaty, symbole funkcyjne oraz state
indywidualne:

e = predykat identycznosci

@ LI dwuargumentowy symbol funkcyjny (dla najmniejszego kresu
gornego)

@ M dwuargumentowy symbol funkcyjny (dla najwiekszego kresu
dolnego)

@ ’ jednoargumentowy symbol funkcyjny (dla dopetnienia)

e 1 stata indywidualna (dla jedynki)

e 0 stata indywidualna (dla zera).
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KRP z symbolami funkcyjnymi Algebry Boole'a

Algebry Boole'a

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole'a: )
(1) ¥xVy (xUy=ylUx)
(2) VxVy (xMy=yMx)
(3) UxVyVz(xU(yUz)=(xUy)Uz)
(4) VxVyVz (xM(yNz)=(xMy)MNz)
(5) VxVyVz(xU(yMz)=(xUy)N(xUz))
(6) VxVyVz (xM(yUz)=(xMNy)U(xMz))
(7) Vx(xu0=x)
(8) Vx(xM1l=x)
(9) ¥x(xux'=1)
(10) Vx (xMx"=0).
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Aty Beslkle
Algebry Boole'a

Osobng grupe aksjomatéw stanowia aksjomaty identycznosci: )

o VxVy (x=y —x'=y)
o VXVyVz (x=y — (xUz=ylU2z))
o VxVyVz (x =y — (xMz=yMNz)).

Uwaga. W zadnej teorii aksjomatycznej w jezyku KRP nie mozemy
zagwarantowac, ze denotacja predykatu identycznosci jest relacja
identycznosci.
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Aty Beslkle
Algebry Boole'a

A oto niektdre prawa teorii algebr Boole'a: )
@ x = x Ty wtedy i tylko wtedy, gdy y = x U y.
o (xUy)=x'ny".
o (xMy) =x"Uy
e xM(xUy)=x.
e Jesli (xUy)=ytoxMy =0.

Réznica x — y elementéw x i y oraz porzadek < s3 definiowalne:
e x—y=xny
@ x < y wtedy i tylko wtedy, gdy x My’ = 0.
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Anjiaciste
Arytmetyka Robinsona

Dodawania i mnozenia liczb naturalnych uczysz sie w wieku kilku lat.
Chociaz, gdy sie chwile zastanowisz, to by¢ moze dopadnie cie refleksja:
skad wtasciwie wiesz, jaki jest wynik wykonywania tych operacji (tj.
dodawania i mnozenia) na liczbach naturalnych? Prawdopodobnie,
nauczono cie tabliczek dodawania i mnozenia podobnie jak naucza sie
wierszykéw, ,,na pamie¢”’. Stosowano przy tym rézne heurystyki; np. rysunki
jabtuszek, kotkéw, monet, itp. No i teraz umiesz dodawa¢ i mnozy¢.
Czyzby jednak ta wiedza miata uzasadnienie wytacznie w owych
dogmatycznych rysunkach? To temat na zajecia z filozofii matematyki lub,
ogodlniej, z filozofii nauki. Te zajecia dotycza tylko Elementarza Logicznego,
a wiec nie znajdziesz w nich wyczerpujacej odpowiedzi na tego typu pytania
metafizyczne. Ograniczymy sie do stwierdzenia, ze arytmetyke mozna
zbudowa¢ na bazie aksjomatycznej, jako teorie pierwszego rzedu (a wiec
teorie w jezyku KRP, z predykatem identycznosci oraz symbolami
funkcyjnymi).
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KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Tabliczki dodawania i mnozenia zbudowaé mozna w Arytmetyce

Robinsona. Jest to system aksjomatyczny w jezyku KRP z identycznoscia
oraz nastepujacymi symbolami funkcyjnymi:

@ o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie t
jest dowolnym termem, czytamy: nastepnik t;

e @ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie @&(t1, t2), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: suma t; i t;

e ® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1, t), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t; i t>.

Nadto, w jezyku Arytmetyki Robinsona uzywamy statej indywiduowej ).
Jest to symbol, ktéry czytamy: zero.
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

Aksjomaty dotyczace jedynie predykatu identycznosci:
® Vx (x =x)
o VxVy (x=y —y=x)
o VXVyVz (x=yANy=12z)— x=2z).

Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, @ oraz ®:

o VxVy (x =y — o(x) = a(y))

o VxVyVz (x =y — ®&(x,z) = ®(y, 2))
o VxVyVz (x =y — @&(z,x) = &(z,y))
o VxVyVz (x =y — ®(x,z) = ®(y, z))
o VxVyVz (x =y — ®(z,x) = ®(z,y))
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

Aksjomaty specyficzne systemu Arytmetyki Robinsona:

o A
o A:
e As:
e Ay vV
o As:
e As: V
e As:

VxVy (x #y — a(x) # a(y))
Vx (O # o(x))
Vx (x # O — Jy (x =0a(y)))
x (8(x,0) = x)
VxVy (&(x,0(y)) = o(&(x,y)))
x (®(x,0)=0)
VxVy (®(x,0(y)) = &(®(x, y), x)).
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

Modelem zamierzonym dla tych aksjomatéw jest struktura, ktérej
uniwersum jest zbiér wszystkich liczb naturalnych, a denotacjami
poszczegdlnych terminéw pozalogicznych sa:

@ symbolu () — liczba zero;
@ symbolu o — operacja nastepnika;

@ symbolu & — operacja dodawania;

@ symbolu ® — operacja mnozenia.
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Anjiaciste
Arytmetyka Robinsona

Co ,,méwia" poszczegdlne aksjomaty (o owej interpretacji zamierzonej)?
Oto mozliwe odczyty Humanistyczne:

@ Ai: Rézne liczby naturalne maja rézne nastepniki.

@ Ay: Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby.

@ As: Kazda liczba ré6zna od zera jest nastepnikiem jakiej$ liczby.

o Az Wynik dodania zera do dowolnej liczby jest ta liczba.

@ As: Suma: pierwszej liczby oraz nastepnika drugiej réwna jest
nastepnikowi sumy liczb: pierwszej oraz drugie;.

@ As: Wynik przemnozenia dowolnej liczby przez zero jest zerem.

@ A7: lloczyn: pierwszej liczby oraz nastepnika drugiej réwny jest sumie:
iloczynu liczb pierwszej i drugiej oraz pierwszej liczby.
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Anjiaciste
Arytmetyka Robinsona

Jesli aksjomaty te wydaja ci sie oczywiste, to witaj we Wspdlnocie
Intelektualnej Ludzkosci! Nie sg chyba znani osobnicy, ktérym zdania te
wydawatyby sie fatszywe, przy podanej powyzej interpretacji zamierzone;.
Powstaje naturalnie pytanie: czy z tych aksjomatéw wynikaja (przy
interpretacji symbolu = jako relacji identycznosci.) dokfadnie wszystkie
prawdy arytmetyczne?

Odpowiedzi na to, wydawatoby sie proste, pytanie dostarczajg wazne
twierdzenia metalogiczne, o ktérych tu nie ustyszysz. Odpowiedz jest
negatywna; chociaz kazde zdanie wyprowadzalne z aksjomatéw jest
prawdziwe w zamierzonej interpretacji, to jednak nie wszystkie zdania
prawdziwe w tej interpretacji s3 wyprowadzalne z aksjomatéw. Ma to tez
zwiazek z nierozstrzygalnoscia KRP.
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Anjiaciste
Arytmetyka Robinsona

Pierwsze trzy z powyzszych aksjomatéw majg gwarantowa¢, ze uniwersum
interpretacji zamierzonej jest poprawnie utworzona kolejka: na poczatku
jest zero, potem nastepnik zera (czyli jedynka), potem nastepnik
nastepnika zera (czyli nastepnik jedynki, a wiec dwéjka), i tak dalej. Za
kazda liczba naturalng jest doktadnie jedna liczba wieksza od niej o jeden,
a od kazdej liczby naturalnej jest tylko skoriczenie (Uwaga: pojecia
skonczonosci nie mozna wyrazi¢ w jezyku pierwszego rzedu; ten intuicyjny
komentarz czyniony jest w metajezyku) wiele , krokéw wstecz”, do zera.

Aksjomaty A4 oraz As charakteryzuja dodawanie, natomiast Ag oraz Az
ustalaja wiasnosci mnozenia. Nie obawiaj sie: w charakterystykach tych nie
popetnia sie btednego kota, sa to poprawne charakterystyki tych operacji.
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Anjimste
Arytmetyka Peana

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego
aksjomatéw schematu aksjomatéw, zwanego zasadg indukcji. Otrzymany
w ten sposéb system nazywa sie Arytmetyka Peana.

State pozalogiczne Arytmetyki Peana s3 takie same, jak w Arytmetyce
Robinsona:

e o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie t
jest dowolnym termem, czytamy: nastepnik t;

e @& — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie @&(t1, t2), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: suma t1 i to;

e ® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1, t2), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t1 i t;

e () — stata indywiduowa; symbol () czytamy: zero.
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Anjimste
Arytmetyka Peana

Aksjomaty specyficzne Arytmetyki Peana:

Pr: VxVy (x #y — o(x) # o(y))

Py: ¥x (O # o(x))

P3: ¥x (&(x, Q) = x)

Pa: VxVy (&(x, 0(y)) = o(®(x, y)))

Ps: Vx (2(x,0O) = Q)

Pe: VxVy (&(x,0(y)) = ®&(®(x, y), X))

P7: (a(O) AVx (ax) — a(o(x)))) — Vx a(x)

(dla dowolnej formuty a, o jednej zmiennej wolnej, jezyka
Arytmetyki Peana).

P7 nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu)
aksjomatéw. P; nazywamy zasada indukcji.
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Anjimste
Arytmetyka Peana

Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, @ oraz ® s3 takie same, jak
w Arytmetyce Robinsona.

Czy te aksjomaty dobrze charakteryzuja poczciwe, powszechnie znane
liczby naturalne? Nieco zartobliwie powiemy, ze s3 dwie odpowiedzi na to
pytanie. Jedna brzmi TAK, a druga brzmi NIE.

Odpowiedz TAK uzasadniona jest faktem, ze wszystkie tzw. obliczalne
funkcje sa reprezentowane w powyzszym systemie.

Natomiast odpowiedz NIE uzasadniona jest m.in. tym, ze powyzszy system
nie jest rozstrzygalny.
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Dygresje

Dodajemy do tej prezentacji dwie dygresije:
@ aksjomatyke teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla

@ popularne przedstawienie pojecia nieskonczonosci.

Pierwsza dygresja uzasadniona jest dwojako. Po pierwsze stanowi przyktad
fundamentalnej teorii aksjomatycznej, ktéra mozna sformutowaé w jezyku
KRP. Po drugie, dostarcza — jak sie wydaje — podstaw do nabycia
przekonania, ze niewinne igraszki z rachunkiem zbioréw, znane ze szkoty, s3
dobrze ugruntowane.

Uzasadnienie dla drugiej dygresji widzimy w tym, ze jeste$ Etnolingwistka,
a wiec Humanistka. Pojecie Nieskonczonosci powinno zatem by¢ dla
ciebie wielce frapujace.
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Areimimaipha el mmegeis 27
Czym s3 zbiory?

Postugujesz sie dos¢ swobodnie, bez zahamowan, pojeciem zbioru.
Rozumiesz przy tym prawdopodobnie, ze zbiorami sa pewne przedmioty
abstrakcyjne, tworzone poprzez pogrupowanie razem pewnych innych
przedmiotéw.

Tworzysz zbiory przedmiotéw wedle dwéch sposobéw, jak sadze:

@ poprzez (jawne) wyliczenie wszystkich elementéw zbioru

@ poprzez podanie pewnej wtasnosci wspélnej wszystkim elementom
tworzonego zbioru.

Méwimy przy tym o zbiorach w sensie dystrybutywnym, a nie zbiorach w
sensie kolektywnym.
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Areimimaipha el mmegeis 27
Czym s3 zbiory?

Pojecia zbioru nie definiujemy, przyjmujemy, ze jest to pojecie pierwotne.
Podobnie, za pojecie pierwotne uwazamy relacje nalezenia elementu do
zbioru.

Pojecia pierwotne s charakteryzowane przez aksjomaty, ktére okreslaja
ich znaczenie.

Podajemy nizej aksjomaty dla najbardziej popularnego ujecia teorii
mnogosci (zbioréw). Sformutowane s3 one w jezyku KRP z identycznoscia i
jednym terminem pozalogicznym €, bedacym predykatem
dwuargumentowym, nazywajacym nalezenie elementu do zbioru.
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Areimimaipha el mmegeis 27
Aksjomatyka teorii mnogosci ZF

Aksjomat ekstensjonalnosci:

VxVy (Vz(zex=z€y)—x=y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbiér jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez swoje elementy.

Aksjomat pary:

VxVydzVu (u e z=(u=xVu=y))

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VxdyVz (z€ey=TFu(z€ uNuE X))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potegowego:

Vx3yVz (z € y =Vu(u € z — u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony
doktadnie ze wszystkich jego podzbioréw.
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Schemat wyrézniania:

Vx1Vxp ... VxVy3zVu (ue z=(u €y N p(u,x1,x2,...,%n)))

gdzie ¢ jest formuta jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienna
wolna w ¢, zas xi, X2, . . ., X, S3 zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz
u.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzédy zbioru
utworzyé¢ jego podzbidr, ztozony z tych elementéw, ktére majg jakas
wtasnos¢, wyrazalna w jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wfasnie ze schematem
nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskonczonosci:
Ix(Fy(yvexAn-Fz(zey)AVy(yex—Vz(VNu(uez=u=y)—
z€x))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru
nieskonczonego. Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii
mnogosci.
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Schemat zastepowania:

Vu(VxVyVz (x e u N p(x,y) Np(x,z) > y =z) = IwVv (vew =

Ix (x € uNp(x,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru
wzgledem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formuta jezyka teorii mnogosci)
takze jest zbiorem.

Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze
schematem nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat ufundowania:

Vx(Ju (uex) — Jy(y e xAVz(z €y — -z € x)))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskonczonych €-zstepujacych
ciagéw zbioréw, tj. takich ciagéw (x1, x2, x3, xa, . . .), ze:

X2 € X1, X3 € X2, X4 € X3,...
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Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Vx(Vy (y ex— 3z (zey) A\VyWu ((y exAuex)—y=
uvV-dv(veyAveu))—Iw(Vy(yex—3z((zeynze
w)AVYv ((veEyAvew)—v=z))))

To otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla
identycznosci:

e Vx (x = x)

o VxVy (x=y —y=x)

o VXVyWz (x=yANy=2z)— x=2z)

o VXVyVz (x=yAx€z)—yc€z),

o VXVyVz (x=yANzex)—zey).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyré6zniania i zastepowania)
terminy: nieskonczony i przeliczalny naleza do metajezyka.

v
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sl (iflberiee
Hotel Hilberta

Wybierzemy sie do 2 \%%
Hotelu Hilberta, czego$ - \h@

w rodzaju A NS
matematycznej Wiezy Bal A A
Babel (jednak udanej). é@r%‘j-ﬂ%
Odwiedziny te powinny

by¢ pomocne dla 0
uzyskania wgladu w

nature

Nieskonczonosci.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 185 / 204



Dygresje Hotel Hilberta

Przyktad: Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Przypus¢my, ze jest tylko skonczenie wiele liczb pierwszych (tj. takich liczb
n, ktére maja doktadnie dwa podzielniki: 1 oraz n): 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17,....p

Zatem p jest (rzekomo) najwieksza liczba pierwszq

Tworzymy iloczyn: m=2-3-5-7-11-13-17- p (rzekomo) wszystkich
liczb pierwszych.

Liczba m 4 1 jest liczba pierwsza, poniewaz nie dzieli sie bez reszty przez
zadng z liczb pierwszych 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...,p. Nadto, m+ 1 jest
wieksza od p.

Otrzymujemy sprzecznos¢: m + 1 jest liczba pierwsza wieksza od
(rzekomo) najwiekszej liczby pierwszej p. Zatem, musimy odrzuci¢
przypuszczenie, iz liczb pierwszych jest skonczenie wiele. W konsekwencji,
liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. Nie istnieje najwieksza liczba
pierwsza.
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Dygresje Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Hotel Hilberta ma nieskonczong liczbe pokoi: )

[1[2]3[4]5]... )

Jest jasne, ze nawet gdy wszystkie pokoje sg zajete, to mozna umiesci¢ w
nim nowego goscia, w dowolnym pokoju o numerze n: wystarczy, aby
kazdy z gosci zamieszkujacych pokoje o numerach n, n+1, n+2, ...
przemiescit sie do pokoju o numerze o jeden wiekszym od numeru swojego
dotychczasowego pokoju. Wtedy pokdj o numerze n staje sie wolny.

Jest tez jasne, ze nawet gdy wszystkie pokoje s3 zajete, to mozna umiesci¢
w nim dowolng skornczona liczbe nowych gosci. Pytanie: w jaki sposob?
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Dygresje Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Pytanie (tylko troche) trudniejsze: czy w zapetnionym juz Hotelu Hilberta
pomiesci¢ mozna nieskonczong (przeliczalng, tj. réwnoliczna ze zbiorem
wszystkich liczb naturalnych; lub, co na jedno wychodzi, réwnoliczna ze
zbiorem wszystkich pokoi w Hotelu Hilberta) liczbe nowych gosci?

Oczywiscie, TAK. Mozna np. umiesci¢ wszystkich dotychczasowych gosci
w pokojach o numerach nieparzystych, a gosci nowych w pokojach o
numerach parzystych.

Kolejne (znéw, odrobine trudniejsze) pytanie: czy w zapetnionym juz
Hotelu Hilberta mozna pomiesci¢ dodatkowo przeliczalng liczbe
przeliczalnych zbioréw nowych gosci?

| w tym przypadku odpowiedz brzmi: TAK. Widzicie, jak to zrobié¢? )
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Dygresje Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Czyzby wiec w zapetnionym juz Hotelu Hilberta mozna byto pomiesci¢
dodatkowo DOWOLNA liczbe nowych gosci?

Odpowiedz brzmi: NIE. Mozna pokaza¢ (przy uzyciu metody
przekatniowej), ze zbiér R WSZYSTKICH przeliczalnych ciagéw (kolejek)
nowych gosci nie zmiesci sie w Hotelu Hilberta. Argument jest prosty. Po
pierwsze, jest jasne, ze mozemy utozsamia¢ kazdy element zbioru R z
jakims ciagiem liczb naturalnych (dodatnich). Wyliczmy wszystkie
elementy zbioru R, w dowolnej kolejnosci:

A = (a1, a2, @13, ... )
Ay = (ax, ax, a3, ... )

A3 = < d31, d32, d33, ... >
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Dygresje Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Rozwazmy teraz ciag:

A = < d11, 422, a3z, ... >
i zbudujmy ciag:
A’ = ( 3?1: 332: a§3, )

wedle reguty:
o jesli a,, =8, to afm =7
o jesli a,, # 8, to afm = 8.

Witedy ciag A? jest rézny od kazdego ciagu A, (dla wszystkich n), a wiec
nie mégt wystapi¢ na liscie (rzekomo) wszystkich elementéw R.

Liczba elementéw zbioru R jest oczywiscie nieskoniczona. Jest ona jednak
(w intuicyjnym sensie) ,wieksza" od liczby pokoi Hotelu Hilberta.
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Dygresje Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Nie mozemy tu opowiedzie¢ o arytmetyce liczb bedacych licznosciami
(mocami) zbioréw nieskonczonych — zob. dowolny porzadny podrecznik
teorii mnogosci. Powiedzmy tylko, ze skala kolejnych nieskonczonosci jest
pozaskorniczona (nie daje sie przedstawi¢ jako réwnoliczna z jakakolwiek
liczba nieskonczona).

Hotel Hilberta jest metafora nieskonczonosci potencjalnej: wyobrazamy
sobie sytuacje, gdy po kazdym kroku mozemy wykonaé nastepny, bez
ograniczenia (nie ma znaku stop w Hotelu Hilberta).

Gdy bierzemy pod uwage Hotel Hilberta jako cafosé, to zaczynamy
operowa¢ nieskonczonoscia aktualng. Mamy wtedy mozliwos¢
(gwarantowang stosownymi aksjomatami teorii mnogosci) tworzenia coraz
to nowych nieskonczonosci.
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Dygresje Hotel Hilberta

Réwnolicznosé

Dwa zbiory sa réwnoliczne, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna funkgcja z
jednego z nich na drugi.

Widzielismy, ze w przypadku zbioréw, ktérych liczba elementéw nie jest
skonczona (na razie: w intuicyjnym sensie) mozemy mie¢ do czynienia z
dwoma przypadkami:

@ dwa zbiory nieskoriczone moga by¢ réwnoliczne (np. zbiér wszystkich
liczb naturalnych i zbiér wszystkich liczb parzystych);

@ dwa zbiory nieskonczone moga nie by¢ réwnoliczne (np. zbiér
wszystkich liczb naturalnych i zbiér wszystkich ciagéw nieskonczonych
o wyrazach bedacych dodatnimi liczbami naturalnymi).

Tak wiec, nie jest prawda, iz wszystkie zbiory nieskonczone sa
réwnoliczne!
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Dygresje Hotel Hilberta

Definicja nieskonczonosci: Dedekind

Definicja Dedekinda. Zbiér jest nieskonczony, gdy jest réwnoliczny z
jakim$ swoim podzbiorem wtasciwym. W przeciwnym przypadku jest
skonczony.

Na ,paradoksalna” wtasnos¢ pewnych zbioréw, polegajaca na tym, iz s3 one
réwnoliczne z jakim$ swoim podzbiorem wtasciwym, zwracano uwage juz
wczesniej (Galileusz, Bolzano).

Mozna, jak sie okazuje, przyjac te wtasnos¢ jako ceche definicyjna zbioréw
nieskonczonych.
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Dygresje Hotel Hilberta

Twierdzenie Cantora

Twierdzenie Cantora.
Zaden zbidr nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich podzbioréw.

Dowéd. Wezmy dowolny zbiér X i przypusémy, ze X jest réwnoliczny z
rodzing wszystkich swoich podzbioréw p(X). Oznacza to, iz istnieje
wzajemnie jednoznaczna funkcja f ze zbioru X na zbiér p(X). Okreslmy
teraz nastepujacy element rodziny p(X):

Xr={xe X : ~xef(x)}
Whtedy dla pewnego x¢ € X musiatoby by¢: f(xr) = Xr. Stad i z definicji
zbioru Xy otrzymujemy, iz:
xr € Xy < —xr € Xr.

a to jest sprzeczno$¢. Musimy zatem odrzuci¢ przypuszczenie o istnieniu
funkgcji . W konsekwencji, X oraz p(X) nie sa réwnoliczne.
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Dygresje Hotel Hilberta

Zbiory nieprzeliczalne

Zbiér nieskonczony nazywamy przeliczalnym, jesli jest on réwnoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb naturalnych.

Zbiér jest nieprzeliczalny, gdy jest nieskonczony i nie jest réwnoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb naturalnych.

Przyktad zbioru nieprzeliczalnego poznalismy podczas wizyty w Hotelu
Hilberta: nieprzeliczalny jest np. zbiér wszystkich nieskoniczonych
(przeliczalnych) ciggéw dodatnich liczb naturalnych. Podobnie, zbiér
wszystkich nieskonczonych (przeliczalnych) ciagéw o wyrazach 0 lub 1 jest
nieprzeliczalny.

Istnienie zbioréw nieprzeliczalnych jest konsekwencja aksjomatu
nieskonczonosci, aksjomatu zbioru potegowego oraz Twierdzenia Cantora.

v
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Dygresje Hotel Hilberta

Liczby niewymierne

Istnieja liczby niewymierne. Przypomnimy szkolny dowéd, iz v/2 nie jest
liczba wymierna, tj. nie jest réwna ilorazowi § dla zadnych liczb
catkowitych a oraz b takich, ze b # 0 oraz a i b s3 wzglednie pierwsze (tzn.
nie maja wspdlnego podzielnika réznego od ktérejkolwiek z nich i > 1).
Przypus¢my, a contrario, ze istniejg takie a oraz b. Wtedy:

2-b? =2a°
Poniewaz lewa strona tego réwnania jest liczbg parzysta, wiec prawa tez.
Jesli a? jest parzysta, to i a jest parzysta. Stad a =2 - ¢ dla pewnego c i
mamy:
2.-b%=(2-¢c)?
2- b2 =4.c
P> =2.¢c?
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Liczby niewymierne

Prawa strona tego réwnania jest liczba parzysta, a wiec takze b? jest liczba
parzysta. Stad, b jest liczbg parzysty i otrzymujemy sprzecznosc z
przypuszczeniem, iz a oraz b s wzglednie pierwsze: wszak pokazalismy
przed chwila, ze obie sa parzyste (a wiec obie dziela sie bez reszty przez 2).
Zatem musimy odrzuci¢ uczynione przypuszczenie, ze /2 jest liczba
wymierna. Ostatecznie, /2 nie jest liczbg wymierna.

Uwaga. Odkrycie liczb niewymiernych, dokonane przez Pitagorejczykéw,
byto — mozna bez przesady uzy¢ tego okreslenia — szokiem
cywilizacyjnym. To tak, jakbys ujrzata DUCHA: oto okazuje sie, ze w
Kosmosie, ktéry (wedle Pitagorejczykéw) rzadzony jest wytacznie przez
Liczby (wymierne) istnieja byty, niedostepne dotychczasowemu rozumieniu
pojecia liczby.
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Dygresje Hotel Hilberta

Definicja nieskonczonosci: Frege

Definicja Fregego. Zbiér jest skoriczony, gdy ma n elementéw, dla
pewnej liczby naturalnej n. W przeciwnym przypadku jest nieskoriczony. J

Ta definicja zaktada, ze wiemy, czym sa liczby naturalne. )

Ot6z wecale nie jest bezdyskusyjne, jaki jest status tej wiedzy. Problematyka
ta nalezy do filozofii matematyki i nie moze tu by¢ omawiana. J

Liczby naturalne stworzyt Pan Bdg, cata reszta jest dziefem cztowieka —
napisat kiedys Leopold Kronecker. J
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Definicja nieskonczonosci: von Neumann

Definicja von Neumanna. Dla dowolnego zbioru X, niech
X* = X U{X}. lteracje operacji * okreslamy indukcyjnie:
o X0=X
o X! =X~
o XNtl — (X”)*.

Zbiér jest skoriczony, gdy jest réwnoliczny z (), dla pewnego n, gdzie ()
jest zbiorem pustym. W przeciwnym przypadku, jest nieskoriczony.

Uwaga. W definicji von Neumanna tylko z pozoru odwotujemy sie do liczb
naturalnych: w poprawnej, nieuproszczonej wersji (ktérej nie bedziemy tu
podawac) definicja ta uzywa tylko pojec¢ teoriomnogosciowych; liczby
naturalne zostaja wtedy zdefiniowane (na gruncie teorii mnogosci).

v
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Definicja nieskonczonosci: von Neumann

Iterujmy operacje *, wychodzac od zbioru pustego: ]
0., (0) =0u{0} = {0}, ((0)7) = ({0})" = {0} U {{0}} = {0.{0}},
(((@))) = ({0,{03})" = {0,{0}} U {{0,{0}}} = {0,{0}, {0, {0}}}. ... |

Kazdy element tego ciagu jest zbiorem, ktérego elementami sg wszystkie
poprzednie wyrazy tego ciggu. Wprowadzmy oznaczenia:
0=0,1=0"=(0)" 2=1"=((0))", 3=2"=(((9)")")". .-
Wtedy: 0=10, 1 ={0},2=1{0,1},3=1{0,1,2}, ...

Otrzymujemy rodzine N zbioréw 0,1,2,3,. .., ktére mozemy identyfikowaé
z liczbami naturalnymi. Nadto, rodzina ta jest dobrze uporzadkowana przez
relacje €: definiujemy m < n wtedy i tylko wtedy, gdy m € n, dla m,n € N.
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Definicja nieskonczonosci: Tarski

Definicja Tarskiego. Zbiér jest skoriczony, gdy kazdy C-tancuch w
rodzinie jego podzbioréw jest domkniety na kres gérny. W przeciwnym
przypadku jest nieskoriczony.

Podobnie jak u Zermela i von Neumanna, definicja Tarskiego wykorzystuje
jedynie pojecia teoriomnogosciowe.

Prosze zauwazy¢, ze np. ciag zbioréw:

{{k : k<n} : n>0}

nie jest domkniety na kres gérny; kresem gérnym (wzgledem porzadku C)
tego ciagu jest jego teoriomnogo$ciowa suma, a nie jest ona jednym z
elementéw tego ciagu.
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Opuszczamy Hotel Hilberta

Juz starczy, prawda? J

To, co najwazniejsze: mamy precyzyjne definicje nieskoficzonosci, nie
odwotujace sie ani do czasu, ani do przestrzeni. Definicji tych mozemy
uzywa¢ w dalszych rozwazaniach dotyczacych KRP.

| jeszcze uwaga dotyczaca Hotelu Hilberta. Poniewaz mamy nieskonczong
liczbe gosci, wiec dochody wtasciciela s3 nieskonczone. Sa tez jednak
pewne utrudnienia. Np.: jakiej dtugosci powinien by¢ waz
przeciwpozarowy? lle ptaci¢ pokojéwce, ktéra ma posprzataé wszystkie
pokoje?

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Radosna 4 Semantyka KRP 202 / 204
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Koniec

Koniec

W dalszym ciggu nie potrafimy rozwigzaé problemu Uszu i Ogona za
pomoca (czysto syntaktycznych) regut wnioskowania, chociaz wiemy juz, w
jakim jezyku nalezy problem sformutowac.

To zaczyna by¢ denerwujace, prawda?

Na kolejnych wyktadach poznamy wreszcie metode — jedna z wielu

dostepnych — uporania sie z tym problemem, oraz z wszelkimi don
podobnymi.

Dowiemy sie mianowicie, jak okresli¢ w jezyku przedmiotowym operacje
konsekwencji tak, aby mozliwe stato sie scharakteryzowanie wynikania
logicznego srodkami czysto syntaktycznymi.
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