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lloSciowe opisy zjawisk

o Pojecie funkgji to jedno z najwazniejszych poje¢ matematycznych. W
opisach ilosciowych, ktére sa charakterystyczne dla wspétczesnej
nauki, uzywa sie powszechnie tego pojecia.

o Funkcje sa formalnymi reprezentacjami sytuacji, gdy jakas wielkos¢
jest w sposéb jednoznaczny zalezna od innych wielkosci.

@ Rozwaza sie jednak catkiem ogdlne sytuacje, a wiec réwniez te, w
ktérych zaleznos¢ funkcyjna nie wiaze wielkosci liczbowych, lecz
elementy jednego zbioru z elementami innego zbioru.

@ Z funkcjami spotykamy sie bardzo wczesnie w procesie edukacji —
tabliczki dodawania i mnozenia charakteryzuja bowiem pewne funkcje,
okreslone dla liczb i majace wartosci liczbowe.
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Uwaga na intuicyjne skojarzenial

o W zaleznosci od kontekstu, uzywa sie okreslen: funkcja,
przyporzadkowanie, odwzorowanie, przeksztatcenie, operacja, i in.

o Nalezy jednak wyraznie podkresli¢, ze funkcje w matematyce s3
pewnymi zbiorami, a doktadniej: relacjami, spetniajacymi stosowne
warunki jednoznacznosci.

@ Czasami trudno uwolni¢ sie od réznych intuicyjnych skojarzen,
motywowanych uzusem jezykowym i skfaniajacych np. do zywienia
przekonan, ze funkcje sa jakimi$ procesami, ze za ich przyczyna co$
,dzieje sie” z rozwazanymi obiektami.

@ Pewna praktyka postugiwania sie funkcjami pozwala na wyzwolenie sie
z tego typu ztudnych przeswiadczen.
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Pojecie funkgji

Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazwiemy kazda taka relacje miedzy
elementami zbioréw X oraz Y, ktéra nie zawiera zadnych dwéch par
uporzadkowanych majacych te same poprzedniki oraz rézne nastepniki.

@ Innymi stowy, f jest funkcja ze zbioru X w zbiér Y, jezeli:
Q@ FrCXxY
@ dla dowolnych x € X oraz y; € Y, y» € Y: jesli (x, 1) € f i
(x,y2) € f, to y1 = ya.
e Jesli (x,y) € f, to x nazywamy argumentem funkcji f, zas y

nazywamy wartoscia funkcji f (dla argumentu x). Zamiast pisa¢
(x,y) € f zwykle piszemy f(x) = y.
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Dziedzina i przeciwdziedzina

e Dziedzing funkcji f C X X Y nazywamy zbiér dom(f) wszystkich jej
argumentoéw, czyli zbiér tych wszystkich x € X, dla ktérych istnigje
y € Y taki, ze y = f(x).

o Przeciwdziedzing (lub zbiorem wartosci) funkcji £ C X x Y nazywamy
zbiér rng(f) tych wszystkich y € Y, dla ktérych istnieje x € X taki,

ze y = f(x).

o Jesli f C X x Y jest funkcja oraz jej dziedzina jest réwna catemu
zbiorowi X (czyli gdy dom(f) = X), to méwimy, ze f jest okreslona w
zbiorze X (lub: okreslona na zbiorze X). W takim przypadku uzywamy
(znanego ze szkoty) zapisu f : X — Y. Uzywa sie wtedy okreslen:

@ funkcja f odwzorowuje X w Y
@ funkcja f przeksztatca X w Y.
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Przyktady

o Zbior f = {(x,y) € R?: x-y = 1} jest funkcja. Zapisujemy ja: y = *

lub f(x) = 1. Mamy w tym przypadku: dom(f) =R — {0},
rng(f) = R —{0}.
@ Relacja mniejszosci < liczb rzeczywistych nie jest funkcja.

@ Dla dowolnej liczby rzeczywistej x € R, niech Lx_1 bedzie najwieksza
liczba catkowita, ktéra nie przekracza x (czyli jest mniejsza lub réwna
x). Wtedy L 4 : R — Z. Te funkcje nazywamy funkcja podtogi.

@ Dualna do niej jest funkcja sufitu ™ 7 : R — Z, ktéra kazdej liczbie
rzeczywistej x przyporzadkowuje najmniejsza liczbe catkowita "x7,
ktora jest wieksza lub réwna liczbie x. Dla przyktadu: L7 =3,

Tl =4,

@ Dla dowolnego ustalonego uniwersum U, funkcjami sa:
{(X,p(X)) : X C U} oraz {(X,X') : X C U}.
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o Jeslif: X x Y — Z, to argumentami funkcji f sa pary
uporzadkowane (x,y) € X x Y, za$ jej wartosciami s3 elementy zbioru
Z. W takich przypadkach wartos¢ funkgji f dla argumentu (x, y)
oznaczamy przez f(x,y). Méwimy tez, ze jest to funkcja
dwuargumentowa. Nalezy przy tym pamieta¢, ze kolejnos¢
argumentéw funkcji dwuargumentowej jest istotna.

o W catkiem podobny sposéb okreslamy funkcje tréjargumentowe,
czteroargumentowe, itd. Ogdlnie, méwimy, ze f jest funkcja
n
n-argumentowa (funkcja n zmiennych), gdy f : [[ X; — Y, dla
i=1
pewnych zbioréw X1, X5,..., X, oraz Y.

@ Dla dowolnego ustalonego uniwersum U, funkcjami
dwuargumentowymi sa: {((X,Y),XUY): X C Uoraz Y C Y} oraz
{(X,Y),XNY):XCUorazY C Y}

o Funkcja f : R3 — R okreslona wzorem: f(x,y,z) = \/x2 4 y2 + 22
jest tréjargumentowa.
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Bedziemy wielokrotnie korzysta¢ w dalszych wyktadach niektérych funkcji,
znanych s3 stuchaczom ze szkoty:

@ Podstawowe dziatania arytmetyczne: dodawanie, mnozenie,
odejmowanie, dzielenie.

@ Dalsze operacje: potegowanie, pierwiastkowanie, funkcja wyktadnicza,
funkcja logarytmiczna.

@ Funkcje wielomianowe jednej zmiennej. W szczegélnosci: funkcja
liniowa oraz funkcja kwadratowa.

e Funkcje wymierne. Funkcja homograficzna.

e Funkcje trygonometryczne: sinus, cosinus, tangens, cotangens.

Wartos¢ bezwzgledna.

Zachecamy stuchaczy do przypomnienia sobie definicji wymienionych
rodzajéw funkcji.
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Rodzaje funkgcji

Wygodnie bedzie przyja¢ oznaczenia:
© N..: zbiér wszystkich dodatnich liczb naturalnych (czyli
N, =N- {0})
@ Z.: zbiér wszystkich dodatnich liczb catkowitych (co jest tym samym
co zbiér N)
© Q. : zbiér wszystkich dodatnich liczb wymiernych
@ R, : zbiér wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych.

Iniekcje. Funkcja f: X — Y jest iniekcja ze zbioru X w zbiér Y, gdy
ré6znym argumentom funkgcji £ przyporzadkowane s3 rézne jej wartosci. Tak
wiec, £ : X — Y jest iniekcjg ze zbioru X w zbiér Y, gdy dla dowolnych

x1 € X oraz xp € X, jesli x1 # xo, to f(x1) # f(x2). Jesli f jest iniekcja, to
moéwimy, ze f jest funkcja réznowartosciowa. Jesli f : X — Y jest
réznowartosciowa, to stosujemy zapisy:

1-1
f:X—Y lub Ff: X—7Y
1-1
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Rodzaje funkgcji

o Surjekcje. Funkcja f : X — Y jest surjekcja ze zbioru X na zbiér Y,
gdy przeciwdziedzing funkgji f jest caty zbiér Y. Tak wiec, f: X — Y
jest surjekcja ze zbioru X na zbiér Y, gdy dla kazdego y € Y istnieje
x € X taki, ze f(x) = y. Jesli f : X — Y jest surjekgcja, to stosujemy
zapisy:

fiX—Y b f:X5Y

@ Bijekcje. Funkcja f : X — Y jest bijekcja ze zbioru X na zbiér Y
(albo: bijekcja miedzy zbiorami X i Y), gdy f jest jednoczesnie
iniekcja z X w Y oraz surjekcja z X na Y. Bijekcje nazywamy
funkcjami wzajemnie jednoznacznymi (takze: 1 — 1 funkcjami). Jesli
f: X — Y jest bijekcja, to stosujemy zapisy:

FeX-"5y wb fFoxihy

n
1-1 na
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Rodzaje funkgcji

e Funkcja f(x) = 2x + 3 jest bijekcja z R w R.

o Funkcja f(x) = x? jest surjekcja z R na R,. Nie jest ona surjekcja z
R na R.

@ Funkcje sufitu i podtogi sa surjekcjami z R na Z. Nie s3 surjekcjami z
R na R. Nie s3 bijekcjami z R na Z.

@ Bijekcje f : X — X nazywamy réwniez (zwtaszcza w przypadku, gdy
zbiér X jest skonczony) permutacjami zbioru X.
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Rodzaje funkgcji

e Dowolna funkcje, ktérej dziedzing jest zbior {1,2,3, ..., n} dla pewnej
n € N4 nazywamy ciagiem skoriczonym (o dtugosci n). Wartosci
takiej funkcji nazywamy wtedy wyrazami tego ciagu: jej wartos¢ dla
k-tego argumentu nazywamy k-tym wyrazem ciagu. Zwykle ciagi
skonczone o dtugosci n zapisujemy tak samo jak n-tki uporzadkowane:
(a1, a2,...,an). Jesli zadne dwa wyrazy ciagu nie sa identyczne, to
ciag nazywamy réznowartoSciowym.

o Ciagiem nieskoriczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbior
N, . Ciag nieskonczony o n-tym wyrazie réwnym a, oznaczamy
(an)nen, (czasem przez: (an)nen, ). Czesto pomijamy indeks n € N,
gdy kontekst na to pozwala. Czasem wyrazy ciagu indeksujemy
elementami zbioru N.

o Ciagi, ktérych wyrazami sa liczby, nazywamy ciagami liczbowymi.
e Podobnie, ciagi, ktérych wyrazami sa funkcje, nazywamy ciggami
funkcyjnymi.
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Rodzaje funkgcji

o Ciag (0,{1},{1,2},{1,2,3}) jest skonczonym (réznowartosciowym)
ciagiem zbioréw.

e Ciag (1,2,3,4,3,2,1) jest skoficzonym ciggiem liczbowym, ktéry nie
jest réznowartosciowy.

o Ciag (an)nen, , ktorego n-tym wyrazem jest a, = % jest waznym
nieskonczonym ciggiem liczbowym (nazywanym ciagiem
harmonicznym), ktéry wielokrotnie pojawi sie w dalszych wyktadach.

o Ciag (fn)nen,, ktorego n-tym wyrazem jest funkcja, zdefiniowana
wzorem fp(x) = %x jest przyktadem ciggu funkcyjnego (dla x € R,
powiedzmy).

o Ciag (pn)nen, ., ktorego n-tym wyrazem jest n-ta liczba pierwsza p,
jest nieskonczonym ciggiem liczbowym.

@ Rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych traktujemy jako ciagi:
zerowym elementem jest czes$¢ catkowita liczby rzeczywistej, a kolejne
Cn

dalsze elementy rozwinigcia maja posta¢ 13;, gdzie n € N, zas c, jest
liczba naturalna nie wieksza od 10.
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Wizualizacje

Pamietamy, ze relacje reprezentowaé mozna przez grafy. Poniewaz kazda
funkcja jest relacja, wiec réwniez funkcje moga by¢ reprezentowane przez
grafy. Mozna réwniez, w przypadku funkcji o dziedzinie skonczonej,
podawac jej reprezentacje w postaci tabeli: wertykalnie — kolumna
argumentéw, kolumna odpowiadajacych im wartosci (albo horyzontalnie —
wiersz argumentéw, wiersz odpowiadajacych im wartosci). Bardziej
rozpowszechniona jest jednak — dobrze znana stuchaczom ze szkoty —
reprezentacja graficzna funkcji poprzez ich wykresy. Stuchacze pamietaja
ze szkoty ukfad wspétrzednych kartezjanskich na ptaszczyznie. Gdy
rysujemy wykres funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, to argumenty x tej
funkcji tworza os odcietych, jej wartosci f(x) znajduja sie na takim
wykresie pionowo nad x na takiej wysokosci, ktéra odpowiada wartosci
f(x). Rysujemy wiec graf relacji {(x,y) € R? : y = f(x)}. Nalezy przy tym
pamigtaé, ze na osi odcietych oraz osi rzednych mozemy uzywac réznej
skali, co czesto znakomicie ufatwia zaréwno rysowanie wykreséw, jak tez
ich rozpoznawanie. Rozwazmy kilka przyktadéw.
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f(x)

Funkcja f(x) = 5 + 1. Dziedzina i przeciwdziedzing tej funkcji jest caty
zbiér R. Skala na osi odcietych jest taka sama jak na osi rzednych (proste
pionowe i poziome przechodza przez punkty kratowe).

v
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Funkcja f(x) = x> — 6 - x + 1. Dziedzing i przeciwdziedzina tej funkcji jest
caty zbiér R. Zauwazmy, ze skala na osi odcietych jest inna niz na osi
rzednych.
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Funkcja f(x) = sin(x). Argumentami funkcji sa wielkosci katowe mierzone
w stopniach (tutaj w zakresie od —360 do 360 stopni), a jej wartosciami
liczby rzeczywiste w przedziale domknietym [—1,1].

v
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f(x)

f(x) =sinx

Funkcja f(x) = sin(x). Argumentami tej funkcji sa liczby rzeczywiste, a jej
wartosciami liczby rzeczywiste w przedziale domknietym [—1, 1].
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f(x)

Funkcja f(x) = % - 2%, Dziedzina tej funkcji jest caty zbiér R, a jej

przeciwdziedzing jest zbiér R wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych.
Skala na osi odcietych jest taka sama jak na osi rzednych.

.
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f(x)

Funkcja f(x) = (%)X Dziedzina tej funkcji jest caty zbiér R, a jej
przeciwdziedzing jest zbiér R, wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych.
Skala na osi odcietych jest taka sama jak na osi rzednych.

.
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Stuchacze znaja ze szkoty pewne wykresy funkcji dwéch zmiennych
rzeczywistych: sfere, paraboloide, elipsoide, stozek, walec, itp.
Przyktadowe prezentacje ukazujace jak rysowac takie wykresy:

@ https://www.youtube.com/watch?v=Q NEbzFAdDE

@ https://www.youtube.com/watch?v=L3QEkUEsLbM

Narzedzia do rysowania wykreséw funkcji, np.:

https://www.geogebra.org/
https://www.medianauka.pl/portal:matematyka
http://www.matemaks.pl/index.html
http://www.scilab.org/

http://fooplot.com/
https://rechneronline.de/function-graphs/
MATLAB, Mathematica, itp.

Q000000
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Dalsze wazne pojecia Ztozenie funkcji, funkcja odwrotna, obciecie funkcji

Obcieciem funkcji f : X — Y do zbioru Z C X nazywamy funkcje f|Z
zdefiniowana nastepujaco:
flZ=fNn(ZxY)={(x,y)ef:xeZ}
Jesli funkcja g jest obcieciem funkcji f do pewnego zbioru, to f nazywamy
przedtuzeniem g. Tak wiec, f jest przedtuzeniem g, gdy g = f|dom(g).
Ztozeniem (superpozycja) funkgji f oraz g nazywamy funkcje g o f
zdefiniowana nastepujaco:
gof ={(x,z) € dom(f) x rng(g) :

istnieje y taki, ze (x,y) € f oraz (y, z) € g}
Rozpatrujac ztozenie g o f, zwykle zaktada sie, ze rng(f) C dom(g). Tak
wiec, jesli f jest funkcja z X w Y, zas g jest funkcja z Y w Z, to ich
ztozenie, czyli g o f jest funkcja z X w Z. Jesli nie prowadzi to do
nieporozumien, to wartos¢ ztozenia funkcji f oraz g dla argumentu
x € dom(f) oznaczamy tez g(f(x)).
Jesli  jest funkcja réznowartosciowa, to zbiér {(y, x) : (x,y) € f} réwniez
jest funkcja, nazywana funkcja odwrotng do funkcji f. Funkcje odwrotna
do funkcji f oznaczamy zwykle przez f~1. Tak wiec, jesli f jest funkcja z
X w Y, to funkcja do niej odwrotna, czyli £~ jest funkcja z Y w X.
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Dalsze wazne pojecia Ztozenie funkcji, funkcja odwrotna, obciecie funkcji

@ Obcieciem ciagu (3,5,7,9,2,2,4) do zbioru {3,4,5} jest ciag (7,9,2).
o Niech f(x) =2x +3 dla x € R oraz g(x) = x? dla x € R. Wtedy
(g o f)(x) = (2x + 3)?, natomiast (f o g)(x) = 2x* + 3.

o Niech f(x) = x2 dla x € R oraz g(x) = v/x dla x > 0. Wtedy
(gof)(x)=|x| dlaxeR.

o Niech f(x) = x? dla x > 0. Wtedy f~}(x) = v/x dla x > 0
Zauwazmy, ze jesli rozpatrujemy funkcje f(x) = x2 okreslona na
catym zbiorze R, to funkcja do niej odwrotna nie istnieje, poniewaz w
tej dziedzinie f nie jest ré6znowartosciowa.

e Funkcja odwrotna do funkgcji wyktadniczej jest funkcja logarytmiczna.
Jesliy = a¥, to x =log, y.

@ Funkcja f(x) = % jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych
x # 0 jest réznowartosciowa. Jest ona swoja wtasna funkcja
odwrotna, czyli f~1 = f.
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Dalsze wazne pojecia Funkcja charakterystyczna zbioru

Niech X bedzie dowolnym podzbiorem ustalonego uniwersum U. Funkcja
charakterystyczng zbioru X (w tym uniwersum) nazywamy funkcje
xx : U — {0,1}, zdefiniowana nastepujaco:

Q Jeslix e X, to xx(x) =1

@ Jedli x ¢ X, to xx(x) =0.
Funkcja charakterystyczna zbioru jest zatem indykatorem przynaleznosci
elementéw uniwersum do tego zbioru.

o Funkcja charakterystyczna zbioru wszystkich liczb parzystych w
uniwersum N przyjmuje wartos¢ 1 dla kazdej liczby parzystej, a
wartos¢ 0 dla kazdej liczby nieparzystej.

@ Rozwazmy funkcje charakterystyczng zbioru @Q wszystkich liczb
wymiernych w uniwersum R. Te funkcje nazywamy funkcja Dirichleta.
Czy potrafisz wyobrazi¢ sobie jak wyglada jej wykres?
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Dalsze wazne pojecia Obrazy i przeciwobrazy zbioréw wzgledem funkcji

Niech f : X — Y, A C dom(f), B C rng(f).

© Obrazem zbioru A wzgledem funkcji f jest zbidr:
Al = {f(x) : x € A}.

@ Przeciwobrazem zbioru B wzgledem funkcji f jest zbiér:
f~Y[B] = {x € dom(f) : f(x) € B}.

@ Rozwazmy funkcje f(x) = 2x oraz przedziat otwarty (3,4). Wtedy
f(3,4)] = (6,8). Proponujemy sporzadzi¢ wykres. Jakies refleksje?

o IR—R,]| =R, U{0}.

@ Przeciwobrazem zbioru {1} wzgledem funkcji Dirichleta jest zbior
wszystkich liczb wymiernych Q.

o Niech f(x) = x? dla x € R oraz niech B = (1,2). Wtedy
flB]l = {x€eR:1<x?<2} Wtedy
f1(1,2)] = (—v2, —1) U (1,v2). Narysuj wykres rozwazanej
funkgji, zaznacz na nim zbiér B i podaj interpretacje geometryczna
zbioru F71[(1,2)].

v
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DEIESCRWEVA NI Sposoby definiowania funkcji

o Opis jezykowy. Funkcja moze zosta¢ okreslona przepisem
otrzymywania jej wartosci dla ustalonych argumentéw. Przepis musi
gwarantowac istnienie oraz jednoznacznos$é wartosci funkcji. Tak
definiujemy np. funkcje podtogi oraz sufitu.

@ Jawny wzdr. Funkcja moze zosta¢ okreslona w postaci jawnego wzoru,
ustalajacego zalezno$¢ miedzy argumentami a wartosciami. Np.:
funkcja liniowa, kwadratowa, potegowa, itd. s3 tak wiasnie
definiowane.

o Definiowanie warunkowe. Funkcja moze by¢ okreslona réznymi
wzorami dla réznych fragmentéw swojej dziedziny. Np.: wartos¢
bezwzgledna |x| liczby rzeczywistej x: |x| = x dla x > 0, a [x| = —x
dla x < 0.

@ Definicje przez indukcje. Funkcja moze by¢ okreslona przez wzory
rekurencyjne, okreslajace jej wartosci dla wybranego poczatkowego
argumentu oraz formutujace przepis, jak otrzymywa¢ dalsze wartosci,
gdy obliczone s3 juz wartosci wczesniejsze. Np.: dodawanie, mnozenie
i potegowanie liczb naturalnych, funkcja silnia.
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Dalsze wazne pojecia tatwa rekursja: ciag Fibonacciego

NieSmiertelne monogamiczne kazirodcze kréliki

e Mamy Pierwsza Pare krélikéw (samca i samice). Chcemy obliczy¢, ile
par krélikéw otrzymamy po n miesigcach przy zatozeniu, ze kazda para
krolikéw rodzi co miesigc nowa pare (samca i samice), ktéra staje sie
reproduktywna po miesigcu (i natychmiast z tego korzysta).

e Nadto, kroliki zyja wiecznie, s3 monogamiczne i kazirodcze
(poczawszy od drugiej pary tylko brat z siostra daja potomstwo;
Pierwsza Para tez kontynuuje prokreacje), oraz nie ustaja w
rozmnazaniu. [Jest réwniez wersja ze Smiertelnymi krélikami.]

Ciag Fibonacciego:
e F(0)=0
e F(1)=1
e F(n)=F(n—1)+F(n—2)dlan>2
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STl e
Ciagg Mosera-Steinhausa

Woprowadzmy oznaczenia (oryginalna symbolika Steinhausa byta inna):

© A(n) oznacza n"
@ (n) oznacza iterowanie n razy operacji A dla argumentu n

© % (n) oznacza iterowanie n razy operacji [ dla argumentu n.

Czy potrafisz obliczy¢ % (2)?

Q *(2) = 0(0(2)) = O(A(A(2)))

9 A(A(2)) = A(22) = A(4) = 4* = 256

QO *(2) =0(256) = A(A ... (A(256)..
wykonywana jest 256 razy.

.)), gdzie operacja A
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STl e
Ciag Mosera-Steinhausa

W notacji Steinhausa argumenty byty umieszczane wewnatrz wielokatéw.
Konstrukcje: n w m p-katach (p > 3) opisuje funkcja M(n, m, p):

Q@ M(n,1,3)=n"
@ M(n,1,p+1)= M(n,n,p)
© M(n,m+1,p) = M(M(n,1,p),m,p).

Liczba %2 (czyli 2 w pieciokacie) nazywana jest czasem mega, za$ 2 w
mega-kacie (czyli wielokacie o mega bokach) nosi nazwe moser. Liczbe
%10 (czyli 10 w pieciokacie) nazywa si¢ megiston:

Q@ mega=M(2,1,5)

@ megiston=M(10,1,5)

© moser=M(2,1, M(2,1,5)).

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne Podstawy Kognitywistyki Funkcje 29 / 41



Dla dowolnej funkeji f : X — Y: J

e f[AUB] = f[A]Uf[B].

f[AN B] C f[A] N f[B].

f[A] — f[B] C f[A— B].

Jesli A C B, to f[A] C f[B].
f-lAUB] = f YA U F1[B].
f~HANB] = f A N F 1B
f~lA—B] = f1[A] — f1[B].
Jesli AC B, to f71(A) C FY(B).

e 6 6 66 o o o

Jesli A C dom(f) i B C rng(f), to:
o AC fLf[A]], FIf1[B]] = B, f[A|N B = f[AN f~Y[B]].
o f[A]N B = () wtedy i tylko wtedy, gdy AN f~1[B] = 0.
o f[A] C B wtedy i tylko wtedy, gdy A C f~1[B].
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Zbiory skonczone i nieskofnczone

@ Dysponujac pojeciem funkgcji, mozemy poda¢ formalna definicje
zbioréw skonczonych oraz nieskonczonych. Mozemy obieca¢
stuchaczom, ze nasza Matematyczna Przygoda Edukacyjna stanie sie
naprawde frapujaca od momentu, gdy zaczniemy obcowa¢ z
Nieskonczonoscia.

o Mamy wszyscy dos¢ dobre intuicje, jesli chodzi o skoriczone kolekcje
przedmiotéw, nawet jesli tych przedmiotéw jest bardzo duzo.
Nasuwajaca sie charakterystyka zbioréw skonczonych jest wyrazenie
liczby ich elementéw poprzez jakas liczbe naturalng: zbior X jest
skoriczony, gdy ma n elementéw, dla pewnej n € N. W przeciwnym
przypadku X jest nieskoriczony. Taka charakterystyka zaktada, ze
dobrze wiemy czym jest zbi6r N.

e Zdarza sie, ze potrafimy udowodnié, ze jaki$ zbiér jest skonczony w
powyzszym sensie, ale nie potrafimy okresli¢ w sposéb wyrazny
doktadnej liczby jego elementéw. Zdarza sie i tak, ze potrafimy
wyrazi¢ liczbe elementéw jakiegos zbioru jako wartos¢ stosownej
funkgji liczbowej, ale doktadne wypisanie tej wartosci nie jest mozliwe.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne Podstawy Kognitywistyki Funkcje 31 /41




Zbiory skonczone i nieskofnczone

Zbiér P wszystkich liczb pierwszych nie jest skonczony. Udowodnimy to
metoda nie wprost. Przypusémy, ze zbiér P jest skoriczony. Niech zbiér ten
zawiera elementy: p1, p2, p3,...,pn. Mamy p1 =2, pp =3, p3 =5, itd.
Liczba p, miataby by¢ najwieksza liczba pierwsza.

Tworzymy iloczyn p1 - po - p3 - ... pn. Nastepnie tworzymy sume:
p=p1-pP2-p3--..-pn+ 1. Wtedy p > p,. Liczba p jest badz liczba
pierwsza, badz liczby ztozona. Gdyby p byta liczbg ztozong, to musiataby
dzieli¢ sie bez reszty przez ktéras z liczb pierwszych p1, p2, p3, .- -, Pn,
powiedzmy przez p; (1 < i < n). To jednak jest niemozliwe, poniewaz
wtedy p; musiataby dzieli¢ oba sktadniki sumy tworzacej p: zaréwno iloczyn
pL-P2-P3-... Pn jakiliczbe 1. To jest niemozliwe, poniewaz liczba 1 nie
jest podzielna przez zadna liczbe pierwsza. Jesli p jest liczba pierwsza, to
otrzymujemy sprzecznos¢ z przypuszczeniem, ze p, jest najwiekszg liczba
pierwsza. W konsekwencji, musimy odrzucié¢ przypuszczenie dowodu nie
wprost i otrzymujemy teze twierdzenia. Widzimy zatem, ze zbiér P
wszystkich liczb pierwszych nie jest zbiorem skonczonym.
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Moéwimy, ze zbiory X i Y sa rownoliczne, gdy istnieje bijekcja f : X — Y. ]

@ Zbiér pusty nie jest réwnoliczny z zadnym zbiorem niepustym.

@ Zbioér wszystkich liczb parzystych jest réwnoliczny ze zbiorem
wszystkich liczb naturalnych. Funkcja f(n) = 2n jest bijekcja ze zbioru
N na zbiér wszystkich liczb parzystych.

e Zbidr {1,2,3} nie jest réwnoliczny ze zbiorem p({1,2,3}). Za chwile
zobaczymy, ze zaden zbiér nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich
swoich podzbioréw.

o Kazde dwa przedziaty domkniete (dtugosci dodatniej) w zbiorze liczb
rzeczywistych sa réwnoliczne. Niech a < b oraz ¢ < d. Bijekcja
miedzy przedziatami [a, b] oraz [c, d] jest funkcja okreslona dla
x € [a, b] nastepujaco: f(x) = W.

@ Przedziat otwarty (0,1) jest réwnoliczny ze zbiorem R .
Réwnolicznos¢ te ustala np. bijekcja okreslona dla x € (0,1)

X

nastepujaco: f(x) = 5.
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VAN SIS L CRENIEEIRIC LM Zbiory nieskoficzone w sensie Dedekinda

Definicja Dedekinda. Zbiér jest nieskoriczony (w sensie Dedekinda), gdy
jest réwnoliczny z jakims$ swoim podzbiorem witasciwym. W przeciwnym
przypadku jest skoriczony (w sensie Dedekinda).

@ Zbiér pusty jest skonczony w sensie tej definicji.

@ Zbiér {1,2,3} jest skonczony w sensie tej definicji.

@ Zbiér N jest nieskonczony w sensie tej definicji, albowiem jest
réwnoliczny ze swoim podzbiorem wtasciwym: zbiorem wszystkich
liczb parzystych.

@ Zbiér Z wszystkich liczb catkowitych jest nieskonczony w sensie tej
definicji, albowiem jest réwnoliczny ze swoim podzbiorem witasciwym
N. Stosowna bijekcje f : N — Z otrzymujemy np. definiujac:

f(n) = 5 dla n parzystych oraz f(n) = —%dla n nieparzystych.

@ Mozna udowodni¢, ze dwie podane definicje zbioréw nieskofnczonych

sg réwnowazne.
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VAR I T CRENIESIRTIS I Twierdzenie Cantora

Czy wszystkie zbiory nieskonczone sg réwnoliczne?

Twierdzenie Cantora. Zaden zbior nie jest rownoliczny z rodzina
wszystkich swoich podzbioréw.

Dowéd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost.

o Wezmy dowolny zbiér X i przypusémy, ze X jest réwnoliczny z rodzing
wszystkich swoich podzbioréw (X). Oznacza to, iz istnieje bijekcja F
ze zbioru X na zbiér p(X). Okreslmy nastepujacy element rodziny
P(X): Xp={xe X : x¢ f(x)}.

o Wtedy dla pewnego x¢ € X musiatoby by¢: f(x¢) = X¢. Stad i z
definicji zbioru X otrzymujemy, iz: xf € Xr wtedy i tylko wtedy, gdy
x¢ & Xr, a to jest sprzecznosc.

@ Musimy zatem odrzuci¢ przypuszczenie o istnieniu funkeji . W
konsekwencji, X oraz p(X) nie sa réwnoliczne.
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VAR I T CRENIESIRTIS I Twierdzenie Cantora

Konsekwencje twierdzenia Cantora

@ Jednym z wnioskéw z tego twierdzenia jest to, ze zbiér N nie jest
réwnoliczny ze swoim zbiorem potegowym p(N). Oznacza to, ze nie
mozna ponumerowac w sposéb wzajemnie jednoznaczny liczbami
naturalnymi wszystkich zbioréw liczb naturalnych.

@ Innym wnioskiem jest oczywiscie to, ze jesli utworzymy nieskonczony
ciag zbioréw nieskonczonych:

(N, p(N), p(p(N)), p(p(p(N))),-..),

to zadne dwa wyrazy tego ciagu nie beda réwnoliczne.

Metoda uzyta w dowodzie twierdzenia Cantora nazywa sie metoda
przekatniowg. Wykorzystamy ja teraz do pokazania, ze nie mozna
ponumerowaé w sposéb wzajemnie jednoznaczny liczbami naturalnymi
wszystkich gatezi petnego drzewa dwdjkowego.
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VAR I T CRENIESIRTIS I Twierdzenie Cantora

Petne drzewo dwojkowe

L) L3
*00 01 ®10 11
®000 ®001 €010 ®011 ®100 ®101 ®110 ®111

Kazdy z kolejnych wierzchotkéw ma dwéch bezposrednich potomkéw. Wierzchotki
(oprécz korzenia) kodujemy ciggami zer i jedynek. Jesli jakis wierzchotek ma kod
s, to jego bezposrednimi potomkami sa wierzchotki o kodach: s0 oraz s1. Gafezig
nazwiemy kazdy nieskoriczony ciag ztozony z zer i jedynek. Czy mozliwe jest
ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,...) wszystkich gatezi?
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Metoda przekatniowa
@ Przypusémy, ze mozna ponumerowaé wszystkie gatezie (czyli

nieskonczone ciagi zero-jedynkowe) liczbami naturalnymi (tu kazda a{
jest zerem lub jedynka):

1.2
g]_ —alala{’...
_ 1,23

g3 = aialal. ..
@ Rozwazmy ciag G = bibybs.. . ., gdzie:

o jeslian=0,to b, =1
e jesli ap =1, to b, = 0.

Whtedy ciag G rézni sie od kazdego z ciagédw g, (co najmniej na n-tym
miejscu). Tak wiec, jakkolwiek chcielibySmy ponumerowaé wszystkie
gatezie petnego drzewa dwdjkowego liczbami naturalnymi, to zawsze
pozostana gatezie, dla ktérych numerdw nie starczy.
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VARSI T CRINIEEIRTIS I Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

Zbiory, ktére sg réwnoliczne ze zbiorem N wszystkich liczb naturalnych
nazywamy przeliczalnymi (czasem: przeliczalnie nieskoriczonymi). Jesli
zbiér jest skonczony lub przeliczalny, to mawia sie, ze jest co najwyzej
przeliczalny. Jesli zbior X jest nieskonczony, ale nie jest przeliczalny, to
moéwimy, ze jest nieprzeliczalny. Jesli zbiér X jest réwnoliczny ze zbiorem

©(N), to méwimy, ze jest on zbiorem mocy kontinuum.

@ Zbiér wszystkich liczb parzystych jest przeliczalny. Funkcja f(n) = 2n
jest bijekcja ze zbioru N na zbiér wszystkich liczb parzystych.

o Zbiér N x N wszystkich par uporzadkowanych liczb naturalnych jest
przeliczalny. Jedna z bijekcji miedzy zbiorami N x N oraz N jest
wyznaczona przez funkcje pary Cantora: f(m,n) = w +m.
Czy widzisz jak wykorzysta¢ ten fakt dla udowodnienia, ze zbiér Q
wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny?

@ Zbior R wszystkich liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny. Jest
zbiorem mocy kontinuum.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne Podstawy Kognitywistyki Funkcje 39 /41



Mysl przekornie!

Czy kazda funkcja ma jakis opis jezykowy?
Czy mozna sporzadzi¢ wykres dowolnej funkgji?
Co to znaczy, ze jedna funkcja rosnie szybciej od drugiej?

Czy argumentami funkcji moga by¢ funkcje?

Czy wartosciami funkcji moga by¢ funkcje?

@ Ze szkoty znasz funkgcje silnia, zdefiniowana dla liczb naturalnych. Czy
istnieje podobna do niej funkcja dla liczb rzeczywistych?

@ Przypusémy, ze Wszechswiat jest skoriczony. Jaki jest wtedy sens
méwienia o zbiorach nieskofnczonych?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ (Zapamieta¢-Ze-Zrozumieniem)

o Definicja funkcji, argument i wartos¢ funkgcji, jej dziedzina i
przeciwdziedzina, obrazy i przeciwobrazy zbioréw wzgledem funkcji.

o Iniekcje, surjekcje, bijekcje.

Ztozenie funkgji, funkcja odwrotna, obciecie funkcji, funkcja
charakterystyczna zbioru.

Wykres funkcji (zmiennej rzeczywistej).
Réwnolicznos¢ zbioréw.

Zbiory nieskonczone (w sensie Dedekinda).
Twierdzenie Cantora.

Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne.

Zbiory mocy kontinuum.
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