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Wprowadzenie

Plan na dzi±

Plan na dzi±:

przypomnienie PA;

kodowania symboli;

arytmetyzacja skªadni PA;

relacja dowodliwo±ci w PA.

konstrukcja zdania Gödla dla PA.
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Arytmetyka Peana

Arytmetyka Peana

Przypomnijmy aksjomaty specy�czne Arytmetyki Peana, PA:

S(x) = S(y) → x = y

¬(0 = S(x)

x + 0 = x

x + S(y) = S(x + y)

x · 0 = 0

x · S(y) = x · y + x

(ϕ(0) ∧ ∀x(ϕ(x) → ϕ(S(x)))) → ∀xϕ(x)

Ostatnia z tych formuª to schemat aksjomatów.
Przypomnijmy te», »e modelem zamierzonym PA jest zbiór wszystkich liczb
naturalnych z operacj¡ nast¦pnika, elementem wyró»nionym 0 oraz
znanymi operacjami dodawania i mno»enia.
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Arytmetyzacja skªadni PA

Arytmetyzacja skªadni

W j¦zyku arytmetyki PA mo»emy �mówi¢� nie tylko o liczbach naturalnych
(interpretacja zamierzona), lecz tak»e o samej arytmetyce PA.
Mo»liwo±¢ t¦ uzyskujemy poprzez kodowanie symboli, wyra»e« oraz ci¡gów
wyra»e« j¦zyka PA liczbami naturalnymi.

Kodowa¢ mo»na na wiele sposobów. Dla przykªadu: niech zmienna
indywiduowa xi ma numer 2 · i , a pozostaªe symbole jakie± numery
nieparzyste:

¬ � 3,

∀ � 5,

+ � 7,

S � 9,

0 � 11,

( � 13,

) � 15,

= � 17, itp.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (10) (JiNoI III) 23 maja 2007 4 / 14



Arytmetyzacja skªadni PA

Arytmetyzacja skªadni

Wtedy ci¡gi symboli j¦zyka PA mo»na (jednoznacznie!) kodowa¢ przez
iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do stosownych pot¦g.
Np. kodem wyra»enia:

∀x2 ¬(x2 = S(0))

b¦dzie:

25 · 34 · 53 · 713 · 114 · 1317 · 179 · 1913 · 2111 · 2315 · 2915

Có», nie jest to maªa liczba. . . Istotna jest jednak jedynie mo»liwo±¢
jednoznacznego oraz obliczalnego kodowania ci¡gów symboli.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (10) (JiNoI III) 23 maja 2007 5 / 14



Arytmetyzacja skªadni PA

Arytmetyzacja skªadni

Liczb¦, która koduje wyra»enie j¦zyka PA (term, formuª¦) nazywamy
numerem Gödlowskim tego wyra»enia (w skrócie: numerem).
Liczebniki to numery termów postaci: 0, S(0), S(S(0)), S(S(S(0))),. . .
(a wi¦c numery nazw kolejnych liczb naturalnych).
Umowa notacyjna. W dalszym ci¡gu, niech:

x , y , z oznaczaj¡ zmienne indywidualne;

m, n, r oznaczaj¡ liczby naturalne;

m, n, r oznaczaj¡ liczebniki.

Kodowanie ci¡gów wyra»e« (np.: dowodów) odbywa si¦ tak samo, jak
kodowanie wyra»e« (iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do
pot¦g b¦d¡cym numerami elementów ci¡gu). Tak»e to kodowanie jest
jednoznaczne i obliczalne.
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Arytmetyzacja skªadni PA

Arytmetyzacja skªadni PA

Numer Gödlowski wyra»enia (termu, formuªy) A b¦dziemy oznacza¢ przez
pAq. Zamiast �numer Gödlowski� b¦dziemy czasem krótko mówi¢ �ng�.

Nie ka»da liczba naturalna jest numerem Gödlowskim jakiego± wyra»enia
j¦zyka PA.

Wa»ne jest to, »e � jak zobaczymy za chwil¦ � zbiór numerów
Gödlowskich wszystkich wyra»e« j¦zyka PA jest rekurencyjny.

Inaczej mówi¡c, istnieje efektywna procedura, która dla dowolnej liczby
naturalnej n pozwala stwierdzi¢, czy n jest numerem Gödlowskim jakiego±
wyra»enia (termu, formuªy), tzn. czy istnieje term lub formuªa A j¦zyka
PA, taki/taka, »e n = pAq.
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Arytmetyzacja skªadni PA

Kodowania symboli

Jest wiele mo»liwo±ci kodowania wyra»e« j¦zyka PA przez liczby naturalne:

funkcja β Gödla (zob. wykªad o zbiorach i relacjach rekurencyjnych i
rekurencyjnie przeliczalnych);

kodowanie Smullyana opisane w wykªadzie dodatkowym;

kodowanie w bazie dziesi¦tnej;

itp.

Wa»ne s¡ dwie rzeczy:

kodowanie musi by¢ jednoznaczne i obliczalne;

punktem wyj±cia powinien by¢ rekurencyjny zestaw poj¦¢ logicznych
(zob. ni»ej).
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Arytmetyzacja skªadni PA

Rekurencyjne kodowanie poj¦¢ logicznych

Nast¦puj¡ce poj¦cia metamatematyczne s¡ rekurencyjne:

Zbiór ng zmiennych,

Zbiór ng termów,

Zbiór ng formuª,

Relacja podst(m, n) = r

zachodz¡ca, gdy r jest numerem
formuªy otrzymanej z formuªy (o
jednej zmiennej wolnej) o
numerze n przez podstawienie w
miejsce tej zmiennej liczebnika
m,

Relacja mi¦dzy ng formuªy a ng
jej zmiennej wolnej,

Relacja podstawialno±ci termu
za zmienn¡ w formule,

Relacja zachodz¡ca mi¦dzy ng
przesªanek i ng wniosku reguª
wnioskowania PA,

Zbiór ng aksjomatów PA,

Relacja dow(m, n) zachodz¡ca,
gdy ci¡g formuª o numerze m

jest dowodem formuªy o
numerze n.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (10) (JiNoI III) 23 maja 2007 9 / 14



Relacja dowodliwo±ci w PA

Relacja dowodliwo±ci w PA

Formuªa ∃x dow(x , n) stwierdza, »e formuªa o numerze n jest
twierdzeniem PA.

Zde�niujmy relacj¦ jednoargumentow¡ (a wi¦c zbiór liczb naturalnych) tw :

tw(n) ≡ ∃x dow(x , n).

Wtedy tw jest rekurencyjnie przeliczalny.
Jest to zbiór ng wszystkich twierdze« PA.
Poniewa» nie mo»emy z góry ograniczy¢ dªugo±ci dowodów twierdze« PA,
wi¦c kwanty�katora egzystencjalnego w de�nicji tw nie mo»emy zast¡pi¢
kwanty�katorem ograniczonym.

Zbiór tw nie jest zbiorem rekurencyjnym.
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Relacja dowodliwo±ci w PA

Jak wyrazi¢ niesprzeczno±¢ PA w PA?

Jak pami¦tamy z kursu logiki, teoria T jest niesprzeczna, gdy nie istnieje
formuªa A jej j¦zyka taka, »e zarówno A jak i ¬A s¡ twierdzeniami T .
Ta de�nicja jest równowa»na nast¦puj¡cej: teoria T jest niesprzeczna
wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna formuªa jej j¦zyka nie jest
twierdzeniem T .

Mo»na udowodni¢, »e PA jest trafna, tj. »e ka»de twierdzenie PA jest
prawdziwe w PA.
Innymi sªowy, w PA nie jest dowodliwa »adna formuªa faªszywa w PA.

Dla wyra»enia w PA niesprzeczno±ci PA mo»na wi¦c wybra¢ jak¡± formuª¦
faªszyw¡ w PA.
Niech b¦dzie ni¡ np. formuªa: ¬tw(p0 = 1q), któr¡ oznaczymy przez
ConPA.
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Relacja dowodliwo±ci w PA

Konstrukcja zdania Gödla

Niech god(y) b¦dzie skrótem dla formuªy ¬∃x dow(x , podst(y , y)) oraz
niech n b¦dzie numerem formuªy god(y).

Wtedy: formuªa god(n) stwierdza, »e formuªa o numerze podst(n, n) nie
ma dowodu.

Ale podst(n, n) oznacza wªa±nie numer formuªy god(n).

Wida¢ wi¦c, »e formuªa god(n) stwierdza o sobie samej, »e nie jest
twierdzeniem.
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Relacja dowodliwo±ci w PA

Konstrukcja zdania Gödla

Co mo»na (prawdziwie!) powiedzie¢ o formule god(n)?

Czy god(n) jest dowodliwa?

Czy god(n) jest prawdziwa?

Co mo»na (prawdziwie!) powiedzie¢ o formule ¬god(n)?

Czy ¬god(n) jest dowodliwa?

Czy ¬god(n) jest prawdziwa?
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Koniec

Koniec

Na nast¦pnym, ostatnim wykªadzie:

odpowiemy na powy»sze cztery pytania;

poka»emy, jak rozwa»ania dotycz¡ce (matematycznych reprezentacji)
obliczalno±ci mog¡ zosta¢ wykorzystane w pewnych innych wa»nych
twierdzeniach metalogicznych.
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