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Plan na dzis

Plan na dzis: )
@ przypomnienie PA;
@ kodowania symboli;
@ arytmetyzacja sktadni PA;
o relacja dowodliwosci w PA.
@ konstrukcja zdania Gddla dla PA.
Funkcje rekurencyjne (10) (JiNol III) 23 maja 2007 2/ 14



Arytmetyka Peana

Przypomnijmy aksjomaty specyficzne Arytmetyki Peana, PA:
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x-S(y)=x-y+x

(¢(0) AVx(p(x) = ¢(5(x)))) — Vxp(x)

Ostatnia z tych formut to schemat aksjomatéw.

Przypomnijmy tez, ze modelem zamierzonym PA jest zbiér wszystkich liczb
naturalnych z operacja nastepnika, elementem wyréznionym 0 oraz
znanymi operacjami dodawania i mnozenia.
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Arytmetyzacja sktadni

W jezyku arytmetyki PA mozemy ,méwic” nie tylko o liczbach naturalnych
(interpretacja zamierzona), lecz takze o samej arytmetyce PA.

Mozliwosé¢ te uzyskujemy poprzez kodowanie symboli, wyrazei oraz ciggéw
wyrazen jezyka PA liczbami naturalnymi.

Kodowa¢ mozna na wiele sposobéw. Dla przyktadu: niech zmienna
indywiduowa x; ma numer 2 - i, a pozostate symbole jakies numery
nieparzyste:

e - — 3, e 0 — 11,
oV —5, o (— 13,
e +—17, e ) — 15,
e S—0, e = — 17, itp.
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Arytmetyzacja sktadni PA

Arytmetyzacja sktadni

Wtedy ciagi symboli jezyka PA mozna (jednoznacznie!) kodowaé przez

iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do stosownych poteg.
Np. kodem wyrazenia:

Vx2 —(x2 = S(0))

bedzie:

25.3%.53. 713 114 . 1317 . 179 . 1913 . 2111 . 2315 . 9915

Céz, nie jest to mata liczba. .. Istotna jest jednak jedynie mozliwos¢
jednoznacznego oraz obliczalnego kodowania ciggéw symboli.
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Arytmetyzacja sktadni

Liczbe, ktéra koduje wyrazenie jezyka PA (term, formute) nazywamy
numerem Godlowskim tego wyrazenia (w skrécie: numerem).
Liczebniki to numery terméw postaci: 0, S(0), S(5(0)), S(S(5(0))).. ..
(a wiec numery nazw kolejnych liczb naturalnych).
Umowa notacyjna. W dalszym ciagu, niech:

® X, y, z oznaczaja zmienne indywidualne;

@ m, n, r oznaczaja liczby naturalne;

e m, n, ¥ oznaczaja liczebniki.

Kodowanie ciaggéw wyrazen (np.: dowodéw) odbywa sie tak samo, jak
kodowanie wyrazen (iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do
poteg bedacym numerami elementéw ciggu). Takze to kodowanie jest
jednoznaczne i obliczalne.

v
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Arytmetyzacja sktadni PA

Numer Godlowski wyrazenia (termu, formuty) A bedziemy oznaczaé przez
TA7. Zamiast ,numer Godlowski” bedziemy czasem krétko méwic ,ng'”.

Nie kazda liczba naturalna jest numerem Godlowskim jakiego$ wyrazenia
jezyka PA.

Wazne jest to, ze — jak zobaczymy za chwile — zbiér numeréw
Gddlowskich wszystkich wyrazen jezyka PA jest rekurencyjny.

Inaczej méwiac, istnieje efektywna procedura, ktéra dla dowolnej liczby
naturalnej n pozwala stwierdzi¢, czy n jest numerem Godlowskim jakiego$
wyrazenia (termu, formuty), tzn. czy istnieje term lub formuta A jezyka
PA, taki/taka, ze n =TA".
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Kodowania symboli

Jest wiele mozliwosci kodowania wyrazen jezyka PA przez liczby naturalne:
o funkcja 3 Godla (zob. wyktad o zbiorach i relacjach rekurencyjnych i
rekurencyjnie przeliczalnych);
@ kodowanie Smullyana opisane w wyktadzie dodatkowym;
@ kodowanie w bazie dziesietnej;

e itp.

Woazne sg dwie rzeczy:

o kodowanie musi by¢ jednoznaczne i obliczalne;
@ punktem wyjscia powinien by¢ rekurencyjny zestaw pojec logicznych
(zob. nizej).
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Arytmetyzacja sktadni PA

Rekurencyjne kodowanie poje¢ logicznych

Nastepujace pojecia metamatematyczne sg rekurencyjne: )

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (10) (JiNol III)

Zbiér ng zmiennych,

Zbiér ng terméw,

Zbiér ng formut,

Relacja podst(m,n) =7
zachodzaca, gdy r jest numerem
formuty otrzymanej z formuty (o
jednej zmiennej wolnej) o
numerze n przez podstawienie w
miejsce tej zmiennej liczebnika

m,

Relacja miedzy ng formuty a ng
jej zmiennej wolnej,

Relacja podstawialnosci termu
za zmienng w formule,

Relacja zachodzaca miedzy ng
przestanek i ng wniosku regut
wnioskowania PA,

Zbiér ng aksjomatéw PA,
Relacja dow(m, n) zachodzaca,
gdy ciag formut o numerze m

jest dowodem formuty o
numerze n.
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Relacja dowodliwoséci w PA

Relacja dowodliwosci w PA

Formuta 3x dow(x,n) stwierdza, ze formuta o numerze n jest
twierdzeniem PA.

Zdefiniujmy relacje jednoargumentowa (a wiec zbiér liczb naturalnych) tw:

tw(n) = 3x dow(x,n).

Wtedy tw jest rekurencyjnie przeliczalny.

Jest to zbiér ng wszystkich twierdzen PA.

Poniewaz nie mozemy z géry ograniczy¢ dtugosci dowoddéw twierdzen PA,
wiec kwantyfikatora egzystencjalnego w definicji tw nie mozemy zastapic
kwantyfikatorem ograniczonym.

Zbiér tw nie jest zbiorem rekurencyjnym.
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Relacja dowodliwoséci w PA

Jak wyrazi¢ niesprzeczno$¢ PA w PA?

Jak pamietamy z kursu logiki, teoria T jest niesprzeczna, gdy nie istnieje
formuta A jej jezyka taka, ze zaréwno A jak i —A s3 twierdzeniami T.
Ta definicja jest réwnowazna nastepujacej: teoria T jest niesprzeczna
wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna formuta jej jezyka nie jest
twierdzeniem T.

Mozna udowodnié, ze PA jest trafna, tj. ze kazde twierdzenie PA jest
prawdziwe w PA.
Innymi stowy, w PA nie jest dowodliwa zadna formuta fatszywa w PA.

Dla wyrazenia w PA niesprzecznosci PA mozna wiec wybra¢ jakas formute
fatszywa w PA.

Niech bedzie nig np. formuta: —tw("0 = 17), ktéra oznaczymy przez
ConpA.

v
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Konstrukcja zdania Gédla

Niech god(y) bedzie skrétem dla formuty —3x dow(x, podst(y,y)) oraz
niech n bedzie numerem formuty god(y). J

Witedy: formuta god(n) stwierdza, ze formuta o numerze podst(n, ) nie
ma dowodu. J

Ale podst(7, n) oznacza wtasnie numer formuty god(n). J
Wida¢ wiec, ze formuta god(n) stwierdza o sobie samej, ze nie jest
twierdzeniem.
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Konstrukcja zdania Gédla

Co mozna (prawdziwie!) powiedzie¢ o formule god(n)?

e Czy god(n) jest dowodliwa?
o Czy god(n) jest prawdziwa?

Co mozna (prawdziwie!) powiedzie¢ o formule —god(7)?

o Czy —god(n) jest dowodliwa?
e Czy —god(n) jest prawdziwa?
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Koniec

Na nastepnym, ostatnim wyktadzie: )

@ odpowiemy na powyzsze cztery pytania;

@ pokazemy, jak rozwazania dotyczace (matematycznych reprezentacji)
obliczalnosci moga zosta¢ wykorzystane w pewnych innych waznych
twierdzeniach metalogicznych.
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