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Wstep

Niniejsza notatka zawiera nieco informacji wstepnych zwiazanych z problematyka
wyktadéw 3-6 Metalogika dla Studium Doktoranckiego Instytutu Filozofii Uniwersy-
tetu Opolskiego. Spis tresci wszystkich planowanych wyktadéw podano w pliku:

http://www.logic.amu.edu.pl/images/9/96/Metalogikaplan.pdf

Niniejszy tekst ma charakter kompilacyjny:

e W czgsci pierwszej podajemy podstawowe definicje oraz informacje o wybra-
nych twierdzeniach dotyczacych ogdlnych operacji konsekwencji; informacje te
pochodza z monografii W.A. Pogorzelskiego i P. Wojtylaka Completeness theory
for propositional logics. Birkhiduser, Basel Boston Berlin, 2008.

e W czesci drugiej podajemy dowody I i II twierdzenia Lindstroma, w sformuto-
waniach pochodzacych z: Ebbinghaus, H.D., Flum, J., Thomas, W. 1996. Ma-
thematical logic. Springer.
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Dwa tytutowe paradygmaty to:

e Paradygmat algebraiczny. Rozwazania dotyczace ogélnych operacji konsekwen-
cji (w sensie Tarskiego) oraz logik abstrakcyjnych (w sensie Suszki).

o Paradygmat semantyczny. Rozwazania dotyczace soft model theory i logik abs-
trakcyjnych w sensie nadawanym temu terminowi przez: Mostowskiego, Lind-
stroma, Barwise’a i in.

W szczegdlnosci, cheielibySmy zwrdci¢ uwage na pewna analogie migdzy twier-
dzeniami charakteryzujacymi logike klasyczna w obu paradygmatach:

e twierdzeniami Pogorzelskiego-Wojtylaka (charakteryzujacymi logiki progowe w
terminach C-definicji)

e twierdzeniami Lindstroma (ukazujacymi, iz wlasno§¢ zwartosci i wlasnos$é Lo-
wenheima-Skolema charakteryzuja klasyczna logike pierwszego rzgdu).
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1. Paradygmat algebraiczny

1.1. Operacje konsekwencji

Niech S = (S, F1,..., F,) bedzie algebra ustalonego jezyka zdaniowego. Przez
regute wnioskowania w S rozumiemy dowolna relacje r C p(S) x S. Poprzedniki re-
lacji r nazywamy zbiorami przestanek reguty r, a jej nastgpniki wnioskami tej reguty.
Ogo6t regut wnioskowania w S oznaczamy przez Rg. Reguty z pustym zbiorem prze-
stanek nazywamy regutami aksjomatycznymi. Jesli r jest regula wnioskowania oraz
(X, ) € r, to parg (X, @) nazywamy sekwentem reguty r. Czgsto uzywamy nastepu-
jacej notacji dla sekwentéw danej reguty:

X
ro—.
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Najczgsciej ograniczamy si¢ do regut wnioskowania o skericzonych zbiorach prze-
stanek. Przypominamy, ze F'in(X ) oznacza rodzing wszystkich skoficzonych podzbio-
réw zbioru X, a Fin* (X)) wszystkich skoficzonych niepustych podzbioréw zbioru X.
Ponadto, zwykle wszystkie sekwenty danej reguly maja ustalona budowe sktadniowa;
mozemy wtedy regule zapisywaé w postaci schematycznej, jak np. w znanym przy-
padku regulty modus ponens (reguly odrywania), gdy rozwazany jezyk zawiera funktor
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Kazda pare (R, X), gdzie R C Rg, a X C S nazywamy systemem logiki zdari
(albo: logikq zdaniowq). Jesli L = (R, X) jest logika zdaniowa, to méwimy, ze:

MP :

e R jest zbiorem regut pierwotnych L

e X jest zbiorem aksjomatow L.

Odwzorowanie C' : p(S) — ©(S) jest operacjq konsekwencji (nad S) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla wszystkich X, Y C S:

e X CC(X) (zwrotnos¢)
e jesi X CY,toC(X) CC(Y) (monotoniczno$¢)
e C(C(X)) CCX) (idempotencja).

Zamiast terminu operacja konsekwencji uzywamy takze terminéw: operator kon-
sekwencji lub operacja domknigcia (operator domknigcia).

Bezposrednio z definicji operacji konsekwencji wynika, ze kazda taka operacja C'
spetnia tez warunek: C(C'(X)) = C(X) dla wszystkich X C S.

Méwimy, ze operacja domknigcia C' jest:



e finitystyczna, gdy

C(X)=|J{Cc(Y):Y € Fin(X)}
dla wszystkich X C S
e zwarta, gdy dla kazdego Y C S istnieje X € Fin(Y) taki, ze:
jesli C(Y) = S, to C(X) = 8,
e niesprzeczna, gdy C(0) # S,
e zupetna (w sensie Posta), gdy C({a}) = S dla kazdego o ¢ C({(}}).

Przez sprzeczng operacje konsekwencji rozumiemy operacje C taka, ze C(X) = S
dla wszystkich X C S.

Ogo6t wszystkich operacji konsekwencji nad S jest czgsciowo uporzadkowany przez
relacje < zdefiniowana nastgpujaco:

o () < C5 wtedy i tylko wtedy, gdy C4 (X) C Co(X)
dla wszystkich X C S.

Nastepujace warunki sg rOwnowazne:

o (1 <Oy
o (ho() =0
[ ] ClocQZCQ.

Dla dowolnej rodziny {C; : ¢ € T} operacji konsekwencji definiujemy operacje
I1 Ctoraz I Ci:

teT teT

o (II C)(X) =M{C(X):teT}

teT

e (JI CHX)=N{C(X): Cy < C dlawszystkicht € T}
{eT

dla wszystkich X C S.

Wtedy zachodza nastgpujace fakty dotyczace uporzadkowania ogétu konsekwencji
nad S przez relacje <:

e [] C,oraz ] C sa operacjami konsekwencji.
teT teT

o ([TCHX)={Y : X CY =C(Y) dlawszystkich t € T'}.
teT



e Rodzina wszystkich operacji konsekwencji nad S jest krata zupetng z porzad-
kiem kratowym < oraz kresami okre§lonymi wzorami:

inf{C;:te T} =[] C,, sup{Ci:teT}=]]C

teT teT

e Elementem najwigkszym w tej kracie jest konsekwencja sprzeczna. Elementem
najmniejszym jest operacja Id okreslona wzorem Id(X) = X dla wszystkich
XCS.

e Jesli wszystkie operacje ze zbioru {C; : t € T} sa finitystyczne, to operacja

11 C tez jest finitystyczna.
{eT

1.2. Systemy domknigé

Niech C bedzie operacjg konsekwencji nad S. Méwimy, ze zbiér formut X C §
jest C-domknigty, gdy X = C(X), czyli gdy X jest punktem stalym operacji C.
Rodzina wszystkich zbioréw C'-domknigtych jest jest domknigta na iloczyny, tj.:

C(({C(Xy):teT}) = {C(X:) : t €T}

Rodzina ta nie jest jednak domknigta na sumy. Przy podanych zatozeniach zachodzi
nastepujacy fakt:

e Jesli C jest finitystyczna, a {X; : t € T} jest C-taricuchem zbioréw (formut),

to:
c(J{exy) sterh) = J{oxy) e T}

Rodzina wszystkich zbior6w C'-domknigtych jest kratg zupetna (z inkluzja jako po-
rzadkiem kratowym), z elementem najmniejszym C(()) oraz elementem najwigkszym
S. Kresy rodzin {X; : t € T'} zbioréw C-domknigtych wyznaczone sa wzorami:

inf{X;:t €T} =(|{X;:teT}

sup{X; : t € T} = C(( J{Xs 1t € T}).

Przypominamy, ze rodzina zbioréw X jest systemem domknigé, jesli iloczyn kaz-
dej podrodziny rodziny X jest elementem X'

Widzimy wigc, ze rodzina wszystkich zbioréw C-domknigtych jest systemem do-
mknigé, dla dowolnej operacji konsekwencji C. Zachodzi takze implikacja odwrotna:
dowolny system domknigé wyznacza pewng operacje konsekwencji. Jesli mianowicie
X jest systemem domknig¢ (rodzina podzbioréw zbioru S, domknigta na iloczyny), to
definiujemy:

CX)=({Yex:Xcv}

dla dowolnego X C S. Mozna sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja C jest operacja
konsekwencji.



1.3. Zbiory niesprzeczne, maksymalne, aksjomatyzowalne i nieza-
lezne

Powiemy, ze zbiér X C S jest:
e C-niesprzeczny, gdy C(X) # S,

e C-maksymalny, gdy X jest C-niesprzeczny oraz C(X U {a}) = S dla kazdego
a ¢ C(X);

o C-aksjomatyzowalny, gdy istnieje skoficzony zbidr Y taki, ze C(X) = C(Y);
o C-niezaleiny, gdy o ¢ C(X — {a}), dla kazdego o € X.
Oto niektére wasnosci tych pojec:

e Jesli X jest zbiorem C-maksymalnym, to C'(X) jest elementem C-maksymalnym
w rodzinie wszystkich zbioréw C-domknigtych i C-niesprzecznych.

e Jedli C jest finitystyczna, to zaden nieskoriczony zbiér C-niezalezny nie jest C-
aksjomatyzowalny.

o Jesli istnieje zbidr, ktdry nie jest C'-aksjomatyzowalny, to to rodzina wszystkich
C-aksjomatyzowalnych i C'-domknigtych zbior6w jest nieskoficzona.

e Jesli X jest C-niezalezny, to dla dowolnych Y, Z C X: Y C Z wtedy i tylko
wtedy, gdy C(Y) C C(Z).

Konsekwencja tych wtasnosci sa m.in. nastgpujace ustalenia dotyczace mocy pew-
nych rodzin zbioréw dla finitystycznej operacji konsekwencji C nad przeliczalnym
jezykiem S, dla ktdrej istnieje nieskoficzony zbiér C-niezalezny:

e Istnieje kontinuum zbioréw o postaci C'(X).

e Istnieje przeliczalnie wiele zbioréw o postaci C'(X), gdzie X jest zbiorem skon-
czonym.

e Istnieje kontinuum zbioréw o postaci C'(X), gdzie C(X) nie jest C-aksjomaty-
zowalny.

1.4. Operacje konsekwencji wyznaczone przez reguly wnioskowania

Oprdécz rozwazan dotyczacych operacji konsekwencji pojmowanych catkiem ogél-
nie, w mys] podanej uprzednio definicji, interesujace i wazne jest badanie operacji
konsekwencji wyznaczonej przez zesp6t regut wnioskowania (oraz, ewentualnie, ze-
staw aksjomatéw). W praktyce, gdy méwimy o wnioskach uzyskanych z jakiego$§
zbioru przestanek, zazwyczaj odwotujemy si¢ do metod, za pomoca ktérych wnioski
te mozna uzyskac: zazwyczaj sa to po prostu stosowne reguty wnioskowania. Ponadto,



jak zobaczymy za chwile, kaZda operacja konsekwencji moze zosta¢ przedstawiona
jako operacja konsekwencji generowana poprzez pewien zestaw regut wnioskowania
(oraz, ewentualnie, zestaw aksjomatow).

Niech Cld(R, X) oznacza, ze zbiér formut X jest domknigty na wszystkie reguly
ze zbioru R: Cld(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy

(Vre R) (VP C S)(Vae S)(Pa)erNPCX)=acX).

UWAGA. Prosz¢ odréznia¢ symbol implikacji — w KRZ od uzywanego tu metajezy-
kowego symbolu =-. Symbolu A réwniez uzywamy tu metajezykowo.
Dla dowolnych: X C S oraz R C Rg niech:

Cr(X)=[{Y CS:X CY oraz Cld(R,Y)}.

Wtedy Cr(X) jest C-najmniejszym zbiorem zawierajacym X i domknigtym na
wszystkie reguty z R. Zachodza nastgpujace fakty:

e Dla dowolnych: X C S oraz R C Rg: Cr(X) = X wtedy i tylko wtedy, gdy
Cld(R, X).

e Zat6zmy, ze rozwazamy jedynie reguty o skoficzonych zbiorach przestanek. Wte-
dy: a € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formalny dowdd o na gruncie
systemu o zatozeniach X i regutach wnioskowania R, czyli gdy istnieje skon-
czony ciag formut a4, . . . , a,, taki, ze « jest identyczna z o, oraz dla wszystkich
i < n:albo oy € X, albo (P, ;) € r dla pewnych r € Roraz P C S.

Kazda para o postaci (R, X), gdzie R C Rg pozwala okresli¢ pewng operacj¢
CRr,x konsekwencji nad S:

Cva(Y) = CR(X U Y)
Operacja Cg, x jest finitystyczna, jesli zbiér X jest pusty. Dla X = () bedziemy
zamiast C'r, x pisali po prostu C'g.

Kazda finitystyczna operacja konsekwencji moze zostaé przedstawiona w postaci
Cr,x . Zachodzi mianowicie nastgpujacy fakt:

e Dla kazdej finitystycznej operacji konsekwencji C' istnieja: zbiér X C S oraz
zbiér R C Rg takie, ze C = Cg, x.

Réwniez dowolne operacje konsekwencji (bez zaktadania skoiczono$ci zbioréw
ich przestanek) mozna reprezentowac przez reguty:

e Dla kazdej operacji konsekwencji C' istnieje zbior R C Rg taki, ze C' = Cy.
Jesli C' = Cg x, to parg (R, X) nazywamy bazq dla C. Zauwazmy, ze:
e dana operacja konsekwencji moze mie¢ wiele r6znych baz;

o kazda para (R, X) jednoznacznie wyznacza operacje konsekwencji Cr x.



Operacje konsekwencji wyznaczone przez reguty mozemy tez definiowa¢ induk-
cyjnie. Niech R bedzie dowolna rodzina regut wnioskowania w S. Przez operacje
konsekwencji w S wyznaczonq przez R rozumiemy kazda funkcje C' : 29 — 29,
zdefiniowang indukcyjnie nastgpujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X:

e (HNCY%X)=X

e QCE(X)=Ch(X)U{aeS: (3reR)IPCCHX)) (Pa)er}

* 3) Cr(X) = U{CR(X) 1 k € w}.

Wyrazenie a € Cg(X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za pomoca regut

nalezacych do R. Ta notacja jest zgodna z wprowadzona poprzednio.

1.5. Reguly dopuszczalne i reguly wyprowadzalne

Zbiér Adm(R, X) wszystkich regut dopuszczalnych ze wzgledu na X i R definiu-
jemy nastgpujaco:

r € Adm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej o € S:
jesli (P,a) €eri P C Cr(X),toa € Cr(X).

Zbiér Der(R, X') wszystkich regut wyprowadzalnych ze wzgledu na X i R defi-
niujemy nastgpujaco:

r € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej o € S:
jesli (P,a) € r,toa € Cr(X U P).

Zachodza nastgpujace fakty, dla kazdego R C Rg oraz X C S:
o 7 € Adm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cld({r}, Cr(X));

e r € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cld({r}, Cr(X UY)), dla wszystkich
Y C6S.

Mozemy zatem stwierdzic, ze:

e reguta dopuszczalna ze wzgledu na R i X nie wyprowadza poza formuty dowo-
dliwe na podstawie (R, X);

e regula r jest wyprowadzalna z R oraz X wtedy i tylko wtedy, gdy r jest dopusz-
czalna w kazdym nadsystemie systemu (R, X), czyli

Der(R, X) = J{Adm(R, X UY) : Y C S}.

Stad, kazda reguta wyprowadzalna z (R, X) jest tez dopuszczalna dla (R, X).
Inkluzja odwrotna nie zachodzi.

Mdéwimy, ze para (R, X) jest podsystemem (Ry, X1) (i piszemy wtedy (R, X) <
(R1, X1)) wtedy i tylko wtedy, gdy:



e X C Cgr,(X;)oraz

e R C Der(Rq,X1).

Jesli (R, X) < (R1,X4), to:
e Der(R, X) C Der(Ry, X1)
e Cr(X) C Cg, (Xy).

Widzimy zatem, ze formuty i reguly wyprowadzalne w podsystemie danego sys-
temu, sa réwniez wyprowadzalne w tym systemie. Z faktu, ze (R, X) < (R1, X1)
nie wynika jednak ani inkluzja Adm(R, X) C Adm(R;, X1), ani inkluzja do niej od-
wrotna.

Jesli X oraz X; sa niepuste, to: (R, X) < (R1,X1) wtedy i tylko wtedy, gdy
Der(R, X) C Der(Ry, X1).

Relacja < jest zwrotna i przechodnia. Wyznacza zatem relacj¢ réwnowaznosci
~=< N(x)" 1 Jesli (R, X) =~ (R, X1), to:

e Der(R, X) = Der(Ry, X1);
e Cr(X)=Cg,(X1);
[ Adm(R,X) = Adm(Rl,Xl).

Jesli X oraz X; sa niepuste, to (R, X) ~ (R1,X:) wtedy i tylko wtedy, gdy
Der(R, X) = Der(Ry, X1).
Zachodza nastgpujace fakty:

(R,X) ~ (Der(R, X), X)

(Der(R, X), X) ~ (R, Cr(X))

(R, Cp(X)) ~ (Der(R, X), Cr(X))
(Der(R, X), Cr(X)) < (Adm(R, X), X)
(Adm(R, X), X) =~ (Adm(R, X ), Cx (X)).

Bedziemy uzywaé symbolu < dla < — (<)~ 1.
Zachodza nastgpujace fakty, dla dowolnych X, X7 C S oraz R, R; C Rg:

e (R, X) < (R, X1) wtedy i tylko wtedy, gdy Cr x < Cr, x5
o (R, X) =~ (Ry,X1) wtedy i tylko wtedy, gdy Cr x = Chg, x,-

W Swietle powyzszego (oraz pamigtajac o tym, ze kazda operacja konsekwencji
moze zostaé przedstawiona w postaci operacji konsekwencji wyznaczonej przez reguty
whnioskowania), porzadek kratowy < w kracie wszystkich operacji konsekwencji moze
by¢ uwazany za generowany poprzez porzadek <.

Pojecia: reguty wyprowadzalnej i reguty dopuszczalnej (sformutowane dla syste-
méw o postaci (R, X)) moga tez (réwniez na mocy powyzszego) zostaé wyrazone w
terminach operacji konsekwencji:



e r € DER(C) wtedy i tylko wtedy, gdy o € C(P), dla wszystkich (P, a) € r;

e r € ADM(C) wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli P C C(0), to « € C(0), dla
wszystkich (P, a) € r.

Wisréd wszystkich systemow, generujacych dang operacje konsekwencji rolg wy-
rézniona petni system (DER(C), C(0)), nazywany systemem domknigtym logiki zda-
niowej.

Dla porzadku kratowego < definiujemy kresy rodzin {(R;, X;) : t € T}:

o [ (R, X:) = (N Der(Re, X3), (N Cr,(X1));

teT teT teT
o (R Xy)=(U Ri, U Xo).
teT teT  teT

Wtedy [] (R:, X:) jest systemem domknigtym, czyli:
teT

e Der([] (Ry, X)) = () Der(Ry, Xy);

teT teT
. C(tle_g“(Rt7Xt)) = fQT Cr, (X3).

1.6. Reguly strukturalne

Jak pamigtamy z elementarnego kursu logiki, reguta podstawiania (formut za zmien-
ne zdaniowe w KRZ) ma bardzo szczegdlny charakter: odwotujemy si¢ w niej do pew-
nej (algebraicznej) operacji, inaczej niz w przypadku regut w rodzaju np. modus po-
nens, gdzie odwotujemy si¢ jedynie do wtasnosci syntaktycznych (ksztaltu przestanek
oraz wniosku). Obecnie poznamy pewna wlasno$¢ regut wnioskowania, zwiazang z
podstawieniami.

Przypominamy, ze At oznacza zbiér formut atomowych (zmiennych zdaniowych)
rozwazanego jezyka. Pamigtamy, ze kazde podstawienie, czyli odwzorowanie e : At —
S moze w spos6b jednoznaczny zosta¢ rozszerzone do endomorfizmu h® : S — S.Z
tego powodu, wynik (jednoczesnego) podstawienia w formule o wyznaczonego przez
wartosci e(p;) = ;, dla wszystkich zmiennych zdaniowych p1, . . ., p,, wystepujacych
w « moze by¢ poprawnie oznaczany przez a[pi/Y1,. .-, Pn/Vn]- Rozumie si¢ przez
to, ze he(a) = a[p1 /Y1, - -, Pn/Vn]-

Mozemy teraz podaé precyzyjna definicje reguty podstawiania r, w S

e ({a},B) € r. wtedy i tylko wtedy, gdy 5 = h°(«), dla pewnego podstawienia
e: At — S.

Reguta r, okreS§lona moze takze by¢ poprzez schemat:

(o3

® 7, ela) dla wszystkich « € S oraz wszystkich e : At — S.




Operacja konsekwencji wyznaczona przez regule podstawiania jest oznaczana przez
Sb. Tak wigc, dla kazdego X C S:

Sb(X) = Cpp 3 (X) = {a: a € h*(X) dla pewnego e : At — S}.

Powiemy, ze reguta r € Rg jest strukturalna, co zapisujemy r € Struct, wtedy i
tylko wtedy, gdy:

e jesli (P,a) € r,to (h(P), he(a)) € r, dla wszystkich e : At — S.

Zwykle rozwazane reguly KRZ sg strukturalne, oprécz reguty podstawiania.

Precyzyjna definicja regut strukturalnych jest prosta, jak widzieliSmy. Trudniej od-
da¢ w jezyku potocznym tzw. intuicje zwigzane z tymi regutami. W.A. Pogorzelski w
Elementarnym stowniku logiki formalnej (s. 416) pisze:

Bardzo ogdlnikowo mozna przedstawic strukturalnos$¢ regut jako stoso-
walnos$¢ do wszelkich przestanek o ustalonej strukturze wyznaczonej na
ogot ich funktorem giéwnym.

Powiemy, ze system (R, X) (gdzie R C Rg, X C S) jest niezmienniczy (co
zapisujemy: (R, X) € Inv), jesli:

e R C Structoraz X = Sb(X).

Jesli R C Struct, to (R U {r.}, X) nazywamy systemem podstawieniowym.
Powiemy, ze sekwent ( P, «) jest sekwentem bazowym reguly r wtedy i tylko wtedy,
gdy:
r = {(h®(P),h°()) : dla wszystkich podstawien e}.

Reguty, ktére posiadaja sekwent bazowy, nazywane sa regulami standardowymi.
Kazda reguta standardowa r moze zostaé przedstawiona w postaci:

r= U{T/ : 7' C roraz r’ jest standardowa}.

Kazda reguta standardowa jest strukturalna (lecz nie na odwrét). Przyktadem reguty
strukturalnej, ktéra nie jest standardowa jest reguta rx, dla kazdego X C S:

o (P o) € rx wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli h¢(P) C X, to hé(a) € X, dla
wszystkich podstawieri e.

Z wielu wzgledéw warto rozwazaé pojecie strukturalnosci zrelatywizowane do
pewnego zbioru I' C S. Definiujemy:

o

o I neta) dla wszystkich « € S oraze : At — T.

Dalej, definiujemy: Sbr(X) = Cy,,yr(X). Zachodza nastepujace fakty:
o ]S =1,

o Sbg=5b
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o |0 =10

e Sby(X) = X, dla wszystkich X C §

o Sbpr(X UY) = Sbp(X)USbr(Y), dla wszystkich X, Y C S.

Moéwimy, ze reguta r jest D-strukturalna (co zapisujemy: r € Struct(T")), gdy:
e jesli (P,a) € r,to (h(P), he(c)) € r, dla wszystkich e : At — T

Moéwimy, ze system (R, X) jest I'-niezmienniczy (R, X) € Inv(I")) wtedy i tylko
wtedy, gdy:

e R C Struct oraz X = Sbr(X).
Zachodza nastgpujace fakty:

e (R, X) € Struct wtedy i tylko wtedy, gdy (R, X) € Struct(S).

(R, X) € Inv wtedy i tylko wtedy, gdy (R, X) € Inv(S).

e Wszystkie reguty (nad S) sg (-strukturalne.

e (R,X) € Inv(D) dla wszystkich R C Rg oraz X C S.

e Dlakazdych 'y, T'a: jesli I'; C T'o, to Struct(I'y) C Struct(Ty).
e DlakazdychI'1,[s: jesliI'y C T'o, to Inv(T'y) C Inv(T'y).
e DlakazdegoI' C S: Struct C Struct(T") C Rg.

e DlakazdegoI' C S: Inv C Inv(I") C Inv(0).

o Jesli R C Struct(I') oraz X C S, to h*(Cr(X)) C Cr(h*(X)), dla wszystkich
e: At = T.

e Jesli R C Struct(T") oraz X, Y C S, to
he(Cr(Sbr(X)UY)) C Cr(Sbr(X)Uhe(Y)), dla wszystkich e : At — T..

Ostatni z powyzszych faktéw mozna wykorzysta¢ dla redukcji reguty podstawiania
do zbioru aksjomatow:

e Jesli R C Struct(T) oraz X C S, to:
Crufr.ry(X) = Cr(Sbr(X)).

Dowdd tego twierdzenia podaje monografia Pogorzelskiego i Wojtylaka (s. 29).
Niektore konsekwencje tego twierdzenia to:

e Dlakazdych R C Struct(T") oraz X C S:

Sbr(Cr(X)) C Cr(Sbr(X)).
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e Jesli (R, X) jest I'-niezmienniczy, to jest domknigty na regute r, |T.

o 7 |I" € Adm(R, Sbr(X)).

e Jesli R C Struct(T"), r € Rgoraz X C S, to: r € Der(RU {r.|I'}, X) wtedy i
tylko wtedy, gdy r» € Adm(R, Sbr(X) U Sbp(Y')), dla wszystkich Y C S.

Zachodzi nastgpujacy fakt dotyczacy reguty podstawiania:

e Dla wszystkich R C Struct oraz X C S:
1) 7. € Adm(R, Sb(X))
2) 7, ¢ Der(R, Sb(X)),jesli @ # Cr(X) # S.
Jesli system (R, X) jest niezmienniczy, to dodanie reguly podstawiania do zbioru
R nie zmienia zbioru formut wyprowadzalnych w (R, X ). Systemy (R, X) oraz (R U

{r.}, X) nie sa jednak réwnowazne. Systemy logiczne przedstawiaé mozemy w dwdch,
nieréwnowaznych wersjach:

e niezmienniczej (R, Sb(X)), gdzie R C Struct
e podstawieniowej (R U {r.}, X).

Pojecia: I'-strukturalnosci oraz I'-niezmienniczo$ci moga zosta¢ odniesione do ope-
racji konsekwencji:
o C jest I'-strukturalna (symbolicznie: C € STRUCT(T")), jesli
he(C(X)) C C(h°(X)), dla wszystkich X C Soraze : At —» T

o ( jest strukturalna (symbolicznie: C' € STRUCT), jesli
he(C(X)) C C(ht(X)), dla wszystkich X C Soraze : At — S.

Kazdy I'-niezmienniczy system (R, X) wyznacza I'-strukturalng operacje konse-
kwencji Cr, x. Ponadto, kazda I'-strukturalna operacja konsekwencji jest generowana
przez pewien system ['-niezmienniczy.

Rodzina wszystkich strukturalnych (I'-strukturalnych) operacji konsekwencji two-
rzy podkratg zupetng kraty wszystkich operacji konsekwencji nad .S, gdzie kresami
dowolnej rodziny {C} : ¢ € T} strukturalnych (I'-strukturalnych) operacji konsekwen-
cjisa: [[ Ctoraz [] Ct.

teT teT

1.7. Operacje konsekwencji a relacje konsekwencji

Ogélna (finitystyczna) relacja konsekwencji —C 2° x S w S okreslona jest dla
dowolnych X, Y C S oraz o € S przez warunki:

e (F1) X F adlakazdego o € X
e F2)jesliXFaiXCY,toY Fa
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e (F3)jeslidlakazdej €Y X F forazY Fa,to X F «

e (-4)jesli X F a, to istnieje Y taki, ze: Y € Fin(X)orazY F a.

Operacje i relacje konsekwencji sa wzajemnie przez siebie definiowalne:
(%) X ko awtedy i tylko wtedy, gdy o € C-(X)

(4. dla kazdej F istnieje Ci- taka, ze (%), a takze dla kazdej C' istnieje F¢ taka, ze
().

Powyzsza zalezno$¢ (¥ ) moze by¢ zapisana takze w takiej postaci:
e Jesli C jest operacja konsekwencji, to definiujemy relacje konsekwencji ¢
X Fo a wtedy i tylko wtedy, gdy o € C(X);

o Jesli F jest relacja konsekwencji, to definiujemy operacje¢ konsekwencji Ci-:
a € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy X + a.
Twierdzenia dotyczace operacji konsekwencji przekladaja si¢ zatem na twierdzenia

dotyczace relacji konsekwencji i na odwrot.

1.8. Kilka waznych przykladéw

Zwykle w charakterze waznych przyktadéw logik zdaniowych rozwaza si¢ logiki
nastegpujace:

o logike intuicjonistyczng
e logike klasyczng
o logiki modalne

o logiki wielowartoSciowe (Lukasiewicza).

Zobaczmy zatem, jak powyzsze systemy logiczne opisywane sa w terminach ope-
racji konsekwencji.

LOGIKA INTUICJONISTYCZNA.

Jezykiem tej logiki jest standardowy jezyk So = (S2,—,V, A, ). Niech A;,;
bedzie nastgpujacym zbiorem aksjomatéw:

e (p—(qg—p)
e Qp—{p@—q)—(—q
e Bp—q)—((g—s) —(—s9)

e Hp—(pVyq)
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e ®)g— (V)

e ©®(p—s)—((g—s)—=((pVa) —9))
e N(pNg) —p

e B (pPAg) —q

e DP—a) —((p—r)—(—(gAT))
e (10)p— (-p—p)

e (1) (p— —p) — .

oraz niech Ry, = {ro, r« }, gdzie rg jest reguta modus ponens, a r, regula podstawiania
w So. Wtedy (Rox«, Aint) jest systemem intuicjonistycznej logiki zdaniowej. W wersji
niezmienniczej logika intuicjonistyczna jest systemem (Rg, Sb(A;n:)), gdzie Ry =
{ro}. Jak pamigtamy, na podstawie wtasnosci operacji Sb oraz reguty podstawiania:
CRo. (Aint) = CRr,y (Sb(Aint)).

Niech C** bedzie operacja konsekwencji generowana przez system (R, Sb(A;n:)).
Mamy zatem dla kazdego X C Ss:

C"(X) = Cry (Sb(Aint) U X).
W systemie tym zachodzi twierdzenie o dedukcji:

e Dla dowolnych X C S5 oraz a, 3 € Sa:
B € CmH(X U{a}) wtedy i tylko wtedy, gdy (o — 3) € O (X).

Twierdzenie o dedukcji charakteryzuje implikacje. Pozostate funktory logiki in-
tuicjonistycznej sa charakteryzowane nastgpujaco (formuta o« = f jest skrétem dla
formuty (a« — B) A (8 — «)):

o C"(XUfanp}t)=C"(X U{a,B})

o C™M(XU{aVp}) =Cm(X U{a})nCTHX ULBY})

o (a=pB) € C"(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C" (X U{a}) = C™"' (X U{3})
e —a € C'"(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C""* (X U {a}) = Ss.

Otrzymujemy stad, ze w logice intuicjonistycznej wyprowadzalna jest reguta do-
dawania koniunkcji r:

Tq ' (‘;‘/’\%, dla wszystkich o, § € Ss.

Zachodza takze nastgpujace fakty:

e a — 3 € C"(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C*" (X U{B}) C C*"™(X U{a}).

e aV e C"(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C*"™ (X U {a})NCm (X U{B}) C
Cint (X)
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e aAf € CM(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C*™"(X U {a}) UC™ (X U{3}) C
Ci”t(X).

e —a € C"(X) wtedy i tylko wtedy, gdy So C C (X U {a}).

Nadto, C'*™ jest najmniejsza operacja konsekwencji nad S, ktéra spetnia powyz-
sze cztery warunki.

Bedziemy odwotywac sig tez (ale nie w tej notce) do pewnych fragmentéw logiki
intuicjonistycznej (logiki pozytywnej Hilberta, czysto implikacyjnej logiki Hilberta).

LOGIKA KLASYCZNA.

Niech A, bgdzie zbiorem aksjomatéw logiki intuicjonistycznej powigkszonym o
aksjomat ——p — p. Przez klasycznq logike zdaniowq rozumiemy system (R, Sb(Asz))
(lub: (Ro«, A2)). Definiujemy operacje konsekwencji Cns:

Cna(X) = Cpy (Sb(A2) U X).

Wprost z definicji zbioréw aksjomatéw dla logiki intuicjonistycznej i logiki kla-
sycznej (oraz z monotonicznosci operacji konsekwencji) widaé, ze Cr,, (Aint) C
CRO* (AQ)

Zachodza nastgpujace fakty:

o (a— f3) € Cna(X) wtedy i tylko wtedy, gdy 5 € Cna(X U {a}).
e Cna(X U{aApB}) =Cne(X U{a, S}

o Cng(X U{aVp}) =Cn(X U{a}NCno(X U{F}.

o - € Cna(X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cna(X U {a}) = S.

e a € Cny(X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cna(X U {—a}) = S.
Poniewaz, jak mozna wykazac:

e operacja konsekwencji wyznaczona przez (Ry, Sb(Asz)) jest najwigksza struk-
turalng oraz niesprzeczna operacja konsekwencji spetniajaca powyzsze pigé wa-
runkéw;

e (Ry, Sb(As2)) jest najmniejszym systemem spetniajacym powyzsze pigé warun-
kow,

wigc warunki te jednoznacznie okreslaja klasyczna logike zdaniowa, czyli nastgpujace
warunki sa rOwnowazne:

e Niesprzeczny niezmienniczy system (R, A) spetnia powyzsze pig¢ warunk6w.

e (R, A) ~ (Ry, Sb(A2)).

LOGIKA MODALNA S5.

Niech Ags bedzie nastgpujacym systemem aksjomatéw:
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e H(p—(g—s)—((p—=a)—(p—9)
*D)(s—=t)=(a—(s—1)

e 3 (PAg) —p

e H(pNg) —p

e p—ag—(p—=s)—®—(2n5)
e 6O)p—(pVa)

e MNqg—(pVa)

e ®(p—a)—=((g—s)—=((pPVae —s))
e D (s —=t) = ((s—=1t)—aq)

e (10)(pA-p)—q

e (1D (p——p) —-p

e (1I2)(pA=(pNG) — —q

e (13) (p = == w) A (==p — p).

System modalny S5 jest wyznaczone przez te aksjomaty oraz reguly:
e 1o modus ponens

e 7, podstawiania

e 1, dodawania koniunkcji.

Oznaczamy: Roq« = {r0,74,7+} 0raz Ro, = {ro, 74}
Twierdzenie o dedukcji dla systemu S5 moze zastaé zapisane w nastepujacych po-
staciach:

o Jesli X C{p — v : @, € Sy}, to dla wszystkich o, § € Ss:
Jesli g € CRM (Sb(As5) UuXU {Ot}), to (Oé — ﬁ) S CROu. (Sb(As5) U X)

e Dla kazdego X C Sy oraz o € Sa: @ € Cp,, (Sb(Ass) U X) wtedy i tylko
wtedy, gdy ((B1 A B2 A ... A Br) — «a) € Cg,,(Sb(Ass)) dla pewnych
617527"'?6k € X.

Zachodza nastgpujace fakty, charakteryzujace funktory logiki S5 w terminach ope-
racji konsekwencji tej logiki:

e ~a € CR,, (Sb(Ass) U X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cr,, (Sb(Ass) U X U
{a}) =

e a € Cg,, (Sb(Ags) U X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cr,, (Sb(Ass) U X U
{ma}) =
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e Cr,.(Sb(Ass) UX U{aAB}) =Cr,, (Sb(Ass) UX U{a,8}).

e Cr,.(Sb(As;)UXU{aVS}) = Cgr,, (Sb(Ass)UX U{a})NCR,, (Sb(Ass)U
Xu{p}).

Wprowadzamy oznaczenie: Do dla (¢ — a) — a. Wtedy (Oa = (8 — 5) —
a) € Cr,,.(Ass), dla wszystkich a, 8 € Ss.
Zachodza nastgpujace fakty:

e lp—p

e (p—q)—U—q)
e —[Ip — O-0Op

(OpvOq) —O(Va)

(HpAUq) — O Ag).

Definiujemy zbidr formut U-domknigtych So: o € S wtedy i tylko wtedy, gdy
a — Oa € Cg,,,(Ass). Wtedy: a € Sp wtedy i tylko wtedy, gdy o = Oa €
CRy.. (Ass). Zachodza takze nastepujace fakty:

o (a— f)eSo.

e Jedli o € S0, to ~« € Sp.

e JeSlia,B e So,toaNfB,aV P e Sq.

* Cry,.(Ass) C 50
Wreszcie, zachodzg takze nastgpujace fakty:

e Dla wszystkich X C S oraz «, 3 € So:
B € Cr,, (Sb(Ass) U X U{a}) wtedy i tylko wtedy, gdy
(o = B) € Cg,, (Sb(Ags) U X).

e Oa € Cg,,, (Ass U{a}) dla wszystkich a € Ss.

Poniewaz 3 ¢ S dla dowolnej formuty atomowej 3, wiec Sy — So # 0. Tak wiec,

regula:
@

Oa’
gdzie o € S5, nie jest wyprowadzalna w (Rg,, Sb(Ags)). Jest ona jednak dopusz-
czalna w (Roq, Sb(Ags)), czyli:

rg:

o jeslia € Cr,, (Sb(Ass)). to Oa € Cry, (Sb(Ass))
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Jak widzieliSmy, reguta rg jest wyprowadzalna w (Roqx«, Ass)-
Powyzsze przedstawienie systemu modalnego S5 pochodzi od Pogorzelskiego i
Wojtylaka. Pod nazwa S5 wystepuja takze inne systemy modalne.

LOGIKI WIELOWARTOSCIOWE LUKASIEWICZA.

Systemem aksjomatéw (nieskonczenie) wielowartosciowej logiki Lukasiewicza jest
zbiér L, nastgpujacych formut:

e Mp—a9) —g—s)—(p—s)

e p—(¢—p)

e - pP—9)—(@—q)

e H(pNg) —p

e 5)(pNg)—q

e ®(p—qg—=(p—=r)=@—(¢AT))
e NMp—(pVa)

e ®g—(pVva)

e D(p—s)—((g—=s) — (Ve —s))
e (10) (=p — —q) — (¢ — p)

Przez co-wartosciowq logike Eukasiewicza rozumiemy system (Ro.,Eoo) lub, w
wersji niezmienniczej: (Ro, Sb(koo)).

WprowadZmy oznaczenia:

o p—Yqgdlag,

o p—=Flgdap — (p =¥ q).

Skoriczenie wielowarto$ciowe logiki Lukasiewicza to systemy (Ro«, L, ), dlan >

2, gdzie zbidr L,, zawiera powyzsze aksjomaty oraz dwa aksjomaty nastgpujacej po-
staci:

L)

e (12)(p=(p—"-p)—>""1q

o (1) (p—="¢q) — (p ="~

dla kazdej k < n takiej, ze k 4 2 nie dzieli bez reszty n — 1.
Zachodzi nastgpujacy fakt:

Chro. (k) = m{CRO* (kn) :n > 2}

Zachodzi nastgpujaca wersja twierdzenia o dedukcji:
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e 5 € Cr,(SbL,)UX U{a}) wtedy i tylko wtedy, gdy
a—""1 B e Cr,(Sb(L,)UX)

o 3 € Cr,(Sh(ls) U X U{a}) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n taka, ze
a—" € Cpr,(Sb(Leo) U X).

W konsekwencji, dla dowolnych X C S, oraz o € Ss:

o Cr, (Sb(L,)UX U{a}) = 53 wtedy i tylko wtedy, gdy
a —""2 —a € Cg,(Sb(k,) U X)

o Cr,(Sb(Loo) U X U{a}) = 53 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n taka, ze
a —" ma € Cgr, (Sh(Loo) U X).

1.9. Matryce logiczne

Okreslimy teraz semantyke dla rachunkéw zdaniowych. Pojeciem podstawowym
bedzie pojecie matrycy logicznej. Wszystkie pojecia algebraiczne potrzebne do okre-
§lenia zaréwno tego pojecia, jak i podstawowych wtasnosci matryc logicznych podane
zostaty w Preliminariach matematycznych.

1.9.1. Algebry prauporzadkowane

Algebrq prauporzadkowanq (w skrécie: prp-algebrq) nazywamy kazdy uktad o
postaci (A, <), gdzie A jest algebra, a < praporzadkiem (relacja zwrotna i przechod-
nig) w A, czyli w uniwersum algebry A. Jesli operacje samej algebry A wyznaczaja
jakis porzadek w A (np. porzadek kratowy), to nie musi on by¢ ani tozsamy, ani jak-
kolwiek zwiazany z praporzadkiem <.

Niech S bedzie algebra jezyka zdaniowego z nieskoniczonym zbiorem At zmien-
nych zdaniowych oraz zbiorem wszystkich formut .S i niech (A, <) bedzie prp-algebra
podobng do S. Definiujemy operacje konsekwencji wyznaczong przez A = (A, <),

czyli funkcje oA p(S) — p(9):

® a € §l>(X ) wtedy i tylko wtedy, gdy h¥(«) € F(h"(X)), dla kazdego podsta-
wienia v : At — A.

Zatem o € a(X ) wtedy i tylko wtedy, gdy h¥(«) nalezy do filtru wyznaczonego
(generowanego) przez h¥(X), dla kazdego podstawienia v : At — A.
UWAGA. Postugujemy sig tu (i dalej) pojeciem filtru w prp-algebrach. Przypominamy
tez, ze F(X) jest najmniejszym filtrem zawierajacym zbidr X.

Bezposrednio z tej definicji wynika, ze:

e o € ﬁ(x ) wtedy i tylko wtedy, gdy h’(a) € F, dla kazdego filtru w prp-
algebrze 2 = (A, <) oraz kazdego podstawienia v : At — A.
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Operacja ﬁ istotnie jest operacja konsekwencji, mamy bowiem dla wszystkich
XCS:

o X C AX).

— —
o Jesli X C Y, 10 A(X) C AY).

o ARA(X)) C AX).
o he(A(X)) C A(h¢(X)) dla wszystkich e : At — A.

Ostatni z powyzszych warunkéw implikuje, ze ﬁ) jest strukturalng operacja konse-
—
kwencji. 2 nie musi jednak by¢ finitystyczna.
Przypominamy, ze dla dowolnego praporzadku (A, <), X C Aoraza € A:

e a € B,(X) wtedy i tylko wtedy, gdy y < a dla wszystkich y € X

e a € B;(X) wtedy i tylko wtedy, gdy a < y dla wszystkich y € X

Great(X) = X N B, (X)

o Least(X) = XN B(X)

e Sup(X) = Least(B,(X))

o Inf(X) = Great(B(X)).

Dla dowolnej prp-algebry 2 = (A, <) definiujemy:

e a € E() wtedy i tylko wtedy, gdy h¥(«) € Great(A), dla kazdego podsta-
wienia v : At — A.

Poniewaz Great(A) = F(0), wigc mamy: F () = 5(((0)

Dwie prp-algebry nazywamy izomorficznymi, gdy istnieje ich izomorfizm, zacho-
wujacy porzadek. Jesli 2( i B sa izomorficzne, to piszemy 2( = ‘B.

Algebra B = (B, <1) jest podstrukturg algebry 2l = (A, <3) (piszemy wtedy:
B C 2A), gdy B jest podalgebra A oraz <; jest obcigciem porzadku <5 do 5.

Zachodza nastgpujace fakty:

— —
o JeSliA=MW, to A =B.
—

-
o JeSliB C A to A < B.
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1.9.2. Reguly 2-niezawodne i 2(-normalne

Dla dowolnych X C S, r € Rg oraz prp-algebry 2 niech:

e r € V(U X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego (P, a) € r:
jesli P C A(X),toa € A(X).

e 7 € N(, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego (P, «) € 7:
aeAXUP).

Jesli X = (), to piszemy V() oraz N (), odpowiednio. Wtedy:

e Reguly z V(2) nazywamy regutami 2-niezawodnymi.

e Reguly z N(2) nazywamy regutami 2-normalnymi.

Zachodza nastgpujace fakty:

o N X)={VE,Y): X CY}

N@) = N{V(E,X): X CS)}

°
w
m
=
&

e N(2) C V() (odwrotna inkluzja nie zachodzi).

1.9.3. Matryce logiczne

Kazda parg 9 = (A, A*), gdzie A jest algebra, a A* jest podzbiorem uniwer-
sum algebry A (czyli A* C A) nazywamy matrycq logiczng. Zbiér A* jest zbiorem
elementow wyroznionych matrycy 9.

Zbiér E (M) wszystkich formut M-prawdziwych (M-tautologii) jest zdefiniowany
nastgpujaco:

e o € E(9M) wtedy i tylko wtedy, gdy h¥(a) € A*, dla kazdego v : At — A.

Zbiér E(9N) nazywany jest takze zawartoscig matrycy 1.
—
Z kolei, operacja konsekwencji matrycowej 91 ma nastepujaca definicje:

o o€ M(X) weedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego v : At — A
jesli h?(X) C A*, to h¥(«) € A*.
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Mamy oczywiscie E(9) = DTT((/))

Podamy teraz zwiazki migdzy konsekwencja matrycowa a wprowadzona wczesniej
operacja konsekwencji w prp-algebrach.

Niech A bedzie algebra o uniwersum A, podobna do algebry (ustalonego) jezyka
zdaniowego S. Gdy wyr6znimy jaki$ podzbiér A* w uniwersum A, otrzymujemy ma-
tryce logiczng 9 = (A, A*). Rozwazymy dwa przypadki:

e A* jest pusty lub identyczny z uniwersum A;
o £ A* ¢ A

Matryca 9t = (A, A) generuje sprzeczna operacj¢ konsekwencji, czyli w tym
—
przypadku 9(X) = S dla wszystkich X C S. Z kolei, matryca 9t = (A, () generuje
nastgpujaca operacje konsekwencji:

o M(X) =0, gdy X =0
—
e M(X) =5, gdy X #0.
Rozwazmy teraz przypadek drugi, czyli matryce 9 = (A, A*), gdzie § # A* ¢
A.
W zbiorze A definiujemy relacj¢ praporzadku <:
o x < y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ A* luby € A*.

Wtedy A* jest jedynym filtrem wiasciwym w zbiorze prauporzadkowanym (A, <),
poniewaz:

Great(A) = A*
Least(A) = A — A*

o F(X)=A* gdy X C A*

o F(X)=A*gdy X ¢ A*.

— —

Mamy zatem w tym przypadku: (X) = 2A(X), gdzie A = (A, <) jest prp-
algebra wyznaczona w podany wyzej sposéb przez zbidr A*. I to wtasnie jest podsta-
wowy zwiazek migdzy konsekwencjami matrycowymi a konsekwencjami wyznaczo-
nymi przez prp-algebry.

Podobnie jak dla prp-algebr, okre§lamy reguty niezawodne oraz reguty normalne
w matrycy

e r € V(M) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego (P, @) € r:
jesli P C E(M), to a € (M);

e 7 € N(OM) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego (P, «) € r: o € DTT(P)

Zachodza wtedy nastgpujace fakty:

22



—

o N(9) = Der ()

—

e V(M) = Adm(IMN)

o, € V(M) — NN, jesli® ¢ A* ¢ A.

Z olbrzymiej mnogosci faktow dotyczacych matryc logicznych wybieramy, na po-
trzeby tej notatki, jedynie niektére ustalenia.

Jesli 91 jest matryca skonczona, to m jest finitystyczna operacja konsekwencji.

Moéwimy, ze zbiér X C S jest spetnialny w matrycy 9t = (A, A*), gdy istnieje
wartoSciowanie v : At — A takie, ze: h¥(X) C A*. Jesli X jest spetnialny w 91, to

piszemy X € Sat(90).
Jesli 91 jest matryca skoriczona, to:

e X € Sat(9M) wtedy i tylko wtedy, gdy Y € Sat(9) dla wszystkich Y €
Fin(X).

Niech M = (A, A*) oraz M = (B, B*) beda matrycami podobnymi. Méwimy, Ze:

o M jest podmatrycq N, gdy A jest podalgebra B oraz A* = AN B*. Jesli M jest
podmatryca 91, to piszemy 9 C N.

o M jest izomorficzna z N, gdy istnieje izomorfizm h algebry A na algebre B
taki, ze dla wszystkich z € A: x € A* wtedy i tylko wtedy, gdy h(xz) € B*.
Jesli 9N jest izomorficzna z M, to piszemy T = N.

Zachodza nastgpujace fakty:

— —
o JeSli 9T = N, to Wt = IN.
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o Jesli M C M, to M <
o M(SH(X)) = N{EM) : NCMA X C EM)}.

Relacja R jest kongruencjg matrycy 9 = (A, A*), gdy R jest kongruencja alge-
bry A oraz dla wszystkich xz,y € A:

e jeslizRyix € A", toy € A*.

Kazda kongruencja R matrycy 9t = (A, A*) wyznacza matryce ilorazowq 9 /R =
(A/R, A*/R), gdzie A /R jest algebra ilorazowq oraz A* = {[a]g : a € A*}.

Jesli R jest kongruencja matrycy 90, to konsekwencja matrycowa wyznaczona
przez 901 jest identyczna z konsekwencja matrycowa wyznaczong przez matrycg ilo-
razowa: M = M

Produktem rodziny matryc podobnych {9 };icr, gdzie M, = (Aq, AF) nazy-

wamy matryce [] 90 = (] A, [] A7).
teT teT teT
Zachodza nastgpujace fakty:
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« B(I] M) = ({EOR) ¢ € T}

U —
e Dlakazdego X C S: [ M (X) = ({P(X) : t € T}, 0ile X € Sat(M;); w
teT
przeciwnym przypadku [] 9t,(X) = S.
teT

Szczegdblng role petnia tzw. matryce Lindenbauma. Dla dowolnych R C Rg oraz
X C S matryce:
M = (S, Cr(X))

nazywamy matrycq Lindenbauma dla systemu (R, X).
Zachodza nastgpujace fakty:

o E(MAX) = {a: Sb(e) C Cr(X)}.
o Jeslir, € Adm(R, X), to E(MEX) = Cr(X).

Matrycy Lindenbauma nie nalezy myli¢ z algebra Lindenbauma-Tarskiego. Jesli
(R, X) jest logika zdaniowa nad standardowym jezykiem Sy = (S2, —,V, A, —), to
definiujemy relacje: o ~p x [ wtedy i tylko wtedy, gdy o — 3,5 — a € Cr(X).
Przy odpowiednich zatozeniach o (R, X) relacja ~r x jest kongruencja matrycy Lin-
denbauma M. Wtedy algebre ilorazowa Sa/ ~p x= (S2/ ~r.x,,U,N, —) na-
zywamy algebrq Lindenbauma-Tarskiego systemu (R, X). Operacje tej algebry sa
zdefiniowane wzorami:

o [afnpx UlBlopx =[aV Blug x
o [afnpx N[Blopx = [aABlup x
 [afnpx F[Blanx =l = Blup
o —[a]nnx = [ma]p k-

W kracie (S2/ ~r,x,U,N) mamy porzadek kratowy: [a]~, < [B]~p x Wtedy i
tylko wtedy, gdy a — 3 € Cgr(X). Przy stosownych zatozeniach, krata ta ma zero i
jedynke.

1.9.4. Adekwatnosé

Niech (R, X) bedzie systemem logiki zdaniowej, a 9t matryca logiczna podobna
do algebry jezyka tego systemu. Jezeli E(9) = Cr(X) = Cgr x(0), to méwimy, ze
matryca 9 jest (stabo) adekwatna dla (R, X).

Zachodzi nastgpujacy fakt:

e Dlakazdej logiki zdaniowej (R, X) takiej, ze r,. € Adm(R, X ) oraz R—{r.} C
Struct istnieje matryca 9 taka, ze: Cr(X) = E(OM) oraz R — {r.} C N(M).
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Mogtoby si¢ wydawac, ze fakt powyzszy czyni pytanie o istnienie semantyki dla
dowolnych rachunkéw zdaniowych catkiem trywialnym: dla kazdego rachunku (R, X)
takiego, ze 7, € Adm(R, X) oraz R — {r.} C Struct zachodzi Cg(X) = E(IMFX),
gdzie MX jest matryca Lindenbauma dla (R, X ). Tak jednak nie jest: poszukujemy
nie catkiem dowolnych semantyk dla rachunkéw zdaniowych, lecz raczej semantyk,
spelniajacych pewne okreslone warunki. Dla przyktadu, wiemy, iz:

e 91, jest minimalng matrycg adekwatna dla logiki klasyczne;.

e Logika modalna (Rg.«, Ags) nie ma zadnej skoriczonej matrycy adekwatnej.
Istnieje jednak dla niej nieskoficzona matryca adekwatna (matryca Wajsberga).

e Istnieja matryce skoficzone, ktére nie sa skoficzenie aksjomatyzowalne (wyniki
Woijtylaka i Patasifiskiej).

e Skoniczenie wartoSciowe wielowarto§ciowe logiki Lukasiewicza majq skoficzone
matryce stabo adekwatne.

e Nieskonczenie wartoSciowa logika FL.ukasiewicza ma nieskoriczona matrycg stabo
adekwatna.

Jesli Cr(X) = E(M), to:
e Adm(R, X) = V(M)
e Der(R, X) C V(9M)

o N(9M) C Adm(R, X).

Moéwimy, ze matryca O jest silnie adekwatna dla logiki (R, X) (lub dla operacji
konsekwencji Cr, x), gdy dla wszystkich Y C S:

N
Cr(XUY) =M(Y).
Woprost z definicji wynika, ze 91 jest silnie adekwatna dla logiki (R, X') wtedy i
tylko wtedy, gdy N (9) = Der(R, X).
Niech X bedzie zbiorem nastgpujacych formut:

¢ p—p
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ep— (V)

°*q—(pVa

e (p—=s)=((g—=s) = ((pVa — ).

Zachodzi wtedy nastgpujacy fakt (S to zbiér formut czysto implikacyjnych):

e Jesli (R, X) jest systemem niezmienniczym nad S; takim, ze rq € Der(R, X)
oraz Xo C Cr(X), to istnieje matryca 9 silnie adekwatna dla (R, X).

O matrycach silnie adekwatnych dla r6znych systeméw logicznych wiadomo np.,
ze:

e Nie istnieja matryce silnie adekwatne dla systeméw modalnych S1-S3 Lewisa.
e Matryca 91, jest silnie adekwatna dla logiki klasyczne;.

e Istnieje matryca silnie adekwatna dla systemu modalnego (Roq, Sb(Ags)) (r6zna
od wspomnianej wczes$niej matrycy Wajsberga).

Dla celéw tej notatki nie jest potrzebne podawanie innych jeszcze rodzajéw ade-
kwatnosci, rozwazanych w literaturze przedmiotu.

1.9.5. Filtr-konsekwencja

Zdefiniujmy nastgpujace dwie operacje konsekwencji:

e 7Zbiér FC;(X), dla X C Sy niech bedzie zbiorem tych wszystkich formut
a € Sy, ktére w kazdej algebrze Heytinga A spetniaja nastgpujacy warunek
dla wszystkich v : At — A:

1 (@) € F(h"(X)).

e Zbiér F(Cy(X), dla X C S5 niech bgdzie zbiorem tych wszystkich formut
a € S, ktére w kazdej algebrze Boole’a A spetniaja nastgpujacy warunek dla
wszystkich v : At — A:

hY(a) € F(h*(X)).

Dla FC réwnego F'C; lub FC5 zachodza wtedy nastgpujace fakty:
e X C FC(X).

e Jesli X CY,to FC(X) C FC(Y).

FC(FC(X)) C FO(X).

he(FC(X)) C FC(h¢(X)) dla wszystkich e : At — S.

FOX) CUIFO(Y) : Y € Fin(X)).
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o Jesli B € FC(X),to (a — B) € FO(X).

e f e FC(X U{a}) wtedy i tylko wtedy, gdy (o« — 3) € FC(X).
o Jeslia, o0 — B € FC(X), to B € FC(X).

e SH(FC (D)) € FC(0).

Przy pomocy operacji F'C; oraz F'C'y udowodni¢ mozna twierdzenia o zupetnosci
dla, odpowiednio, logiki intuicjonistycznej oraz logiki klasyczne;.

Niech (R, Sb(A;n:)) bedzie logika intuicjonistyczna. Przypominamy, ze filtr-kon-
sekwencja F'C; zdefiniowana jest warunkiem:

e o € FCi(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € X(X ), dla kazdej algebry Heytinga
A.

Zachodza nastgpujace fakty:
[ ) Aint g FC’l(@)
o Cr,(Sb(Aint) UX) = FC;(X) dla wszystkich X C Ss.

e Dla dowolnych a € Sy oraz X C Sa: o € Cr,, (Aint UX) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej algebry Heytinga A, X C F(A) implikuje o € E(A).

e Dla dowolnej o € Sa: o € Cp,, (Aint) Wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
skoriczonej algebry Heytinga A, o € E(A).

o Cgry. (Aint) =({EJr) : n > 1}, gdzie J,, sq algebrami Jaskowskiego.
e Dla kazdego skoriczonego X C Sy: Cr,(Sb(A) U X) = ﬂ{J.,: in > 1}

Z kolei, zajmijmy si¢ systemem logiki klasycznej (Rg, Sb(A2)) i filtr-konsekwencja
FC5. Zachodza nastegpujace fakty:

e Zbiér FCy(()) wszystkich tautologii Boolowskich jest zbiorem tych wszystkich
formut o € S, ktére w kazdej algebrze Boole’a B i dla kazdego warto$ciowania
v : At — B spetniaja warunek:

h”(a) = ]-B‘
L] A2 Q FCQ(@)
o Cr,(Sb(Az) UX) = FCy(X) dla wszystkich X C Ss.

o Cr,(Sb(As) U X) = By(X) dla wszystkich X C Sj.
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1.10. Rézne pojecia zupelnosci rachunkéw zdaniowych

Podane wyzej przyktadowe twierdzenia o pelnosci logik zdaniowych (tu: intuicjo-
nistycznej oraz klasycznej) nie wyczerpuja catosci problematyki zwiazanej z zupetno-
Scia systeméw logiki zdaniowej. Wiele dalszych probleméw dotyczy np.: uogélnione;j
zupelnosci, zupelnosci w sensie Posta, strukturalnej zupelnosci, itd. Bardzo wyryw-
kowo podamy kilka znanych rezultatéw w tej dziedzinie.

1.10.1. Uogdlniona zupelnosé

Niech S = (S, F1,..., F,,) bedzie algebra jezyka zdaniowego z przeliczalnym
zbiorem zmiennych. Niech I' C S. Dla dowolnych A C S oraz R C Rg definiujemy:

e (R, A) € T'-Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy Adm(R, A) N Struct(I") C Der(R, A).
Jedli (R, A) € T'-Cpl, to méwimy, ze (R, A) jest I-zupetny.

o (R,A) € I'"Max wtedy i tylko wtedy, gdy (R, A) € Inv(I') oraz nie istnieje
system (R, A1) € Inv(T') taki, ze (R, A) < (Ry, A1). Jesli (R, A) € T'-Max,
to méwimy, ze (R, A) jest [-maksymalny.

Powyzsze pojecia wyrazi¢ mozna réwniez w terminach operacji konsekwencji:
e C € I'-CPL wtedy i tylko wtedy, gdy ADM(C) N Struct(I') C DER(C).

o C € I"MAX wtedy i tylko wtedy, gdy C'() = S lub C jest elementem maksy-
malnym w rodzinie wszystkich niesprzecznych I'-strukturalnych operacji konse-
kwencji nad S.

Zachodza nastgpujace fakty:
e I'-Max C I'-Cpl N Inv(T")
e Jesli (R, A) € Inv(T), to:

1. (R, A) € I-Max wtedy i tylko wtedy, gdy (RU{r}, A) ¢ Cns, dla wszyst-
kich r € Struct(T") — Der(R, A).

2. (R, A) € I-Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy (RU {r}, A) ¢ Cns, dla wszyst-
kich r € Struct(T') N Adm(R, A) — Der(R, A).

o Jesli r|I" € Adm(R, A) oraz ) # Cgr(A) # S, to nastepujace warunki sa
réwnowazne:
1. Der(R, A) N Struct(I") = V(9) N Struct(T).
2. (R, A) e T-Cpl oraz E(9M) = Cr(A).

Jesli E(9) = Cr(A), to nastgpujace warunki sa rtéwnowazne:
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1. Der(R, A) N Struct(I") = V(91) N Struct(T").
2. (R, A) € T-Cpl.

Dla kazdego X C S niech:

o (P,a) € I' — rx wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli (h®» o...0 h®)(P) C X), to
(h*no...0oh®)(a) € X,dlan > 0orazes,...,e, : At — T

Wtedy nastgpujace warunki sa réwnowazne:

e (R, A) e I-Cpl.

o I' —7cya) € Der(R, A).

Zachodza nastgpujace fakty:

o Jesli (R, A) € Inv(T"), to nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. (R, A) € T-Cpl.
2. JeSli Cr(A) = Cgr,(A1),t0 (R1, A1) <X (R, A), dlawszystkich (R;, A1) €
Inv(T).

e Nastepujace warunki sg réwnowazne:

1. (R, A) € I-Cpl.

2. Jesli CR(A) = CR1 (A1>, to (Rl, Al) = (R, A), dla wszystkich A CS
oraz Ry C Struct(T).

Niech (R, A) € Inv(T"). Wtedy:

1. (R, A) € I'-Max wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli (R U {r}, A) € Cns, to
Adm(R U {r}, A) N Struct(T") C Der(R, A) dla wszystkich r € Rg.

2. Jesli (R, A) € I'-"Max, to Cr(Sbr({a})U A) = S dlakazdej o ¢ Cr(A).

Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. (R, A) € I-Max.
2. (R,A) e T-Cpl N Inv(T") oraz (RU {r.|T'}, A) € 0-Cpl.

Jesli C € STRUCT(T), to:

1. C € I-MAX wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich r € Struct(I"): jesli
r ¢ DER(C), to C' U C, ¢ CNS. [Tutaj stosujemy oznaczenie: C,.(X) =
Cry(X)]

2. C € I'-MAX wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich r € Struct(I'): jesli
r € ADM(C) — DER(C), to C U C, ¢ CNS.
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e Dlakazdego (R, A) € Cnsistnieje (R1, A1) € I'-Cpltaki, ze (R, A) < (R1,41) €
Chns.

e Jesli (R, A) € Inv(T")NCns oraz (RU{r.|T'}, A) € Comp, to istnieje (Ry, A1) €
I'-Max taki, ze (R, A) < (R1, A1) € Cns.

Z dwéch ostatnich z powyzszych twierdzen widzimy zatem, ze:

e Dowolny niesprzeczny system (R, A) mozna rozszerzy¢ do systemu I'-zupetnego.
Wystarczy bowiem wziaé: Ry = Adm(R, A) oraz A; = A.

e Dowolny zwarty system (R, A) mozna rozszerzy¢ do systemu I'-maksymalnego.
Przypominamy, ze (R, A) € Comp, gdy dla kazdego Y C S istnieje X €
Fin(Y) taki, ze jesli Cr(AUY) = S,to Cr(AUX) = S.

Ponadto, system (R, A1), o ktérym mowa w przedostatnim z powyzszych twier-
dzent ma nastgpujace wlasnosci:

o Cr(A) =Cg, (4).

e Jesli (R, A) e T-Cpl, to (Ry, A1) = (R, A).

e Jesli (R, A) € Inv(T"), to (Ry, A1) € Inv(T)

e Jesli (R, A) € Inv(T") oraz (RU {r.|T'}, A) € 0-Cpl, to (R1, A1) € I'-Max.
o (Ry, A1) ¢ I''Max dla pewnego (R, A) € Inv(I") i pewnego I C S.

1.10.2. Zupelnos¢ w sensie Posta

Przypomnijmy:

e (R,A) € Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy Cr(A U {a}) = S dla wszystkich
a ¢ Cr(A)

e (R, A) € 0-Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy Adm(R, A) C Der(R, A)

e (R, A) € Max wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich (R1, A1) € Cns, nie
zachodzi (R, A) < (R, Ay).

Zachodza nastgpujace fakty:
e (-Cpl = Cpl = Max.

e (R,A) € Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy (R U {r}, A) ¢ Cns, dla wszystkich
r ¢ Der(R, A).

o Jesli 90 jest matryca logiczng oraz () £ Cr(A) # S, to:
1. Der(R,A) = V(M) wtedy i tylko wtedy, gdy E(9) = Cgr(A) oraz
(R, A) € Cpl.
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2. Jesli E(OM) = Cr(A), to (R, A) € Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy
Der(R, A) = V(IN).

e Jesli v, € Adm(R, A), to Der(R, A) = V(M4 wtedy i tylko wtedy, gdy
(R, A) € Cpl.

e Dla kazdego (R, A) € Cns istnieje (R, A1) € Cns N Cpl taki, ze (R, A) <
(R, Ay). Tak wigc, kazdy niesprzeczny system logiczny (R, A) moze zostaé
rozszerzony do systemu niesprzecznego i Post-zupetnego. Przy tym, rozszerze-
nie (R, A1) ma nastgpujace wlasnosci:

1. Cr(A) = Cg, (A1).
2. Jesli (R, A) € Cpl, to (R, A) ~ (Ry, Ay).

e Jesli (R, A) € Comp oraz Cr(A U X) # S, to istnieje Y C S taki, Ze:
l. CR(AUX) CCr(AUY) # S

2. CR(A U Y) =Y
3. Cr(AUY U{a}) = S dlawszystkicha ¢ Y.

Dla dowolnego (R, X) definiujemy rodzing L(R, X) nadzbioréw Lindenbauma
dla Cr(X):

¢ LIRX)={Y:XCY =Cr(Y)#£SA(VadY)Cr(YU{a})=S}.

Dla kazdego Y € L(R, X) system (R, Y) jest wyznaczony jednoznacznie. Wtedy
oczywiscie (R,Y) € Cns N Cpl. System (R,Y’) nazywamy w takim przypadku nad-
systemem Lindenbauma dla systemu (R, X).

Wprowadzimy pewne miary stopnia niezupeinosci oraz stopnia maksymalnos$ci
systemOw logicznych.

e Przez (globalny) stopieri niezupetnosci systemu (R, A) rozumiemy moc rodziny:
{Der(RUR',AUA"): A/ CSAR CRs}.
e Jesli w definicji powyzszej ograniczymy si¢ do systeméw (R’, A’) € Inv, to
otrzymujemy stopieri maksymalnosci systemu (R, A) € Inv.

e Dla strukturalnych operacji konsekwencji C, przez stopieri maksymalnosci C
rozumiemy moc rodziny {C" € Struct : C < C'}.

e Stopniem zupelnosci systemu (R, A) nazywamy liczbe kardynalna dec(R, A)
réwna mocy rodziny:
{Cr(AUX): X C S}
Zachodza nastgpujace fakty:

e Jesli M jest matryca skoriczona, to dc(‘.)_f[ 0 Sb) < V.
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o Jesli M jest matryca funkcyjnie zupeina, to MoSh € CPL, czyli dc(i)??o Sb) < 2.

Dla logik finitystycznych (ktére niekoniecznie sa zwarte) zachodzi nastgpujace
twierdzenie Losia-Lindenbauma-Assera:

e Jesli Cra jest finitystyczna oraz a ¢ C'r(A U X), to istnieje Y C S taki, ze:
l. CR(AUX)CY =Cr(AUY)oraza ¢ Y
2. a € Cr(AUY U{B}) dla wszystkich 3 ¢ Cr(AUY).
Dla dowolnej o € S niech:
o LY RA)={Y: XCCr(Y)=YANa¢YAVBEY)ac Cr(YU{5})}.

Kazdy element rodziny £%(R, A) nazywamy a-relatywnym nadzbiorem Linden-
bauma dla systemu (R, A).

Twierdzenie Losia-Lindenbauma-Assera przyjmuje zatem nastgpujaca postac (gdy
rozwazamy jedynie reguty wnioskowania o skoficzonych zbiorach przestanek):

e Dlakazdej o ¢ Cr(A): LYR, A) # (.

Ustalmy wiasnosci logiki klasycznej, jesli chodzi o wprowadzone wyzej pojecia.
Przypomnijmy, ze C'ngy jest operacja konsekwencji wyznaczona przez niezmiennicza
wersje logiki klasycznej Ry, Sb(As), czyli:

Cna(X) = Cry (Sb(A2) U X).

Zachodza (jak wiadomo z elementarnego kursu logiki) nastgpujace fakty, dla kaz-
dego X C S5 oraz o, 3 € Ss:

e a € Cny(X U{B}) wtedy i tylko wtedy, gdy (8 — «) € Cna(X).
o Cna(X U{—a}) # Ss wtedy i tylko wtedy, gdy o ¢ Cna(X).
o Cny(X U{a}) # Se wtedy i tylko wtedy, gdy —« ¢ Cna(X).

Z pomoca powyzszych faktéw dokona¢ mozna szeregu dalszych ustalen, np.:

(Rp, Sb(A2) U X) € Cns wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje o € S taka, ze nie
zachodzi: o, ~av € Cna(X).

(Ro, Sb(A2) U X) € Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej o € Ss: albo
a € Cng(X), albo —a € Cng(X).

L%(Ro, 5b(Az)) € L(Ro, Sb(Az)).

Jesli a ¢ C'na(X), to istnieje zbiér Y C Sy taki, ze:

1. Cna(X) CY =Cny(Y) oraz a ¢ Cna(Y)
2. Cny(Y)U{B} = Sz dla wszystkich 5 ¢ Y.
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e Dla wszystkich X C Ss oraz a € Ss:

1. Jesli a ¢ Cno(X), to istnieje Y € L(Rp, Sb(As2)) taki, ze X C Y oraz
agY.

2. Cna(X)=(W{Y €S2 : X CY € L(Ry, Sb(A2))}.
e Dlakazdego Y € L(Ry, Sb(As)):
a — B €Y wtedy i tylko wtedy, gdy: je§lia € Y, to 3 € Y.
aV €Y wtedy i tylko wtedy, gdy: a € YIub 3 € Y.

1.
2.
3. a AB €Y wtedy i tylko wtedy, gdy o € Y oraz 5 € Y.
4. - € Y wtedy i tylko wtedy, gdy o ¢ Y.

e Ay C E(IMy) orazrg € N(IMy).
o Cng(X) # Sy wtedy i tylko wtedy, gdy X € Sat(93), dla wszystkich X C Ss.

e Dla wszystkich X C So: X € Sat(9M5) wtedy i tylko wtedy, gdy Y € Sat(915),
dlakazdego Y € Fin(X).

o Cr,(Sb(Az2)) = Cg,, (A2) = E(My).

e Der(Ry, Sb(As)) = N(My).

e Der(Rp«, A2) = Adm(Ry, Sb(Az2)) = Adm(Ry., A2).

o Cr,(Sb(A2) UX) = 93—72>(X) dla wszystkich X C .Ss.

e (Ro., As) € Cpl.

e dc(Ry, Sb(Az)) = ¢. W konsekwencji, stopien zupetnosci dowolnej logiki stab-

szej od (Ro, Sb(As)) takze jest réwny kontinuum.

1.10.3. Jednoznacznos¢ rozszerzen Lindenbauma

Interesuja nas systemy logiczne (R, A) takie, dla ktérych rodzina £(R, X) zawiera
doktadnie jeden element. Zdefiniujmy:

e (R, X) e T(M)wtedy i tylko wtedy, gdy L(R,X) = {M},dlaM C S.

Jesli (R, X) € T dla pewnego M # S, to méwimy, ze (R, X) ma wlasnosé
Tarskiego.

Podamy pewne informacje dotyczace rozszerzen Lindenbauma w przypadku:

e Jogiki intuicjinistycznej

e logik wielowarto$ciowych Lukasiewicza.
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Wprowadzmy oznaczenie: Zy = Cr,, (As3).
Przypominamy, ze C"** jest operacja konsekwencji generowana przez niezmienni-
cza wersje logiki intuicjonistycznej (Ro, Sb(A;n:)). Mamy wtedy:

e (a — B) € C"(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C;(X U{3}) C C™" (X U{a}).
o OM(X U{a}) # Sy wtedy i tylko wtedy, gdy ~a ¢ C(X).
Dla logiki intuicjonistycznej zachodza nastgpujace fakty:

e (R, Sb(Aint) UX) € Cns wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje «w € S taka, Ze nie
zachodzi: o, ma € C™(X).

e (Ry, Sb(Aint) U X) € Cpl wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej o € Ss: albo
a € Cn™(X), albo ~a € C™™(X).

[ ] E(Ro,Sb(Amt)) = E(Ro,Sb(AQ))
i ‘C(RO»HAQ) = ‘C(RO*v Alnt) = {ZQ}
o JesliY € £ (Ro«, Aint), to nastepujace warunki sg réwnowazne:

1. (Ro,Y) ¢ Cpl
2. ((B — a) — B) € Y,dlapewnej a € Ss.

o Jeslipyg — po € X oraz a ¢ Cg,(Sb(X)), to zbidr L*(Ry, Sb(X)) ma moc
kontinuum.

o de(Row, Aint) = <.
Z kolei, dla wielowartoSciowych logik Lukasiewicza zachodza nastgpujace fakty:
o L(Ros, ko) = ‘C(RO*vhm) = E(R0*7A2) = {ZQ}'

e dc(Ro.,b,,) < 2871 4 1, gdzie k jest liczba podzielnikéw m — 1.

Mozna w pelnej ogdlnosci rozstrzygnaé problem istnienia R.-systemow, maja-
cych wtasnos¢ Tarskiego. Pomijamy w niniejszej notatce odno$ne twierdzenia.

1.10.4. Strukturalna zupelnosé¢

Strukturalna zupetnos¢ jest pewnym szczegélnym przypadkiem I'-zupetnosci, a
mianowicie takim, dla ktérego I' = S. Zdefiniujmy:

e (R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy Adm(R, A) NStruct C Der(R, A). Jesli
(R, A) € SCpl, to méwimy, ze system (R, A) jest strukturalnie zupetny.

Zachodza nastgpujace fakty:
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(R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich R; C Struct oraz
wszystkich A C S jesli CR(A) = CRl (Al), to (Rl, Al) = (R, A)

Jesli (R, A) € Tnv, to: (R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich
(Rl,Al) € Inv: jesli CR(A) = CRl (Al), to (Rl,Al) = (R, A)

Jesli C € STRUCT, to C € SCPL wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich
C1 € STRUCT: jesli C(0) = C1(0), to Cy < C.

Jesli r, € Adm(R, A) oraz ) # Cr(A) # S, to nastgpujace warunki sa réwno-
wazne:

1. Der(R, A) N Struct = V() N Struct
2. Cr(A) = E(9M) oraz (R, A) € SCpl.

Jesli Cr(A) = E(9M), to nastgpujace warunki sg rtéwnowazne:

1. (R, A) € SCpl
2. V(OM) N Struct C Der(R, A).

Kazdy system niesprzeczny (R, A) mozna niesprzecznie rozszerzy¢ do pewnego
systemu strukturalnie zupetnego (R, A1 ).

Niech (R, A) € Inv oraz Cr(AUZ3) C Z,. Wtedy: jesli (RU{r.}, A) € SCpl,
to (RU{r.},A) € T(Zs).

(R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy r¢,(a) € Der(R, A).
(R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy N (94) C Der(R, A).

—_—
(R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy M4 (X) C Cg_a(X), dla wszystkich
XCS.

Jesli (R, A) € Tnv, to:

1. (R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy N (M4) = Der(R, A).
2. (R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich X C S:
——
MEA(X) = Cr(AU X).

3. (Przy zatozeniu, ze wszystkie reguty maja tylko skoriczone zbiory prze-
stanek.) (R, A) € SCpl wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich X €

Fin(S): MEA(X) = Cr(AU X).

e Niech (R, A) bedzie systemem niezmienniczym takim, ze C'r, 4 jest finitystyczna.
Wtedy nastgpujace warunki sa rwnowazne:

1. (R, A) € SCpl

2. Dla kazdej 1) € S oraz kazdego Y € L¥(R, A) istnieje endomorfizm
h:S — Staki,ze Y = h=1(Cr(A)).
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e Niech (R, A) bedzie systemem niezmienniczym. Jesli (R, A) € SCpl, to dla
kazdego Y € L(R, A) istnieje odwzorowanie e : At :— S takie, ze Y =

he” ' (Cr(A)).

Dla systemdw: logiki klasycznej, logiki intuicjonistycznej, logik wielowartoscio-
wych Lukasiewicza oraz logik modalnych zachodza nastgpujace fakty dotyczace wia-
snosci strukturalnej zupetnosci:

o (Ro, Sb(Ay)) € SCpl.
(RO*7Aint) ¢ SCp]

Niektére fragmenty logiki intuicjonistycznej sa jednak strukturalnie zupetne: np.
fragment (R, Sb(A; V7).

(Ro, Sb(L,,)) € SCpl, dla kazdej n > 2.

(Ros,En) € SCpl, dla kazdej n > 2.
e (Rowa, Ass) € SCpl.
(Roa, Sb(Ass)) ¢ SCpl.

1.11. C-definiowalnos¢

Wiadomo, ze C'ns jest najmniejsza operacja konsekwencji C' spetniajaca nastepu-
jace warunki:

e (TO)Jesli X CC(X),toYUC(X) CC(Y)

o (T1) C({a, ma}) = Sy oraz C({a}) N C({~a}) = C(0)

e (T2) o — (B € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy 5 € C(X U {a})
e (T3) C(X U{aV 8}) = C(X U{a}) N C(X U{B})

e (T4) C(X U{a nf}) = C(X U{a, B}).

Wiadomo tez, ze C'ngy jest jedyna niesprzeczng oraz strukturalng operacja konse-
kwencji spetniajaca te warunki.

Powyzsza charakterystyka nie jest jednakze zadowalajaca: poszczegdlne warunki
nie sa jednorodne. ChcielibySmy mie¢ (oprécz (TO), ktéry ustala, ze C' jest operacja
konsekwencji) zestaw warunkéw o postaci:

e a8l € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy ...

gdzie § € {—, —,V, A}, a po prawej stronie réwnowazno$ci wystepuje warunek, cha-
rakteryzujacy poszczegdlny spdjnik przez operacje konsekwencji.

Okazuje sig, ze dla pewnych logik mozliwe jest podanie tego typu jednorodnych
warunkéw. Nie jest tak jednak w przypadku logiki klasycznej C'no.

Dla przyktadu, wiadomo, ze operacja konsekwencji intuicjonistycznej Cn'™ jest
najmniejsza operacja konsekwencji spetniajaca nastepujace warunki (H):
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e (HI) —~a € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy S2 C C(X U {a})

e (H2) a — 3 € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C(X U {3}) C C(X U{a})

e (H3) aVvfB € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C(XU{a})NC(XU{F}) C C(X)

o (H4) anp € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C(XU{a})UC(XU{B}) C C(X).

Rozwazmy nastgpujacy zbiér warunkéw (D):

e (D1) ~a € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C(X U {a}) = S2

e (D2) a — B € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C(X U {a,—(}) = S

e (D3)aV g e C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C'(X U {-a,=(}) = S

e (D4) anp € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C'(XU{—-a})NC(XU{-8}) = S.

Klasyczna konsekwencja C'ny oczywiscie spetnia te warunki. Zauwazmy jednak,
ze:

e Jesli C spetnia (D), to kazde aksjomatyczne rozszerzenie C' takze spetnia (D). A

zatem (D) nie wyznaczaja C jednoznacznie.

e Jednak najmniejsza operacja C' spetniajaca warunki (D) (czyli przekrdj wszyst-
kich operacji C, spetniajacych (D)) jest wyznaczona jednoznacznie i jest: struk-
turalna oraz finitystyczna.

e Jesli C spetia (D), to Sb(A2) C C(0).

Najmniejsza operacja spetniajaca (D) (oznaczana przez Cp) jest wyznaczona przez
aksjomaty Sb(As) oraz nastgpujace reguty wnioskowania:

a, a0 — 0

To1 - e
o, — (=)
B—n
Tm,ma—ﬁﬁvw
' BV

a,a— (BAY)
BAY
o, o

B

Poniewaz reguly Cp sa niezawodne klasycznie, wigc Cp(X) C Cng(X) dla
wszystkich X. Ponadto, dla wszystkich X C S5:

To2 :

To4 -

T1 -

e Cp(X) = S5 wtedy i tylko wtedy, gdy C'na(X) = Ss.
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e a € Cp(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € Cna(X), dla o ¢ At.
e a € Cp(X) wtedy i tylko wtedy, gdy a € X, dla o € At oraz Cng(X) # Ss.

Mamy zatem C'p < Cng, lecz nieréwnos$¢ odwrotna nie zachodzi. Mamy jedynie:
Cp(0) = Cr,.(A2).

Tak wigc, logika C'p jest stabsza od logiki klasycznej. Jej spéjniki nie sq sp6jni-
kami klasycznymi, co wida¢ z nastgpujacego faktu.

Rozwazmy matryce logiczna 91 zbudowana na zbiorze {1, 2, 3} z 3 jako jedynym
elementem wyréznionym oraz nastgpujaca interpretacja spojnikéw:

-1 2 3 vil 2 3 Al 2 3 -

113 3 3 171 3 3 111 1 1 113
211 3 3 213 3 3 211 3 3 2|1
3|11 3 3 313 3 3 311 3 3 3|1

Wtedy konsekwencja Cp jest doktadnie konsekwencja matrycowa ﬁ;.
Logika Cp jest tzw. logikq progowq. Zachodzi mianowicie nastgpujacy fakt:

e Jedli C jest niesprzeczna strukturalng operacja konsekwencji oraz Cp < C, to
C = C’I’LQ.

Tak wigc, klasyczna operacja konsekwencji Cngy jest jedynym wiasciwym nie-
sprzecznym i strukturalnym rozszerzeniem Cp.

Mozna wykazaé, ze same reguty ro; (wraz z As), bez reguty rq, nie aksjomaty-
zuja Cp. Niech mianowicie 9t bedzie matryca na zbiorze {1, 3}, z 3 jako jedynym
elementem wyréznionym i niech:

o ~x =3
o flz,y)=3dlaf e {— VAL

Wtedy: wszystkie aksjomaty Sb(As) sa prawdziwe w 9t oraz reguly r¢; sa nieza-
wodne w 21, ale 71 nie jest niezawodna w 91 . Ponadto, konsekwencja wyznaczona
przez te reguly (oraz Sb(Asz)) pokrywa si¢ z przekrojem konsekwencji matrycowych
— —

My N Mo, gdzie M, jest matryca klasyczng. Zaleznosci migdzy omawianymi konse-
kwencjami sa nastgpujace (tu Cj,,. jest konsekwencja sprzeczna):

— —
o M NMsy < Cp < Cny < Cipe

—  — —
o N NMa <My < Cipe

. ~ . . e . .

e konsekwencja I, jest <-nieporéwnywalna ani z C'p, ani z Cnas.
Wreszcie, M p jest podmatryca M; x My oraz zachodzi:

— —
[ EUID = ml X mg.

Istnieje wiele wariantéw systemu (D). Zaden z nich jednak nie daje poszukiwanej
C-definicji logiki klasycznej, o ile operacje konsekwencji rozumiemy w sensie nada-
nym im przez Tarskiego. Definicje takie sa mozliwe, gdy zmienimy to rozumienie.
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2. Paradygmat semantyczny

2.1. Logiki abstrakcyjne

Dla naszych celow wystarczajaca bedzie nastepujaca definicja logiki abstrakcyjnej
(albo: systemu logicznego, w sensie uogélnionym).

Przez logike abstrakcyjng rozumiemy kazda parg uporzadkowana £ = (L, |:£)
spelniajaca nastgpujace warunki:

e L przyporzadkowuje kazdej sygnaturze o zbiér L(o), zwany zbiorem o-zdari lo-
giki £. [Uwaga: w niektérych przypadkach trzeba rozwazaé klasy zamiast zbio-
row.]

e Jeslio C 7,to L(o) C L(7).
e Jesli A =X ¢, to dla pewnego o mamy: 2 € Str, oraz ¢ € L(o).
e WARUNEK IZOMORFIZMU. Jesli 2 =5 ¢ oraz A = B, to B =- .

e WARUNEK REDUKTU. JesliT C o, ¢ € L(o) oraz2l € Str,, to A I:Z: © wtedy
i tylko wtedy, gdy 2 | 7 =X ¢

Przypominamy, ze 21 | 7 jest 7-reduktem struktury 2(, czyli struktura powstajaca
z U poprzez uwzglednienie tylko interpretacji wszystkich symboli z 7 (a wigc, gdy
A € Strp oraz 7 C o, to w2 [ 7 uwzgledniamy tylko interpretacje symboli z 7,
pomijajac interpretacje symboli z o — 7).

Dla dowolnej logiki abstrakcyjnej £ oraz ¢ € L(c) miech:

Mod%(p) = {A: A € Stry AU =L )

(jesli o bedzie jasne z kontekstu, bedziemy pisa¢ Mod . (p)).

Niech L., oznacza logike pierwszego rzedu. W tym przypadku funkcja L przy-
porzadkowuje kazdej sygnaturze o zbidr wszystkich zdan pierwszego rzgdu w ktérych
wystepuja symbole z o. Dla logiki £, bedziemy uzywali relacji =, bez indeksu, po-
krywajacej si¢ z relacja spetniania znang z wyktadu Semantyka KRP.

,Moc wyrazania” poszczegblnych logik abstrakcyjnych definiowana jest w termi-
nach semantycznych:

e Piszemy £1 < Lo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej sygnatury o oraz kazdego
¢ € Ly(o) istnieje Y € Lo(0) taka, ze: Mody. (p) = ModZ, (). Méwimy
wtedy, ze £1 ma moc wyraZania nie wigkszq niz L.

e Gdy zachodzi L1 < Lo, ale nie zachodzi Lo < L1, to piszemy £ < Lo i
mowimy, ze Lo ma moc wyrazania wigkszq niz L.

e Gdy zachodzi £, < L9 oraz zachodzi Lo < L4, to piszemy £1 ~ L2 i méwimy,
ze L1 1 L1 maja takq samq moc wyraZania.
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Sposréd wszystkich logik abstrakcyjnych wyréznimy klase logik regularnych, spet-
niajacych pewne naturalne warunki.
Powiemy, ze logika £ ma wlasnosé spajnikow Boolowskich, gdy:

e Dlakazdej o oraz ¢ € L(o) istnieje x € L(o) taka, ze dla kazdej A € Str,:
2 |=£ x wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 2 = ¢.

e Dla kazdej o oraz kazdych o, 1) € L(o) istnieje x € L(o) taka, ze dla kazdej
A e Stry,:

2 £ x wtedy i tylko wtedy, gdy A =- ¢ lub A =£ .

Jesli £ ma whasno$¢ spdjnikéw Boolowskich, to bedziemy uzywac oznaczeri, od-
powiednio, — oraz ¢ V v dla formuly x, o ktérej mowa powyzej. W podobny sposéb
okreslamy tez pozostate spdjniki Boolowskie logiki L. Jest to oczywiScie uproszczenie
notacyjne: dla petnej poprawnosci trzeba bytoby uzywaé np. symboli —~, V£, itd.

Powiemy, ze logika £ ma wlasnosé relatywizacji, gdy dla kazdej o oraz ¢ € L(o)
oraz kazdego jednoargumentowego predykatu U istnieje ¢» € L(o U {U}) takie, ze:
(A, UA) =X ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy [U4]* [=£ ¢, dla wszystkich 2 € Str, oraz
wszystkich o-domknigtych podzbioréw U4 C A = dom(2l). Tutaj [U4]* jest pod-
struktura 2 o uniwersum U4, Jesli £ ma wtasnosé relatywizacji, to niech ¢V oznacza
formute 1, o ktérej mowa w powyzszej definicji.

X X ok

Przed sformutowaniem nastgpnej wlasnosci logik abstrakcyjnych potrzebne bedzie
przypomnienie pewnych faktow z semantyki KRP.

Przypomnijmy, ze dla dowolnej o, dowolnego zbioru zdan ® z £, oraz symboli:
n-argumentowego predykatu P, n-argumentowego symbolu funkcyjnego F’ oraz statej
indywidualnej c takich, ze P ¢ o, F' ¢ o oraz ¢ ¢ o0 méwimy, ze:

e formuta Vg ... Vu,—1(P(vo, ..., 0n-1) = ©(vo,...,Vn—1)) jest o-definicja P
w O;

e formuta Vug ... Vv, 1V, (F(vg, ..., 0n—1) = Un = ©(vo, ..., Vn_1,0s)) jest
o-definicja F'w @, gdy @ |= v, o(vo, ..., Un—1,Vn);

e formuta Yug(c = vo = ¢(vp)) jest o-definicja ¢ w @, gdy © = Flvgp(vo).

Jesli A jest zbiorem o-definicji dla predykatéw P € 7 — o, symboli funkcyjnych
F € 7 — o0 oraz statych indywidualnych ¢ € 7 — o, to dla kazdej A € Str, takiej, ze
2 = @ istnieje doktadnie jedna struktura A% € Str,_, taka, ze A* | ¢ = U oraz

A2 = A
Rozwazamy teraz sygnatury o> takie, ze ¢ C o™ oraz A jest zbiorem o-definicji
symboli z 2 — 0.

Niech ® bgdzie zbiorem zdar sygnatury o. Wtedy kazdej formule ¢) o n zmiennych
wolnych mozna przyporzadkowaé formute ¥> taka, ze:
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o Jesli? € Str,,A = ®orazag,...,a, 1 € dom(A),to: A> = Ylag, . - ., an_1]
wtedy i tylko wtedy, gdy A = ¥ [ag, - - -, Gn_1].

° @UA'Z{#E(/)A.

W konsekwenciji, jesli A = B, to A = B4,

Powyzsze fakty pozwalaja na przejécie od dowolnych sygnatur do sygnatur czysto
relacyjnych, tj. takich, ktére zawieraja jedynie predykaty. Inaczej méwiac, mozemy
kazdy n-argumentowy symbol funkcyjny f zamieni¢ na n + 1-argumentowy symbol
relacyjny (predykat) F' oraz kazda stala indywidualng c zastapi¢ jednoargumentowym
predykatem C. Niech ¢” oznacza sygnaturg w ten sposéb utworzong z sygnatury o.
Kazdej strukturze 2 € Str, przyporzadkowujemy wtedy strukturg 2™ okreslona w
sposéb nastepujacy:

o A" =dom(A") = A = dom(2);

e dla predykatéw P € o niech: interpretacja P w 2" bgdzie identyczna z interpre-
tacja P w 2,

e dla n-argumentowego symbolu funkcyjnego f € o niech F*" bedzie wykresem
funkcji f2, czyli F* (ag, ..., an_1,an,) wtedy i tylko wtedy, gdy
ag, .- an_1) = an;

e dla statej indywidualnej ¢ € o, niech C*" (a) wtedy i tylko wtedy, gdy c* = a.

Dla kazdej formuty 1) o n zmiennych wolnych w jezyku o sygnaturze o istnieje

wtedy formuta ¥" w jezyku o sygnaturze o” taka, ze dla wszystkich 2 oraz wszyst-

kich ag, ...,an—1 € dom(A): A = Y[ao, ..., an—1] wtedy i tylko wtedy, gdy A" =
ZDT[aOv ce 7an71}~

W konsekwencji, dla dowolnych A, B € Str,: 2 = B wtedy i tylko wtedy, gdy
A" =B,

Te wiadomosci wystarczaja do sformutowania nastgpnej wtasnosci logik abstrak-
cyjnych.

X K X

Powiemy, ze logika £ dopuszcza zastgpienie symboli funkcyjnych oraz statych
indywidualnych poprzez symbole relacyjne, gdy dla dowolnej o:

e dla kazdej ¢ € L(o) istnieje ¢p € L(o") taka, ze dla wszystkich 2l € Str,:
A =, ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy A" =, .

Jesli logika £ ma powyzsza whasnosc, to formule v istniejaca na mocy definicji
wyzej bedziemy oznaczaé przez .
Powiemy, ze logika L jest regularna, gdy:

¢ £ ma wilasnos¢ sp6jnikéw Boolowskich;

e [ ma wlasnos¢ relatywizacji;

41



e [ dopuszcza zastapienie symboli funkcyjnych oraz statych indywidualnych po-
przez symbole relacyjne.

Nastepujace pojecia przenosimy z KRP na wypadek logik abstrakcyjnych:
e zdanie ¢ € L(o) nazywamy spetnialnym w logice L, gdy Mod%. # 0;

e zbiér @ C L(o) nazywamy spetnialnym w logice £, gdy (| Mod% # 0;
peD

e zdanie ¢ € L(c) nazywamy prawdziwym w logice L, gdy Mod% = Str,;

e piszemy ® =% ¢, gdy kazdy £-model wszystkich zdafi z ® jest takze £-mode-
lem ¢ (czyli gdy Mod(®) = N{Mod(y) : ¢ € @} C Mod(p)).

Méwimy, ze logika £ ma wilasnosc:

o Liowenheima-Skolema, gdy kazde zdanie £-spetnialne ma model przeliczalny.

e zwartosci, gdy dla dowolnego ® C L(o), jesli kazdy skoniczony podzbiér zbioru
d jest L-spetnialny, to ¢ jest L-spetnialny.

2.2. Algebraiczna charakteryzacja elementarnej rownowaznosci

Jest rzecza wazna (oraz interesujaca), Ze pojecia semantyczne mozemy charakte-
ryzowa¢ w terminach matematycznych. W szczegdlnosci, okazuje si¢, ze podstawowe
pojecia semantyczne moga zostac scharakteryzowane w (prostych) terminach algebra-
icznych.

Niech 2, B € Str,. Mowimy, ze f jest czeSciowym izomorfizmem A w B, gdy:

o f jest injekcja o dziedzinie dom(f) zawartej w dom(2l) oraz zbiorze wartosci
rng(f) zawartym w dom(*B)

e dla dowolnego n-argumentowego predykatu P € ¢ oraz dowolnych elementéw
ag, ..., an_1 € dom(f): P*(ag,...,a,_1) wtedy i tylko wtedy, gdy
P%(f(a(])a ey f(an—l));

e dla dowolnego n-argumentowego symbolu funkcyjnego F' € o oraz dowol-

nych ag,...,a,_1 € dom(f): F*(ag,...,an_1) = a wtedy i tylko wtedy,

gdy F%(f(QO)a ooy flan—1)) = f(a);

e dla dowolnej stalej indywidualnej ¢ € o oraz a € dom(f): ¢® = a wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢® = f(a).

Przez Part(2,B) bedziemy oznaczaé rodzing wszystkich czesciowych izomorfi-
zméw z A w ‘B.

Gdy o jest czysto relacyjna oraz ag, . . . , ap,—1 € dom(20), by, ..., bp—1 € dom(B),
oraz f € Part(U,DB) jest taki, ze f(a;) = b; dla wszystkich ¢ < n, to dla kazdej for-
muty atomowej ¢ o n zmiennych wolnych zachodzi: % = ¢[ag, ..., an—1] wtedy i

tylko wtedy, gdy B = ¥[bo, . .., bp—_1]-
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Pojedyncze czgsciowe izomorfizmy nie zachowuja jednak (w powyzszym sensie)
dowolnych formul. Jak si¢ okaze, dopiero pewne rodziny czg$ciowych izomorfizméw
pozwalaja o takim zachowywaniu dowolnych formut przesadzaé, a tym samym rodziny
takie pozwalaja scharakteryzowac elementarna réwnowaznosc¢ struktur relacyjnych.

Bedziemy identyfikowaé odwzorowania z ich (teorio-mnogosciowymi) wykresami,
czyli odwzorowanie f identyfikujemy z wykresem {(z, f(z)) : € dom(f)}.

Powiemy, ze 2 oraz B sg skoriczenie izomorficzne, gdy istnieje ciag (I,)new O
nastepujacych wtasnosciach:

e Kazdy I, jest niepustym zbiorem czg§ciowych izomorfizméw z A w 8.

e Jesli f € I,41 oraz a € dom(2l), to istnieje g € I, taki, ze f C g oraz
a € dom(g).

e JeSli f € I,4q oraz b € dom(B), to istnieje g € I, taki, ze f C g oraz
b € rng(g).

Jesli rodzina (I,;)ne. ma powyzsze whasnosci, to piszemy: (I,)neo @ A =, B.
Jesli 2 oraz ‘B sa skonczenie izomorficzne, to piszemy 2 =, B.
Powiemy, ze 2l oraz B sa czegsciowo izomorficzne, gdy istnieje zbior I taki, ze:

o [ jest niepustym zbiorem czeSciowych izomorfizméw z A w 8.
e Jesli f € T oraz a € dom(2l), to istnieje g € I taki, ze f C g oraz a € dom(g).
e Jesli f € T oraz b € dom(2l), to istnieje g € [ taki, ze f C g oraz b € rng(g).

Jesli rodzina I ma powyzsze wlasnosci, to piszemy: I : A =, 9B. Jesli A oraz B sa
skoficzenie izomorficzne, to piszemy 2 =, B.
Zachodza nastgpujace fakty:

o Jesli A =B, toA =, B,

o JesliA =, B, toA=, B,

o Jesli 2 =, B oraz A jest skonczona, to A = B.

o Jesli 2 =, B oraz 2 i B s co najwyzej przeliczalne, to A = 5.

Charakterystyke elementarnej réwnowaznosci, ktéra nie odwotuje si¢ do wlasnosci
jezyka podaje TWIERDZENIE FRAISSE’ GO:

e Dla dowolnej skoniczonej o oraz A, B € Str,: A = B wtedy i tylko wtedy, gdy
A =, B,

Przypomnijmy pojecie kwantyfikatorowego rzedu formuty:
e gr(v) =0, gdy © jest atomowa;

e qr(—p) = qr(yp)
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qr(p V ¥) = max{qr(v), qr(¢)} (podobnie dla innych funktoréw dwuargu-
mentowych);

qr(3zp) = qr(e) + 1.

Powiemy, ze struktury 2 oraz 98 sa m-izomorficzne, gdy istnieje ciag Iy, ..., In
niepustych zbioréw czesciowych izomorfizméw z A w B taki, ze:

Jeslin+ 1< m, f € I,41 oraz a € dom(2l), to istnieje g € I, taki, ze f C g
oraz a € dom(g).

Jeslin+ 1< m, f € [,,11 oraz b € dom(*B), to istnieje g € I, taki, ze f C g
oraz b € rng(g).

Jesli Iy, ..., I, jest ciagiem o powyzszych wlasnos$ciach, to piszemy (I,)n<m :
A =, B. Jesdli A oraz B sa m-izomorficzne, to piszemy A =2, B.
W dowodzie twierdzenia Fraissé’go wykorzystujemy nastgpujace fakty:

X

Niech (I,)new : A = B. Wtedy dla kazdej formuly ¢ o k zmiennych wolnych:
jesligr(e) < n, f € I, oraz ay, ... ax—1 € dom(f):

A = plag, . .. ap—1] wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢[f(ao), ... f(ar—1)]-

Jesli 2 =, B, to A oraz B spelniaja te same zdania o rzedzie kwantyfikatoro-
wym < m.

Dla kazdych n i r istnieje tylko skonczenie wiele klas réwnowaznosci wzglegdem
relacji réwnowaznosci logicznej w zbiorze wszystkich formut o r zmiennych
wolnych i o rzgdzie kwantyfikatorowym < n.

Jesli A =B, to A =, B.

Jesli /A 1 B spelniaja te same zdania o rzedzie kwantyfikatorowym < m, to
A=, B.

Niech o bedzie skoficzona i czysto relacyjna. Wtedy dla kazdych struktur 2, B €
Str, nastgpujace warunki sa r6wnowazne:

1. A=,B

2. A 1B spehniaja te same zdania o rzgdzie kwantyfikatorowym < m.

2.3. Twierdzenia Lindstroma

W tym punkcie rozwazamy logiki regularne L takie, ze £, < L. Pokazemy m.in.,
ze L, jest <-maksymalng logika o wybranych naturalnych wtasnosciach.

Jesli o jest zdaniem L,,,, sygnatury o, to przez ¢* bedziemy oznacza¢ zdanie z £
o tych samych modelach, co ¢, czyli takie, ze Modz == Modf7(¢*). Dla zbioru ®
zdan jezyka L, (ustalonej sygnatury o) niech ®* = {o* : p € D}.
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I Twierdzenie Lindstroma

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia Lindstroma udowodnimy kilka lema-
téw potrzebnych w tym dowodzie. Dowdd twierdzenia Lindstroma nie jest catkiem
prosty — mozna go roztozy¢ na czesci i Sledzi¢ uwaznie kazda z tych czgsci, a potem
uswiadomic sobie, jak sktadaja si¢ one w catos¢.

LEMAT 1.

Jesli L jest zwarta oraz ® U {} jest zbiorem zdan logiki £ sygnatury o takim, ze
® =~ ¢, to istnieje skoficzony zbiér &y C  taki, ze Py -

DowOD.

Niech £ begdzie zwarta. Poniewaz £ ma wtasno$¢ sp6jnikéw Boolowskich, istnieje
formuta —. Doktadniej, powinni§my pisaé np.: =, ale poniewaz istotne dalej beda
jedynie wlasnosci semantyczne logiki, upraszczamy ten pedantyczny zapis.

Skoro @ =X ¢, to zbiér ® U {—¢p} nie jest spetnialny. Na mocy zwartosci £,
istnieje skoficzony podzbidr ® C taki, ze PoU{—¢} nie jest spetnialny. Wtedy jednak
@y =~ ¢, co koriczy dowdd lematu 1.

LEMAT 2.

Niech £ bedzie zwarta oraz 1) € L(o). Wtedy istnieje skoriczony zbiér oy C o
taki, ze dla wszystkich 2, B € Stry:jesli A [ 09 = B | 0, to A =~ 1) wtedy i tylko
wtedy, gdy B =~ ¢

DowOD.

Ograniczymy si¢ do przypadku, gdy o jest czysto relacyjna (tylko taki przypadek
bgdzie nam pdZniej potrzebny).

Wybierzmy nowe symbole jednoargumentowe (predykaty): U, V oraz jednoar-
gumentowy symbol funkcyjny f. Zbudujemy teraz zbiér ¢ zdan w sygnaturze o U
{U,V, [}, .méwiacych”, ze f jest izomorfizmem podstruktury generowanej przez U
w podstrukture generowana przez V. Elementami @ sa:

o Jz U(x)

o Jz V(x)

o Vo (Ux) - V(/(2))

Yy (V(y) — 3z (U(2) A f(z) = 9))

o Yoy (U(e) AV(y) A f(2) = fy) — 2 =)

o V1. Vo, (U@)A. . AU(2n)) = (R(x1,. .. 20) = R(F(x1),- .., f(zn)))

(ostatni z warunkéw zapisujemy dla kazdego n-argumentowego predykatu R € o).
Uzywamy tu symbolu = dla predykatu identycznosci; nie nalezy go oczywiscie myli¢
z symbolem = uzywanym dla relacji identycznoSci w metajezyku.

Wtedy zachodzi:

) —
)
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(1) @ @Y =v").

Udowodnimy (1). Jesli 21 € Str, jest taka, ze (A, U4, VA, f4) =X ®* (czyli
(A, UA, VA, f4) = ®), to: U4 oraz V4 sa niepuste, a f4 | U4 jest izomorfizmem
[UA]* na [VA]*. Przypominamy, e stosujemy nastepujace konwencje notacyjne:

e A oznacza dom(2)
e U# oznacza interpretacje predykatu U w A

e [UA]* oznacza podstrukture struktury 2, ktérej uniwersum jest zbir U4 i ktdrej
relacje otrzymujemy z relacji w 2, ograniczajac je do U4,

Na mocy wtasnosci izomorfizmu (zobacz: definicja logik abstrakcyjnych) mamy:
[UAT* =X ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy [VA]® [=£ 1. Poniewaz £ ma wlasno$¢ rela-
tywizacji (zobacz: definicja logik regularnych), wigc: (A, U4) =% U wtedy i tylko
wtedy, gdy (A, V4) £ Y. Poniewaz £ ma wiasnosé¢ spéjnikéw Boolowskich (zo-
bacz: definicja logik regularnych) oraz wlasno$¢ reduktow (zobacz: definicja logik abs-
trakcyjnych), wigc: (2, U4, VA, f4) =X U = V. To koficzy dowéd warunku (1).

Na mocy zwartosci £ otrzymujemy skonczony zbiér &, C & taki, ze:

(2) @ L (@ =vY).

Poniewaz ® sktada si¢ ze zdan pierwszego rzgdu, mozemy wybraé skoficzony zbidr
op C o taki, ze @ sktada si¢ z og-zdan (czyli zdafi z jezyka o sygnaturze o). Poka-
zemy, ze 0 spetnia teze lematu 2.

Niech A, B € Str, iniech 7 : A [ 09 = B | 09. Mozemy zatozy¢, ze dziedziny
tych struktur, czyli A i B sa roztaczne: A N B = (). Gdyby tak nie byto, to wzieli-
bySmy izomorficzng kopi¢ B o uniwersum roztacznym zA, korzystajac z wtasnosci
izomorfizmu (zobacz: definicja logik abstrakcyjnych).

Zdefiniujemy strukture (€, U, VO, f€) € Str,,(p,v, 3. Uniwersum tej struktury
to C' = AU B. Jej relacje (i jedna funkcj¢) definiujemy nastgpujaco:

e RY = RAURPE dla R € o [uwaga: o jest czysto relacyjna]

e UY=4

e V=R

e fC definiujemy tak, aby f€ | U¢ = r.

Wtedy (€, U, VC, f¢) jest modelem ®g, a wigc mamy takze:
(€U, Ve, [9) - @

Na mocy (2) dostajemy: (¢, U¢, VC, f¢) £ (U = V).

Poniewaz [U¢]® = A oraz [V¢]|¢ = B, wiec (skoro £ ma whasnos¢ spéjnikéw
Boolowskich oraz relatywizacji): 2 =% 1) wtedy i tylko wtedy, gdy B |=* 1. To
konczy dowdd lematu 2.

Niech 2,8 € Str,. Powiemy, ze U jest L-rownowazna z B, gdy dla kazdego
o-zdania ¢ z £: A =X 1) wtedy i tylko wtedy, gdy B =X . Jesli A i B sa L-
réwnowazne, to piszemy 2 =, B. Relacja elementarnej réwnowaznosSci pokrywa si¢
z relacja L,,,-réwnowaznosci i bedzie, jak dotychczas oznaczana przez =.
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LEMAT 3.

Niech £ begdzie zwarta. Jesli kazde dwie elementarnie rownowazne struktury sa
takze L-réwnowazne, to L ~ L,.,.

DowOD.

Poniewaz L, < L (co zaktadaliSmy na poczatku rozwazan w calym tym punkcie),
wigc musimy pokazaé, ze £ < L, czyli ze dla kazdego o oraz kazdego zdania
¢ € L(o) istnieje o-zdanie pierwszego rzedu ¢ takie, ze Mod,, (@) = Modz (V).

Niech ) bedzie zdaniem spetnialnym. W przeciwnym przypadku mozemy wziaé
za  np. zdanie Vo —x = x i teza lematu bgdzie trywialnie spetniona.

Twierdzimy, ze:

(1)  Dlakazdej 2 € Mod,(1) istnieje o-zdanie g € L(0) takie, ze A = g
oraz oy = 1.

Dowdéd (1) przeprowadzimy metoda wprost. Niech 2 € Mod (). Wtedy zacho-
dzi: Th(A)* =~ 1. Jest tak, poniewaz jesli B =5 Th(A)*, czyli B = Th(A), to
2l = 9B. Z zatozenia mamy A =, B, a wigc B =- .

Na mocy zwartosci L istnieje liczba r oraz zdania ¢y, ..., ¢, € Th(2) takie, ze
{pk, ..., 0} EX 9. Niech pg bedzie koniunkcja g A . . . A .. Wtedy oo € Th(21),
czyli A |= oo oraz 3y - 9. To koficzy dowdd (1).

Na mocy (1) otrzymujemy teraz:

(2) Mode()= U Mode(gy).

AeMod (1)

Pokazemy, ze istnieja 2o, . .., 2, € Mod,(v) takie, iz:

(3)  Modc(v) = Modc(py,) V... U Modc(p,)-

W przeciwnym przypadku (j. gdyby (3) miato nie zachodzi¢), dla kazdej skoriczo-
nej liczby modeli o, . . ., 2, € Mod (1)) mielibySmy:

Mod(py,)U...UModc(py,) & Modc(9).

Wtedy kazdy skonczony podzbidr zbioru {—p} U {—p} : 2A € Mod, ()} bylby
spetnialny, a wigc na mocy zwartosci £ caty ten zbidér bytby spetnialny, co daje sprzecz-
nosé z (2).

Na mocy (3) otrzymujemy:

Modg(@b) = Mod,,, (QDQ[O) U...UMod,,,, (@g{n) = Mod,,,, ((pgo V.. .V(pg(n).

Dla ¢ o postaci pg, V. ..V g, zachodzi zatem Mod,, = Mod(1). To koriczy
dowdd lematu 3.

I TWIERDZENIE LINDSTROMA.

Niech £ bedzie regularnai £, < L.Jesli £ jest zwarta i ma wiasno$¢ Lowenheima-
Skolema, to £ ~ L.

DowOD.

Wystarczy pokazaé, ze L < L.

Ponadto, na mocy lematu 3 wystarczy pokazaé, ze dla wszystkich o

(%) Dla wszystkich 2,8 € Str,, jesli A = B, to A =, B.

Mozemy przy tym ograniczy¢ si¢ do sygnatur relacyjnych o, z nastgpujacego po-
wodu. Jesli (%) zachodzi dla sygnatur relacyjnych o, to gdy 20 = 9B przechodzimy
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do o”, A" oraz B” i otrzymujemy A" = B". Teraz (%) zachodzi dla sygnatur rela-
cyjnych ¢” i mamy: A" =, B". Na mocy wlasnosci zamiany symboli funkcyjnych i
stalych indywidualnych na predykaty (zobacz: definicja logiki regularnej), dla dowol-
nego 1 € L(o) nastgpujace warunki sa réwnowazne:

Ay

o A" L

o B" =X " (poniewaz A" =, B")
o B -1,

a zatem zachodzi 2 =, B.

Dowdd (%) dla sygnatur relacyjnych o poprowadzimy nie wprost. Przypusémy, ze
dla pewnych 2(, B € Str, oraz pewnej ¢ € L(o):

(1) A=DB,A X YorazB =X
(jak pamigtamy, powinniSmy wilasciwie pisa¢ np. —.; korzystamy z tego, ze £ ma
wlasnos¢ spdjnikéw Boolowskich).

Wybieramy 1) spetniajaca (1) oraz (na mocy lematu 2) skoiiczong sygnaturg og C
o. Wtedy ,,znaczenie v zalezy tylko od skoriczenie wielu symboli”.

Skoro 2 = B, to oczywiscie takze U [ o9 = B | 0g, wigc na mocy twierdzenia
Fraissé’go struktury 2 | o oraz B | oy sa skofczenie izomorficzne. Otrzymujemy
zatem, dla odpowiedniego (I,,)new:

(2) (In)nEu; (A Tog =B T o0, 2 ':E "/}s B ':E _‘ZZJ-

Istota dowodu zasadza si¢ w tym, aby otrzymac teraz (na mocy wtasnosci zwartosci
oraz wlasno$ci Lowenheima-Skolema) struktury przeliczalne 2’ oraz B’ takie, ze:

(3) A oo, B o9, A EX Y, B =L .

Gdy otrzymamy (3), to twierdzenie bgdzie udowodnione: poniewaz przeliczalne
cze$ciowo izomorficzne struktury 2" | og oraz B’ | o9 sa izomorficzne, a zatem,
na mocy wyboru oy mamy: A’ =% v wtedy i tylko wtedy, gdy B’ =X 1, a to jest
sprzeczno$é z (3). Trzeba zatem odrzucié przypuszczenie dowodu nie wprost warunku
(%) i twierdzenie zachodzi.

Trzeba wigc jedynie udowodnié (3). Dowéd moze sprawiaé¢ wrazenie nieco zawi-
tego. Bedziemy, intuicyjnie méwiac, podawac ,,opis” warunku (2) w logice L.

Mozemy zatozyé, ze A i B, czyli dziedziny struktur 2 i, odpowiednio, B, sa roz-
Iaczne. Pamigtajmy takze, ze sygnatura o jest czysto relacyjna.

Tworzymy sygnature o dodajac do o nowe symbole:

e jednoargumentowy symbol funkcyjny f
e jednoargumentowe predykaty P, U,V
e dwuargumentowe predykaty <, I

e tréjargumentowy predykat G.
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Zbudujemy strukture &€ € Str,+, ktérej uniwersum C' bedzie zawierato uniwersa
struktur 2 oraz ‘B, a takze (jako elementy) wszystkie czgSciowe izomorfizmy I,,. W
ten sposéb L ,,opisze” skoriczong izomorficzno$¢ (I, )new : A | 09 Ze B | 0p.

Niech zatem:

e (C=AUBUwU U I,

new
e (b)UY = Aoraz [UC]¢170 =9
e () VY = Boraz [VC]¢lo0 =B

e (d) <¢ jest naturalnym porzadkiem w w, a f¢ | w jest funkcja poprzednika,
czyli f€(n+1)=n,a f€(0)=0

e )P = I,

new
o (f) I (n,p) wtedy i tylko wtedy, gdy n € worazp € I,
e (2) GY(p,a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy P (p), a € dom(p) oraz p(a) = b.

Teraz zbudujemy koniunkcje  skoriczenie wielu ponizszych zdan (i)—(viii) z L(o ),
dla ktérej € bedzie modelem.

e (i) Vp (P(p) — VaVy (G(p,x,y) — (U(z) ANV (y))))
e (ii) Vp (P(p) — YaVyYuYv ((G(p,z,y) AN G(p,u,v)) — (x =u Ay =v)))

o (iii) Vp (P(p) — Va1...2,Vy1 ... yn (G0 21,31) Ao AG(D,T0, yn)) —
(R(z1,- - Tn) = R(y1, .- yn))))

dla kazdego n-argumentowego predykatu R € o

e (iv) aksjomaty czesciowego porzadku dla < oraz fakt,ze pole < jest uporzadko-
wane przez < wraz z funkcja poprzednika f:

Ve (Jy (y <) — (flz) <zA-3z (f(x) < zAz <))
e MV (Jy (z <yVy<z)—Ip(Pp) Alz,p)))
(czyli: jesli x jest w polu <, to I, = {p: P(p) A I(z,p)} # )

o (vi) VaVpYu ((f(x) <z AI(z,p) ANU(u)) — IqTv (I(f(x),q) A G(q,u,v) A
vy (G(p, 2, y') — Glg, 2',y"))))
(to jest, jak widaé, wtasnos¢ rozszerzania czgSciowych izomorfizméw ,,w przéd™)

o (vii) VaVpVu ((f(x) <z AI(z,p) AV (v)) — JqTu (I(f(2),q) A G(g, u,v) A
vy (G(p, 2, y') — Glg, 2',y"))))
(to jest, jak widaé, wtasnoS¢ rozszerzania czgSciowych izomorfizméw ,,w tyt”)
o (viii) 3z U(z) Ay V(y) ApY A (—ap)V
(pamigtamy, ze U¢ = A, VY = Boraz A =X ¢ i B X —)).
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Uwaga: tu (i weze$niej) uzywamy predykatu identycznosci =, ktérego nie nalezy
myli¢ z (metajezykowym) symbolem relacji identycznosci =.

Na mocy (i)-(iii), G opisuje wykres czgSciowego izomorfizmu z oy-podstruktury
generowanej przez U w og-podstrukture generowana przez V.

Wybieramy nowa stala indywidualna c. Termy ¢, f(c), f(f(c)), ... bedziemy ozna-
czaé fOc, flc, f?c,.... Niech ¥ = {x} U {f"*lc < f*;n € w}. Kazdy skoficzony
podzbiér zbioru ¥ ma model, a mianowicie model ¢’ = (€, ¢©"), gdzie ¢ jest wystar-
czajaco duza liczba naturalng. Na mocy zwartosci logiki £ istnieje model (D, c”) dla
calego zbioru W. Zbiér D zawiera nieskoficzony ciag < -zstepujacy, a mianowicie:
o (fPe)P <P (fle)P <P cP. Potrzebujemy przeliczalnego modelu o tej wiasnosci.
Nie mozemy jednak skorzysta¢ bezposrednio z wtasnosci Lowenheima-Skolema, bo
dotyczy ona tylko pojedynczych zdan, a zbiér ¥ jest nieskoriczonym zbiorem zdan.

Rozszerzamy teraz sygnaturg ot U {c} o nowy jednoargumentowy predykat Q.
Niech 9 bedzie (o U {c, Q})-zdaniem:

Qc) AV (Q(z) — (f(x) <z AQ(f(2))))

(widaé, ze @ jest podzbiorem pola <: () zawiera c i kazdy element () ma bezposredni
poprzednik, ktéry takze nalezy do Q).

Niech QP = {(f"c)P : n € w}. Wtedy (D, P, QP) =X x A 9.

Poniewaz x A ¢ jest spetnialna, wigc na mocy wiasnosci Lowenheima-Skolema
istnieje (co najwyzej) przeliczalny model (&, ¢, QF) dla y A V.

Skoro w & zachodzi (viii), to U¥ # () oraz V¥ # (). Poniewaz o jest relacyjna,
wiec UF oraz V¥ sg uniwersami podstruktur. Niech:

o A = [UE]G[O'
o B — [VE]Gfo.

Pokazemy, ze (co najwyzej) przeliczalne struktury 2’ oraz 9B’ spetniaja (3).

Na mocy (viii) mamy: & =< 1Y oraz & =% (—1)V, a stad otrzymujemy (na mocy
wlasnos$ci relatywizacji):

(4) WEEY, B L .

Z warunkéw (i)—(iii) wiemy, ze kazdy p € P¥ odpowiada czesciowemu izomor-
fizmowi z " | o9 w B’ | o¢ (bedziemy kazdy taki czeSciowy izomorfizm oznaczaé
przez p).

Poniewaz (&, c¥, QF) = o, wigc dla kazdego n € w element e,, = (f™c)¥ nalezy
do QF oraz elementy e,, tworza ciag zstepujacy:

...e3 <E €2 <E €1 <E €q.

Niech I = {p : istnieje n taka, ze I¥(e,,p)}. Na mocy (v) otrzymujemy, ze
I # (. Na mocy (vi) oraz (vii) otrzymujemy, ze I ma wlasno$¢ rozszerzania w przéd i
w tyl.

Dostajemy zatem:

(65) I:A']o¢%, B | oo

Teraz (4) i (5) daja tacznie (3). Tym samym, dowdd I twierdzenia Lindstroma jest
zakoficzony.
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Udowodnimy jeszcze dwa lematy, ktéry beda potrzebne w dowodzie II twierdzenia
Lindstroma.

LEMAT 4.

Niech £ begdzie logika regularna, £, < L. Niech £ bgdzie zwarta i niech ma
wtasnos¢ Lowenheima-Skolema. Niech wreszcie o bedzie skonczona sygnatura czy-
sto relacyjna, c stata indywidualng spoza o oraz ) niech bgdzie oy-zdaniem logiki L.
Niech dla kazdego m € w istnieja struktury 2,,,, *B,, takie, ze:

(*) Qlrn = %ma mm ):ﬁ 1/), %m lZL ﬁl/"

Wtedy istnieje o1 -zdanie x1, gdzie oo U{<, ¢} C o7 oraz o1 jest skoriczona, takie,
ze:

o (a)Jesli A =X x1, to (A, <?) jest czesciowym porzadkiem, a ¢ elementem A
o skoriczonej liczbie <“-poprzednikéw.

e (b) Dla kazdego m € w istnieje 2 taka, ze A = x; oraz cA

<A-poprzednikéw.

ma co najmniej m

DoOwOD.

W oznaczeniach poprzedniego dowodu, niech 0 = 0, 01 = o U {c} oraz x;
niech bedzie koniunkcja x 1 zdania stwierdzajacego, ze c lezy w polu <.

Najpierw udowodnimy (b). Niech dla danego m € w struktury 2,,,, B,,, spetniaja
(%) oraz niech (Ip,)n<m : Am = By

Definiujemy € tak, jak w dowodzie I twierdzenia Lindstroma, z nastgpujacymi mo-
dyfikacjami:

e (i) <¢ jest naturalnym porzadkiem na {0,1,...,m}

o (i) P = | I,

nm

Niech ¢© = m. Wtedy (€, c©) spetnia (b).

Dla dowodu (nie wprost) (a), przypusémy, ze istnieje model (D, c¢”) dla 1, w kt6-
rym c¢P ma nieskoriczenie wiele < -poprzednikéw. Tak jak w dowodzie I twierdzenia
Lindstréma, z (D, c”) otrzymujemy dwie izomorficzne struktury A" i B’ takie, ze:
A’ =X+ oraz B’ =X —1p. To daje sprzeczno$é (izomorficzne modele musza spetniaé
doktadnie te same zdania), a wigc przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba odrzucié.

Tym samym dowdd (a) oraz catego lematu jest zakoriczony.
LEMAT 5.

Niech £ bedzie logika regularna, L, < L. Niech ¢ bgdzie skoriczong sygnatura
czysto relacyjna. Jeslidla v € L(o) nie istnieje zdanie pierwszego rzedu o tych samych
modelach, co v, to dla kazdego m € w istnieja struktury 2,,,,B,, € Str, takie, ze:

(%) A Z B, U =X 1 oraz B, =X .

DoOwOD.
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Zatézmy, ze 1) jest spetlnialna. W przeciwnym przypadku, teza lematu spetniona
jest trywialnie: Mod, () = Mode,, (v v = v).

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy, ze dla pewnego m € w oraz
wszystkich struktur 2,8 € Str,:

(1) jesliA =, B, to A =X ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy B =- .

Niech ¢y, ..., pr beda wszystkimi nieréwnowaznymi logicznie zdaniami pierw-
szego rzedu o rzedzie kwantyfikatorowym < m. Pamigtamy, ze jesli o bedzie skon-
czong sygnaturg czysto relacyjna, to istnieje tylko skoficzenie wiele takich nieréwno-
waznych logicznie formut (dowodzimy tego faktu w KRP, przez indukcj¢ po ztozonosci
formut). Wtedy:

(2) A =, B wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich 0 < 7 < k mamy:
A E ¢; wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢;.

Dla 2 € Str, niech g bedzie koniunkcja wszystkich zdan ze zbioru:

Na mocy (2) mamy wtedy, dla dowolnej 2B:

(3) A=, B wtedy i tylko wtedy, gdy B = @q.

Niech ¢ bedzie alternatywa (skoficzenie wielu!) zdan (g, dla ktérych zachodzi
A = 1, czyli @ jest zdaniem:

(4)  V{pa:A e Str, NA =}

Pokazemy, ze:

(5)  Modg(¢) = Modc,,, ()
i uzyskamy sprzeczno$¢ z przypuszczeniem dowodu nie wprost.

Jesli B jest modelem 1, to s nalezy do alternatywy (4) (jest jednym z jej czto-
néw). Poniewaz B = o, wige B = ¢.

Jedli, z drugiej strony, B = ¢, to (na mocy (4)) istnieje A taka, ze 2 =% 1 oraz
B = 9. Namocy (3) mamy wtedy A =,,, B, a na mocy (1) mamy B =~ .

Mamy stad sprzeczno$é, gdyz réwnowaznosé: B =X 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
B = ¢ oznacza, ze Modg () = Mod,, (varphi). Tak wigc, przypuszczenie do-
wodu nie wprost musimy odrzucié, co koriczy dowdd lematu 5.

II Twierdzenie Lindstroma

Przed sformutowaniem II twierdzenia Lindstroma trzeba wprowadzi¢ kilka poje¢,
ktérych twierdzenie to dotyczy. Zaktadamy, ze czytelnik ma podstawowe wiadomosci
dotyczace elementarnej teorii rekursji, a wigc ze zna np. pojecie zbioru rekurencyjnego,
zbioru rekurencyjnie przeliczalnego, funkcji rekurencyjnej, itp.

Powiemy, ze logika L jest efektywna, gdy dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o
zbiér L(o) jest rekurencyjny oraz dla kazdego zdania ¢ € L(o) istnieje skoriczona
oo C o taka, ze ¢ € L(oy).

Niech logiki £ i £’ beda efektywne. Piszemy:

o (a) L <5y L wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja rekurencyjna F’ taka, ze
dla kazdego ¢ € L(o) mamy: F(y) € L' (o) oraz Mod% () = Mod%, (F(v)).
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o (b) L ~c5p L wtedy i tylko wtedy, gdy £ <.y L' oraz L <.¢5 L. Jesli
L ~crs L', to méwimy, ze L i L' sa efektywnie rownowazne.

Dla przyktadu:

o L., logika drugiego rzedu £?, staba logika drugiego rzedu £“2, logika £(Q1)
(czyli logika z kwantyfikatorem ,,istnieje nieprzeliczalnie wiele”) sa efektywne

o L, . nie jest efektywna
L4 Eww geff £w2
o L2 Leff L2

Moéwimy, ze logika L jest efektywnie regularna, gdy L jest efektywna oraz dla
kazdej rekurencyjnej sygnatury o zachodza nastgpujace warunki:

e (i) istnieja funkcje rekurencyjne ¢ — — oraz (¢, 1) — ¢ V 9 (i podobnie dla
pozostatych spéjnikéw)
e (ii) dla kazdego jednoargumentowego predykatu U istnieje funkcja rekurencyjna
U
p=@
e (iii) istnieje funkcja rekurencyjna ¢ +— " (przy tym sygnatura ¢” musi by¢
rekurencyjna).

Niech logika £ bedzie efektywna. Méwimy, ze zbiér zdan prawdziwych logiki
L jest rekurencyjnie przeliczalny, gdy dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o zbidr
{p € L(c) : B =X o} jest rekurencyjnie przeliczalny. Méwiac, ze ten ostatni zbior
jest rekurencyjnie przeliczalny mamy oczywiscie na mysli to, ze zbiér kodéw jego
elementéw (uzyskanych przez jakas funkcje rekurencyjna, czyli np. przez numeracje
Godlowska) jest rekurencyjnie przeliczalny.
IT TWIERDZENIE LINDSTROMA

Niech £ bedzie efektywnie regularnai £, <cff L. JeSli £ ma wlasno$¢ Lowen-
heima-Skolema oraz zbiér zdan prawdziwych logiki £ jest rekurencyjnie przeliczalny,
t0 Loyw ~e ff L.

DowOD.

Niech £ spetnia zatozenia twierdzenia. Pokazemy, ze £ <.fy L. W dwéch kro-
kach:

e (x) Najpierw pokazemy, ze spetniony jest nastgpujacy warunek:

(%) Dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o oraz kazdego i) € L(o) istnieje
¢ € Ly (o) takie, ze Mod, () = Mod(p).

e (xx) Potem pokazemy, ze przejscie od 1 do ¢ jest efektywne.
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Poniewaz L jest efektywna, wigc wystarczy rozwazaé skoriczone sygnatury re-
kurencyjne. Poniewaz dla L istnieje efektywny odpowiednik wiasnosci zastgpowania
symboli funkcyjnych i stalych indywidualnych przez predykaty, mozemy ograniczy¢
si¢ do sygnatur o czysto relacyjnych.

Niech zatem o bedzie: rekurencyjna, skoficzona i relacyjna.

Poprowadzimy dowdd kroku (*) metoda nie wprost, korzystajac z lematéw 4 i 5
oraz z Twierdzenia Traktenbrota.

Przypuszczamy zatem, ze (%) nie zachodzi, czyli ze ¢ € L(o) oraz ze zadne
zdanie pierwszego rz¢du nie ma doktadnie tych samych modeli co .

Na mocy lematu 5, dla kazdej m istnieja 2,,,, B,, € Str, takie, ze:

L4 th %’m %m
o« Ay L
[ ] %m ):‘C —\w

Spelnione sa wigc zatozenia lematu 4. Istnieja zatem: sygnatura o oraz zdanie x;
z tezy tego lematu.

Rozszerzamy o4 przez dodanie jednoargumentowego predykatu W i rozwazamy
zdanie ¥ € L(oy U {W}) o nastgpujacej postaci:

x1 A Jx W(z) AVz (W(z) — z < ¢).
Na mocy wtasnosci zdania x; mamy wtedy:
e (a)Jesli® € Str, ypwy oraz =X 99, to zbiér W4 jest niepusty i skoficzony.

e (b) Dla kazdej m > 1 istnieje 2 taka, ze 2 |= ¥ oraz W4 ma doktadnie m
elementow.

Tak wigc, jesli 2 przebiega wszystkie modele 19, to W4 przebiega wszystkie (nie-
puste) zbiory skorficzone (pamigtajmy, ze wszystkie rozwazane logiki maja wtasno$¢
izomorfizmu).

Z powyzszych warunkow (a) i (b) otrzymamy sprzeczno$¢ z przypuszczeniem do-
wodu nie wprost.

Na mocy twierdzenia Traktenbrota istnieje rekurencyjna i skoficzona sygnatura oo
taka, ze zbiér wszystkich oo-zdan prawdziwych we wszystkich strukturach skoriczo-
nych (tej sygnatury) nie jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.

Mozemy zatozy¢, ze o9 jest czysto relacyjna i roztaczna z oy U {W}.

Niech F' bedzie odwzorowaniem rekurencyjnym ¢ — F(p), ze zbioru L(og) w
L(o2) taka, ze Mod(y) = Mod(F(p)). Wtedy dla wszystkich zdai ¢ € L(o3):

e (¢  jest prawdziwe we wszystkich strukturach skoniczonych (sygnatury
02) wtedy i tylko wtedy, gdy =5 9 — (F(p))W.

Aby udowodni¢ réwnowaznos¢ (#), trzeba dowies¢ implikacji prostej oraz odwrot-
nej.
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= Niech ¢ bedzie prawdziwe we wszystkich strukturach skoficzonych oraz 2 €
Stro, u{wiue, bedzie taka, ze A =~ ). Namocy (a), W+ jest niepusty i skoriczony, a
wige [WARo2 =L o astad [IWA]R192 =5 F(p). Wtedy A | 09 =X (F(9)W.

< Na mocy (b), dla kazdej m > 1 istnieje 2 taka, ze A = ¥ i W ma doktadnie
m elementéw. Stad A =2 (F(p))W, czyli A = ©"'. W konsekwencji, [4]*172 = .

To koriczy dowdd (4), a tym samym dowdd kroku ().

Przechodzimy do dowodu kroku (). Niech g7 bedzie funkcja rekurencyjna, przy-
pisujaca numery (np. numery Godlowskie) zdaniom logiki £, czyli zdaniom ustalonej
sygnatury rekurencyjnej o. Na mocy faktu, ze zbidér zdan prawdziwych logiki £ jest
rekurencyjnie przeliczalny, dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o istnieje dwuargumen-
towa relacja rekurencyjna, powiedzmy R, taka, ze dla wszystkich zdad ¢ € L(o):

o =% ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy 3m R(m, g% ().

Ustalmy wyliczenie (1, : n € w) wszystkich o-zdan logiki L, takie, ze przypo-
rzadkowanie n — g7 (1r,) jest rekurencyjne. Niech G bgdzie funkcja rekurencyjna
taka, ze dla o-zdan logiki L:

o G(92(9) = ((u(m,n))R(m, gZ(p =¢ (¥n)*)

(tu () jest np. pierwotnie rekurencyjna funkcja kodujaca (pary) Cantora, a ()1 jest pier-
wotnie rekurencyjng funkcja rzutu, na pierwszy argument pary; p x [. . .] jest efektyw-
nym p-operatorem, czytanym: ,,najmniejsze x takie, ze [. . .]”). Powyzej zaznaczyliSmy
wyraZnie, ze bierzemy spéjnik réwnowaznosci z logiki £ oraz, ze rozwazamy ,,prze-
ktad” formuty 4, na stosowne zdanie logiki L.

Niech ¢* bedzie formuta 1G4z (). Wtedy rekurencyjne odwzorowanie ¢ — ¢*
poswiadcza, ze £ <cff Luw-

Dowdd II twierdzenia Lindstroma zostal tym samym zakoniczony.

Przypomnijmy jeszcze sformulowanie twierdzenia Traktenbrota, na ktére powotu-
jemy si¢ w powyzszym dowodzie (jego dowdd podajemy w Preliminariach matema-
tycznych, w dziale dotyczacym matematycznych modeli obliczalno$ci).

TWIERDZENIE TRAKTENBROTA. Istnieje skoficzona sygnatura o taka,
ze zbior wszystkich zdan (jezyka KRP o sygnaturze o) prawdziwych we
wszystkich strukturach skoficzonych nalezacych do Str, nie jest rekuren-
cyjnie przeliczalny.

Oprécz powyzszych twierdzen Lindstroma, znaleziono caly szereg innych jeszcze
twierdzen, charakteryzujacych logiki abstrakcyjne maksymalne jesli chodzi o wybrane
zestawy wlasnosci. Twierdzenia te dotycza zaréwno logik z uogélnionymi kwantyfika-
torami, jak i logik infinitarnych. Takze logiki wyzszych rzedéw moga by¢ oczywiScie
traktowane jako logiki abstrakcyjne w oméwionym wyzej sensie.
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2.4. Kilka przykladéw

WspominaliSmy juz na Seminarium Zaktadu Logiki Stosowanej UAM o logikach
z uogOlnionymi kwantyfikatorami. Dla przypomnienia, podajmy garstke informacji o
niektérych takich logikach.

Mostowski rozwazat tzw. kwantyfikatory numeryczne Q.,, gdzie « jest liczba po-
rzadkowa. Znaczenie formuty Q,x¢(x) okresla si¢ nastgpujaco:

o M = Qaxp(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr {a € dom (M) : M = p(x)[a]}
ma moc nie mniejsza od N,,.

W szczegblnosci, Qg jest kwantyfikatorem, za pomoca ktérego wyrazié mozna po-
jecia: nieskoriczenie wiele oraz skoriczenie wiele, poniewaz formuta Qozp(x) jest spet-
niona w strukturze 9 wtedy i tylko wtedy, gdy w dom(9) istnieje co najmniej N
obiektéw, spelniajacych formute o(z). Jak pamigtamy z elementarnego kursu logiki,
pojec tych nie mozna wyrazi¢ w klasycznej logice pierwszego rzgdu.

Mostowski formutuje pewne warunki, ktére musza by¢ spetnione, aby tak wprowa-
dzone pojecie miato porzadna (i zamierzona) semantyke. Do warunkéw takich nalezy
to, ze jesli M |= Qo zp(z) oraz struktury 91 i 91 sa izomorficzne, to zachodzi réwniez
N = Qaxe(x). Odpowiada to intuicjom zwigzanym z kwantyfikatorem (numerycz-
nym): ma on charakteryzowac jedynie liczbe obiektéw, nie przesadzajac niczego o ich
jakosci.

Kwantyfikatory numeryczne Mostowskiego rozumie¢ mozna w sposéb relacyjny:
kwantyfikatorem (jednoargumentowym) jest rodzina () par zbioréw (U, X)), gdzie X C
Uorazjesli (U, X) € Qi|X|=|Y],|[U-X|=|V-Y],to (V,Y) € Q. Symbol | X|
oznacza, przypomnijmy, moc zbioru X . Dla przyktadu:

Qo ={(U,X) : |X] = No}.

Kwantyfikatory tak rozumiane moga by¢ traktowane jako operacje @) spetniajace
nastgpujace warunki:

o Jesli o(x, 3) jest formuta, to formula jest réwniez Qrp(z, ).
e M= Qro(x, ¥)[b, @] wtedy i tylko wtedy, gdy:

(dom(), {b: M = p(, 7)[b, @]}) € Q.

Jesli L, oznacza klasyczng logike pierwszego rzedu, to niech L, (Q) oznacza
jej rozszerzenie otrzymane przez dodanie tak rozumianego kwantyfikatora Q).

Mostowski udowodnil, ze L, (Qo) nie jest (efektywnie) aksjomatyzowalna. Niech
0 bedzie zdaniem:

Vr-Qoy (y < x)

jezyka L, (Qo) i niech II bedzie aksjomatyka arytmetyki Peana (w jezyku L), a
Iy modelem standardowym tej arytmetyki. Wtedy dla kazdego zdania ¢ jezyka L.,
mamy:
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o My E ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego 90, jesli 9 = 11, to
M (60— ).

Poniewaz, jak wiadomo, nie ma efektywnej procedury arytmetycznej dla rozstrzy-
gania lewej strony tej rownowaznosSci, wigc nie istnieje petna metoda dowodowa dla
L ww (QO ) .

Postawiony przez Mostowskiego problem, czy L, (Q1) jest aksjomatyzowalna
zostal rozwiazany przez Keislera.

Mostowski podat takze teorio-modelowa charakterystyke kwantyfikatorow pierw-
szego rzedu: dowolne rozszerzenie logiki pierwszego rzgdu otrzymane przez dodanie
jednoargumentowego kwantyfikatora, ktére spelnia warunek:

e kazde zdanie, ktére ma model nieskoriczony, ma tez model kazdej mocy nieskon-
czonej

jest réwnowazne z logika pierwwszego rzgdu.

Ujecie Mostowskiego doczekato si¢ wkrétce uogdlnienia, w pracach Lindstroma
(1969), gdzie rozwaza si¢ nie tylko kwantyfikatory jednoargumentowe, lecz rowniez
wieloargumentowe. Takimi sa, dla przyktadu:

o KWANTYFIKATOR HARTIGA. I = {(U, X,Y) : | X| = |Y|}

¢ KWANTYFIKATOR RESCHERA. R = {(U, X,Y) : |[X| < |Y|}.

Te kwantyfikatory nie moga zosta¢ wyrazone w formalizmie Mostowskiego. Defi-
nicja Lindstroma ma, w uproszczeniu, posta¢ nastgpujaca:

(Lokalnym) kwantyfikatorem uogdlnionym na M typu {k1, ..., k,) nazywamy do-
wolna n-arna relacje pomiedzy podzbiorami M*1, ... M¥n,

Uogo6lnionym kwantyfikatorom po§wigciliSmy osobny wyktad. W wigkszosci przy-
padkéw byta mowa o tzw. kwantyfikatorach uogdlnionych monadycznych binarnych,
czyli typu (1, 1).

Kwantyfikatory rozwazane przez Mostowskiego byly typu (1), kwantyfikatory Hér-
tiga i Reschera sa typu (1, 1).

W 1959 roku Henkin rozwazat inne rodzaje kwantyfikatoréw, rézne od kwantyfi-
katoréw numerycznych Mostowskiego.

Pamigtamy, ze przy tworzeniu prefiksowej postaci normalnej formuty jezyka ra-
chunku predykatéw wszystkie kwantyfikatory poprzedzaja matryce formuty. Przy sko-
lemizacji takiej formuly eliminujemy kwantyfikatory egzystencjalne, wprowadzajac
nowe symbole funkcyjne (dla funkcji Skolema).

Symbol funkcyjny f wprowadzony przez eliminacj¢ kwantyfikatora 3 z prefiksu
kwantyfikatorowego Q1 Q> . . . Q,, (gdzie @; sa kwantyfikatorami klasycznymi: V oraz
J) ma tyle argumentéw, ile kwantyfikatorow ogélnych poprzedza 6w eliminowany
kwantyfikator 3 w prefiksie Q1 Qs . . . @,,. Powstaje problem, czy ta procedura dobrze
opisuje sytuacje, w ktérych dokonujemy wyborow niezaleznych. Henkin wprowadzit
uogdlnienie tej procedury, dopuszczajac prefiksy czgsciowo uporzadkowane lub ina-
czej prefiksy rozgalezione, za pomoca ktérych mozna wyrazi¢ zaleznoSci, ktérych nie
mozna przedstawié w sposéb liniowy. Kwantyfikator Henkina ma postaé nastgpujaca:
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Ver——-3y
T,Y, U,V
Yu Jv > ¢,y )

Czesciowy porzadek prefiksu ma oddawaé sytuacje, gdy dokonujemy wyboréw
niezaleznych. Semantyke dla tego kwantyfikatora ustala si¢ nastgpujaco:
Kwantyfikator Henkina to kwantyfikator typu (4) taki, Ze:
H = {RCM 4+ istniejq funkcje f,g na M takie,ze
dla dowolnych a,b € M (a, f(a),b, f(b)) € R}.

Jezyk z kwantyfikatorem Henkina ma moc wyrazania istotnie wigksza niz jezyk
klasycznego rachunku predykatéw. Mozna pokazaé, ze kwantyfikator )y Mostow-
skiego jest definiowalny przez kwantyfikator Henkina. Pojecie ,,mocy wyrazania” je-
zyka bylo objasnione wczesniej

Dalszych uogdélnien dokonat w latach siedemdziesiatych XX wieku Barwise. Roz-
wazal m.in. rozgatezione prefiksy, w ktérych wystepowaty uogélnione kwantyfikatory
(w sensie Lindstroma).

Oto jeszcze kilka dalszych kwantyfikatoréw uogélnionych:

Vi = {M},
I ={X CM:X #0},
(Fsn)u ={X C M :|X] = n},
Qo) ={X € M:|X| >R},
(Qp)m ={X CM:|X|>|M-X|}, (Kwantyfikator Reschera),
(Qp)Mm ={X C M :|X|=|M|}, (Kwantyfikator Changa).

Widaé zatem, ze réwniez ,,zwykle” kwantyfikatory mozna uwaza¢ za kwantyfika-
tory uogdlnione (co jest do$¢ oczywiste — dobre uogdlnienie powinno uwzgledniac
przypadki wyjsciowe).

Przez Lg oznacza¢ teraz bedziemy jezyk KRP z kwantyfikatorem (). Interpretacje
L¢g wyznaczone beda przez semantyczng charakterystyke @. Dla jezyka L z ustalong
interpretacja semantyczna () bedziemy tez uzywac terminu ,,logika Lg”. Niech X, be-
dzie a-ta moca nieskoniczona (gdzie « jest liczba porzadkowa). Zamiast R, piszemy
czasem w. Jesli k, A\ sa nieskoiczonymi liczbami kardynalnymi, to przez L) rozu-
miemy jezyk w ktérym dopuszczalne sa koniunkcje i alternatywy dlugosci mniejszej
niz x oraz prefiksy kwantyfikatorowe dlugoSci mniejszej niz A. Tak wigc, L., to je-
zyk KRP, klasycznej logiki pierwszego rzedu. Przez Lo, rozumiemy jezyk, w ktérym
dopuszczalne sa koniunkcje i alternatywy dowolnej dtugosci oraz prefiksy kwantyfika-
torowe dlugosci mniejszej niz A.

KWANTYFIKATOR ,,ISTNIEJE NIESKONCZENIE WIELE”
Wyrazenie Qox «(x) czytamy: istnieje nieskoriczenie wiele z takich, ze o(x).
Semantyka )y wyznaczona jest przez warunek:
A = Qozr afx) wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr {a € dom(2) : A = «afa]} jest
nieskoniczony.
Oto niektére wlasnosci Lg,,:
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o Standardowy model arytmetyki PA mozna scharakteryzowaé w L, z doktadno-
Scig do izomorfizmu.

Wystarczy do aksjomatéw dyskretnego liniowego porzadku < doda¢ aksjomat:
V-Qoy y < x.

e W L, nie zachodzi gérne twierdzenie Lowenheima-Skolema.
e L, nie jest aksjomatyzowalna.

e W Lg, nie zachodzi twierdzenie o zwartosci.

e W Lg, zachodzi dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema.

e Petnos¢ (systemu dowodowego z nieskoficzonymi dowodami) dla Lg, mozna
otrzymac przez dodanie reguly infinitarnej:

I?lr a(x), 372z a(z), . ..

Qoz a(x)

e Dowolna przeliczalna Ny-kategoryczna teoria w Lg, bez modeli skoficzonych
jest zupelna.

e Teoria gestych liniowych porzadkéw jest zupetna w L, .

e Lg, jest fragmentem L,,, ,, co wida¢ z réwnowaznosci:

Qoz ax) = /\ 37"z a(x).

n<w

KWANTYFIKATOR ,,ISTNIEJE NIEPRZELICZALNIE WIELE”

Wyrazenie Q1 x «(x) czytamy: istnieje nieprzeliczalnie wiele x takich, ze a(x).

Semantyka ()1 wyznaczona jest przez warunek:

A = Qi1 alx) wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr {a € dom(2) : A |= «afa]} jest
nieprzeliczalny.

Ograniczamy si¢ do interpretacji nieprzeliczalnych.

Tak jak w L, definiowalne jest pojecie skoficzonosci, tak w Lg, definiowalne jest
pojecie przeliczalnosci.

Oto niektére wlasnosci Lg,

e Teoria gestych liniowych porzadkow nie jest zupetna w L, .

e Gorne twierdzenie Lowenheima-Skolema nie zachodzi w L, . Dolne twierdze-
nie LS zachodzi w nastgpujacej wersji: jeSli teoria w Lg, (mocy co najwyzej N;)
ma model, to ma model mocy N;.

e Kazda N;-kategoryczna teoria w Lg, (mocy co najwyzej N;) jest zupeina.

o Teoria ciat algebraicznie domknigtych charakterystyki zero jest zupetna w L, .
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e Lg, jest (!) aksjomatyzowalna.

KWANTYFIKATOR CHANGA

Wyrazenie Q.x a(x) czytamy: istnieje tyle x takich, ze «(z) ile jest obiektow w
calym uniwersum.

Semantyka (). wyznaczona jest przez warunek:

A = Q. a(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr {a € dom(2) : A = afa]} ma taka
sama moc, jak zbiér dom ().

Oto niektére wlasnosci Lg..:

e W modelach mocy X; kwantyfikator (). ma taka sama interpretacjg, jak kwan-
tyfikator Q1.

e Teoria gestych porzadkéw liniowych nie jest zupetna w L, .

o Teoria ciat algebraicznie domknigtych charakterystyki zero jest zupetna w L.
[Teoria ta dopuszcza eliminacj¢ kwantyfikatorow 31 Q...]

o Jedli przeliczalna teoria w Lo, ma model, ktérego moc jest liczbg kardynalng
nastgpnikowa, to ma model mocy N;.

o Jesli przeliczalna teoria w Lg, ma model mocy Ny, to ma modele kazdej mocy
nieskonczone;j.

e Niech Val; bedzie zbiorem wszystkich zdafi Ly, prawdziwych w modelach
mocy R i niech Val, bedzie zbiorem wszystkich zdan Lg, prawdziwych w
modelach mocy RX,,. Wtedy (przy zatozeniu uogélnionej hipotezy kontinuum):

1. Val; oraz Val,, sa rekurencyjnie przeliczalne.

2. Valy N Val, jest zbiorem wszystkich Lg_-tautologii.

KWANTYFIKATOR ,,JEST WIECEJ A N1Z B”

Wyrazenie Q@ a(x)f(x) czytamy: jest wigcej « takich, ze «(x) niz x takich, ze
Blx).

Semantyka (s wyznaczona jest przez warunek:

A = Quer alx)f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy moc zbioru {a € dom () : A |=
aa)} jest wigksza od mocy zbioru {a € dom () : A |= Blal}.

Oto niektére wiasnosci Lg,,

e Standardowy model arytmetyki PA mozna scharakteryzowa¢ w Lg,, z dokfad-
noscig do izomorfizmu.

e Lq,, nie jest aksjomatyzowalna.

e W Lg,, nie zachodzi: ani dolne ani gérne twierdzenie Lowenheima-Skolema,
ani twierdzenie o zwartoSci.

e (o oraz (). sa definiowalne w Lg,, .
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e Lg,, jest logika o znacznej ,,mocy wyrazania”: mozna w niej sformutowac np.
zdanie, ktore ma model wtedy i tylko wtedy, gdy fatszywa jest uogélniona hipo-
teza kontinuum.

KWANTYFIKATOR HENKINA
Wyrazenie Qp(z,y,u,v)a(z,y,u,v) jest skrétem dla formuty z nastgpujacym
czgéciowo uporzadkowanym prefiksem kwantyfikatorowym:

Ve——-3y
oz, y,u,v
Yu = > @y )

Semantyka dla tego kwantyfikatora wyznaczona jest przez warunek:

A E Quryuww a(z,y,u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funkcje f oraz g
(okreslone na dom(2() i o wartosciach w dom (1)) takie, ze A |= a(z, f(z),u, g(u)).

Oto niektére wiasnosci L, :

o Kwantyfikatory Qo, Q. oraz @)y sa definiowalne w L, .
e Lq,, nie jest aksjomatyzowalna.
e W Lg,, nie zachodzi twierdzenie o zwarto§ci.

e W Lg,, nie zachodzi ani dolne, ani gérne twierdzenie Lowenheima-Skolema.
Widzimy wiec, ze réwniez L¢,, ma znaczng ,,moc wyrazania”.
* % %

Niektére z wymienionych wyzej logik (z uogdlnionymi kwantyfikatorami) sa upo-
rzadkowane nastgpujaco pod wzglgdem mocy wyrazania (strzatka oznacza zachodze-
nie relacji <):

Ly Lo, — Lg

\ /
— Lq,

(tu I jest kwantyfikatorem Hirtiga, a (), jest kwantyfikatorem wigkszoSci most:
Qura(x)F(x) ma semantyke odpowiadajaca warunkowi, ze wigkszos¢ obiektéw, ktdére
spetniajg (), spetnia 5(x)).

* %k 3k
Na poczatku drugiej potowy XX wieku rozpoczeto réwniez intensywne badania
logik infinitarnych. WspominaliSmy juz, ze pewne pojecia sa niewyrazalne w L,

czyli w klasycznej logice pierwszego rzedu. Sa one natomiast wyrazalne w Lg, dla
stosownie dobranych « oraz (3. Przypomnijmy pare przyktadéw:
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e w L, scharakteryzowa¢ mozna model standardowy arytmetyki Peana;
e w L, ., scharakteryzowa¢ mozna klasg¢ wszystkich zbioréw skonczonych;

e teoria uporzadkowanych ciat archimedesowych jest w L, ., skoficzenie aksjo-
matyzowalna;

e predykat prawdziwosci formut jezyka o przeliczalnej liczbie symboli jest defi-
niowalny w L, .}

e pojecie dobrego porzadku nie jest definiowalne w Ly, jest natomiast definio-
walne (pojedyncza formula) w L, ., .

Jak wiadomo, logiki infinitarne, w ktérych dopuszcza si¢ nieskonczone prefiksy
kwantyfikatorowe sa blizsze logice drugiego rzedu, z wszelkimi tego faktu konsekwen-
cjami, a wigc, w szczeg6lnosci, brakiem petnosci. Dla L, ., zachodzi twierdzenie
Scotta o niedefiniowalno$ci predykatu prawdziwosci w tymze jezyku; definiowalno$é
jest tu rozumiana w odpowiedni sposéb, z wykorzystaniem kodowar w klasie wszyst-
kich zbioréw dziedzicznie przeliczalnych. Wsréd logik infinitarnych o skonczonych
prefiksach kwantyfikatorowych szczegdlne miejsce zajmuje L, .. Zachodzi w niej
twierdzenie o petnosci, gdy na obecna w niej infinitarng regute wnioskowania pozwa-
lajaca wywnioskowaé koniunkcje A P ze zbioru przestanek ® narzucimy warunek,
aby @ byt przeliczalny. Warunek ten jest istotny: istnieje nieprzeliczalny zbiér zdan
jezyka Ly, ktéry nie ma modelu, a ktérego kazdy przeliczalny podzbiér ma model.
Przyktad ten pokazuje jednoczesnie, ze ani w L, ,, ani w zadnej z logik L.g, gdzie
a 2 wy, nie zachodzi twierdzenie o zwartoSci. Rozwazano jednak stosowne modyfika-
cje tego twierdzenia i wykazano, iz zachodzenie tych uogdélnionych wersji twierdzenia
o zwartosci powiazane jest z istnieniem duzych liczb kardynalnych.

W L, . dowolna przeliczalng strukturg z przeliczalng liczba relacji mozna scha-
rakteryzowaé z dokladnoscig do izomorfizmu, jak wiadomo ze stynnego twierdzenia
Scotta o izomorfizmie. Wtasnosci semantyczne modeli dla logik L., 1 Lo, (np. ele-
mentarng rownowazno$¢) mozna charakteryzowa¢ metodami algebraicznymi (twier-
dzenie Karp o czgSciowych izomorfizmach).

Pierwsze zastosowania infinitarnych regut inferencji znalezé mozna (w mniej lub
bardziej §wiadomej formie) m.in. w pracach Poincarégo, Léwenheima, Carnapa (zob.
tez np. podrecznik Ajdukiewicza z 1928 roku). Wraz z wyborem finitystycznego para-
dygmatu logiki pierwszego rzgdu reguly takie usunigte zostajq z tego paradygmatu.

Dotaczenie do aparatury inferencyjnej w-reguty pozwala, jak wiadomo, przeprowa-
dzi¢ w przypadku pewnych teorii dowody ich zupetnosci. W przypadku pewnych teorii
jednak nawet tak silne Srodki dowodowe nie wystarczaja: poréwnajmy w tym kon-
tekScie uwagi Mostowskiego (Mostowski 1967, s. 110; w pierwszym akapicie autor
odnosi si¢ do — z géry skazanych na niepowodzenie — préb uzyskania jakiej$ charak-
terystyki teorii mnogosci przy uzyciu infinitarnych metod dowodowych, w drugim —
do préb mocniejszego ugruntowania teorii mnogosci np. w logice drugiego rzedu):

Wszystkie te wyniki pokazuja, ze teoria mnogosci oparta na aksjomatyce Zermelo-

Fraenkla jest niezupetna i to w bardzo silnym stopniu. Oczywiscie nikt nie oczeki-
wal, ze okaze si¢ ona zupelna, ale tez nikt zapewne nie spodziewat sig¢, ze okaze si¢
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ona tak staba. Dowody niezaleznos$ci przeprowadzone metoda Cohena pokazuja,
ze — w odréznieniu od arytmetyki liczb naturalnych — nie usuniemy niezupet-
no$ci wzmacniajac reguty wnioskowania np. przez przyjecie tzw. reguty w. Niezu-
petnos¢ aksjomatycznej teorii mnogosci poréwnaé mozna raczej do niezupetnosci
teorii grup lub cial lub podobnych teorii algebraicznych. Nikt nie dziwi sig, ze
te teorie sg niezupetne. Ich aksjomatyki byly od poczatku sformutowane tak, by
istnialy dla nich réznorodne modele. W przypadku aksjomatéw teorii mnogosci
intencja byla odmienna, ale wyniki sa niemal takie same.

Istnieja préby oparcia teorii mnogosci (i wielu innych teorii matematycznych) na
logice drugiego rzedu. Wydaje mi sig, ze préby te jakkolwiek moga przynies¢ cie-
kawe rezultaty formalne, nie doprowadza do wyjasnienia podstaw teorii mnogosci.
W logice drugiego rzedu wystgpuje bowiem pojecie dowolnej wiasnosci. Reguty
wnioskowania i aksjomaty logiki drugiego rzedu maja charakteryzowac to poje-
cie. Otdz jest jasne, ze pojecie to w rownym stopniu domaga si¢ sprecyzowania,
jak pojecie zbioru. Poniewaz matematycy z zasady dopuszczaja tylko wlasnosci
ekstensjonalne, wigc nie ma zadnej réznicy migdzy pojeciem zbioru a pojeciem
wlasnosci rozpatrywanym w logice drugiego rzedu. W ten sposdb opierajac teorig
mnogosci na logice drugiego rzgdu nie wyjasniamy pojecia zbioru, lecz sprowa-
dzamy je do innego, w zasadzie mu réwnowaznego pojecia.

Formuty logiki pierwszego rzgdu L, kodowaé mozna liczbami naturalnymi lub,
co na jedno wychodzi, zbiorami dziedzicznie skoficzonymi, tj. elementami zbioru H (w).
Z kolei, formuty logiki L, kodowaé mozna elementami zbioru H (w1), tj. zbio-
rami dziedzicznie przeliczalnymi. Takze dowody w L., ,, kodowa¢ mozna elementami
H (wl ) .

Dowody w logice L., ., maja dlugos¢ przeliczalna. Mozna jednak poda¢ przyktad
zbioru zdan T" oraz zdania o z tego jezyka takich, ze ' |= o, ale nie istnieje dowéd o z
I'w Ly, .- Zbiér I mozna dobraé w ten sposéb, aby byt on X1 na H(w1).

Zbiér H (wy) jest domknigty na tworzenie przeliczalnych podzbioréw oraz ciagéw.
Jednak fakt wspomniany w poprzednim akapicie wskazuje iz, méwiac w uproszczeniu,
H (w1 ) nie jest domknigty ze wzgledu na operacje odpowiadajaca kodowaniu dowodéw
z dowolnych X1 na H (w1 ) zbioréw formut. Naturalne jest w tej sytuacji poszukiwanie
takich zbior6w A zastgpujacych H (wq), ktére bylyby domknigte na operacje odpowia-
dajace kodowaniom dowodéw w A oraz rozwazanie tylko takich formut, ktére maja
kody w A. Byla to jedna z motywacji do rozpatrywania tzw. dopuszczalnych fragmen-
téw L 4 logiki Ly, -

Barwise odkryl, Ze istniejg przeliczalne zbiory (admissible sets) A C H (w1 ), ktére
spetniaja powyzsze warunki. Sa to wigc takie uogdlnienia zbioréw dziedzicznie skon-
czonych, na ktérych (jako na zbiorach kodéw formut) mozliwe i sensowne jest upra-
wianie (uogdlnionej) teorii rekursji oraz teorii dowodu. Udowodnit takze swoje zna-
mienite twierdzenie o zwartosci: jesli A jest przeliczalnym zbiorem dopuszczalnym, to
kazdy zbiér formut jezyka L 4 bedacy Y1 na A, ktérego kazdy podzbiér (bedacy jedno-
cze$nie elementem A) ma model, sam réwniez ma model. Twierdzenie Barwise’a ma
mnogie zastosowania, m.in. pozwala np. udowodnié, ze kazdy przeliczalny przechodni
model dla ZFC ma wlasciwe rozszerzenie koicowe. Prace Barwise’a to swego rodzaju
unifikacja rozwazan w teorii modeli, teorii rekursji oraz teorii mnogosci.
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Szczegdblnie przydatna dla badani zbioréw dopuszczalnych okazata si¢ wersja teorii
mnogosci KP zaproponowana przez Kripke’go i Platka w polowie lat szes¢dziesia-
tych XX wieku. Jest ona teorig elementarna, ze stala pozalogiczna €, bgdaca pew-
nym ostabieniem teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla. Nie ma w niej aksjomatu zbioru
potggowego, a szczegdlng rolg petnia schematy aksjomatow Ag-separation oraz Ag-
collection (odpowiedniki schematéw aksjomatéw wyrézniania i zastgpowania), w kt6-
rych wystepuja formuty klasy Ag. Zbiory przechodnie A takie, ze (A, €) jest modelem
KP nazywane sa zbiorami dopuszczalnymi (admissible sets). Rozwaza si¢ takze teorig
KPU, czyli teori¢ KP z atomami.

Uwagi koncowe

Powyzsze notatki maja charakter kompilacyjny. Przygotowano je takze z mysla
o pracownikach Zaktadu Logiki Stosowanej UAM, dla utatwienia im wykonywania
postugi dydaktycznej w zakresie logiki. KorzystaliSmy m.in. z nastgpujacych Zrédet:

e Barwise, J. Feferman, S. (eds.) 1985. Model-theoretic logics. Springer-Verlag,
New York Berlin Heidelberg Tokyo.

e (Czelakowski, J. 2001. Protoalgebraic logics. Kluwer Academic Publishers, Do-
rdrecht Boston London.

e Ebbinghaus, H.D., Flum, J., Thomas, W. 1996. Mathematical logic. Springer.

e Mostowski, A. 1967. O niektérych nowych wynikach matematycznych dotycza-
cych teorii mnogosci. Studia Logica 20, 99-116.

e Pogorzelski, W.A. 1975. Klasyczny rachunek zdan. Zarys teorii. Pafistwowe Wy-
dawnictwo Naukowe, Warszawa.

e Pogorzelski, W.A. 1981. Klasyczny rachunek kwantyfikatorow. Zarys teorii. Pani-
stwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa.

e Pogorzelski, W.A., Wojtylak, P. 2008. Completeness theory for propositional
logics. Birkhduser, Basel Boston Berlin. [Prawie wszystkie ustalenia z punktu
pierwszego pochodza z tej pracy.]

e Rasiowa, H., Sikorski, R. 1963. The mathematics of metamathematics. Pafistwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa.

e Stegmiiller, W., Varga von Kibéd, M. 1984. Probleme und Resultate der Wissen-
schaftstheorie und Analytischen Philosophie, Band III: Strukturtypen der Logik.
Teil C. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York Tokyo.

e Viininen, J. 2004. Barwise: abstract model theory and generalized quantifiers.
The Bulletin of Symbolic Logic Volume 10, Number 1, 37-53.
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e Westerstdhl, D. 1989. Quantifiers in formal and natural languages. Handbook of
Philosophical Logic. Vol. IV, 1-131.

e Wojcicki, R. 1984. Lectures on propositional calculi. Ossolineum, Wroctaw.

Dowody wszystkich przytoczonych twierdzen znaleZé mozna w wymienionych
wyzej pracach. Na razie nie ma monografii w jezyku polskim, ktéra przedstawiataby
w sposéb systematyczny ktérykolwiek ze wspomnianych wyzej paradygmatéw meta-
logiki (algebraiczny i semantyczny).

* % %

Postawmy na zakoniczenie tych notatek kilka przyktadowych pytan, na ktére ma
probowac odpowiedzieé przygotowywana monografia:

1. Czy mozliwa jest unifikacja obu wspomnianych paradygmatéw?
2. Jakie ewentualne korzys$ci mogtaby przynies¢?

3. Jakie sa zwiazki miedzy matematycznymi podstawami metalogiki a czynionymi
w metalogice zalozeniami filozoficznymi?

4. Jakie sa inspiracje/motywacje dla tworzenia nowych poje¢ metalogicznych?
5. Jaki jest status takich pojeé, jak np.: stata logiczna w obu paradygmatach?

Nie podamy w tych notatkach odpowiedzi na powyzsze pytania. Ograniczymy sig¢
jedynie do kilku wskazéwek. Nie sa to przy tym uwagi podane w jakikolwiek systema-
tyczny sposob, maja one na razie charakter zebranych ad hoc konstatacji.

1. Paradygmat algebraiczny jest rozwinigty w przypadku rachunkéw zdaniowych.
Z kolei, paradygmat nazwany tu semantycznym, za punkt wyjscia bierze jezyki
pierwszego rzgdu. OczywisScie, paradygmat algebraiczny moze by¢ stosowany
takze w przypadku jezykéw pierwszego rzedu, jak pokazuje np. prezentacja tej
problematyki w The mathematics of metamathematics. Dla wtasciwego algebra-
icznego ujecia systeméw logicznych z kwantyfikatorami potrzebujemy jednak
algebr (np. algebr Boole’a) z nieskoficzonymi operacjami. Wykorzystywane sa
w takich ujeciach np. algebry cylindryczne lub algebry kwantyfikatorowe.

Mozna si¢ zastanawiad, jakie operacje algebraiczne wyznaczane sa poprzez po-
rzadek w klasie logik abstrakcyjnych (w rozumieniu punktu drugiego tych nota-
tek).

2. W paradygmacie algebraicznym wychodzimy od operacji konsekwencji, w usta-
lonym jezyku. Reprezentacje semantyczne (semantyka matrycowa) wyznaczone
sa w duzym stopniu przez algebre tego jezyka. Z kolei, w paradygmacie nazy-
wanym tu semantycznym punktem wyjscia jest (aksjomatycznie charakteryzo-
wana) relacja spelniania. Status formut (i zdan) jest tu inny niz w paradygmacie
algebraicznym: zdaniom logik abstrakcyjnych odpowiadaja klasy struktur rela-
cyjnych (modeli).
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Moéwiac Humanistycznie, gigboko metnie, unifikacja obu paradygmatéw mia-
faby na celu wykrycie (oraz wykorzystanie) ewentualnych warunkow zgodnosci
migdzy: przejSciem od operacji konsekwencji do semantyki (w paradygmacie
algebraicznym), a przejSciem od relacji spetniania do operacji konsekwencji (w
paradygmacie semantycznym).

. To bardzo trudne pytanie. Zwykle w charakterze przyktadu zwigzkéw migdzy
czynionymi w logice (oraz metalogice) zalozeniami filozoficznymi a wykorzy-
stywana na tym obszarze matematyczna aparatura pojeciowa podaje si¢ zalezno-
Sci taczace intuicjonizm (oraz rézne wersje konstruktywizmu) z wybranymi dla
intuicjonizmu strukturami matematycznymi (algebraicznymi, topologicznymi,
itd.), w odréznieniu od stosownej reprezentacji matematycznej dla logiki kla-
sycznej.

Juz sama matematyczna kodyfikacja metalogiki (w kazdym z oméwionych wy-
zej paradygmatéw) implikuje przyjecie okres§lonego stanowiska filozoficznego.
Dla przyktadu, trudno sobie wyobrazié, aby istniaty rozumne powody dla upra-
wiania parakonsystentnej metalogiki (cho¢ systemy logiki parakonsystentnej mo-
ga mie¢ wazkie aplikacje).

Osobnym problemem jest np. dopuszczanie (lub nie) mozliwosci stosowania w
metalogice rozumowan nieefektywnych, np. uzywanie aksjomatu wyboru, le-
matu Koniga, réznych form aksjomatu wyrézniania.

. Na Seminarium Zaktadu Logiki Stosowanej UAM méwiliSmy juz o problema-
tyce dotyczacej wylaniania si¢ poje¢ metalogicznych, takich jak np.: pelnos¢,
rézne rodzaje zupetnosci, kategorycznosé, zwartos¢. Wspominali§my np. o roz-
dzieleniu (poczatkowo utozsamianych) pojeé odpowiadajacych, w dzisiejszej
terminologii, kategorycznoSci oraz zupetnosci. W tym kontekscie warto row-
niez zwrdci¢ uwage np. na rolg niektérych twierdzen czysto matematycznych
dla ustalania paradygmatu logiki (np. twierdzenie Stone’a o reprezentacji algebr
Boole’a).

. Twierdzenia Pogorzelskiego-Wojtylaka przytoczone w punkcie 1.11. dostarczaja
przyktadu pokazujacego, ze nie istnieje charakterystyka statych logicznych lo-
giki klasycznej, spetniajaca pewne naturalne wymogi. Jak widzieliSmy, dla lo-
giki intuicjonistycznej taka charakterystyka istnieje. W tym kontekscie wazne sa
tez uwagi Pogorzelskiego i Wojtylaka dotyczace mozliwosSci uzyskania pozada-
nych charakterystyk statych logicznych logiki klasycznej za ceng rozszerzenia
rozumienia pojgcia operacji konsekwencji.

Whioskiem z twierdzefi Lindstroma jest m.in. to, ze klasyczna logika pierwszego
rzedu jest maksymalna logika (regularna!), ktéra nie odréznia mocy nieskoriczo-
nych i ktéra jest zwarta. Czy z tego mamy takze jakiekolwiek wnioski na temat
stalych logicznych (logiki pierwszego rzedu)?
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