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1 O czym bedzie ten wyklad?

Jak w tytule: bedzie o zagadkach. Kazda zagadka zawiera pytanie. Kazda zagadka
jest zadaniem podania jej rozwigzania. Czasami wazniejszy od samego rozwiaza-
nia jest sposéb dochodzenia do niego. Istotne sa zatem pomysty, metody, techniki,
itp. stosowane w rozwiazywaniu zagadek. Bedziemy przygladac si¢ w jaki spo-
sOb mysl poczeta przez postawienie zagadki rozwija si¢ w kierunku podania jej
rozwiazania. Mozesz wigc traktowaé ten wyktad jako intelektualny odpowiednik
przebywania na basenie, w sitowni, na biezni, itp. Krétko méwiac: mozesz uwazaé
uczestnictwo w tym wykladzie za trening intelektualny w rozwiazywaniu proble-
moéw. Ponadto interesowaé nas bedzie réwniez to, jak poprawnie (pod wzgledem
formalnym i merytorycznym) formutowac problemy.

1.1 Rodzaje zagadek

Czym wiasciwie sa zagadki? Jakie sg podstawowe typy zagadek? Ktore zagadki sa
wazne, a ktére ptoche? Przede wszystkim, wyréznimy dwa typy zagadek:

1. Zagadki typu analitycznego. Wszystkie informacje potrzebne do rozwigzania
tego typu zagadki sa zawarte w jej sformutowaniu (oraz w teorii, ktora jest
zaktadana, niejako ,,w tle”).

2. Zagadki typu syntetycznego. Aby rozwiazac tego typu zagadke, musisz przy-
wolaé jakie§ hipotezy, zalozenia, domysty, ktére nie wynikaja bezposrednio
z tredci samej zagadki.

Bedziemy zajmowac si¢ gtéwnie zagadkami typu analitycznego. Tak wigc,
w omawianych przez nas zagadkach sama ich tre$¢ bgdzie stanowita wskazéwki



do ich rozwiazania. Rozwazmy przykiad. Niech ciotka Matylda lubi doktadnie
wszystkich niesamolubéw oraz nie lubi doktadnie zadnego samoluba. Samolub to
ktos, kto lubi siebie, a niesamolub to kto$, kto nie jest samolubem. Zagadka po-
lega na ustaleniu, czy w jakiej$ suterenie na Rynku Lazarskim w Poznaniu mieszka
ciotka Matylda. Aby to ustali¢, nie musisz wtéczy¢ si¢ po suterenach na Rynku f.a-
zarskim, wystarczy pomysleé. Dane podane w tresci zagadki przesadzaja, ze ciotka
Matylda nie istnieje, a to za sprawa logiki. Potrafisz poda¢ stosowng argumentacje¢?

Rozwazane w wyktadzie zagadki beda dotyczyty analizy pojeé. Pochylimy sig¢
zatem nad zagadnieniami: rozumienia poj¢é, wtasciwego nimi operowania, rozpo-
znawania i unikania bfedéw w sformutowaniach i argumentacjach. Krétko méwiac,
wyktad kierujemy do Humanistek pragnacych doskonalié si¢ w samodzielnym my-
Sleniu krytycznym. Wykluczamy jako stuchaczy papuzki, ktére potrafia skrzekliwie
powtdrzyc to, co ustyszaty, bez jakiegokolwiek zaangazowania intelektualnego. Do
dzi§ z podziwem i uznaniem wspominam pewnego studenta, ktéry na zajeciach z
logiki podal ptynna mowa zadana definicjg, po czym dodal: Ale ja nie rozumiem
tego, co mowig. To byt szczery, odwazny facet, z taka postawa na pewno odniést
pbZniej sukces, a co najmniej uniknat przykrosci zwiazanych z samooszukiwaniem
siebie i oszukiwaniem innych.

Nie bedziemy zajmowac si¢ wszelkiego typu zagadkami. Ludzka inwencja w
tworzeniu zagadek, tamigléwek, paradokséw, tajemnic, itd. zdaje si¢ nieograni-
czona. Lubimy si¢ tym bawié, po prostu. Dla celéw tego wyktadu dokonano Swia-
domego wyboru pewnych zagadek, pomijajac wiele rodzajéw innych. Nie bedziemy
zajmowac si¢ np.: rebusami, sztuczkami karcianymi, uktadankami figur, itp. Nie
bedziemy tez analizowac réznego rodzaju gier. Nie przewidujemy omawiania za-
gadek kryminalnych. Mozemy natomiast obiecac, ze postaramy si¢ nie przesadzaé
z powaga i formutowaé zagadki w taki sposéb, aby ich analiza dostarczata réwniez
warto$ci estetycznych i zabawowych.

1.2 Co to jest metagrobologia?

Ponury w brzmieniu termin metagrobologia oznacza nauke o zagadkach. Termin
metagrobology w powyzszym znaczeniu wprowadzil (wedtug Wikipedii) Rick Irby
okoto 40 lat temu. Francuskiego stowa metagraboliser uzyt w 1534 roku Frangois
Rabelais w jednej ze swoich opowiesci o przygodach Gargantui. Angielski termin
metagrobolise wprowadzit Peter Motteux w 1693 roku przy okazji opublikowa-
nia thumaczenia Thomasa Urquharta stéw Rabelais: I have been these eighteen
days in metagrabolising this brave speech. Nastgpowatl tu przypis, wyjasniajacy
ze metagrobolise t0: a word forged at pleasure, which signifies the studying and
writing of vain things. W innym miejscu znaczenie tego stowa okre§lano jako: fo
give a lot of trouble for nothing, to bore and annoy others. Stowo uzyte pierwotnie



przez Rabelais ma pochodzenie grecko-taciiiskie. Przypomnijmy, ze tacinskie cri-
bulum oznacza sito. Francuskie grabeler oznacza przesiewac; w czasach Rabelais
oznaczato badac cos doktadnie. Na marginesie dodajmy, ze angielskie fo garble
oznacza przekrecac (stowa, fakty, informacje, wersje, cytaty), natomiast garbology
oznacza badania socjologiczne oparte na analizie domowych odpadkow. Wszyst-
kie te informacje podajemy jedynie dla uciechy filolozek. Nie zamierzamy w tym
wyktadzie rozwodzi¢ si¢ nad ogolnymi problemami metagrobologii. Bedziemy na-
tomiast omawia¢ wybrane zagadki i sposoby ich rozwiazywania. Beda to gtéwnie
zagadki w istocie logiczne i matematyczne, czgsto podawane jednak w takiej for-
mie, aby ukaza¢ utude naszych przekonan zdroworozsadkowych, odnoszacych sig
do doswiadczenia potocznego. Stwierdzamy dogmatycznie: Potocznosc jest ob-
mierzta! 1 pelni optymizmu dodajemy:

e Logic is fun!

e Math is sexy!

1.3 Humanistki i Matematyka

Celem wyktadu jest m.in. préba przekonania Humanistek, ze w gruncie rzeczy
lubiag Matematyke. Za dziwaczny, obludny i peten hipokryzji uwazam gloszony
przez niektére studentki poglad: Nie lubig (nie umiem, boje sie, itd.) Matematyki,
poniewaz jestem Humanistkq. To bzdura, trudno twierdzi¢ co§ bardziej ghupiego.
Po pierwsze, uprawianie Matematyki jest wlasnie tym, co odréznia nas, ludzi (z
wiaczeniem Humanistek), od naszych Braci Mniejszych, jak np. osty, malpy, §li-
maki, pierwotniaki, nie méwiac juz o nizszych jeszcze w Wielkim Laricuchu By-
téw kaktuséw. To dziatalnos¢ specyficznie ludzka, gtgboko zatem Humanistyczna.
Po drugie, jak glosi niegtupie powiedzenie, Tyle jest w kazdym poznaniu nauki, ile
jest w nim matematyki (Immanuel Kant). Po trzecie, jak glosi inne réwniez nie-
glupie powiedzenie, Ksigga Natury napisana jest w jezyku matematyki (Galileusz).
Po czwarte, zadna z Humanistek nie potrafitaby dtuzej utrzymac si¢ na szczycie
Wielkiego Laricucha Pokarmowego planety bez znajomoS$ci pewnych rudymentéw
matematyki — sprébuj bez niej np.: zrobi¢ zakupy, ustali¢ prosta droge z imprezy do
domu, dokonaé wyboru partnera poréwnujac go z innymi kandydatami, itd. Jesli
sadzisz, ze nie ma w takich dziataniach i decyzjach zadnej ingerencji Matematyki,
to mylisz si¢ gtgboko. Mozesz jej nie dostrzegaé §wiadoma uwaga, ale ona tam jest!
I jej wydobycie zawsze pozwala na lepsze rozumienie zaréwno tego, co dzieje si¢
dookota ciebie, jak i tego co dzieje si¢ migdzy twoimi uszami, w twoim prywat-
nym siedlisku Rozumu. Po piate, obecna postaé §wiata, jego szata technologiczna
nie mogtaby powsta¢ bez istotnego udziatu Matematyki. Dotyczy to praktycznie
kazdego wynalazku, kazdego odkrycia, kazdej innowacji. Matematyka rzadzi tez



w ostatecznym rozrachunku warto$ciami i ocenami, jest obecna w sztuce i filo-
zofii, jest obecna wszedzie. Czgsto nie jest tatwo dostrzegalna, ale Dobra Ksigga
przeciez tego nie obiecywata. Twierdzi sig¢, ze niewiarygodna (i tajemnicza) uzy-
tecznos¢ matematyki w nauce jest podarunkiem, na ktéry nie zastuzyliSmy. Po-
gngbimy jeszcze na koniec te Humanistki gloszace durny slogan z poczatku tego
punktu, ktére sa wierzace, ktére uznaja Wszech§wiat za rezultat twérczego aktu
Béstwa, ktére sympatyzuja z teoriq inteligentnego projektu. Gdyby bycie Huma-
nistka implikowalo nieznajomo$¢ Matematyki (lub brzydzenie si¢ nia), to Béstwo
kreujace Wszech§wiat rzadzony Matematyka z pewnoScia nie mogtoby by¢ Huma-
nistka. Sadzg, ze powoduje to dyskomfort w pogladach wierzacych co najmnie;j tej
rangi co np. niesmaczny i okrutny (w moim odczuciu) zart zawarty w nawotywaniu
Abrahama do pos§wigcenia wiasnego syna, dla kaprysu Béstwa.

1.4 ,Nic nie jest takie, jakim si¢ wydaje”

Szczegdlna uwage poswigcimy zagadkom, ktérych rozwigzanie pozwala na sko-
rygowanie niektérych naszych pochopnych pogladéw, zywionych na podstawie
mniej lub bardziej precyzyjnie okreslonych intuicji. JesteSmy np. przekonani, ze
potrafimy bezrefleksyjnie oceniaé szanse zajScia pewnych zdarzefi. Eksperymenty
wyraznie pokazuja, ze jest calkiem inaczej. Zabawny przyktad to Monty Hall Pro-
blem. Mam trzy pudetka, doktadnie w jednym z nich jest nagroda, pozostate sa
puste. Ja wiem, w ktérym jest nagroda, ty nie. Chcesz dostaé t¢ nagrode. Gra od-
bywa si¢ w dwdch ruchach. W pierwszym masz wybra¢ pudetko. Gdy to uczynisz,
pokazuje ci, ze jedno z pozostatych pudetek jest puste. W drugim ruchu masz pod-
jac decyzje co jest bardziej korzystne w celu uzyskania nagrody:

1. Pozostaé przy pierwotnym wyborze.
2. Zmieni¢ swoj pierwszy wybor.

Czgs¢ 0séb wybiera 1), zwykle mamroczac co$ o konsekwencji w dziataniu.
Inni wybieraja 2), podajac za uzasadnienie, Ze czynia to z przekory. Znakomita
wigkszos$¢ twierdzi jednak, ze 1) i 2) daja rowne prawdopodobieristwa otrzymania
nagrody. I ci obywatele glteboko si¢ myla — zmiana pierwotnego wyboru skutkuje
prawdopodobiefistwem otrzymania nagrody rownym % a nie % Wystarczy uwaz-
nie policzy¢, aby si¢ o tym przekonac.

Nasz obraz Swiata wypaczamy na najprzerdzniejsze sposoby. Mylimy czasem
wielkosci wektorowe (np. cigzar) z wielko§ciami skalarnymi (np. masa). Wierzymy
w rézne rzeczy, poniewaz wszyscy tak sqdzq, ksiadz, rabin, pastor, pop tak méwia,
»tak méwili w telewizji”, itp. Ulegamy stereotypom mysSlenia, tatwo i bezwied-
nie. Niektérzy buduja swéj obraz §wiata na ,,madro$ciach” zawartych w przysfo-
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wiach, porzekadtach, aforyzmach. Sadza wigc, ze od przybytku gtowa nie boli,
ale jednoczesnie co za duzo, to niezdrowo. Jak pisat Kornel Makuszynski: Jesli
na sw. Prota jest pogoda albo stota, to na sw. Hieronima jest deszcz, albo go ni
ma. Hotubimy przesqdy. Wychwalamy tzw. zdrowy rozsqdek jako probierz traf-
no$ci przekonan. Kierujemy si¢ mysleniem zZyczeniowym w refleksji i dziataniu,
jak mieszkancy akwarium: Jesli Boga nie ma, to kto zmienia wodg w akwarium?
JesteSmy nieobiektywni w ocenach: Jesli mnie cos si¢ udato, to dlatego, ze mam
zalety, jesli udato sig tobie, to dlatego, Ze okolicznosci ci sprzyjaty. I na odwrot:
jesli mnie coS sig nie powiodto, to z powodu niesprzyjajacych okolicznosci, a je-
sli nie udato sig tobie, to dlatego, Zes cymbat. Pozostajemy (najczesciej nieswia-
domie) pod dziataniem r6znych mechanizméw wptywu spotecznego, wyksztatco-
nych w sposéb naturalny, ewolucyjnie. I tak dalej, ludzkie sktonnoSci do btadzenia
ugruntowane bywaja rozmaicie i s3 wszechobecne. Przesady, stereotypy, mySlenie
zyczeniowe, mySlenie stadne, itd. zwalniaja od strat energetycznych zwiazanych
z krytycznym mysleniem, daja poczucie bezpieczenstwa. Poczucie to jest ztudne.
Warto$cia nadrzgdna dla cztowieka (z wlaczeniem Humanistek) jest Racjonalnos¢.
Wybitny matematyk i filozof William Kingdon Clifford pisal: it is wrong always,
everywhere, and for anyone, to believe anything upon insufficient evidence. (The
Ethics of Belief, 1877).

Sadzimy, ze wyktad moze — choéby w niewielkim stopniu — przystuzy¢ si¢
sluchaczom w nabieraniu wprawy w samodzielnym $§wiadomym mysleniu kry-
tycznym. To wilasnie traktujemy jako gléwny cel powierzonej nam uniwersyteckiej
postugi dydaktyczne;j.

By¢ moze niektérzy z tych stuchaczy, ktérych okrutny Los skazal na uczest-
niczenie w moich konwersatoriach z Logiki Matematycznej na pierwszym roku
studiéw pamigtaja, ze — w szczegllnie uzasadnionych przypadkach — btgdne roz-
wigzania zadan opatrywane byty komentarzem Nominacja do Nagrody Darwina.
Mozna to byto uwazaé za ztosliwo$¢ z mojej strony, podkresle jednak, ze kiero-
wata mna chgé zwrdcenia uwagi nieszczgsnej ofierze nominacji, iz w takich wia-
$nie przypadkach jej stowo wyprzedzito mysl, a nie godzi si¢ przeciez Humanistce
tak postepowaé. W tym wyktadzie Nominacje do Nagrody Darwina nie beda roz-
dawane. Wrecz przeciwnie, bedziemy zachgca¢ do ujawniania najbardziej nawet
szalonych, spontanicznych spekulacji. Dopiero krytyczne przyjrzenie si¢ im po-
zwoli na pehniejsze rozumienie dyskutowanych probleméw.

1.5 Prowizoryczny spis tematow

Doswiadczenie dydaktyczne poucza, ze prawdopodobnie nie uda si¢ oméwié tego
wszystkiego, co zaplanowano, ale nie ma si¢ czym martwié. Postanawiamy, ze
zrobimy doktadnie tyle, ile zrobimy — ani odrobiny mniej i ani odrobiny wigcej.



1. Omowienie planu wyktadu oraz przyktady zagadek. Na konicu niniejszego
tekstu podano par¢ przyktadéw zagadek.

2. Zagadki logiczne. Tego typu zagadki polegaja przede wszystkim na analizie
wnioskowan. Traktujemy wnioskowania jako konstrukcje jezykowe (a nie
np. procesy psychiczne), ztozone z przyjmowanych przestanek oraz z otrzy-
mywanego z nich wniosku. Istotny jest charakter zwiazku migdzy przestan-
kami a wnioskiem: wyrézniamy jako poprawne te wnioskowania, w ktérych
prawdziwo$c¢ przestanek gwarantuje prawdziwo$¢ wniosku. Méwimy wtedy,
ze wniosek wynika logicznie z przestanek. Stosowne precyzyjne definicje
tych pojeé znasz z wyktadu logiki z pierwszego roku studiéw. W wyktadzie
wykorzystamy giéwnie przyklady zagadek logicznych podanych w ksigz-
kach Raymonda Smullyana, mistrza w tworzeniu logicznych famigtéwek.
Uwzglednimy zagadki dotyczace analizy zywionych przekonari. Dla przy-
ktadu: pokazemy, ze jesli jeste$ tzw. szczeSciarzem epistemicznym, mnie-
masz, iZ masz niesprzeczny system przekonafi i wierzysz w zdanie Bog ist-
nieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie przekonam sig o jego istnieniu (z
punktu widzenia Boga to catkiem rozumny, dyskretny i wygodny sposéb by-
cia), to caty twéj system przekonan stanie si¢ sprzeczny. Pokazemy tez, co
wystarcza, aby wiara w zajScie jakiego$ zdarzenia implikowata, ze zdarzenie
to z pewnoScia zajdzie.

3. Paradoksy. Za paradoksalne uwazamy — z grubsza rzecz ujmujac — to, co
majac pozory falszu jest jednak prawda, lub — inaczej rzecz ujmujac — to,
co kldci si¢ z naszymi (jak sadzimy, dobrze ugruntowanymi) przekonaniami
0 naturze w istocie intuicyjnej. Za paradoksalny mozesz np. uwazaé fakt
istnienia powierzchni, ktére maja tylko jednq strong (jak wstega Mobiusa).
Z punktu widzenia doswiadczenia potocznego paradoksalny jest fakt, ze
przed otwarciem pudetka Kot Schrodingera jest jednoczesnie zywy i martwy
(upraszczam). Niewatpliwie uznasz za paradoksalne twierdzenie Banacha-
Tarskiego: kulg podzieli¢ mozna na pigé czgSci, a nastgpnie ztozy¢ z tych
czedci dwie kule, z ktérych kazda ma objetos¢ réwna kuli wyjsciowej. W li-
teraturze anglojezycznej czgsto terminem paradox okreSla si¢ takze sprzecz-
nosci logiczne. Zalecamy jednak odrézniaé sprzeczno$ci logiczne od para-
dokséw. Gdy znajdujemy w jakiej$ teorii sprzecznos¢, to staramy si¢ ja na-
tychmiast usunaé, gdyz inaczej teoria pozostaje bezwarto§ciowa: w teorii
sprzecznej mozna udowodni¢ wszystko (lacznie z tym, ze teoria owa jest
niesprzeczna). Natomiast napotkanie paradoksu zmusza nas do dokladniej-
szego przemyS§lenia zywionych dotad przekonan intuicyjnych, ktére sa z nim
sprzeczne. W konsekwencji, zwykle modyfikujemy owe intuicyjne przeko-



nania, wskazujemy wyrazniej na zakres ich stosowalno$ci. Nie ma zadnej
gwarancji, ze wszystkie odkrycia i pomysty naukowe daja si¢ wyrazi¢ w ter-
minach potocznych.

. Sofizmaty. Gdy wnioskujemy niepoprawnie, to mozemy czynié to bezwied-
nie, badZ celowo. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z paralo-
gizmem — blgdem logicznym. W przypadku drugim, gdy usilujemy przed-
stawi¢ niepoprawny wniosek z intencja oszukania, méwimy o sofizmatach.
Mozna — na rézne sposoby — kodyfikowaé poprawne metody rozumowania,
jednak jaka$ trafna i w miarg wyczerpujaca klasyfikacja badz typologia bteg-
doéw i sofizmatéw nie wydaje si¢ wykonalna. Wyniki kazdego sprawdzianu z
logiki dobitnie przekonuja, ze ludzka inwencja w biadzeniu jest niewyczer-
pana. Podobnie, nieograniczona w swojej réznorodnosci wydaje si¢ ludzka
pomystowos¢ w oszukiwaniu.

. Tluzje. Na pewno pokazywano ci rysunki, ktére przedstawialy ré6zne niemoz-
liwe figury (np. trdjkat Penrose’a lub szeScian Neckera). Ogladatas grafiki
Mauritsa Cornelisa Eschera, na ktérych woda ptynie wbrew wszelkim zasa-
dom hydrauliki Iub schody prowadzace w dét nagle okazuja si¢ schodami
prowadzacymi w gére? Czuta$ dyskomfort poznawczy, gdy ogladatas rysu-
nek przedstawiajacy — przy jednym sposobie patrzenia stara kobiete, a przy
innym catkiem mtoda? Czy po takich do§wiadczeniach nie stata$ si¢ odro-
bing podejrzliwa wobec §wiadectw dostarczanych przez zmysty? Co jest ztu-
dzeniem, a co nie? Moze — zgroza — wszystko jest ztudzeniem? Jak mawiala
pewna dama: Jestem solipsystkq i dziwig sig, Ze inni nimi nie sq. Jakim in-
nym jeszcze (oprocz optycznych) ztudzeniom podlegamy? W jaki spos6b
przekonujemy sig, ze co§ jest ztudzeniem?

. Nieskoriczonosé. To jedno z najwazniejszych pojeé matematycznych. Za-
wsze byto ono tez Zrédtem wielu probleméw filozoficznych. Budzito i budzi
emocje: strach, podziw, itd. Zongluje si¢ nim do§¢é swobodnie w systemach
religijnych. Czy potrafimy porzadnie zdefiniowaé nieskoriczonos¢? Zasta-
néw si¢ przez chwilg, czy widzisz mozliwos$¢ precyzyjnego okreSlenia, ze
czegos$ jest nieskoniczenie wiele, bez odwotywania si¢ do np.: czasu, prze-
strzeni, uporzadkowania. Prawdopodobnie w miarg tatwo przychodzi ci ob-
cowanie z nieskoriczonosciq potencjalng — z przypadkiem, gdy mozna bez
ograniczen stale powigkszac jaka$ kolekcje obiektéw. Mozesz natomiast z
pewnym-takim-wahaniem by¢ sklonna do uznania, Ze istnieje réwniez nie-
skoriczonoS$¢ aktualna — oraz ze mozemy wykonywac pewne operacje na uj-
mowanych w calo§¢ obiektach nieskoniczonych. Z pewnoScia zaczniesz si¢
buntowad, gdy dowiesz si¢ o istnieniu calej skali r6znych nieskoriczonoSci.



7. Liczby i wielkosci. W szkole przemocq nauczono cig¢ tabliczek: dodawania i
mnozenia. Zmuszono ci¢ réwniez do poznania algorytmicznych przepisow,
ustalajacych jak (catkowicie bezmyS$lnie) dodawaé, mnozy¢, odejmowac i
dzieli¢ liczby. Potem jeszcze byly potegi, pierwiastki, logarytmy. Do dzi-
siaj jednak nie wiesz, ani czym wlaSciwie sa liczby (naturalne, catkowite,
wymierne, rzeczywiste, zespolone), ani czym wlasciwie jest ich dodawanie,
mnozenie, itd. Czy istnieja inne rodzaje liczb niz te, o ktérych méwiono w
szkole? Jakie jeszcze rozwaza si¢ operacje na liczbach i po co? Czy istnieja
wielkoSci nieskonczenie wielkie lub nieskoniczenie mate? Czy o liczbach
(predzej czy pdziniej) dowiemy si¢ wszystkiego czy tez istnieja prawdy o
liczbach, ktére dowodem matematycznym nie sa osiagalne? Czy kazdy zbi6ér
liczb naturalnych mozemy w jaki$ efektywny sposéb opisaé?

8. Ruch i zmiana. Czym sa: ruch i zmiana? Niektérzy twierdzili, Ze to co jest,
jest niezmienne — bo gdyby bylo zmienne, to musialoby przejs¢ od tego
czym jest, do tego czym nie jest; ale tego czym nie jest przeciez nie ma,
a wigc zmiana jest niemozliwa. Ruchu nie ma — powiedzial Parmenides i od-
szedt. Strzata wypuszczona z tuku nie porusza sie — twierdzit Zenon: w kaz-
dym momencie pozostaje bowiem nieruchoma, a suma bezruchu przeciez
ruchu da¢ nie moze. Nie sg to tylko czcze igraszki stowne — wiaza si¢ z nimi
podstawowe pytania o naturg rzeczywistosci oraz mozliwosci jej poznania.
Z pobytu w dyskotece wiesz, ze ludzie wykonuja rézne — czasem dziwne —
ruchy. Petno jest takze ruchu w Przyrodzie — tu co§ petznie, tam co$ fruwa,
a tam dalej co$ si¢ kolysze, itp. W jaki spos6b opisujemy t¢ olbrzymig r6z-
norodno$¢ ruchéw? Czy kazdy rodzaj ruchu (powiedzmy: turbulentne prze-
ptywy cieczy) potrafimy opisaé matematycznie? Jedng z najwigkszych za-
gadek Natury jest to, ze obiekty fizyczne zachowuja si¢ zgodnie z pewnymi
prawami minimalizujqcymi wybrane parametry. Skad, u licha, mata-glupia-
czastka wie, ktéra z nieskoniczenie wielu drég miedzy dwoma punktami jest
najkrétsza?

9. Ksztatt i przestrzen. lle wymiaréw ma przestrzen, w ktorej zyjemy? Czy
mozna zobaczy¢ czwarty wymiar? Jakie reguly obowiazuja w Swiecie Plasz-
czakéw (istot dwuwymiarowych)? W szkole zmuszono cig¢ do poznania kilku,
moze kilkunastu ksztattow, powierzchni, bryt. Latwo jednak wyobrazi¢ so-
bie cate mnéstwo bardzo ztozonych ksztattéw, powierzchni, itp. Czy mozna
je wszystkie jako$ rozumnie poklasyfikowaé? Jakie w tym celu wykorzystac
Srodki — geometryczne, algebraiczne czy jeszcze jakie$ inne? Jeste§ przy-
zwyczajona do kilku sposobéw mierzenia odlegtosci migdzy dwoma punk-
tami — np. na plaszczyZnie bedzie to dtugos$¢ odcinka taczacego te punkty, na
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sferze dtugosé stosownego tuku kota wielkiego. W centrum miasta, gdzie po-
rusza¢ si¢ mozna jedynie po prostokatnej sieci ulic odlegto$§¢ migdzy punk-
tami wyznaczona bedzie przez dlugo$¢ pewnej tamanej, taczacej te punkty.
Snuje ci sig¢ po gtowie intuicyjne okreslenie: odlegtos¢ migdzy dwoma punk-
tami to dtugos$¢ najkrétszej drogi taczacej te punkty. Jak nadac tej intuicji
precyzyjng form¢? Czy zawsze, w kazdej przestrzeni o ustalonej strukturze
mozna poprawnie zdefiniowac odleglo$é? Zapewne styszatas, ze oprécz geo-
metrii euklidesowej nauczanej w skromnym wymiarze w szkole sa jeszcze
geometrie nieeuklidesowe. Czym rdznia si¢ od tej szkolnej? A moze istnieja
jeszcze inne geometrie?

Prawdopodobieristwo. Pojecia: regularnosci oraz przypadkowosci (losowo-
sci) sa niezwykle trudne do ogélnego zdefiniowania. Czy istnieja procesy,
zdarzenia, itp., ktore sa czysto losowe, w ktérych nie ma Zadnych regular-
nosci? W szkole obchodzono si¢ z toba bardzo tagodnie, oswajajac ci¢ z
najprostszymi sytuacjami, w ktérych szacowac trzeba prawdopodobienistwa
(jakie$ kulki w urnach, rzuty kostka, itp.). Stad jeszcze bardzo daleko to na-
prawdg trudnych zagadnien probabilistycznych. Warto w tym miejscu wspo-
mnieé, ze obecnie pewne aspekty Swiata opisywane by¢ muszq wlasnie w
terminach prawdopodobieristwa (mechanika kwantowa).

Obliczalnosé. Wyobrazasz sobie Swiat bez komputeréw, internetu, telewizji?
Oraz bez wszelakich dalszych gadzetéw elektronicznych, ktérymi si¢ zaba-
wiasz lub ktére stuza ci do ochrony zdrowia, zapewnienia bezpieczenstwa,
itd.? Coz, taki byt kiedy$ §wiat. Natomiast obecna jego postaé, naszpiko-
wana elektronicznymi urzadzeniami przetwarzajacymi informacj¢ nigdy by
nie powstata, gdyby matematycy nie zaje¢li si¢ tym, czym jest informacja,
jak ja przetwarzac, na czym polegaja obliczenia, itd. Aby powstat pracujacy
komputer, potrzebna byta wprzédy matematyczna wizja tego, czym jest obli-
czanie. Czy potrafisz — choéby intuicyjnie — powiedzie¢, w petnej ogdlnosci,
co to znaczy, iz co§ mozna obliczy¢? Czy wszystko mozna obliczy¢, czy tez
istnieje Nieobliczalne? Z bolesnych doswiadczen szkolnych wiesz, ze tatwiej
jest dodawac niz mnozy¢, fatwiej mnozy¢ niz dzieli¢. C6z miatoby znaczy¢,
ze co$ jest trudno obliczalne?

Zagadki Humanistyczne. W refleksji teoretycznej w takich dziedzinach, jak
np. psychologia, socjologia, ekonomia musimy uwzglgdnia¢ czynnik, kt6-
rego dotad dobrze nie rozumiemy — ludzkie dziatania i przekonania. Ekono-
misci buduja skomplikowane matematyczne modele gospodarki, a tu nagle
— krach, wszystko si¢ wali, niezgodnie z przewidywaniami teorii. Ludziska
mniemaja, ze mozliwe sa demokratyczne wybory, spetniajace rozsadne, na-
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turalne warunki, a tu masz — twierdzenie Arrowa ustala, ze nie jest mozliwe
znalezienie globalnej preferencji spotecznej, spetniajacej wszystkie te wa-
runki. Obywatele sadza, ze ich system preferencji jest spdjny, a wyniki eks-
perymentéw pokazuja, ze wcale tak nie jest. Staramy si¢ opisaé racjonalne
ludzkie dziatania, ludzie jednak nie zawsze postgpuja racjonalnie, a trafny
opis dziatan nieracjonalnych jest niezwykle trudny, o ile w ogdle mozliwy.
Zaiste, mato co jest w stanie dostarczy¢ nam zlosliwej uciechy wigkszej niz
przygladanie si¢ ludzkiej irracjonalnosci.

Zagadki naukowe. Z Przyroda jest moze uczciwiej niz z ludZzmi — Przyroda
nie oszukuje. To oczywiScie nie oznacza, ze Przyroda jest nam jako§ przyja-
zna, ze ulatwia nam badanie siebie. Mozemy uzna¢, ze to my sami ustalamy
zasady tej gry poznawczej, jaka jest badanie Przyrody, nie mozemy jednak
tych zasad ustala¢ catkiem dowolnie, jesli chcemy odnie$¢ sukces w owej
grze. Najwigksza zagadka naukowa jest by¢ moze wiasnie to, ze Przyrode w
ogole mozemy badaé. W szczegdlnosci, ze — jak juz wspomniano — to Ma-
tematyka dostarcza podstawowej aparatury pojeciowej w naukach przyrod-
niczych. Ostateczne (czytaj: tymczasowo ostateczne) odpowiedzi na pytania
w rodzaju: czym jest materia, sita, 7ycie, energia, informacja? oraz pytania:
Jjak to wszystko dziata? dlaczego jest tak-a-nie-inaczej? okazuja si¢ zawierac
coraz wigcej treci matematycznej, a coraz mniej tresci czysto jakoSciowych.
Czyzby wigc Swiat u samej swojej ontycznej podstawy byf po prostu Mate-
matyka?

Zagadki filozoficzne. Filozofia, méwia, wyrasta ze zdziwienia. Oraz z po-
dejrzliwosci, dodajmy. Dlaczego istnieje raczej coS niz nic? Co byto na po-
czqtku? Co naprawdg istnieje? Jak odrozinié¢ wiedze od mniemania? Czym
sq: dobro, pigkno, prawda? Co warto robié, a czego robic sig nie godzi? Jaki
jest sens Zycia? Filozofia polega wlasnie na stawianiu pytan (formutowaniu
zagadek), analizie poje¢ zawartych w tych pytaniach, rozwazaniu czym jest
wiedza i jakimi sposobami mozna jq osiagaé, itd. Praktycznie zadne pytanie
filozoficzne nie ma definitywnej odpowiedzi. Calkiem nowych pytan filo-
zoficznych jest stosunkowo niewiele, czgsto to wtasnie stare pytania filozo-
ficzne pojawiaja si¢ w coraz to innych odstonach.

Zagadki za milion dolarow: Problemy Milenijne. W roku 2000 ustalono sie-
dem tzw. Problemow Milenijnych — waznych nierozwiazanych probleméw
matematycznych. Jak dotad, rozwiazano jeden z nich (hipoteza Poincaré).
Za rozwiazanie kazdego z tych probleméw Clay Mathematics Institute ofe-
ruje nagrod¢ miliona dolaréw. Nie twierdzimy rzecz jasna, Ze uczestnictwo
w tym wyktadzie przyblizy ci¢ do zgarnigcia owej nagrody. Postaramy si¢
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natomiast opowiedzie¢ o Problemach Milenijnych w taki sposéb, aby stu-
chacze mogli doceni¢ ich wazko$¢. Dla porzadku, podajmy listg tych pro-
bleméw (w nawiasach podano datg postawienia problemu):

(a) Problem P = NP (1971).

(b) Hipoteza Poincaré (1904).

(c) Hipoteza Riemanna (1859).

(d) Hipoteza Hodge’a (1950).

(e) Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera (1960).

(f) Teoria Yanga-Millsa (1954).

(g) Rownania Naviera-Stokesa (1822).

2 Dla kogo wyklad jest przeznaczony?

Wyktad przeznaczony jest przede wszystkim dla studentéw specjalnosci naucza-
nych w Instytucie Jezykoznawstwa UAM. Uczestniczyé w wykladzie moga tez
studenci innych kierunkéw, nie ma zakazu. Dla pelnego rozumienia wyktadu przy-
datna jest znajomo$¢ materialu z przedmiotéw: Logika matematyczna oraz Wstep
do matematyki, wyktadanych na I roku Jezykoznawstwa i Nauk o Informacji.

3 Zasady zaliczenia

Poniewaz kazdy wyktad koriczy¢ si¢ ma ocena, musimy co$ z tym zrobi¢. Masz do
wyboru:

e Napisanie eseju (6—8 stron) na temat zwigzany z wykladem, uzgodniony
wczesniej ze mna.

e Zdanie egzaminu pisemnego z materiatu podanego na wyktadzie.

4 Termin i miejsce
e Czas: czwartek, 15:15-16:45.

e Miejsce: CN 323B.
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S Przykladowe zagadki ,,na rozgrzewke”

Rozwazmy przyktady zagadek réznego typu, pokazujace czego mozna si¢ spodzie-
wac na dalszych wyktadach.

1. Dylematy pakowania. Zastanéwmy si¢ nad sposobami catkowitego wypet-
nienia przestrzeni tréjwymiarowej R®. Pamietajmy, ze jest to obiekt nieskori-
czony, a wigc nie taki jak np. sala wyktadowa. Jakimi obiektami mozna cal-
kowicie (i bez naktadania si¢ na siebie) wypetnié przestrzen tréjwymiarowa?
OczywiScie punktami, malo zabawne. Twdj nastepny pomyst: szescianami.
Zgoda, ale co trzeba o tych szeScianach zatozy¢? Czy kule sa dobre, aby
w zadany sposéb wypehié R3? Powiesz: Nigdy w Zyciu! Ale czy potrafisz
to udowodni¢? Przy okazji, osobno mozesz zastanowié si¢ nad problemem

.....

wazmy dalsze pomysty:

(a) Czy R® mozna catkowicie wypeié¢ okregami i jednq prostq? Tak, to
tatwe. Widzisz to?

(b) Czy R3 mozna catkowicie wypehnié okregami i jednq prostq w taki
sposéb, aby prosta ta przechodzita wewngqtrz kazdego z tych okregéw,
a ponadto kazde dwa z tych okregéw byly wzgledem siebie usytuowane
jak ogniwa taicucha? Tak, to trudniejsze. Poczytaj o wigzce Hopfa.

(c) Czy R?® mozna calkowicie wypetnié¢ prostopadtoscianami z wycietq
wewnaqtrz prostopadtosciennq dziurq? Tak, to niezbyt trudne. Zastanéw
sig, jak my§lisz o tym problemie, co robisz, probujac go rozwigzaé. Po-
daj warunki, ktére musza spetniac te prostopadioSciany.

2. tapowki. Wyobraz sobie, ze kto§ zamierza ofiarowac ci nieskoriczong liczbe
kopert: pierwsza zawiera ztotdwke, druga dwa zlote, trzecia trzy ztote, itd.
— n-ta koperta zawiera n zlotych. Pomijamy oczywiscie czysto fizyczne
aspekty darowizny, czyli zakladamy, ze dla kazdej liczby naturalnej n ist-
nieje koperta, ktéra pomiesci n ztotych. Taka darowizna urzadza ci¢ do korica
zycia (i dlugo potem). Powiedzmy jednak, ze darczyica daje ci wybdr: albo
pozostajesz przy obecnej wersji podarunku, albo przyjmujesz od niego nie-
skoriczonq liczbe kopert, z ktérych pierwsza zawiera dwa ztote, druga cztery
zlote, trzecia szes¢ ztotych, itd. — n-ta koperta zawiera 2n ztotych. Co oplaca
si¢ wybra¢? Z jednej strony, w drugim przypadku dostajesz w sumie dwa
razy wigcej pienigdzy niz w pierwszym. Z drugiej natomiast strony, w dru-
gim przypadku dostajesz w sumie tylko potowe tego, co dostatbys w pierw-
szym przypadku (bo znikaja wszystkie koperty zawierajace nieparzystq licz-
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be ztotéwek). Co wybierasz? Ktéra z propozycji jest obiektywnie Korzyst-
niejsza?

. Precz 7 Pitagorasem! Kazdy potrafi wyklepaé: Pitagoras? Aha, a®+b* = c2,

to byto w szkole. Dokladniej: w tréjkacie prostokatnym suma kwadratéw
dlugosci przyprostokatnych réwna jest kwadratowi dlugosci przeciwprosto-
katnej. Przyjrzyj si¢ teraz nastgpujacemu rozumowaniu. Niech a, b beda dtu-
gosciami przyprostokatnych, za$ ¢ dlugoScia przeciwprostokatnej tréjkata
prostokatnego. Pokazemy, ze a + b = c¢. WyobraZzmy sobie zatem tréjkat
prostokatny ABC'": niech odcinek AB o dtugosci a lezy na osi odcigtych,
odcinek AC' o dlugosci b lezy na osi rzednych (czyli kat prosty tego tréj-
kata to kat migdzy osiami wspéirzednych; poczatek uktadu wspétrzednych
jest punktem A), wreszcie, odcinek AC' o dtugosci ¢ (przeciwprostokatna)
niech lezy tam, gdzie powinien, czyli niech laczy te kofice przyprostokat-
nych, ktére nie sa poczatkiem uktadu wspétrzednych. Narysujmy prostokat
ABCD - punkt D to oczywiscie punkt wsp6lny prostych réwnolegtych do,
odpowiednio, AB oraz AC. Bok C'D ma dtugos¢ a, bok BD ma dhugos¢ a.
Teraz narysujemy tamana: od C' do potowy C'D (niech ten punkt nazywa si¢
E1), potem réwnolegle do osi rzgdnych az do odpowiedniego punktu na C'B
(niech ten punkt nazywa si¢ F), potem réwnolegle do osi odcigtych az do
odpowiedniego punktu na BD (niech ten punkt nazywa si¢ GG1), a stad do
punktu B. Suma dlugosci odcinkéw tej tamanej to oczywiscie a+b, bo suma
jej odcinkéw réwnolegtych do osi odcigtych rowna jest a, a tych réwnole-
glych do osi rzgdnych réwna jest b. Teraz budujemy nastepna famana: od C
do potowy odcinka C'E; (niech ten punkt nazywa si¢ F»), potem réwnole-
gle do osi rzgdnych az do odpowiedniego punktu na C'B, potem réwnolegle
do osi odcigtych az do odpowiedniego punktu na E4 F, potem rownolegle
do osi rzgdnych az do odpowiedniego punktu na CB, potem réwnolegle
do osi odcigtych az do potowy odcinka F Gy, wreszcie réwnolegle do osi
rzgdnych az do B. Suma dlugosci odcinkéw tej tamanej to oczywiscie takze
a + b, bo suma jej odcinkéw rownolegtych do osi odcigtych réwna jest a,
a tych réwnolegtych do osi rzgdnych réwna jest b. I tak dalej — iterujemy te
procedurg, otrzymujac w rezultacie nieskoniczony ciag tamanych (schodkéw
0 coraz nizszej wysokosci i dtugosci stopnia), przy czym dtugos¢ kazdej z
tych tamanych to a + b. Granica tego ciagu to odcinek BC'. W granicy za-
chodzi zatem réwno$¢ a + b = c. Pitagoras pomylit si¢. Zagadka: jak jest
naprawdg? Domyslasz sig, ze jesli nie pozostajemy pod wptywem liczacej
pare tysigcy lat zmowy matematykéw, to powyzsze rozumowanie musi by¢
btedne. Na czym polega btad?
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4. Smier¢ hydrze! Jedna z prac Heraklesa polegata na usmierceniu hydry ler-
nejskiej, potwora o wielu glowach, przy tym o tyle trudnym do zabicia, ze
w miejsce odcigtej glowy wyrastaty natychmiast nastgpne. Jak pamigtamy,
Herakles praktycznie rozwiazat ten problem, znany byt zreszta z wielu prak-
tycznych rozwiazanh trudnych probleméw. Z matematycznego punktu widze-
nia hydra jest drzewem: korzeniem tego drzewa jest jej kadtubek, lisémi po-
szczegdlne glowy, pozostate wierzchotki drzewa odpowiadaja segmentom
szyi, (ktére same moga sta¢ si¢ gtowami, po odcigciu innych gtéow). Zabi-
cie hydry polega na takim jej okaleczeniu, iz pozostaje z niej jedynie tutow-
kadtubek (korzen drzewa). Odcinamy gtowy hydry (czyli liscie drzewa) w
pojedynczych krokach (cigciach mieczem). Odcigcie glowy w n-tym kroku
pociaga za soba nastgpujace konsekwencje:

(a) Znika krawedZ drzewa prowadzaca do tej glowy, pozostawiajac zatem
wierzchotek, ktéry nazwiemy, powiedzmy, krwawigcym kikutem.

(b) W wierzchotku bedacym bezposrednim poprzednikiem krwawiacego
kikuta wyrasta hydrze dodatkowo n kopii tej czgsci hydry, ktéra po od-
cigciu glowy znajduje si¢ powyzej wezta poprzedzajacego krwawiacy
kikut.

(c) Jesli krwawiacym kikutem wtasnie odcigtej gtowy jest kadtub hydry,
to zadna nowa glowa nie wyrasta.

Proponujemy wykona¢ rysunek srednio skomplikowanej hydry i przekonad
sig¢, jak wyglada jej utarczka z Heraklesem. Zdawac by si¢ mogto, ze uSmier-
cenie hydry robi si¢ coraz trudniejszym zadaniem, w miar¢ stopniowego
ucinania jej gtéw (wszak z kazdym cigciem odrasta nie jedna gtowa, ale
wiele kopii catego fragmentu hydry, a liczba dodawanych kopii ro$nie wraz
z liczba kolejnych cigé). Mamy jednak zte wiadomosci dla hydry, a dobre dla
Heraklesa. Ot6z niezaleznie od tego, jaka przyjmie on strategi¢ (czyli nieza-
leznie od tego, ktore kolejne gtowy hydry bedzie odcinat), to po skoriczonej
liczbie cigé z biednej hydry zostanie jedynie bezglowy kadtubek, czyli zo-
stanie ona u§miercona. Zagadka polega wtasnie na udowodnieniu tego faktu.
Nie jest to przy tym problem banalny: okazuje si¢, ze twierdzenie gwarantu-
jace zwycigstwo Heraklesa jest prawdziwe w standardowej dziedzinie liczb
naturalnych, lecz nie jest dowodliwe w arytmetyce. Jego dowdd wykorzy-
stuje Srodki infinitarne, niedostgpne w zwyktej arytmetyce.

5. Przepis na niesmiertelnosé. Gdy zastanowic si¢ glebiej, trudno orzec, dla-
czego nieSmiertelno$¢ uwazana jest za wartoS¢ pozytywna. Mniejsza z tym,
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niech kazdy trudzi si¢ nad problemem niesmiertelnosci we wlasnym sumie-
niu. Dla tych, ktérzy jej pozadaja podajemy (za Raymondem Smullyanem)
prosty przepis na to, aby staé si¢ nieSmiertelnym. Wystarczy, ze spelnisz na-
stepujace dwa warunki:

(a) Bedziesz zawsze mOwita prawdeg.

(b) Wypowiesz (teraz) zdanie: Powtorze to zdanie jutro.

Skoro to takie proste, to dlaczego (zadni nieSmiertelnosci) ludzie nie poste-
puja wedle tego przepisu? A moze przepis jest zty? Co sadzisz?

. Mréwka na linie. Rozwazmy nastgpujacy eksperyment myslowy. Mamy do-
skonale (nieskoniczenie) elastyczna ling o dtugosci, powiedzmy, 1km. Lina
rozciaga si¢ z jednostajna predkoscia 1km/sec. Tak wigc, traktujac lewy ko-
niec liny jako nieruchomy, jej prawy koniec oddala si¢ od lewego wlasnie
z jednostajng predkoscia 1km/sec: po jednej sekundzie lina ma 2km dtugo-
$ci, po dwéch sekundach 3km dtugosci, itd. Z lewego korica liny startuje
mata mréwka, poruszajac si¢ wzdluz liny ze stata predkoscia (wzgledem sa-
mej liny), powiedzmy, 1cm/sec. Traktujemy mréwke jako punkt, ling jako
odcinek. Pytanie: czy mréwka dotrze do prawego konca liny w skonczo-
nym czasie, czy tez bedzie dreptata w nieskoniczonos¢, nigdy nie docierajac
do prawego korica liny? Zwykle pierwsza, bezrefleksyjna odpowiedZ brzmi:
Nie dasz rady, mrowka, nawet zaktadajqc, zZe pozyjesz dowolnie dtugo. Jed-
nak rachunek pokazuje co innego: mréwka dotrze do prawego korca liny
w skoniczonym czasie (cho¢ czas ten — dla podanych wyzej predkosci — be-
dzie naprawde dtugi: (e!09°09 — 1) ~ 2.8 - 10%3429 sekund; dla poréwna-
nia, czas trwania Wszechswiata (od Wielkiego Wybuchu) szacowany jest na
(4.346 £ 0.019) - 10'7 sekund). Narzucaja si¢ dwa rozwigzania tego pro-
blemu:

(a) Rozwiqzanie dyskretne. Nalezy skorzystac z faktu rozbieznosci szeregu
harmonicznego.

(b) Rozwiqzanie ciqgte. Nalezy rozwigzadé stosowne réwnanie rézniczkowe,
opisujace ruch mréwki.

Mozna poddawacé t¢ zagadke ré6znym modyfikacjom — zmieniac¢ tempa roz-
szerzania si¢ liny lub wedrowki mréwki, zmieniaé ksztatt liny, itd. Zagadka
wiaze si¢ tez z powaznymi problemami kosmologicznymi — m.in. ze zjawi-
skiem rozszerzania si¢ przestrzeni Wszechs§wiata.
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6 Zagadki do poszczegolnych wykladow

Tu wyliczamy przyktadowe zagadki nalezace do dziatéw, odpowiadajacych tema-
tom poszczegdlnych wyktadow.

1. Wprowadzenie.

(a)

(b)

Kat pracujacy stara metoda wykona cata prace w 15 dni, natomiast
kat pracujacy nowa metoda wykona taka samg pracg w 10 dni. Ile dni
potrzeba im na wykonanie tej pracy wspdlnie (kazdy pracuje swoja
metoda)?

Szesé zboczenic otacza malego niewinnego chlopca w ten sposéb, ze
chtopiec stoi w Srodku kota, a zboczenice stoja poczatkowo na okrggu
tego kota, w réwnych odlegto$ciach migdzy sasiednimi z nich. Chio-
piec potrafi biec z predkoscia 25 kilometréw na godzing, a kazda ze
zboczenic z predkoscia 20 kilometréw na godzing. Chtopiec wie, ze
kazda chcaca go dopas¢ zboczenica biegnie zawsze kierujac si¢ prosto
na niego. Czy chtopiec ma szanse¢ uciec zboczenicom? Niech poczat-
kowa odleglos$é chiopca od kazdej ze zboczenic wynosi, powiedzmy,
100 metréw, niech si¢ trochg pogonia.

2. Zagadki logiczne. Wybierzmy pare zagadek z naszego ttumaczenia ksiazki
Raymonda Smullyana Logical Labyrinths:

(a) PROBLEM 12.15. Powiada sig, ze pewnego razu bog zstapit z niebios

i zaklasyfikowatl kazdego mieszkarica Ziemi jako albo szczegdlnego,
albo nieszczegolnego. Jak si¢ okazato, dla kazdej osoby x, x byta szcze-
gblna wtedy i tylko wtedy, gdy bylo tak, ze albo kazdy byt szczeg6lny,
albo nikt nie byt szczeg6lny. Ktére z nastgpujacych trzech stwierdzen
wynika z tego logicznie?

(1) Nikt nie jest szczegdlny.

(2) Niektorzy sa szczegdlni, a niektorzy nie sg.

(3) Kazdy jest szczeg6lny.

PROBLEM 12.16. Zgodnie z inng wersja powyzszej historii, okazato
si¢, ze dla kazdej osoby z, = byla szczeg6lna wtedy 1 tylko wtedy, gdy
niektérzy ludzie byli szczegdlni, a niektérzy nie byli. Jesli ta wersja
jest poprawna, to ktére z powyzszych stwierdzen (1), (2), (3) logicznie
z niej wynikaja?
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(b) PROBLEM 12.17. Na pewnej planecie kazdy z mieszkancéw byt klasy-
fikowany jako albo dobry, albo zfy. Statystyk z naszej planety przybyt
na tamta planete i doszedt do trafnego wniosku, ze dla kazdego miesz-
kafica z, = byl dobry wtedy i tylko wtedy, gdy bylo tak, ze wszyscy
dobrzy mieszkancy mieli zielone wlosy. Ktére z nastgpujacych trzech
stwierdzen wynika z tego logicznie?

(1) Wszyscy z nich sg dobrzy.

(2) Zaden z nich nie jest dobry.

(3) Niektorzy z nich sa dobrzy, a niektorzy nie sa.

Ponadto, ktére z nastgpujacych trzech stwierdzen wynika z tego logicz-
nie?

(4) Wszyscy z nich maja zielone wiosy.

(5) Zaden z nich nie ma zielonych wloséw.

(6) Niektorzy z nich maja zielone wtosy, a niektérzy nie maja.
PROBLEM 12.18. Na innej planecie, znowu kazdy mieszkaniec jest
klasyfikowany jako albo dobry, albo zty. Okazuje sig¢, ze dla kazdego
mieszkafica x, = jest dobry wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co naj-
mniej jeden zty mieszkaniec o zielonych wlosach. Ktére z (1)—(6) po-
wyzej wynikaja z tego logicznie?

Podkreslamy, ze sa to zagadki czysto logiczne. Wszelkie analogie z ktéra-
kolwiek z religii cieszacych tg lub inng spoteczno$é sg przypadkowe.

3. Paradoksy.

(a) Czy mozna w przestrzeni tréjwymiarowej przenicowaé sfere dwuwy-
miarowa, bez jej rozrywania i tworzenia ,,ostrych” krawedzi? Powiedz-
my, masz balonik na zewnatrz pomalowany na czerwono, wewnatrz na
niebiesko. Czy mozesz go przenicowaé na druga strong (przy zacho-
waniu podanych warunkéw) tak, aby na zewnatrz byt niebieski, a we-
wnatrz czerwony?

(b) Co stanie sig, gdy Pinokio powie: Mdj nos sig wydtuza?
4. Sofizmaty.

(a) Ustal, jakie usterki logiczne zawieraja dowody ponizszych lematow:
LEMAT WROCLAWSKI. Istnieje zbior pusty. Dowdd. Rozwazmy zbidr
W wszystkich zbioréw pustych. Zachodzi doktadnie jedna z nastepu-
jacych mozliwosci:
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a) Zbiér W jest zbiorem pustym.
b) Zbiér W jest zbiorem niepustym.

W przypadku a) zbiér W jest zbiorem spetniajacym teze Lematu Wroc-
tawskiego. W przypadku b), skoro W jest zbiorem niepustym, to za-
wiera jakie§ elementy. Ale, z definicji W, kazdy element zbioru W
jest zbiorem pustym. A zatem dowolny element zbioru W spelnia tezg
Lematu Wroctawskiego.

LEMAT KRAKOWSKI. Nic nie istnieje. Dow6d. Uczynmy zalozenie
optyczno-liryczne, ze brak cienia jest dowodem nieistnienia. Cienie nie
rzucaja cienia. Zatem cienie nie istnieja. Stad, nic nie posiada cienia.
Dowodzi to, ze nic nie istnieje.

(b) Co ma zrobi¢ ateistka, poproszona o odméwienie modlitwy: odméwié
i nie odmoéwié, czy tez nie odméwic i odmowic?

5. llugje.
(a) Dlaczego lustro zmienia strong¢ prawa na lewa, a nie zmienia géry na

dot?

(b) Wyobraz sobie, ze twoje widzenie nie podlega prawom perspektywy i
sprobuj opisaé, jak mogtoby ono wtedy (nomen omen) wygladac. Jaka
geometri¢ wybratas?

2

6. Nieskoriczonosé.

(a) Nieskonczone drzewo dwéjkowe to drzewo o postaci rozpoczynajacej
si¢ nastgpujaco:

o o
®00 ®01 ®0 ®]1
®000 *001 €010 ®011  eqqg ®101 ®110 ®11



(b)

Kazdy z kolejnych wierzchotkéw ma dwdch bezposrednich potomkéw.
Wierzchotki (oprécz korzenia) kodujemy ciagami zer i jedynek. Tak
wigc, jesli jaki§ wierzchotek ma kod s, to jego bezposrednimi potom-
kami sa wierzcholki o kodach: s0 oraz sl. Galezig nazwiemy kazdy
nieskoriczony ciag ztozony z zer i jedynek. Pokaz, ze nie jest mozliwe
ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,...) wszystkich
galezi.

Narysujmy pétokrag o promieniu r, o Srodku w poczatku uktadu wspot-
rzgdnych na plaszczyZnie (powiedzmy w goérnej pétptaszczyZnie). Te-
raz narysujmy pétokrag (o promieniu 5) w dolnej pétptaszczyznie, kt6-
rego konice umieszczone sa na osi odcigtych w punktach o wspéirzed-
nych (0,0) oraz (r,0). W kolejnym kroku rysujemy pétokrag (o pro-
mieniu 7) w gérnej pétptaszczyznie, ktérego konce znajduja si¢ na osi
odcigtych w punktach o wspétrzednych (0, 0) oraz (3, 0). Operacje te
powtarza¢ mozemy w nieskoiczonos$¢ — powstaje w ten sposéb spirala
o nieskoriczenie wielu zwojach, otaczajacych ,,coraz ciasniej” pewien
punkt na osi odcigtych. Jaka jest dtugosc tej spirali?

7. Liczby i wielkosci.

(a)

(b)

Wyobraz sobie nastgpujacy dialog:

— Ile lat maja twoje dzieci?

— Mam tréjke dzieci, iloczyn ich lat wynosi 36.

— To nie wystarcza dla ustalenia wieku kazdego z nich!

— Suma ich lat réwna jest liczbie okien w kamienicy naprzeciwko.
— To tez nie wystarcza!

— Najstarsze ma zeza.

— No, wreszcie! Teraz juz wiem, ile lat ma kazde z tréjki.

Ile lat ma kazde z dzieci?

Co zarzucisz nastgpujacemu ,,dowodowi”, ze ztotowka réwna si¢ gro-
SZOWI:

1zt = 100gr = (10gr)? = (0.10z1)? = 0.01zt = 1gr

8. Ruch i zmiana.

(a)

Odlegtos¢ z A do B wynosi 300 kilometrow. Z obu tych miejscowosci
wyjezdzaja jednoczesnie dwa pociagi PKP Intercity i pedza ku sobie
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(b)

z predkoscia 50 kilometréw na godzing. JednoczeSnie mucha wyla-
tuje z A, dolatuje do pociagu, ktéry wyruszyt z B, zawraca, dolatuje
do pociagu, ktéry wyruszyt z A, i tak dalej. Mucha leci caly czas z
predkoscia 100 kilometréw na godzing. Mucha powtarza swéj lot do
momentu, w ktdrym pociagi si¢ spotkaja (tzn. zaczna si¢ mijaé, PKP
Intercity nie przewiduje w rozktadzie jazdy zderzen pociagéw). Ile ki-
lometréow przeleci mucha? Poréwnaj matematyczng tre$¢ zagadki z jej
interpretacja fizyczna.

Mafia wysyta zabdjce z miasta A do miasta B statkiem ptynacym w
dot rzeki przez dwa dni. Zabdjcy nie udaje si¢ wykona¢ w B zlecenia,
wraca do A statkiem ptynacym w gorg tejze rzeki trzy dni. Nieudolnego
zabdjce czeka wiadomy koniec: nogi w miske z zastygajacym betonem
i chlup do rzeki. Kapelusz niedosztego zabdjcy laduje w rzece w A. Po
ilu dniach doptynie on rzeka do B (zaktadamy, ze nie zatonie, nikt go
nie ukradnie, na rzece nie ma tamy, itd.)?

9. Ksztalt i przestrzen.

()

(b)

W jaki spos6b posadzi¢ mozna cztery drzewa tak, aby wszystkie odle-
glosci migdzy punktami posadzen byty réwne?

Czy mozna (bez rozrywania i sklejania) przeksztalci¢ precelek (po-
wiedzmy, z plasteliny) w ksztalcie 6semki w precelek, w ktérym jedno
z kétek tworzacych owa 6semke przewleczone bedzie przez drugie?

10. Prawdopodobieristwo.

(a)

(b)

Upuszczamy igle o dtugosci [ na papier poliniowany prostymi rowno-
legtymi odlegtymi od siebie o L, przy czym [ < L. Jakie jest prawdo-
podobienistwo, ze igla upadnie tak, iz pod nia bedzie co najmniej jeden
punkt ktérej$ z tych linii? Przyjmujemy, ze igta zawsze pada ptasko
na papier, bez wbijania si¢ wen. Zauwaz, ze rozwiazanie tego zada-
nia pozwala na podanie przyblizonej wartosci liczby 7, czyli stosunku
dlugosci okrggu do dlugosci jego Srednicy. OczywiScie czynimy tez za-
tozenia idealizujace: igta oraz linie na papierze nie maja grubosci (nie
rzucamy paréwek na tory kolejowe).

Pewien matematyk podrézowal samolotem zawsze noszac przy sobie
bombe, gdyz twierdzit, iz prawdopodobienstwo, ze w samolocie sa
dwie bomby jest o wiele mniejsze od tego, ze jest tylko jedna przy-
padkowa bomba. Czy wchodzenie na poktad samolotu z wiasna bomba
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zwigksza, czy tez zmniejsza prawdopodobienistwo tego, ze wsréd po-
zostatych pasazeréw réwniez kto§ ma bombeg?

11. Obliczenia.

(a)

(b)

Ktéra z liczb: 1 oraz 0.99999 . . . (czyli nieskoiczony utamek okresowy
0.(9)) jest wigksza?

WprowadZmy oznaczenia:

An oznacza n"
(On oznacza iterowanie n razy operacji /\ dla argumentu n
% n oznacza iterowanie n razy operacji [ dla argumentu n.

Czy potrafisz obliczy¢ %2?

12. Zagadki z nauk spotecznych.

(a)

(b)

Aleph, Beth i Gimmel wedruja wspdlnie przez pustyni¢. Kazdy ma
manierke z woda do swojej wytacznej dyspozycji. Pewnego wieczoru,
gdy Gimmel juz $pi, Aleph (ktéry bardzo nie lubi Gimmela) wlewa do
jego manierki trucizng. Przed Switem, gdy Gimmel jeszcze Spi, Beth
(ktory takze nie lubi Gimmela) dziurawi jego manierke, cata woda wy-
cieka. Bedac pozbawionym wody, Gimmel po paru dniach umiera. Kto
winien jest jego Smierci: Aleph czy Beth?

Rozwazmy wybory, w ktérych jest trzech gtosujacych X, Y, Z i trzech
kandydatéw A, B, C. Niech preferencje poszczegélnych wyborcéw
wygladaja nastgpujaco (piszemy P > () w znaczeniu: wybdr P jest
preferowany wzglgdem wyboru @; preferencje kazdego wyborcy sa
przechodnie):

X: A>B>C
Y: B>C>A
Z: C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéw zgodne z pre-
ferencjami wigkszosci wyborcéw?

13. Zagadki naukowe.

(a)

Lampa Thomsona dziata w spos6b nastgpujacy. Swieci, gdy jest wha-
czona, nie Swieci, gdy jest wytaczona. W momencie ¢ = 0 jest wla-
czona, w momencie ¢ = 1 jest wylaczona, w momencie ¢t = % jest
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(b)

wlaczona, w momencie ¢t = g jest wylaczona, itd. Nie jest istotne, w ja-
kich jednostkach mierzymy czas — powiedzmy, ze bgda to minuty. Tak
wigc, lampa $wieci przez minutg, potem przez p6t minuty nie Swieci,
potem przez ¢wier¢ minuty §wieci, potem przez jedna 6sma minuty nie
Swieci, itd. Czy w czasie t = 2 lampa Swieci czy nie?

Nazwijmy farczq Abla tarczg, ktorej nic nie moze przebié, a widczniq

Kaina wtécznig, ktéra przebija wszystko. Co stanie si¢, gdy witdcznia
Kaina uderzy w tarczg Abla?

14. Zagadki filozoficzne.

(a)

(b)

Czy mozna trafnie twierdziC: Bytem wczoraj w kosciele, ale w to nie
wierze?

Jak pogodzi¢ boza wszechwiedzg¢ z istnieniem wolnej woli, przy nie-
winnym zatozeniu, ze jesteSmy stworzeni przez Boga?

15. Przyktady nierozwiqzanych probleméw matematycznych. Ograniczmy si¢ do
kilku, ktére mozna sformutowac w sposéb zrozumialy dla gimnazjalisty:

(a)

(b)

(©)

Hipoteza Goldbacha. Kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest suma
dwéch liczb pierwszych. Udowodniono, ze hipoteza Goldbacha zacho-
dzi dla wszystkich liczb parzystych mniejszych od 4 - 107,

Problem Collatza-Ulama. Rozwazmy calkiem dowolng liczbe natu-
ralng cog > 0. Zdefiniujmy: ¢; = %, jesli co jest parzysta, a c; =
3co + 1, jesli ¢g jest nieparzysta. Ogdlnie, niech: ¢, 11 = ¢, jesli ¢,
jest parzysta, a c,+1 = 3¢, + 1, jesli ¢, jest nieparzysta. Hipoteza
Collatza (rozwazana takze przez Ulama) glosi, ze niezaleznie od tego,
jak poczatkowo wybierzemy liczbg cg, to dla pewnego n otrzymamy
cn = 1. W konsekwencji, wszystkie dalsze wyrazy ciagu beda miaty
postac: 4, 2, 1,4, 2, 1, 4, 2, 1,... Udowodniono, ze hipoteza Collatza
zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od 20 - 2°8.

Stata Eulera-Mascheroniego. Zdefiniujmy:

—lm (I b i e )
v = lim 5tgt gt —lun)

Nie wiadomo, czy -y jest liczba wymierna, czy niewymierna. Gdyby
byta wymierna, to przedstawiajacy ja (nieskracalny) utamek musiatby
mieé¢ mianownik zapisany w notacji dziesietnej przez ponad 10242080
cyfr.
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(d) Cegietka Eulera. Przez cegietke Eulera rozumiemy prostopadtoscian,
w ktérym dlugosci wszystkich krawedzi oraz wszystkich przekatnych
Scian wyrazaja si¢ liczbami naturalnymi. Najmniejsza cegietka Eulera
ma krawedzie o dlugosciach krawedzi 44, 117, 240 oraz dlugosciach
przekatnych $cian 125, 244, 267. Doskonata cegietka Eulera, to taka
cegietka Eulera, w ktérej réwniez dtugo$¢ wewnetrznej przekatnej pro-
stopadtoscianu jest liczba naturalna. Dotychczas nie wiadomo, czy ist-
nieja doskonale cegietki Eulera.

(e) Liczby doskonate. MOwimy, ze liczba naturalna jest doskonata, gdy jest
ona suma wszystkich jej dzielnikéw od niej mniejszych. Najmniejsza
liczba doskonatg jest 6 = 1+ 2+ 3, nastgpna 28 = 1 +24+ 447+ 14.
Jesli 2P — 1 jest liczba pierwsza, to 2P~ 1 - (2P — 1) jest (oczywiscie pa-
rzysta) liczba doskonata, to udowodnit juz Euklides. Z kolei Leonhard
Euler pokazat w XVIII wieku, ze kazda parzysta liczba doskonata jest
postaci 2P~1 . (2?7 — 1). Nie wiadomo obecnie, czy istnieja nieparzyste
liczby doskonate — gdyby taka liczba istniata, to musiataby by¢ wigksza
od 10'°%, Ze wspomnianego wyniku Eulera wynika, ze zapis kazdej
parzystej liczby doskonatej w notacji dwdjkowej to uktad jedynek, po
ktérym nastgpuje uktad zer, np.:

610 = 1102

2810 = 111002

49619 = 1111100002
812819 = 11111110000002

3355033610 = 11111111111110000000000002.
* % %

Rozwiazania zagadek omawianych na wyktadzie podawaé bgdziemy podczas
wyktadu. Na stronie internetowej tych wyktadéw zamieszczamy szereg dodatkow
uzupetniajacych omawiany material. Sa to prezentacje odczytow o zagadkach, od-
no$niki do stron zawierajacych zagadki matematyczne, itp.
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