ROZDZIAL 11

Gramatyki bezkontekstowe

Przypomnijmy, ze gramatykami bezkontekstowymi nazywamy wszystkie

gramatyki o regutach produkcji ksztattu A P, gdzie PO (Vy OV1)*, za& A O Vy.

1. Gramatyki A-wolne

Twierdzenie 2.1.

Kazda gramatyka bezkontekstowa G jest rdwngmaa pewnej gramatyce bezkontek-
stowej G' takiej,ze wszystkie prawe strony w regutach produkcji wsgtézne odA,
za wyjatkiem, gdyA O L(G), lecz wOwczas reguta S5 A jest jedyn reguh z pravg
strom réwna A, za& S' nie pojawia i po prawej stronie wadnej z pozostatych regut
produkciji.

Idea twierdzenia.

Twierdzenie to orzeka réwnowaos¢ dowolnej gramatyki bezkontekstowej z pewn
gramatyk kontekstow o kontekstach (tak prawym, jak i lewym) pustych.Zwiazku

z powyzszym, kada gramatyk bezkontekstow mozna przedstawi jako gramatyk
kontekstow. W ten sposob, z twierdzenia tego oraz z defingcamatyk typu 1 i 2,
otrzymujemy nasipujacy wniosek:

Whniosek.

Kazda gramatyka bezkontekstowa jest zarazem gramdtghtekstow. [

Wnosimy s&d dalej, ze £, O L3, co przy zauwazonym w poprzednim rozdziale
L3O L, O LoorazLy O Lo daje namze £3 O £, O £; O Lo.

Dowdd twierdzenia.

Niech G = <\{, V1, S, F>. Oznaczmy przez U zbidr tych elementow\z ¥ ktorych
(nie koniecznie bezpoednio) mana wyprowadzi A. Zbior taki jest oczywicie

skonczony (ze wzgidu na skaczonaé¢ alfabetu \(). Definicje¢ zbioru U mana

zapis& formalnie w postaci nagpujacej rownowanosci dla X O Vy: X % A witw,

gdy XOU (tj. U sktada si wytacznie z tych wszystkich nieterminatéw, z ktérych
mozna wyprowadzi A). Otrzymujemy sid, ze: A 00 L(G) witw, gdy SO U.
Tworzymy nowy gramatyk G' = <V, V1, S, F'> z nowymi regutami produkcji F'. Do

F' zaliczamy _kada reguk produkcji postaci X P', gdzie P£ A, gdy istnieje
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PO (Vn DVT)* takie, ze 'x - PO F, a P' powstaje z P przez wymazanie pewnej
(dowolnej) liczby symboli nateacych do U. | tak np., gdy A A, ..., A1 O U,
alx - Q:1A1Q2A; ... An_lQn1 O F, to gdy z reguly tej usuniemy wszystkie symbole
nalezace do U, to otrzymamy regq,h(x - Q1Q2 ... an 0 F', a gdy usuniemy tylko
pierwszy z nich, to otrzyman{y( - Q1QA, ... An.lQn1 O F'. Tak zdefiniowana gra-
matyka G' generujeczyk L(G') = L(G) \ {A}. Zatem G' nie generuj&, a po prawej
stronie regut produkcjh nie wystpuje, co daje tezdla przypadku gdy O L(G).
Pokaemy,ze rzeczywicie L(G") = L(G) \ A} (1j., ze L(G') = L(G), bo L(G) \ A} = L(G) gdy

A O L(G)).

a) L(G) O L(G) \ {A}, bo:

kazda reguta produkcjrix _PlOF dziatapca w G', w G meae by zastpiona re-
guta 'X - P'OF oraz zbiorem regut postacm Ao F, gdzie Z[O Vy i zarazem

Z O U (tj. w sumie ZO Vy n U = U).

b) Pokaemy,ze rowniez L(G) \ {A} O L(G").

W tym celu wykaemy, ze dowolne stowo z L(G) \X} jest zarazem stowengzyka
generowanego przez gramagyls', tj. (zwaywszy, ze G' = <\, V1, S, F>),ze
mozna je otrzyma stosugc reguty F' przy nie zmienionychny Vr i S. W tym celu,
przy jego derywacji stosujemy te reguty z F', ktomee powodui pdzniejszego
stosowania regut postaci X- A (reguly takie w F' zawsze istnig] bo do F'
zaliczylismy wszystkie reguty, ktore mima otrzym& z F, stosujc w ich prawych

stronach wszelkich miiwych kombinacji wykrélen symboli naleacych do U).

Rozpatrzmy zatem jeszcze przypadek, gdy L(G).

Tworzymy gramatyk G;: Gy = <Vy O {S1}, V1, S, FO{S1 - S, § - A}>.

Jest to gramatyka typu 1, gdy G ma produkéwa Wyrazenie pusteA mozemy
bowiem wyprodukowa tylko z symbolu pocgtkowego S, a pozostate wyreenia ge-
nerowane przeztgramatyk dadz si¢ wyprowadzé z S, i to (co ja wczeniej wyka-

zalismy) przy pomocy regut F' o0 wymaganym ksztatcie fegnamatyk kontekstowych

(patrz rys. 2.1). S
K N
A S
[N 2N
Rys. 2.1.

W tym przypadku rownie L(G;) = L(G), bo
L(G1) = L(G") U {A} = (L(G) \ {A}) O {A} = L(G),
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gdzie ostatny rownas¢ otrzymalsmy z zat@enia,ze A [0 L(G). [J

Whniosek.

Problem A 0O L(G)” jest rozstrzygalny dla gramatyk typu 2 i 3.

Uzasadnienie.

Wystarczy,ze pokaemy to dla gramatyk bezkontekstowych, bada gramatyka re-
gularna jest gramatykbezkontekstow. Dla dowolnej z& gramatyki bezkontekstowej
sprawdzamy, czy po sprowadzeniu jej do postaci gqutgki kontekstowej (co zawsze
jest wykonalne na mocy powgzego twierdzenia), istnieje w niej reguta produkcj
ksztaltu S — A (gdy odpowied jest pozytywna - to\ [ L(G), a gdy odpowied jest
negatywna - to\ 0 L(G)). [

Jezyk L(G) nazywamyA-wolnym witw, gdyA O L(G), za& gramatyke
nazywamyA-wolna, jesli A nie wystpuje po prawej stronie wadnej z jej regut
produkciji.

Whniosek (z twierdzenia).

Dla kazdej gramatyki redu 2, mana efektywnie skonstruowagramatyk G' rzedu 2,
ktora jestA-wolna i takaze L(G") = L(G) \ {A}.

Uzasadnienie.

Gramatyk G' konstruujemy zgodnie z twierdzeniem, a gpate usuwamy z niej re-

gulke S; - A (gdzie S jest jej symbolem poatkowym). []

2. Posta& normalna Chomsky’ego
Mowimy, ze bezkontekstowa gramatyka G jest w postaci normajln
Chomsky’ ego witw, gdy wszystkie reguty produkcji®map posta:
1) X - a, gdzie XO Vy, z& all Vr albo
2) X - YZ, gdzie X,Y,Z0O Vy.
Twierdzenie 2.2 (twierdzenie o postaci normalnej Cbmsky’ego).
Dla kazde] bezkontekstowejA-wolnej gramatyki G, istnieje rownowaa jej
gramatyka bezkontekstowa w postaci normalnej Choresgjo.
Dowad.
Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G = gVVr, S, F>, istnieje rOwnowaa jej
gramatyka bezkontekstowa G' = gYVr, S, F'> o regutach produkcji postaci:

1) X - a, gdzie XO Vy', z& all V1 (sa to reguty kaicowe),
2) X ~ P, gdzie XO V', a PO (V\)* (sa to reguty rozszerzage)
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G' tworzymy identycznie, jak to miato miejsce w dmdzie | twierdzenia o postaci

normalnej (u nas oczyégie P [I (VN')+, bo rozwaana gramatyka bezkontekstowa
jest A - wolna). Z tak otrzymanej gramatyki G' demy otrzymé& gramatyk
G" = <W", V1, S, F"> zasipujac kazda z regut produkcji F' postaci X Y1Y,...Yn
(gdzie n= 3) ciagiem regut:

X — Y]_Z]_
Z]_ e Yzzz
L - Y33

43 > Yn2Zn2
42 - YnaYn,

gdzie symbole Z£...,Z,» sa nowymi (nie wys¢pujacymi nigdzie wczeéniej)
symbolami nieterminalnymi. W G" kda z regut produkcji F" przyjmuje jednz
nastpujacych postaci: X- a,

XY,

X - YZ,
gdzie X,Y,Z0O V\", z& al Vr. Zauwamy, ze gramatyki G, G' i G"gsobie rowno-
wazne, a w G" (w stosunku do padanej gramatyki w postaci normalnej
Chomsky’ego) nadmiaroweasjedynie reguly postaci X- Y, gdzie X,Y O Vy".
Celem wyzbycia i ich, dla kadego X O V\", przez U(X) oznaczmy zbidr tych
wszystkich nieterminatow, z ktérych moa wyprowadzi X jedynie za pomagregut
postaci P- Q (gdzie P,QJ Vy\"), dodatkowo powikszony o zbidr jednoelementowy
{X}.
Woprost z definicji U(X) otrzymujemy te ze:
jesli X,Y OVN", toY ;;’ X witw, gdy Y O U(X).

Majac tak przygotowany grunt, w gramatyce G"iamy wyeliminowa& wszystkie re-
guty z F" postaci X- Y (gdzie X,Y O V"), otrzymupc tym samym gramatyk
G™ z nas¢pujacymi nowymi regutami produkcji F™:

1)'x - dlOF" jsli ODaove: (X O U@ O'A - a'0FY),

)X - yZ'O P, jeli Daove: (X OUA) O'A - YZIOFY.

Reguty te mana zobrazowanastpujacymi diagramami:

\ \ \ \ T - reguty F™ \ \ | \ T - reguly F™"
Diagram 2.1. Diagram 2.2.
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Oczywiscie, G"= G'™, a zatem (poniewazachodzi G= G") otrzymujemy sid, ze
G=G", tj.ze L(G) = L(G").[]

Niech G ledzie dowolm (a wiec nie koniecznie\-wolng) gramatyk bezkon-
tekstows, a G niech kedzie rownowana jej gramatyly z twierdzenia 2.1, w ktérej
jednak wszystkie reguty (z watkiem regut S'> A i S' - S) wchodace w skiad
gramatyki G' o symbolu pogkkowym S', leda w postaci normalnej Chomsky’ego
(gramatyk G' mazemy doprowadz do postaci normalnej Chomsky’ego na mocy tw.
2.2). O tak okrélonej gramatyce & bedziemy mowé, ze jest ona w
rozszerzonej postaci normalnej Chomsky’ego s§liJelodatkowo
utozsamimy w niej symbole S i S’ to wodwczas otrzymany w tzw.
Uproszczonej rozszerzonej postaci normalnej Chomisgo.
Twierdzenie 2.3.

Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G, problem przynal#ci dowolnego stowa
P, ,P O L(G)", jest rozstrzygalny.

Dowdd.

Niech G bedzie gramatyk rdwnowana gramatyce bezkontekstowej G, przedsta-
wiona w rozszerzonej postaci normalnej Chomsky’ego.

Gdy P =A, to to, czyA O L(G) zalery od tego, czy reguta S5 A istnieje w G, czy
tez nie (gdy TAK - to TAK, a gdy NIE - to NIE).

Rozpatrzmy w¢c sytuacg, gdy P# A. Wowczas w derywacji stowa P, reguty pro-
dukcji postaci X - a s stosowane doktadnie |P| razy, reguly produkcji tacis
X - YZ - doktadnie |P| - 1 razy i jeszcze reguta proguS' —» S jeden raz. Zatem
dtugos¢ catej derywacji wynosi 2 |P|. Tak g, mapc przedstawiosn gramatyk G' w
postaci normalnej Chomsky’ego, produkujemy w niejzystkie maliwe derywacje o
dtugaosci 2 |P|. Jeeli ktérakolwiek z nich wyprodukuje stowo P, tedzie znaczy, ze
PO L(G) (w przeciwnym razie P] L(G)). [

Whniosek.

Dla dowolnego sknczonego ¢zyka L' i dla dowolnej bezkontekstowej gramatyki G,
gdy L = L(G), to problemy:

1) ,L'oL”,

2),LnL=0"

Sa rozstrzygalne.
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Uzasadnienie.

1) Poniewa mozemy rozstrzyga¢, czy kade ze stéwgzyka L' jest stowemezyka L
(na mocy poprzedniego twierdzenia oraz ze ngzondci jezyka L') - zatem
mozemy tym samym rozstrzygh, czy L'0J L, czy te nie.

2) Problem ten moemy rozstrzyga¢ sprawdzajc (na mocy poprzedniego twierdze-
nia), czy ktorekolwiek ze stéw skozonego ¢zyka L' jest stowem ezyka L

(wowczas Ln L' # O, a w przeciwnym przypadku b L' =[0). [J

3. Drzewa derywacji

Drzewa derywacji gramatyk bezkontekstowych oznacZzmdziemy za pomag
graféw. Ich wierzchotki oznaczabeda symbole, a krawdzie - reguty pro-
dukcji. Rozpatrzmy to na konkretnym przyktadzie.

Przyktad 2.1.

Niech G = <{S, A, B}, {a, b, ¢}, S, F>,

gdzie F ={S- ABc, A - aB, B- aAc, A- Bc, B - bc}.

Rozpatrzmy derywagj

S - ABc - AaAcc - BcaAcc - BcaaBcc- bccaaRBc — bccaabccc
(podkresleniem zaznaczono dodatkowo poprzedniki regut pkagiu ktore beda sto-
sowane w nagpnym kroku derywaciji).

Derywacg te przedstawiamy w nagpujacy graficzny sposob:

A B C

K N AN

B (o a A c
K N K N

b c a B

K N

b ¢

Rys 2.2. 0

Graficzm reprezentaqj derywacji jest w¢c skierowane drzewo, zwane drzewem
derywacji. S, hkdace jego korzeniem, charakteryzuje ¢sidwoma
nastpujacymi wiasngciami:

1) S nie jest kacemzadnej z jego krawdzi,
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2) istnieje doktadnie jedn&ciezka skierowana z S do dowolhego z jego wierzchot-
kéw (przezéciezke skierowam rozumiemy tu cig kolejnych wierzchot-
kéw branych zgodnie z kierunkiem strzatek repreagttych reguty produkcji).

Dtugoscia drzewa (skierowanego) nazywamy diggmajdiuzszej jegosciezki

(skierowanej).

Tak okr&lone drzewo derywacji wcale nie okta poradku derywaciji.

Z traktujaca o tym problematyk wieloznacznéci i jednoznacznéci wywodu, szerzej

zapoznamy siw 6. paragrafie tego rozdziatu.

4. Rozstrzygalnagé¢ problemow. Twierdzenie o pompowaniu

Jak juz wiemy, dla dowolnej gramatyki bezkontekstowej @zstrzygalne s

nastpujace problemy:

1) problem przynalenosci stowa pustega: ,A 00 L(G)” (wn. z tw. 2.1),

2) problem przynalenosci dowolnego stowa P: ,Pl L(G)” (tw. 2.3).

Ponadto, dla dowolnego skozonego ¢zyka L', gdy L = L(G), to rozstrzygalnea s
nastpujace problemy:

3),L'0OL”,

4),LnL=0"

,1)” jest oczywkcie szczegblnym przypadkiem ,2)".

Majac dodatkowo zdefiniowane drzewa derywacji gramatyezkon-
tekstowych, meemy zaj¢ si¢ jeszcze zbadaniem rozstrzygadnbinnych problemow
dla gramatyk bezkontekstowych. Podstawowym jesjtoastpujace twierdzenie:
Twierdzenie 2.4.
Dla dowolnej gramatyki bezkontekstowej G, probleb{G) = 0", jest rozstrzygalny.
Dowdd.
Niech G = <\{, V1, S, F>, a G' = <\, V1, S, F'> niech &dzie rGwnowana jej gra-
matyka z twierdzenia 2.1.
1) Gdy w F' wys¢puje reguta S- A, to problem pustai jezyka L(G) jest rozstrzy-
galny (bowiemA O L(G') = L(G), wigc L(G) # ).
2) Rozpatrzmy wic przypadek, gdy w F' nie wygiuje reguta S- A, tj. gdy grama-
tyka G' jestA-wolna (czyli gdyA nie wystpuje po prawej stronie wadnej z regut
produkcji F").

Oznaczmy przez n liczebbd zbioru W (tj. card(My) = n) oraz zatéemy, ze

L(G) = L(G") # O, czyli innymi stowy,ze istnieje pewne stowo B L(G').
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Wowczas maemy odnotowé nastpujacy fakt:

Je&sli najdtuzszasciezka drzewa derywacji stowa B L(G') = L(G) jest didsza n# n,

to istnieje stowo PO L(G') = L(G) takie,ze najdhiszasciezka drzewa derywacji
P' ma dlugé¢ co najwyej n.

Uzasadnienie faktu.

Niech najdiiszasciezka drzewa derywacji stowa P ma didgoco najmniej n+1, tj.
sktada s¢ z co najmniej n+2 wierzchotkow. $%0d nich doktadnie jeden (ostatni) jest
terminalny, zatem nieterminalnych jest tam co ndppn+1 wierzchotkoéw. Poniewa
jednak card() = n, wiec co najmniej jeden z nich ¥ciezce musiat sj powtorzy.
Mozemy wigc zasipi¢ pewne poddrzewo jego poddrzewem §giadvym wyznaczonym

przez wierzchotek o tej samej nazwie (patrz ry8)2.

Tu rozpatrywan sciezka jest S, B, C, B, D,
d. Poddrzewo wyznaczone przez pierwsze
B z tej sciezki, zasypilismy poddrzewem
wyznaczonym przez drugie B z t&jiezki.

Rys. 2.3.

W wyniku tej operacji, otrzymujemy krotsze drzewgwodu krotszego stowagyka

L(G) = L(G"). Operagj t¢ kontynuujemy tak dtugo,zaotrzymamy drzewo o diugoi
kazdej sciezki co najwyzej n (zawsze jest to wykonalné€). (uzasadnienia)
Pokazalémy wiec, ze jezyk L(G') jest niepusty witw, gdy posiada stowo zewie
derywacji dtugdci co najwyej n. Mazemy wieC zastosowa nastpujaca procedug
badania niepustai A-wolnego gzyka L(G') (=L(G)), generowanego przez gramatyk
bezkontekstow G'.

Bierzemy korzé drzewa S. Do niego stosujemy wszystkiezthnge reguty pro-
dukcji. Sprawdzamy, czy w ktorye przypadkow otrzymadmy same terminaty. Gdy
TAK - to jezyk jest niepusty. Z kolei gdy NIE - to w kdym z przypadkow istnieje
pewien nieterminat. Wowczas do wszystkich z nicbssfemy wszystkie mdiwe re-
guty produkciji, itd. Krok ten powtarzamy co najigj n razy. J&li w tym czasie nie
uda nam si otrzyma zadnego stowa utworzonego nad,\Mo jezyk L(G') = L(G) jest
pusty (w przeciwnym przypadku - jest on niepust§yiadczy to o rozstrzygalrioi

problemu pustéci jezyka L(G). ] (dowodu)
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Symbol nieterminalny X w gramatyce bezkonteksto@epazywamy pasyw -
nym (lub rGwnowanie: nieczynnym) witw, gdy nie dagiv niej wyprowadzt z
tego symboluzadnego stowa kicowego (tj. utworzonego jedynie z terminatow).
W przeciwnym przypadku, X nazywamy symbolem a ktywm yw tej gramatyce.

Symbol XO Vy O Vr nazywamy ze@anieosiagalnym, jeeli nie wystpuje
on w zadnym stanie wyprowadzalnym w gramatyce G z symhmiuoztkowego S.
W przeciwnym przypadku nazywamy go symbolem agialnym.

Niech X kzdzie nowym symbolem pogtkowym w gramatyce G= <Vy, V1, X, F>
o tych samych alfabetach i regutach, co gramatyka &/, Vr, S, F>. Zatem X jest
pasywny (w G) witw, gdy L(G) £1. Poniewa z& problem ,L(G) =0” (na mocy po-
przedniego twierdzenia) jest rozstrzygalny dla dbwep gramatyki bezkontekstowe]
G, a G jest gramatyk bezkontekstow, otrzymujemy std nas¢pujacy wniosek:
Whniosek.
Problem pasywn&i symbolu nieterminalnego w gramatyce bezkonteksgfoG jest
rozstrzygalny.[]

Zajmijmy sk jeszcze badaniem agjalncci symbolu XO Vy O Vr.
Gdy X = S, to problem ten jest rozstrzygalny (b& t@kreslone X jest oczywicie
osiagalne). Niech wgc X # S. Ze zbioru F z G = <y, Vy, S, F> usuwamy wszystkie
te reguty produkcji, ktére po lewej stronie zawi@graymbol X (nie interesuje nas
bowiem, czy z X meéna cé wyprowadzé, lecz czy w ogble mma dopé do X),

otrzymujpc tym samym reguty produkcjiiF Konstruujemy now gramatyk bezkon-

tekstows:
G, = (VO V) \V{XEL X} S, FO{Y A, 0ileYO (VnO Vy) \ {X}}>
- J - J
Y ! Y
nowe nieterminatynowy terminat nowe reguty produkcji

Ze wzgkdu na swoj alfabet terminalny, gramatyka ta zengorodukowa jedynie:
O,Ai X (dla 21). L(G") # O, bo w G do R dolaczone g reguty produkcji
postaci Y- A, dla kadego YO (Vy O V1) \ {X}, a wigc rowniez dla Y = S; zatem
Gx" zawsze produkuje chociby stowo puster. Jezeli X jest nieosigalny, to wignie

L(Gx") = {A}.

Z ostatniego wniosku z pierwszego paragrafu tegmzatu, dla gramatyki @ (jako

bezkontekstowej), mma efektywnie skonstruowagramatyk bezkontekstowa &*,

ktéra jestA-wolna i taka,ze L(G%") = L(Gx") \ {A}. Zatem maemy efektywnie
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skonstruowa tak gramatyk bezkontekstow Gx", jak i A-wolna gramatyk bezkon-
tekstovg G'x.
Jeili X jest nieosigalny, to L(Gx") = L(Gx") \ {A} = {A}\ {A} = O. Jednak na pod-
stawie poprzedniego twierdzenia, problem ten (ystgsci jezyka L(GXA)) jest roz-
strzygalny.
W sumie otrzymujemy gt nas¢pujacy wniosek:
Whniosek.
Problem nieosigalnaci symbolu nieterminalnego w dowolnej gramatyce kme#ek-
stowej jest rozstrzygalny.

Gramatyk bezkontekstow G nazywamy zredukowaq witw, gdy zaden
Z jej symboli nieterminalnych nie jest ani pasywary nieosagalny.
Z powyzszych wnioskéw otrzymujemy w€ nastpujace twierdzenie.
Twierdzenie 2.5.
Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G, wamy efektywnie skonstruowaréwno-
wazna jej bezkontekstow gramatyk zredukowaa. [

Poniej podajemy naczelne w tym rozdziale twierdzenie.
Twierdzenie 2.6 (twierdzenie o pompowaniu).
Niech L Ikedzie jgzykiem generowanym przez gramagykbezkontekstow
G o card(\) = n. Kazde stowo PO L o diugdici wickszej niz 2" ma wéwczas posta
P = UXWYZ, gdzie XY # A, [XWY| < 2", a dla kadego i= 0 do L naley kazde
stowo postaci UXWY' Z, gdzie U, X, W, Y, ZO V1" .
Dowad.
Niech G = <\{, V1, S, F>, a G' = <\, V1, S, F'> niech &dzie rGwnowana jej gra-
matyka z twierdzenia 2.1. Wszystkie jej reguly (za atkiem reguty S— A) mozna
przedstaw¢ w postaci normalnej Chomsky’ego (tj. jedynie w a3 X — a lub
X - YZ, gdzie all V1, z& X,Y,Z O V).
Jesli P O L(G) i |P| > 2, to najdhizsza sciezka w drzewie derywacji P musi by
dtuzsza ni n+1 (bo w przeciwnym przypadku, w najlepszym ragtgby wszystkie
byty rowne n+1, to otrzymalibyny sytuacg, jak na rys. 2.4, a wc |P| byta by

zaledwie réwna 9.
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S
K N
A B
K K N
A B A A
N2 NA% N2
a b a a

Rys. 2.4.

Zatemsciezka ta musi mié dlugaos¢ co najmniej n+2, a nie ligz pierwszej produkcji
od symbolu pocztkowego - co najmniej n+1.

Rozpatrzmy w niej ostatnie n+1 kradzi (jest to maliwe na mocy poprzedniego za-
dania). Wyznaczona przez nieiezka sktada si z n+2 wierzchotkéw, wréd ktorych
ostatni jest symbolem terminalnym. Zatem pozostatenich - to n+1 symboli
nieterminalnych, a poniewacard(M) = n, wiec wsréd nich co najmniej jeden musiat
si¢ powtorzy. Niech np. kdzie to symbol A Vy. Mamy wigc sytuacg jak na rys.
2.5.

S
!
!
A
!
L)
!
A
KN
U X w Y Z
N\
~ J
P
Rys. 2.5.

Ciag regut produkcji {) mozna powt6rzy, otrzymupc zasapienie W na XWY. Ope-
racjc t¢ mozna kontynuowd, w wyniku czego otrzymamy stowa UXY'Z O L(G) dla
kazdego i= 1 (wiasnie ta operacja nazywana jest pompowaniem). W tems@&b,
przez prost indukcje, mozemy pokaza, ze jezeli P = UXWY'Z, to Oi=1 PO L(G).

Postg P = UWZ otrzymamy, gdy usuniemyagi regut &) (da to nam tegzdla i = 0).

Obydwie te sytuacje przedstawiono narys. 2.6 1 2.7
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S
<
A A
H_/
U z W
U 7

Rys. 2.7.

Po lewej stronie przedstawiono derywac]

stowa UXWY?3Z, a po prawej stronie - stowa
Rys.2.6. UdvY®°z = uwz.

Poniewa XWY powstawato z A, a z konstrukcji najdisiza sciezka o pocatku
w A ma dtugé¢ co najwyej n+1 (tj. sktada siona z co najwyej n+2 wierzchotkéw,
wsrod ktérych ostatni jest symbolem terminalnym, a@state z nich - to co najvig]
n+1 symboli nieterminalnych) - zatem |XWY¥|2". Nadto XY# A (tj. X # A lub
Y £ A), bo chociaby pierwsza reguta produkcji z korzenia A poddrzewygprowa-
dzenia wyraenia XWY ma postaA — CD (gdzie C, D - pewne nieterminaty).
Whniosek 1.

Istnieja jezyki nie kxdace jgzykami bezkontekstowymi.

Dowdd.

Jak to podalimy w przyktadzie 1.5,¢zyk L(G) = {a'b"c": n=1} jest generowany
przez gramatyk G = <{a, b, c}, {S, X, Y}, S, F>, gdzie F = {S> abc, S- aXbc, Xb
- bX, Xc - Ybc, bY - Yb, aY - aaX, aY¥ - aa}l.

Z ksztaltu regut produkcji gramatyki G wnioskujemyge jest to ¢zyk typu
0 (nawiasem mowc, jak st pOzniej przekonamy w ramach wniosku z twierdzenia
5.1, jest to wiaciwie jezyk typu 1, tj. kontekstowy). Obecnie polany, ze nie jest to
jezyk bezkontekstowy, tjze nie mae by on generowany przez gramatykezkon-
tekstowy. Zatézmy dla dowodu nie wprostze jest on wianie generowany przez
pewrn gramatyk bezkontekstowa G'. WoOwczas jednak stosuje €ibo hiego
twierdzenie o pompowaniu, na mocy ktdrego otrzymuje ze skoro zawiera on
stowo &b*c® dla pewnego k1, wiec musiatyby nalee¢ do niego take wszystkie
stowa postaci UXWY'Z (dla kadego i= 0), gdzie U,X,W,Y,Z bylyby pewnymi

kolejnymi kawatkami stowa *®*c*. Jakkolwiek jednak ¢dziemy dzielé stowo &b*c*



30 Gramatyki bezkontekstowe

na pk¢ kolejnych czsci U,X,W,Y,Z, to po ,napompowaniu” tego stowa olask, ze
otrzymamy stowo nie drace postaci ®"c", co daje nam sprzeczéio Rzeczywicie:
— gdy np. przyjmiemy X=a (prawe) i Y=c (lewe), tozju

- po pojedynczym napompowaniu (tj. dla i=2) otrzymastgwo d** b" "1, tj

. 0
ztej postaci;
- gdy z& przyjmiemy np. X=8b" a Y=0'c®, to tez juz po pojedynczym napompowa-
niu otrzymamy stowo "8"a’b%aPbPb" 2% hIcPc" P = d'b%aPbicPbic”, a wiec réwnie
0 niewitaciwej postaci.
Po chwili zastanowienia przekonamyggsize do niewldciwej postaci kdziemy
dochodz¢é przy dowolnym (a wic kazdym) podziale stowa*d“ck na pi¢ kolejnych
czesci U,X,W,Y,Z. [J
Zajmijmy sg jeszcze problemem generowania przez granmatigkntekstowa
jezyka nieskdéczonego. Z twierdzenia 0 pompowaniu otrzymujemyt¢@gacy wnio-
sek:
Whniosek 2.
Dla dowolnej gramatyki bezkontekstowej G, problei(G) jest nieskdaczony” jest
rozstrzygalny.
Dowdd.
Niech G kzdzie gramatylk bezkontekstow. Wykazemy najpierw ze:
L(G) jest nieskaczony witw, gdydPOL(G): 2" < |P|< 2 [12".
1) - dowdd implikacji w lew strorg.
W dowodzie twierdzenia o pompowaniu pokagaly, ze zachodzi ono dla takiego
P,ze |P| > 2, a nadto z zatenia PO L(G), wiec (zgodnie z twierdzeniem o pompo-
waniu) - stowo to mgna tak podzieli na czsci U,X,W,Y,Z, by do L(G) naleato
kazde stowo postaci UXVY'Z dla kazdego i= 0. Poniewa takich stéw jest niesko
czenie wiele, wgc L(G) jest nieskaczony.
2) - dowod implikacji w praw strore.
Dla dowodu nie wprost zaiiny, ze L(G) jest nieskfczony, lecz nie istnieje takie
stowo PO L(G), ktore spetniatoby nierowié: 2" < |P|< 2 (12", tj. ze wszystkie stowa
jezyka L(G) maj dtugas¢ co najwyej 2" lub s diuzsze ni 2 [(2". Poniewa jednak
stow o diugdci co najwyej 2" (nad skaczonym alfabetem) jest jedynie skazona
ilos¢, a gzyk L(G) jest nieskaczony, wkc musi on zawier@ nieskaczenie wiele

stow o dtugaci wiekszej niz 2 [12". Wezmy jedno z nich i oznaczmy przez Rakie
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stowo musiistniet, w odr&nieniu od stowa o diugmi co najwyej |P|, ktore jedynie

moze istniet). Sytuacg ta przedstawia diagram 2.2.

liczba slow wpadajacych o< ™
w dany przedzial _ N

| | |
diugos¢ stowa: 0 "2 n" R

Diagram 2.2.

W ramach dowodu twierdzenia 2.4 wykaZaly nastpujacy fakt

Je&sli najdtuzsza sciezka drzewa derywacji stowa P jest dbra ng n (gdzie
n=card(\W)), to istnieje stowo PO L(G') = L(G) takie,ze najdhiszasciezka drzewa
derywacji P' ma diug@ co najwyej n.

Otrzymujemy z niegoze jezeli stowo R [0 L(G), to i pewne stowo P o diugaci co
najwyzej 2" nalezy do L(G). Zmodyfikujmy nieco (przezsaislenie) metod redukcji
(przedstawion w dowodzie powyszego faktu) drzewa wywodu stowa Bo drzewa
wywodu stowa F. Dotychczas, jdi w najdtuzszejsciezce powtorzyt s¢ kilka razy
pewien symbol nieterminalny X, to w danym kroku tz@®waliimy poddrzewo
wyznaczone przez symbol X jego wéawym poddrzewem wyznaczonym réwaie
przez X. Tym razem niecgolziemy jednak tego dokonywawv tak dowolny sposéb. W
najdtuzszej sciezce w danym kroku najpierw rozpatrzymy, ktéry symbbtzac od
dotu, najwczéniej sie powtorzy, a nagpnie poddrzewo wyznaczone przez drugie ,od
dotu” wystapienie tego symbolu zagiimy jego wi&ciwym poddrzewem
wyznaczonym przez pierwsze ,od dotu” jego wyskBnie w tej sciezce. W ten
sposoOb, w kadym kroku, kedziemy otrzymywa drzewo wywodu stowa o dtugoi
krotszej od poprzedniego o co najrey 2" -1 (ten skrajny przypadek otrzymamy, gdy
w drzewie wywodu, w najditsze] sciezce, n kolejnych od dotu symboli
nieterminalnych wyczerpie caly ich alfabet, a dopiena n+1 miejscu pojawi &i
pierwszy od dotu symbol tejciezki, a ponadto wszystkiéciezki o wierzchotku w tym

punkcie leda rownej dtugdci, jak to przedstawia rys. 2.8).
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Rozpatrugc pierwsza od prawej sciezke

4 ABAa - zastpujemy poddrzewo D
A ) . L
v N wyznaczone przez pierwsze A tégiezki
A B przez jego poddrzewo Dwyznaczone przez
LN KN > b . e
A BA A ostatnie Atej s$ciezki., Tym samym
20 2 20 2 b zmniejszamy diugé stowa o 4 (=2, gdzie
a ba a y

n =card({A, B})=2) minus 1, tj. o 3.
Wszystkiesciezki brane od gérnego A maju jednakow dtugas¢ = 3.
Rys. 2.8.
W ten wianie sposéb, reduka¢ drzewo wywodu stowa Po diugaci wiekszej ni
22", do drzewa wywodu stowa;Po dituggci co najwyej 2", w ktérymé momencie
bedziemy mieli drzewo wywodu stowa o diugm miedzy 2' a 22". Otrzymujemy to
wprost z faktu,ze przedziat ten ma szeroko 2", a za kada redukcp poddrzewa
drzewa wywodu do pewnego jego poddrzewa - skracogosé stowa o co najwiej 2' -1.
Poniewa prawa strona dopiero co udowodnionej rownem@&ci jest rozstrzygalna
(na mocy tw. 2.3), wic i rozstrzygalna jest jej lewa strona, tj. rozggalny jest
problem nieskaczondci jezyka generowanego przez gramatWontekstowq. [

W ten sposdb (w paragrafie tym) wykaZzaly, ze dla dowolnej gramatyki bez-
kontekstowej G, rozstrzygalne sodatkowo nasgpujace problemy:
1) problem pasywni@i symbolu nieterminalnego,
2) problem nieosigalnadsci symbolu nieterminalnego,
3) problem generowanigzyka pustego,

4) problem generowaniazyka nieskaczonego.

5. Post& normalna Greibach

Mowimy, ze gramatyka bezkontekstowa G jest w postaci normajln
Greibach witw, gdy kada z jej regut produkcji ma posta

A - aX, gdzie AO Vy, al Vq, X OV .

Oczywiscie, ze wzgkdu na ksztatt regut produkcji, kda gramatyka w postaci nor-
malnej Greibach jest gramatylbezkontekstow (gdzie wymagamy, by wszystkie re-
guty produkcji miaty posta A — P, gdzie PO (Vy O V1)*, z& A O Vy). O tym, jak
wyglada sytuacja w drugstrore, mowi nam nasipujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.7 (o postaci normalnej Greibach).
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Dla kazdej A - wolnej gramatyki bezkontekstowej G, istnieje mowazna jej grama-

tyka G, w postaci normalnej Greibach.

6. Jednoznaczné¢ i wieloznaczndé¢ wywodu

Jak to ju stwierdzilsmy w 3. paragrafie tego rozdziatu, drzewo derywacji
wcale nie okréla poradku derywacji. Zagadnienie to wie sk wiasnie z traktujca
o tym problematyk wieloznacznéci i jednoznaczngci wywodu. Rozpocznijmy

nasze rozwzania od rozpatrzenia patszego przyktadu.

Przyktad 2.2.
Niech G = <\, V1, S, F>, gdzie ¥ ={a, b, ¢, +,[, VN = {S}, S jest symbolem po-
czatkowym, a F = {S- S+S, S- S[S,S- a,S- b, S- c}.
Gramatyka ta generuje wszelkieagi postaci: a+k@, dbld+b+a+dd, ... Jéli przyj-
miemy interpretae semantyczs, traktupca a, b i ¢ jako liczby rzeczywiste i przypo-
rzadkowujaca symbolom ,+” i ,[7 operacje odpowiednio dodawania i maemia tych
liczb, to stowa generowane przez gramatyk mozemy traktowa jako funkcje
algebraiczne trzech zmiennych. Jednoznaéengch nazw otrzymujemy ze znanej
powszechnie umowy, w ndly ktérej mnaenie jest dziataniem wikacym mocniej od
dodawania. Wowczas wytanie db+c bgdziemy rozumié jako (db)+c, a nie jako
al(b+c). Jednak przy braku powszej umowy nie wiemy, w jaki sposob powigmy
je rozumié€. Podobnie, gdybymy zalazyli, ze symbol ,+” odpowiada nie operacji
dodawania, lecz pewnej innej operacji dwuargumejowtora nie jestdczna - nie
wiedzielibysmy, czy w wyraeniu a+b+c chodzi o (a+b)+c, czyzte a+(b+c). Stowo
to miatoby wowczas powysze dwa znaczenia, a jego wyprowadzenie bytoby
wieloznaczne!l]

Rozr&niamy dwarodzaje wieloznacznriai:
Drzeczywist (lub réwnoznacznie§cista),
2)pozorm.
Ad 1).
Dla wyprowadzenia stowalla+c w gramatyce z przyktadu 2.2, ey st posturyé
m.in. jedry z nas¢pujacych dwoch derywaciji:
(1) S-S+S- S[S+S- allS+S- alb+S- alb +c,
(2) S SIS SIS+S- allS+S- alb+S- alb +c.
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Pierwsza z nich odpowiada wywodowi stowa o znacaefib)+c, a druga - wywo-

dowi stowa o znaczeniufip+c). Odpowiadaj im tez rozne drzewa wywodu:

(19 S (2" S
k¥ N AN 2N
S + S S O S
A\ N NZ A\
S O S C a S + S
N N2 N N
a b Rys. 2.9 b Cc Rys. 2.10

Struktura wywodu okze sk rownie widoczna, gdy w czasie derywacgdziemy brali
w nawiasy te podstowa, ktére pochadad wspdlnej zmiennej i indeksowali j@ t

witasnie zmienn. Wowczas, derywacje (1) i (2) przybioodpowiednio posia

(1) S- [sS+S]- [s[sSOS] + S] = [sls[sal Osb]] + [scll,

(2") S [sSOS] - [sSOsS + S]] % [s[sa] Ols[sb] + [sc]l.

Stowa [g[s[sa] O[sb]] + [sc]] oraz [s[sa] O s[sb] + [sc]]] nazywamy znacznikami
frazowymi stowa &+c w gramatyce G.

Ad 2).

Zauwamy, ze dwom r@nym wyprowadzeniom tego samego stowa odpowiataze
ten sam znacznik frazowy. Na przykiad derywacjarfl ten sam znacznik frazowy,
co nas¢pujaca derywacja (3):

(3) S-S+S-, SIO0S+S- SS+c- Sb+c- alb +c.

Oba te wyprowadzenia odpowiadafjednak) temu samemu znaczeniu stowb+a.
Mamy wigc tu do czynienia jedynie z pozarmwieloznacznécia.

Zauwamy, ze W haszym powiszym przyktadzie, rinym znacznikom frazo-
wym odpowiadag rézne znaczenia odpowiad@ych im stow. Podobnie jest
i ,w druga stror”: roznym znaczeniom stow odpowiadajozne znaczniki frazowe.
Tak wigc, w przykiadzie tym (w powiszej gramatyce i przy ustalonej przez nas
interpretacji znaczenia stow), stopiewieloznacznéci danego stowa pokrywa esi
z liczba odpowiadagcych mu znacznikow frazowych. Wniosek ten jest régnna
0got prawdziwy dla innych przyktadow gramatyk bemkekstowych (o tymze tylko
»,nha ogol’ szerzej bdzie mowa pod koniec nagtnego paragrafu). Podobnie, jak ze

znacznikami frazowymi, ma sioczywiscie sprawa z rownowaymi im drzewami
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wywodu. Powyej zauwaylismy jednak (w ,Ad 1”),ze temu samemu zdaniu, o tym
samym znaczeniu, mie juz odpowiadé wiele derywacji (liniowych). Tak wic tylko
one niog w sobie dodatkow informacg umazliwiajaca zauway¢é nam pozorn
wieloznaczné¢ wywodu.

Za wieloznaczne przyjmijmy wc te gramatyki, ktére generujstowo
0 wiecej niz jednym znaczniku frazowym. Gramatyki, ktére nieveieloznaczne, na-
zywamy jednoznacznymi.

Zanim przejdziemy do rozwania kwestii generacji dowolnegezyka bezkon-
tekstowego przez gramatykednoznacza - zdefiniujmy najpierw formalnie wprowa-
dzone ju pojecia znacznika frazowego i gramatyki wieloznacznejzopewne dodat-
kowe pogcia pomocnicze.

Niech G = <\{, V1, S, F> kdzie dowolr, gramatyk bezkontekstow. Gra-
matyka pochodm gramatyki G nazywamy gramatykG' = <V, V1, S, F'>,
gdzie W' = V1 O {[a :AOV\} O {J} oraz F' = {A - [ax] :'A - x| O F}. Reguty
produkcji gramatyki G' powstajwiec z regut produkcji gramatyki G przez uzupet-
nienie ich nasipnikéw nawiasami indeksowanymi symbolami atyjmi w poprzedni-
kach. Rozpatrzmy to na przyktadzie.

Przyktad 2.3.

Dla gramatyki z przyktadu 2.2, gramatykochodmn bedzie gramatyka:
G'= <V, V7, S, F'>, gdzieV ={a, b, ¢, +,[][s,]}, Vn = {S}, a
F'={S - [sS+S], S- [sS[3], S~ [sa], S [sb], S - [sc]}. [

Dla kazdej gramatyki G i jej gramatyki pochodnej G', ni¢éthVr')" — (V1)* bedzie

homomorfizmem zdefiniowanym w nagtujacy sposdb:

h :{ adlaal \(

Adlaal '\,

Jak tatwo zauway¢, jesli y O L(G"), to h(y) O L(G), a z drugiej strony, dla kdego
x O L(G) istnieje yOI L(G") takie,ze x = h(y). Stowo y nazywamy znacznikiem frazo-
wym stowa x = h(y) w gramatyce G (a nie - wbrewuirji - w gramatyce G', mimo,
ze y jest widnie stowem ¢zyka L(G")!).
Tak wigc, dla kadej gramatyki bezkontekstowej G i #@dego stowa X1 L(G), stowo
to ma pewien znacznik frazowy w G. slieistnieje dla gramatyki G takie stowo
x OL(G), ktore ma w G wicej niz jeden znacznik frazowy, to gramatyk
G nazywamy wieloznaczn W przeciwnym przypadku gramatylc nazywamy jedno-

znaczn. kzyk bezkontekstowy nazywamyjednoznacznym, gdyiégengeneru-
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jaca go gramatyka jednoznacznasldgramatyka taka nie istnieje, tezyk ten nazy-
wamyscisle wieloznacznym.
Przyktad 2.3 - c.d.
Jezyk generowany przez tgramatyk jest jednoznaczny, bo istnieje ngstijaca jed-
noznaczna gramatyka G' rownoive gramatyce G:
G'=< W, V1, S, F'>, gdzie \, Vr, S zdefiniowanesgjak w G, a
F'={S - a+S, S- a3, S- a,

S- b+S, S- b5, S- b,

S- c+S, S- ¢lB, S- c}. [
Jednak nie dla kalej gramatyki bezkontekstowej rmma znaléé¢ rOwnowana jej
gramatyk jednoznacza, tzn.ze istniep jezyki $cisle wieloznaczne.
Przyktad 2.4.
L = {a'b'c'd“: i, j, k O N} O {a'b'c“d : i, j, k O N} jest jezykiem scisle wieloznacz-
nym. [

Niestety, nie zawsze jednak umiemy odpowiedzia pytanie, czy dana grama-
tyka bezkontekstowa jest jednoznaczna, czy mnée. Udowodniono nawetze nie
moze by przepisu pozwalagego dla dowolnej gramatyki bezkontekstowej¢ da
odpowied na powysze pytanie. Tak wcC:

Twierdzenie 2.8.

Problem jednoznaczioi gramatyki bezkontekstowej jest nierozstrzygalny.

7. Semantyczne i syntaktyczne zagadnienig@zyka naturalnego

Na pocatku | rozdziatu podalimy, ze jgzykiem L nad alfabetem V nazywamy
dowolny zbiér wyraen nad V (tj. LO V”* dla ustalonego V). W niy tej definicji,
dany gzyk mazemy dokitadnie okrdi¢ podapc jedynie, z jakich zda(lub stéw) sé
on sktada (przez ich wypisanie lub podanie ich &km). Jak wida, jest wikc ona
bardzo prosta i na tyle ogélna, by obejméwaszystkie ¢zyki. Ma ona jednak ten
mankament,ze nie ujmuje dwodch innych, jak wainych aspektdéw ¢zyka, a
mianowicie jego semantyki (tj. znaczenia jego warg i syntaktyki (tj. sktadni).
Wiasnie dziki semantycegzyka ma@emy przekazywaw nim pewne informacje (co,
jak wiemy, jest wiénie jego funkcy). Jak s¢ jednak wkrotce przekonamy, réwiie
syntaktyka ¢zyka odgrywa tu niepsdednia role.

Gdy jezyk jest skaczony i ztazony z niewielkiej ilgci zda, to najtatwiej mo-

zemy go okréli¢ poprzez ich wypisanie. Gdy g3gczyk jest nieskaczony, lub ska-
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czony, lecz o diej liczbie zd#&, to wéwczas najtatwiej jest go okslec stosugc
druga, takze juz wprowadzom przez nas w | rozdziale definicjjezyka, zgodnie z
ktora ,jezyk generowany przez gramatyks” jest to zbior tych wyraen utworzonych
nad jej alfabetem terminalnym, ktére dagic w niej wyprowadzé z jej symbolu
poczatkowego S. Tak okrdony jezyk generowany przez gramatylkest oczywicie
jezykiem (tj. spetnia poprzedaidefinicje jezyka). Sktada i on bowiem z wyraen
utworzonych nad pewnym alfabetem (tur)V jest on podzbiorem (wyznaczonym
przez wyprowadzalni@ z S) zbioru wszystkich wyemn z V™.

Do opisu zda jezyka naturalnego znakomicie nadagic witasnie gramatyki
bezkontekstowe. &lziemy tu wec wykorzystywa tak ich reguly derywacji, jak
i metody zapisu produkcji (przy pomocy drzew i prgmocy nawiasow znacznikéw
frazowych). Za symbol poatkowy S obierzemy frag ,<zdanie>", a za pozostate
symbole nieterminalne - jego grupy ie8zi oraz czsci mowy, take ugte w nawiasy
trojkatne. Przy ich pomocy oksta¢ bedziemy struktug (tj. syntaktylk) zdan.
Symbole terminalne reprezentoévbeda z kolei konkretne stowaggyka naturalnego,
bedace czsciami sktadowymi tego zdania.

Przyktad 2.5.

Dwa zdania¢zyka naturalnego (polskiego lub angielskiego - ddworu):

1) Peppermint hair plays swiftly. - Mietowe wtosyaga zwawo.

2) Little children walk slowly. - Mate dzieci chodzpowoli.

maja identyczm struktug gramatyczn, ktdra maemy obrazowo przedstawiprzy

pomocy nasipujacego drzewa wywodu:

/<Zdanie>\
< przydawka> <podmiot> orgeczenie> <okoliczni

Rys. 2.11.
Stosowalsmy tu reguty:
<zdanie>- <gr.podmiotu> <gr.orzeczenia>,
<gr.podmiotu>- <przydawka> <podmiot>,
<gr.orzeczenia> <orzeczenie> <okolicznik>,

ktore gwarantuyj nam uzyskanie poprawnego syntaktycznie zdania.
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Gdy do tak otrzymanego wytania zastosujemy poirsze reguty produkcji z symbo-

lami terminalnymi to otrzymamy nagiujace drzewo wywodu:

<przydawka>. Mate <zdanie>

<podmiot> - dzieci <gr.po m|otu> <gr.orzeczenia>

<orzeczenie> — chodz < przyda@ip\od‘mmb <orz@me> Zokolicznik>
Male d2|eC| cLodza p0\|/vol|

<okolicznik> - powoli
Rys. 2.12
Otrzymalmy zdanie zar6wno poprawne gramatycznie, jak i eem® (tj. wnoszce

zrozumiah informacg).

Gdy z& wstawimy to otrzymamy:
<przydawka> - Migtowe <zdanie>
<podmiot> - wiosy <gr.podmiotu> <gr.orzeczenia>
<orzeczenie> - (raja < przydlawka> <po|dmiot> <orz<Tczenie> <ok|o|icznik>
<okolicznik> - zwawo Mietowe wlosy graja zwaw

Rys. 2.13.

Otrzymalémy zdanie poprawne gramatycznie (ag@imapce sens gramatyczny), nie
majace jednak sensu logicznego (tj. nie rios sensownej informacji).

Zatem wéréd zda poprawnych syntaktycznie, m@gwystapi¢ zarbwno zdania po-
prawne, jak i niepoprawne semantycznie. Takovsame tylko reguty syntaktyczne
gramatyki generatywnej nie gwaramrfuj nam sensownii otrzymywanych
poprawnych syntaktycznie zfla Na boku odnotujmy tu jeszczee w literaturze
picknej zjawisko to jest niekiedy eksploatowane zupetmzmylnie, j. np. ma to

miejsce w poniszych strofach J. Tuwima i L. Carrolla (przektadS¥omczyiskiego):

W biatodrzewiu janie &ni stoneczno, Bylo smaszno, a jaszmije smukwijne
Miodzie ztoci biatopatermysnie, Swidrokretnie na zegwniku geaty,
Drzewia petni pszczegl pasieczn, Peliczaple stalty smutcholijne

a przez licie krasnie pek stowknie. | zblgkinie rykawisigkaty.

Oba drzewa wywodu zdal) i 2) z przyktadu 2.5 majidentyczm struktue.
Zatem identycza struktue maja rowniez ich znaczniki frazowe
([<zdanie>[<gr. podmiotu><przydawka> <podmiot>Lk{:. orzeczenia=<0rzeczenie> <okolicznik>]])
i reguty produkcji. Réna mae by jedynie kolejné¢ wykonywania w nich poszcze-
go6lnych regut produkcji.
| tak np. dla pierwszego zdania (wykorzysguyeguty produkciji):

<zdanie>- [<zdanie><gr.podmiotu> <gr.orzeczenia>],
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<gr.podmiotu>- [<gr. podmiotu><przydawka> <podmiot>],
<gr.orzeczenia> [<gr. orzeczenias<0rzeczenie> <okolicznik>].
<przydawka>- [<przydawka>Mate],

<podmiot> - [<podmiot> dzieci],

<orzeczenie>- [<orzeczeniesCh0dz],

<okolicznik> - [<okolicznik> powoli],

otrzymujemy jego znacznik frazowy w wyniku derywacj

<zdanie>- [<zdanie><gr.podmiotu> <gr.orzeczenia§]
- [<zdanie>[<gr. podmiotu><przydaWka> <podmiot>]
[<gr. orzeczenia><orzeczenie> <0k0|lCZﬂIk>]I»

- [<zdanie>[<gr. podmiotu>[<przydawka>Ma+e] [<podmiot> dzieci]]

[<gr. orzeczenias <orzeczeniexCN0d 2] [<okolicznik> POWOIi]]].
Gdybysmy ja doktadnie rozpisali, zobaczylibgy, ze derywacje powsszego zdania
moga mie¢ wiele postaci (np. maemy stosowa reguty produkcji do najbardziej na
lewo lezacego nieterminatu, czy tekolejnymi poziomami drzewa derywacji, porusza-
jac sk na nich np. naprzemiennie od lewej do prawej ippdwej do lewej, itp...).
Mamy tu wic do czynienia z pozognwieloznacznécia wywodu.

Dotychczasowe nasze poélee miato charakter typowo generatywny. Jednak
do identycznych znacznikéw frazowych pemy dogé na drodze analitycznej, doko-
nujac rozktadu konkretnego zdaniaziyka naturalnego. Wéwczas to po kolei otrzy-
mujemy rozbicia:

[<zdanie>Mate dzieci chodgz powoli]
[<zdanie> [<gr. podmiotusMate dzieci] kgr. orzeczeniasChodz powoli]]
[<zdanie>[<gr. podmiotus[<przydawka>Mate] [<podmiot> dzieci]]
[<gr. orzeczeniad <orzeczeniexCh00 2] [ <okolicznik> POWOII]]].
Zauwamy, ze mapc zadam gramatyk na poziomie nieterminatéw, nmiemy

produkowa wigcej zda o okr&lonych schematach. Na dodatek, o ile dokonamy tego
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umiejetnie, woéwczas wszystkie onezdn miaty nie tylko poprawa struktug grama-

tyczm, lecz take okr&lony sens logiczny. Pokazuje nam to piaay przyktad.

Przyktad 2.5 - c.d.

Obierzmy:

— za nieterminaly - wszystkie kategorie gramatycangstepujace przy analizie po-
wyzszych dwoch zda <zdanie>, <gr.podmiotu>, <gr.orzeczenia>, <przayka>,
<podmiot>, <orzeczenie>, <okolicznik>;

— za terminaly - dotychczasowe terminaly wysljace przy analizie zdania
drugiego: Mate, dzieci, chodz powoli, oraz dodatkowo: Diwe, dziewczynki,
ZWawo;

— symbolem pocaztkowym jest oczywdcie <zdanie>;

— areguty produkcji F tworg
- dotychczasowe reguty produkcji, oktajace (jednakow) struktue wszystkich

zdan i gwarantugce nam zarazem ich poprawstcsyntaktyczg:
<zdanie>- <gr.podmiotu> <gr.orzeczenia>,
<gr.podmiotu>- <przydawka> <podmiot>,
<gr.orzeczenia>, <orzeczenie> <okolicznik>,

- dotychczasowe reguly produkcji zawiereg nieterminaty, ktérych stosowanie
dawato nam zdanie poprawne semamtycznie:

<przydawka>- Maie,
<podmiot>- dzieci,
<orzeczenie> choda,
<okolicznik> - powali,

— dodatkowe reguly produkcji zawietgje pozostate nieterminaty, tak dobrane,
by ich stosowanie rowniezawsze prowadzito do zdania poprawnego semam-
tycznie:

<przydawka>-. Duze,
<podmiot>- dziewczynki,
<okolicznik> - zwawo.

Jezyk tej gramatyki tworz doktadnie wszystkie ponsze zdania:

Mate dzieci chodz powoli Mate dziewczynki chodgz zwawo

Mate dzieci chodz zwawo Duze dzieci chodz powoli

Mate dziewczynki chodz powoli Duze dzieci chodz zwawo
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Duze dziewczynki chodgz powoli Duwze dziewczynki chodgzzwawo [
Zadanie 2.1.Napisz gramatyk generujca wszystkie zdania, w ktorych:

- ha pierwszym miejscu jest stowo ,Jan” lub ,Wigch”,

- na drugim — ,jest” lub ,byt”,

- na trzecim — ,bardzo”,

- na czwartym (i zarazem ostatnim) — ,gtodny” | gpity”.

Wypisz te zdanial]

Na koniec rozpatrzmy jeszcze zagadnienie niercddpici probleméw seman-
tyki (tj. znaczeniaqzyka) od jego syntaktyki (tj. sktadni). W tym celgdybymy za-
nalizowali dowolne zdanieggyka obcego posiadgje dwa ra@ne znaczniki frazowe, a
przy tym zbudowane ze stdw wieloznacznych, wéwcpasy jego ttumaczeniu na
jezyk polski, moglibgmy spotk& si¢ z nasgpujacymi trudngciami:

1) Pierwsz z nich jest dylemat, ktore ze znaéaz&tow wieloznacznych wybta(przy
danym rozktadzie gramatycznym, my oczyeie domylamy sk, o ktére z nich
chodzi, ale dla programu komputerowego dokanago ttlumaczenia, wszystkie
znaczenia tego stowaella rownowane). Na szcgcie trudndé¢ ta jest do
pokonania, gd¥ maszyna moe po prostu wypisaoba jego znaczenia (sama nadal
jednak ,nie kedzie wiedziata”, o ktore z nich chodzi).

2) Druga trudndcicia jest konieczn& znania drzewa wywodu. Mamy tu bowiem dwa
rézne drzewa wywodu (a we¢ i dwa r&ne znaczniki frazowe) odpowiadaje ré-
nym znaczeniom rozpatrywanego zdania, @aowioznym znaczeniom poszczegol-
nych jego stow.

Wnosimy sid, ze:

1) przy zmianie syntaktyki zachodzi rowriemiana semantyki rozwanego zdania

2) jak rowniez, ze (podobnie, jak to byto w poprzednim paragrafigznym
znacznikom frazowym odpowiadajrézne znaczenia odpowiadaych im zda.
Jednak w drug strorg druga z dych zaleosci juz tu nie zachodzi (ze wzgdu na
dwuznaczné¢ wyrazow). Ra@nym znaczeniom zda wcale nie musz wigc
odpowiad& rézne znaczniki frazowe. Zatem w przypadku takim - pseo
wieloznacznéci danego stowa nie pokrywa¢siz liczba odpowiadagcych mu
znacznikow frazowych. W ten sposéb w§pdismy, dlaczego przy omawianiu

powyzszych kwestii w poprzednim paragrafie poczynly zastrzeenie ,na ogo6t”.
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Zwykle jednak, jeeli budujemy gramatykbezkontekstow dla jezyka, ktérego
stowom przyporadkowujemy w ogole jakie znaczenie, to dokonujemy tego
w oparciu o struktur semantycza (znaczeniow) tych stow i wtedy owo zastrzenie
.na ogot” jest zbyteczne, bo wéwczas rzecz§oie: stopié wieloznacznéci danego
stowa pokrywa si z liczba odpowiadajgcych mu znacznikow frazowych.

Zadanie 2.2.Dokonaj dwoch rénych maliwych rozbioréow gramatycznych zdania
.Jan je sporo soli”. Dokonaj na tym przykiadzie bmp zwiazku
semantyki z syntaktyk [

Zadanie 2.3.Dokonaj dwéch ranych maliwych rozbioréw gramatycznych zdania
.Reks ugryzt pana Rema”. Dokonaj na tym przyktadzaealizy
zwiazku semantyki z syntaktyk [

Zadanie 2.4.Sam znajd zdanie w ¢zyku polskim (istotnie rone od zdéa z po-
wyzszych zada), ktore ma dwa rine drzewa wywodu i

odpowiadajce im r&ne znaczenial

8. Notacja Backusa-Naura

Na koniec tego rozdziatu zapoznamy $¢szcze z pewnym sposobem zapisu

regut produkcji gramatyk bezkontekstowych, zhawym ze wzgkdu na ich ksztailt

(wszystkie g typu A — P, gdzie PO (Vy O V7)*, z& A O Vy). Z przedstawionym
dotychczas sposobem ich zapisuzma st spotkad w pracach o charakterze teore-
tyczno-lingwistycznym i matematycznym (dlatega tetasnie znalazt s on i w tej
pracy). W praktyce mma jednak wykorzystyw@a i inna notacg, zaproponowas
przez J.W.Backusa, a zastosowana szersz skak przez P.Naura (stl tez jej nazwa,
oraz czsto przyjmowany na jej oznaczenie skrot ,notacjdB-

Opis sktadni ¢zyka w notacji B-N ma poséa definicji syntaktycznych,
w ktérych wystpuja symbole nieterminalne (pelie rok zmiennych metagyko-
wych) oraz symbole terminalne. Zmienne metgkowe oznacza siprzy pomocy do-
wolnych napisow wjtych w nawiasy trojktne ,<” i ,>” (jak to miato juz miejsce
w poprzednim paragrafie). Pozwala to ocz§owe na uwywanie zmiennych
o charakterze obgaiajaco-znaczeniowym. Ponadto wygpujacy dotychczas symbol
» —  zaskpuje st symbolem ,:: =".
Przyktad 2.6.

Produkcg z przyktadu 1.3 mzna zapisé w tej notacji m.in. nagpujaco:
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<S>:: =(<S>+<S>), <S> =(<E$S>), <S> =a, <S>:: =b, <S>:: =c.
Dla skrécenia zapisu, w notacji B-Mdzy sk produkcje o tym samym poprzedniku
w zapisie w jedan, rozdzielagc nasgpniki pionowa kresk ,|”.
Przyktad 2.6 - c.d.
W danej gramatyce zapisalimy to nas¢pujaco:

<S> = (<S>+<S>) | (<SX*S>) |a | b | ¢l

W notacji tej mana take stosowé dalsze uproszczenia. Niekiedy w zapisie

produkcji wygodniej jest poshy¢ sie postaci iteracyjm niz rekurencyja (tj. taka,
jaka dotychczas stosowahy). W tym celu przyjmujemyze ujcie pewnego napisu
wystepujacego po prawej stronie znaku ,::=" w nawiasy klameo (,{, 1 .,}")
oznacza,ze tak powstat konstrukcg mozna zasipi¢ dowolm, skaiczom liczba
powtorzer napisu ugtego w klamry (w tym take o zerowej liczbie powtorze czyli
napisem pustym). Rozpatrzmy to na paaym przyktadzie:
Przyktad 2.7.
Celem zdefiniowania symbolu nieterminalnego agcicyfr> jako dowolnie diugiego,
skonczonego, lecz niepustegoagu zbudowanego z elementéw O, 1, ..., 9,zamoy
postuzy¢ si¢ produkcjami:

<cyfra>::=0]112|3[4|5]|6]|7|9B|

<ciag cyfr> ::= <cyfra> | <cig cyfr><cyfra>,
przy czym drug z tych produkcji (majca post& rekurencyja) mozemy zasipi¢ pro-

dukcja w postaci iteracyjnej: <ag cyfr> :: = <cyfra> {<cyfra>}.[]



