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Al feste (9RZ
Jezyk Klasycznego Rachunku Zdan

W sktad alfabetu jezyka KRZ wchodza: ]

e zmienne zdaniowe: pi, p2, p3, ... (zbidr wszystkich tych zmiennych
oznaczymy przez Vkgrz)

@ spdjniki (prawdziwosciowe):

- (negacja),

A (koniunkgja),

V (alternatywa [nieroztacznal),
— (implikacja [materialna]),

= (réwnowaznos¢ [materialnal).

e symbole pomocnicze: (,) — nawias lewy oraz nawias prawy.

To jedna z wielu mozliwosci wyboru alfabetu. Inna podana zostata na
poprzednim wyktadzie (jezyk Lo).

v
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Rty fraiia WGz
Jezyk KRZ

Zbiér Fxrz wszystkich formut jezyka KRZ definiowany jest indukcyjnie: )

1) kazda zmienna zdaniowa jest formuta
2) jesli a € Fkrz, to —(«) jest elementem Fxrz
)

(

(2)

(3) jesli @ € Fkrz oraz B € Firz, to: (a) A (B) € Fkrz,

(@) V(B) € Fkrz, (@) = (B) € Fkrz, (a) = (B) € Fkrz

@ (4) kazda formuta KRZ jest badZz zmienna zdaniowa, badz powstaje z
formut KRZ poprzez zastosowanie reguty (2) lub reguty (3).

Zwré¢émy uwage, ze procedura rozstrzygania, czy dowolny (skonczony) ciag
elementéw alfabetu jezyka KRZ jest formuta KRZ jest efektywna: w
skonczonej liczbie krokéw (bioracych pod uwage jedynie ksztatt symboli
oraz ich kolejnos¢) daje odpowiedz.
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Wimey o
Jezyk KRZ

Przyjmiemy pewne umowy notacyjne:

@ opuszczamy nawiasy otaczajace pojedyncze zmienne (np. zamiast
—(pi) piszemy —p;);

@ zmienne zdaniowe zapisujemy zwykle: p, q, r, s, t;

@ symbole o, 3, v oznaczaja dowolne formuty jezyka KRZ;

@ symbole X, Y, Z oznaczaja dowolne zbiory formut jezyka KRZ.

Na razie bedziemy rygorystycznie przestrzega¢ uzywania nawiaséw. Po
nabraniu wprawy wprowadzimy pewne reguty ich opuszczania.

Uwaga. O jezyku KRZ méwimy teraz w pewnym metajezyku. Podobnie, o

semantyce jezyka KRZ bedziemy méwié¢ w metajezyku.
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Jezyk KRZ Algebra jezyka KRZ

Jezyk KRZ

Zauwazmy, ze zbiér Fxrz formut jest uniwersum algebry, ktérej funkcje
wyznaczone s3 przez spéjniki prawdziwosciowe. Oznaczmy te algebre przez:

§ = (Fkrz, ™\, V,—,=)

Spéjniki mozna traktowaé jako operacje na wyrazeniach:

N Fkrz X Fkrz — Fkrz | Na, B) = (
Vi Fxrz X Fkrz — Fkrz | V(a,B) = (a

— (o, 8) = (

(o, 8) = (

—: Fkrz X Fkrz — Fkrz

=: Fkrz X Fkrz — Fkrz | = (o, B
—: Fkrz — Fkrz (o) = -

Algebre § nazywamy algebra jezyka KRZ.
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Jezyk KRZ Drzewa sktadniowe
Jezyk KRZ
Kazda formute jezyka KRZ reprezentowaé mozna przez drzewo. Jedna z

mozliwych drzewowych reprezentacji budowy sktadniowej np. formuty

((p—=aq)A(-p—q))—q

wyglada nastepujaco:

N
A q
/\
— —
PN P
p q q

|
p
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Jezyk KRZ Drzewa sktadniowe

Jezyk KRZ

Inna z mozliwych drzewowych reprezentacji budowy sktadniowej formuty:

(p—=ag)A(-p—q))—q

wyglada nastepujaco:

(p—q)A(-p—q)) —q

(p—=q)AN(~p—q) q
p—q —p—q
P PN
p q P q

|
p
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje [RWEIgeeHWETIE]

Wartosciowania

Niech dane beda dwa ré6zne przedmioty: 0 oraz 1. Niewazne, czym one s3,
istotne jest aby byty rézne. Pierwszy z nich (tj. 0) mozesz nazwa¢ Fatszem
(albo np. Sciema), drugi (tj. 1) mozesz nazwa¢ Prawda (albo np.
Odlotem). Elementy zbioru {0, 1} nazwiemy wartosciami logicznymi.

Wartosciowaniem formut w KRZ nazywamy kazda funkcje
h: FKRZ — {O, ].} takq, ze:

e h(—(a)) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) =0

e h((a) A (B)) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) =11 h(3) =1
e h((a) V (B)) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) =01 h(5) =0
e h((a) — (B)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy h(a) =11 h(3) =0
e h((a) = (B)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h(«) = h(p3).
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje [RWEIgeeHWETIE]

Wartosciowania

Uwaga. Inna mozliwos¢ (ktéra zaraz przedstawimy) wprowadzenia pojecia
warto$ciowania jest nastepujaca:

@ wartosciowaniem zmiennych zdaniowych (wzz) nazywamy dowolna
funkcje h: Vkrz — {0,1} (a wiec dowolny nieskonczony ciag o
wyrazach 0i 1)

@ wartos¢ formuty przy danym wzz okreslamy indukcyjnie, korzystajac z
wybranych funkgcji prawdziwosciowych skojarzonych ze spéjnikami
prawdziwosciowymi.

Dowolna funkcje, ktéra kazdemu skonczonemu ciaggowi wartosci logicznych
przyporzadkowuje wartos¢ logiczng nazywamy funkcja prawdziwosciowa.
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Funkcje prawdziwosciowe

Jednoargumentowe funkcje prawdziwosciowe

larg [1[2]3]4)
0 oot
1 01

Pierwsza kolumna tabeli podaje wszystkie wartosci argumentu, kolumny o
numerach 1-4 podaja wartos$¢ dla tego argumentu kazdej z czterech
jednoargumentowych funkcji prawdziwosciowych. Funkcja o wartosciach z
kolumny 3 nazywana jest Negacja. Oznaczmy ja symbolem Ng. Zatem:
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Funkcje prawdziwosciowe

Dwuargumentowe funkcje prawdziwosciowe

(o [a [[1]2]3]4][5]6]7[8]9][10[11[12]13[14[15]16
olofoJoJoJofJoJoJoJo[1]1[1[1[1]1]1]1
ol1fofojofof1|1]1f[1]oflo]lof[oOo]1 |1 ]1]1
tlofofjof1f[1]ofof1|1lo[o][1 |1 ]oOof[0O]|1]1
tl1fofl1]fofr]of1]of1|o[1]o|1]oOof[1]0]1

Pierwsze dwie kolumny podaja wszystkie uktady wartosci argumentéw,
kolumny o numerach 1-16 podaja wartos¢ dla tego ukfadu argumentéw
kazdej z szesnastu dwuargumentowych funkcji prawdziwosciowych.
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Funkcje prawdziwosciowe

Funkcje prawdziwosciowe

Woprowadzamy oznaczenia dla niektérych z tych funkcji: )
Funkcja o wartosciach z kolumny | nazywana jest i oznaczana
2 Koniunkcja Kn
8 Alternatywa Al
14 Implikacja Im
10 Réwnowaznoécia | Rw

Uwaga. Nie pogub sig¢: masz spdjniki prawdziwosciowe (—, A, V, —, =)
oraz funkcje prawdziwosciowe (Ng, Kn, Al, Im, Rw). Te pierwsze to
symbole jezykowe, te drugie to pewne elementy pozajezykowe.
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Funkcje prawdziwosciowe

Funkcje prawdziwosciowe

Zapamigtanie wartosci wymienionych funkgcji utatwi¢ powinna ponizsza

tabelka:
Kn(x,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x =1orazy =1
Al(x,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x =0o0razy =0
Im(x,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x=1orazy =0
Rw(x,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x =y

Uwaga. Mozna rozwaza¢ dowolne n-argumentowe funkcje
prawdziwosciowe. Dla prezentacji semantyki KRZ nie jest to jednak

potrzebne.
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Furtiee prasakfeems
Wartos¢ logiczna formuty

Jesli w jest wzz, to niech w; oznacza i-ty element ciggu w.

Funkcja Val : (Fkrz x {0,1}*) — {0,1} przyporzadkowuje kazdej parze
(o, w) ztozonej z formuty o oraz wzz w jednoznacznie wyznaczona wartosé
logiczna, nazywang wartoscia formuty o przy wzz w.

Definicja funkcji Val jest indukcyjna (tzw. indukcja strukturalna po
budowie formuty «):

o Val(pi,w) = w;;

o Val(—(«),w) = Ng(Val(a, w));

o Val((a) A (B), w) = Kn(Val(c, w), Val(3, w));
e Val((a) Vv (B),w) = Al(Val(a, w), Val(3, w));
e Val((a) — (B), w) = Im(Val(a, w), Val (3, w));
e Val((a) = (8), w) = Rw(Val(a, w), Val (3, w)).
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Uipreszeziit v podiceslas
Uproszczenia w podrecznikach

Mamy zatem wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy spdjnikami
prawdziwosciowymi oraz funkcjami prawdziwosciowymi. Czesto spotykamy
w podrecznikach uproszczone tabelki, wigzace wartosci logiczne
bezposrednio ze spdjnikami (w pierwszej kolumnie wartos¢ pierwszego
argumentu, w pierwszym wierszu — warto$¢ drugiego, na przecieciu
wiersza i kolumny — wartos¢ formuty dla danych argumentéw):

A vVio|1 — 101 = 1 -
0|0 0 1 0|11 0(1]0 1
1101 1111 1 (0|1 1 1 1
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EEMETAY R GVAN L B WV IINIG I  Jeszcze o wartoSciowaniach

Jeszcze o wartosciowaniach

Powinno by¢ jasne, ze kazda funkcja jednoargumentowa postaci

Val( ,w) : Fkrz — {0,1} dla pewnego wzz w jest wartosciowaniem formut
jezyka KRZ.

Niech funkcja 7 : Fxrz x {0,1} — Fxrz bedzie okreslona warunkiem:
m(a, w) = « dla dowolnej formuty « oraz wzz w.

Kazde wartosciowanie h formut jezyka KRZ mozna jednoznacznie
przedstawié¢ w postaci:

h(m(o, w)) = Val(c, w).

Mamy zatem wzajemnie jednoznaczng odpowiednios¢ miedzy obydwoma
sposobami wprowadzania pojecia wartosciowania formut jezyka KRZ.
Mozemy postugiwac sie kazdym z nich, co tez bedziemy czyni¢.
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EEMETAY R GVAN L B WV IINIG I  Jeszcze o wartoSciowaniach

Jeszcze o wartosciowaniach

Wartos¢ formuty przy danym wzz zalezy tylko od skonczonej liczby
elementéw tego wzz (bo kazda formuta zawiera jedynie skonczong liczbe
zmiennych). Ustalanie wartosci formuty przy danym wzz jest procedura
obliczalna: dla dowolnej formuty oraz wzz mozna w skoriczonej liczbie
prostych, mechanicznych krokéw (jawnie opisanych w podanych wyze;j
tabelkach) ustali¢ wartos¢ tej formuty przy tym wzz. Przy tym, jesli
formuta o zawiera n zmiennych zdaniowych, to przy ustalaniu jej wartosci
wystarczy bra¢ pod uwage najwyzej 2" wzz.

Przypomnij sobie drzewowa reprezentacje budowy skfadniowej formut:
kazde wzz umieszcza 0 oraz 1 na lisciach drzewa, a funkcje
prawdziwosciowe pozwalaja w sposéb jednoznaczny wyznaczy¢ wartos¢
kazdego wezta na podstawie wartosci jego bezposrednich potomkéw. | tak
az do przypisania wartosci korzeniowi drzewa.
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EEMETAY R GVAN L B WV IINIG I  Jeszcze o wartoSciowaniach

Demokratyczne Upowaznienie Poprzez Aplauz

Przypomnijmy jedna z mozliwych drzewowych reprezentacji budowy skfadniowej
formuty ((p — q) A (-p— q)) — q

(pP—=a)A(=p—q)—q

(p—=a)A(-p—4q) q

p—q -pP—q
PN PN
P qa —pP q
|
p

Jakkolwiek rozmiescimy 0 oraz 1 na lisciach drzewa, to warto$¢ korzenia bedzie
réwna 1, gdy wartosci poszczegdlnych weztéw oblicza¢ bedziemy korzystajac z
tablic dla funkcji prawdziwosciowych. Formuty o tej wiasnosci nazwiemy
tautologiami KRZ.
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Pl el Rz
Pojecie tautologii KRZ

Tautologia KRZ nazywamy kazda formute jezyka KRZ, ktéra przy kazdym
wartos$ciowaniu przyjmuje wartos¢ 1.

Tak wiec, formutfa « jest tautologia KRZ, gdy dla kazdego wartosciowania
h, mamy: h(a) = 1.

Formuta « nie jest tautologia KRZ, gdy istnieje wartosciowanie h takie, ze
h(a) = 0.

Uwaga. Badamy nie konkretne formuty, lecz raczej schematy formut. Dla
przyktadu, (a) V (—=(a)) jest schematem tautologii KRZ dla dowolne;
formuty «, zas np. (a) — ((a) A (/)) nie jest schematem tautologii KRZ
— bo np. szczegdlny przypadek tego schematu: p; — (p1 A p2) nie przy
kazdym wartosciowaniu przyjmuje warto$¢ 1. W dalszym ciggu bedziemy
uzywaé terminu ,tautologia KRZ" zaréwno dla poszczegélnych formut
jezyka KRZ, jak i dla schematéw formut.
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Pl el Rz
Pojecie tautologii KRZ

Tautologiami KRZ s3 zatem doktadnie te formuty «, dla ktérych

Val(a, w) = 1 dla kazdego wzz w.

Formuta « nie jest tautologia KRZ, gdy istnieje co najmniej jedno wzz w
takie, ze Val(a, w) = 0.

Rozwazmy matryce logiczna B, = ({0, 1}, Ng, Kn, Al, Im, Rw, {1}) z
uniwersum ztozonym z wartosci logicznych i z jednoelementowym zbiorem
{1} wartosci wyréznionych. Przypomnijmy, ze § = (Fxrz, 7, A, V, —, =)
jest algebra formut jezyka KRZ.

Tautologiami KRZ s3 doktadnie te formuty «, ktére przy kazdym
homomorfizmie h : § — 9B, przyjmuja wartos¢ wyrézniong w matrycy B,
tj. dla ktérych zachodzi h(a) = 1.
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Pl el Rz
Pojecie tautologii KRZ

Zauwazmy, ze tautologie KRZ sa doktadnie tymi formutami jezyka KRZ,
ktére przyjmuja warto$¢ wyrézniona przy kazdym wartosciowaniu jedynie
przez wzglad na swoja budowe sktadniowa oraz wprzédy ustalone znaczenie
statych logicznych jezyka KRZ (tj. spéjnikéw prawdziwosciowych).

Gdy dokonujemy ,przektadu”, tj. podstawiamy konkretne zdania za
zmienne zdaniowe, wynik takiego podstawienia w tautologii jest zawsze
zdaniem prawdziwym, niezaleznie od tresci podstawianych zdan.

Formuty, ktére przy kazdym wartosciowaniu przyjmuja warto$¢ 0 nazywamy
kontrtautologiami KRZ.

Formuta o nie jest zatem kontrtautologia KRZ, gdy przy co najmniej jednym
wartosciowaniu h mamy: h(a) = 1.

Wszystkie formuty jezyka KRZ podzieli¢ mozna na trzy klasy:
e tautologie KRZ e kontrtautologie KRZ e pozostate formuty
(nie bedace ani tautologiami,
ani kontrtautologiami).

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2—4) Semantyka KRZ 21 /72



Semantyka KRZ: podstawowe definicje Definicja wynikania logicznego w KRZ
Wynikanie logiczne w KRZ

Whynikanie logiczne to relacja miedzy zbiorami formut. Powiemy, ze zbiér Y
wynika logicznie (w KRZ) ze zbioru X, gdy przy kazdym wartosciowaniu,
przy ktérym wszystkie formuty zbioru X maja wartos¢ 1, réwniez wszystkie
formuty zbioru Y maja wartos¢ 1.

Zbiér Y nie wynika logicznie ze zbioru X, gdy istnieje co najmniej jedno
wartosciowanie, przy ktérym wszystkie formuty z X maja wartos¢ 1, a
pewna formuta ze zbioru Y ma wartos¢ 0.

Gdy Y wynika logicznie z X, to piszemy X [, Y, a gdy Y jest zbiorem
jednoelementowym {a}, to piszemy X ., a (méwimy wtedy krétko, ze
formuta o wynika logicznie ze zbioru X).

Tautologie KRZ to doktadnie te formuty, ktére wynikaja logicznie ze zbioru
pustego (.
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Definicja wynikania logicznego w KRZ
Wynikanie logiczne w KRZ

Gdy Y nie wynika logicznie z X w KRZ, to piszemy X ¥#,, Y. Oto
niektére wtasnosci relacji =,:

® ., jest zwrotna: X |=¢,, X dla kazdego X

® =y, jest przechodnia: jesli X =g, Y oraz Y =y, Z, to X =4 Z,
dla wszystkich X, Y, Z

@ ., jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli
XEw:YorazXCZ, to Z Ek, Y

@ |= jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli
X Ekz YorazZ CY,to X Ep Z

o () Ekrz @ wtedy i tylko wtedy, gdy « jest tautologia KRZ.
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SRR (TEpECEAREE w (RZ
Semantyczna niesprzecznos¢ w KRZ

Moéwimy, ze zbiér X formut jezyka KRZ jest: ]

@ semantycznie niesprzeczny, gdy istnieje wartosciowanie h takie, ze
h(a) = 1 dla wszystkich a € X;;

@ semantycznie sprzeczny, gdy X nie jest semantycznie niesprzeczny.

Z powyzszej definicji wynika, ze X jest semantycznie sprzeczny, gdy dla
kazdego wartosciowania h oraz dla wszystkich a € X mamy: h(a) = 0.

Aby pokaza¢, ze X jest semantycznie niesprzeczny wystarczy znalez¢é jedno
wartosciowanie h takie, ze dla wszystkich & € X mamy: h(a) = 1.

Aby pokaza¢, ze X jest semantycznie sprzeczny trzeba pokazaé¢, ze dla
zadnego wartosciowania h nie zachodzi h(a) = 1 dla wszystkich o € X.

4
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S ETAC N GVAN L B LWV \Wnioskowania w jezykach etnicznych

Dygresja: wnioskowania w jezykach etnicznych

Whioskowania przeprowadzamy w jezykach etnicznych. Wnioskowaniem
(np. w jezyku polskim) nazywamy dowolny uktad ztozony ze zbioru zdan
(przestanek) oraz zdania (wniosku).

Miedzy przestankami oraz wnioskiem moga zachodzi¢ rézne zaleznosci:
syntaktyczne, semantyczne oraz pragmatyczne. W zastosowaniach
Elementarza Logicznego bada sie tzw. wnioskowania dedukcyjne, tj. takie,
w ktérych budowa sktadniowa uzytych w nich zdan przesadza o tym, ze
jesli przestanki sg prawdziwe, to takze wniosek jest prawdziwy.

We wnioskowaniach dedukcyjnych zwigzek miedzy przestankami oraz
wnioskiem oparty jest na wynikaniu logicznym. Za chwile podamy
precyzyjna definicje wnioskowan dedukcyjnych.
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DIGiHiIeE) tagiuthy ievelies
Pojecie reguty niezawodne;j

Reguta (reguta wnioskowania) nazywamy dowolna relacje
R C 2Fkrz x Fyrz, ktérej poprzedniki sa skoficzonymi zbiorami formut. J
Kazdy ukfad postaci (X, ) € R nazywamy sekwentem reguty R. |

Poprzedniki relacji R nazywamy przestankami reguty R, a nastepniki
wnioskami reguty R.

Reguta R jest niezawodna, gdy dla kazdego (X, «) € R zachodzi:
X Erz @, czyli gdy a wynika logicznie z X w KRZ.
W przeciwnym przypadku R jest zawodna.
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DIGiHiIeE) tagiuthy ievelies
Pojecie reguty niezawodne;j

Z powyzszej definicji wida¢, ze reguta R jest:

@ niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego jej sekwentu
(X, @) € R oraz kazdego wartoSciowania, przy ktérym wszystkie
elementy X (tj. przestanki) maja wartos¢ 1, takze « (tj. wniosek) ma
wartosc 1;

@ zawodna, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja: co najmniej jeden sekwent
(X,a) € R oraz co najmniej jedno wartosciowanie przy ktérym
wszystkie elementy X majg wartos¢ 1, a @ ma wartos¢ 0.

Uwaga. Reguty wnioskowania interesujace z logicznego punktu widzenia
opisywane s3 zwiezle przez podanie ksztattu wszystkich sekwentéw
skfadajacych sie na regute, np. tak, jak w ponizszych przyktadach:
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Hile et wmy) aimede
Przyktady regut niezawodnych

Oto schematyczne zapisy kilku waznych niezawodnych regut wnioskowania
(zapis ponizszy wskazuje ksztatt wszystkich sekwentéw poszczegélnych
regut):

(1) ({fa—B,a},8) (r5)  ({aVvp,-a},B)
(r2) ({a — B,=8} —a) (r6) ({a—pB,6—a},a=p)

(B) ({a—=p,8—9}a—7) (1) {a—=(B—=}(@rp)—1)
(r4)  ({o,ma}, B) (r8) ({(@npB)—ta—(8—1))
Regute wnioskowania o przestankach a;, ..., a, oraz wniosku 3 zapisujemy

o1
czesto w postaci: =29 albo w postaci:

Qp

B

v
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Reguty zachowujace tautologiczno$é

Reguty zachowujace tautologicznos¢

Reguta R zachowuje wtasnos¢ bycia tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy:
dla kazdego (X, a) € R, jesli wszystkie elementy zbioru X s3 tautologiami,
to takze « jest tautologia.

Twierdzenie 2.1. Kazda reguta niezawodna zachowuje wtasnos¢ bycia
tautologia.

Dowod. Niech R bedzie niezawodna i przypusémy, ze nie zachowuje ona
wiasnosci bycia tautologia. Istnieje zatem sekwent (X, a) € R taki, ze X jest
zbiorem tautologii, a « nie jest tautologia. Istnieje wiec wartosciowanie h takie, ze
h(a) = 0. Oczywiscie h(3) = 1 dla kazdej formuty 5 z X. Zatem X ¥ «, a to
jest sprzeczne z niezawodnoscia R. Zachodzi wiec teza twierdzenia.

Cwiczenie. Udowodnij, ze reguty (r1)-(r8) sa niezawodne. J
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Definicja wnioskowania dedukcyjnego

Dygresja: wnioskowania dedukcyjne

Spéjniki logiczne w danym jezyku etnicznym (tu: polskim) to wyrazenia: i,
lub, jesli..., to..., nieprawda, Ze, itp.

Zdaniem prostym (jezyka etnicznego) nazywamy kazde zdanie A takie, ze:

@ zadna czes¢ A nie jest zdaniem

@ A jest zdaniem w sensie logicznym, tj. moze by¢ prawdziwe lub
fatszywe.

Zdania ztozone to zdania, ktére nie sa proste. Bierzemy pod uwage tylko
ztozenia zdan z uzyciem spojnikéw logicznych.

Schematem zdania A nazywamy formute jezyka KRZ otrzymang z A
poprzez zastapienie zdan prostych zmiennymi zdaniowymi, a wyrazen
reprezentujacych spéjniki logiczne spéjnikami prawdziwosciowymi.
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Semantyka KRZ: podstawowe definicje Definicja wnioskowania dedukcyjnego

Dygresja: wnioskowania dedukcyjne

Schematem wnioskowania ztozonego ze zbioru przestanek A oraz wniosku
A nazywamy uktad (X, a), gdzie:

@ X jest zbiorem schematéw zdan z A

@ « jest schematem A.

Whioskowanie (A, A) nazywamy dedukcyjnym, jesli jego schemat jest
sekwentem reguty niezawodnej.

Whioskowanie jest zatem dedukcyjne, gdy schemat jego wniosku wynika
logicznie ze zbioru schematéw jego przestanek.

Uwaga. Pamietaj: wnioskowania przeprowadzamy w jezykach etnicznych,
schematy wnioskowan i reguty to konstrukcje z jezyka KRZ.
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TSl SRTERNAETE THREEEE
Dygresja: teksty semantycznie niesprzeczne

Méwimy, ze zbiér A zdan jezyka etnicznego jest semantycznie niesprzeczny,
gdy zbiér schematéw wszystkich zdan A jest semantycznie niesprzecznym
zbiorem formut jezyka KRZ.

Moéwimy, ze zbiér A zdan jezyka etnicznego jest semantycznie sprzeczny,
gdy zbiér schematéw wszystkich zdan A jest semantycznie sprzecznym
zbiorem formut jezyka KRZ.

Méwimy, ze zdanie A jezyka etnicznego jest prawda logiczna, gdy schemat
A jest tautologia KRZ.

Méwimy, ze zdanie A jezyka etnicznego jest fatszem logicznym, gdy
schemat A jest kontrtautologia KRZ.
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TeitrEeine @ dkrliaf
Twierdzenia o dedukgji

2.2. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna).
Dla dowolnych X C Fxrz, @ € Fkrz, B € Fkrz zachodza nastepujace
implikacje:

o Jesli X U{a} Fue 0, to X Eurr a — L.
o Jesli X Epr @ — 3, to X U{a} Bk 5.

Na mocy powyzszego twierdzenia (oraz praw eksportacji i importacji)
reguta &% jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy implikacja
(a1 A ... ANay) — (3 jest tautologia KRZ.

Prawo importacji: (« — (8 — 7)) — (¢« AB) = 7)
Prawo eksportacji: ((a A 8) = v) — (@ — (8 — 7))
Cwiczenie: pokaz, ze te prawa s3 tautologiami KRZ.
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TeitrEeine @ dkrliaf
Twierdzenia o dedukgji

2.3. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna).
Dla dowolnych X C Firz, a € Fkrz, 8 € Fkrz zachodza nastepujace
réwnowaznosci:

o XU {a} Ex: {B, 8} wtedy i tylko wtedy, gdy X 4., —a.
o XU {—a} Fk. {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X |=x., a.

Z twierdzenia o dedukcji nie wprost korzystamy przeprowadzajac dowody
nie wprost (dowody apagogiczne).

Dowody obu semantycznych twierdzen o dedukcji przedstawiono w
Dodatku 1.

Cwiczenie. Wykorzystaj twierdzenie o dedukcji wprost dla uzyskania z regut
(r1)-(r8) odpowiednich tautologii KRZ.
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S ETN A EWTWRIWEY D IR ToTe0 I AR ST I BRI  Semantyczna réwnowazno$é formut

Semantyczna réwnowazno$¢ formut

e Formuty « i 8 nazywamy (semantycznie) réwnowaznymi (co
oznaczamy przez « ~ [3), jesli dla dowolnego wzz w warto$¢ « jest
réwna wartosci (.

e Formute o nazywamy spefnialng, jesli dla pewnego wzz formuta ta
przyjmuje wartos¢ 1.

o Formute o nazywamy odrzucalna, jesli dla pewnego wzz formuta ta
przyjmuje wartos¢ 0.

@ Przypominamy, ze « jest tautologia KRZ, gdy dla kazdego wzz
formuta ta przyjmuje wartos¢ 1.

@ Przypominamy, ze « jest kontrtautologia KRZ, gdy dla kazdego wzz
formuta ta przyjmuje wartos¢ 0.

Cwiczenia. 1. Pokaz, ze a ~ 3 wtedy i tylko wtedy, gdy o = [3 jest
tautologia KRZ. 2. Pokaz, ze dowolne dwie tautologie KRZ sa
semantycznie réwnowazne.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2—4) Semantyka KRZ 35 /72



S ETN A EWTWRIWEY D IR ToTe0 I AR ST I BRI  Semantyczna réwnowazno$é formut

@ Literatami nazywamy zmienne zdaniowe oraz negacje zmiennych
zdaniowych. Jesli literat L ma postac p,, to literatem sprzezonym z L
jest —p,. Jesli literat L ma posta¢ —p,, to literatem sprzezonym z L
jest pp.

@ Wielocztonowa koniunkcje formut a1, ap, ..., a, zapisywaé bedziemy
bez uzycia nawiaséw: a1 Aax A ... A ap.

@ Podobnie, wielocztonowsa alternatywe formut a1, ao, ..., a, zapisywaé
bedziemy bez uzycia nawiaséw: a1 V as V...V ap.

Cwiczenie: Dlaczego takie uproszczenie zapisu nie prowadzi do
niejednoznacznosci semantycznej?
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Semantyczna réwnowazno$é formut i postacie normalne Postacie normalne formut

Postacie normalne formut

e Koniunkcja elementarna nazwiemy dowolna koniunkcje literatéw.
o Alternatywa elementarng nazwiemy dowolnga alternatywe literatéw.

e Alternatywna postaciag normalna (apn) nazwiemy dowolng alternatywe
koniunkcji elementarnych.

e Koniunkcyjna postacia normalna (kpn) nazwiemy dowolng koniunkcje
alternatyw elementarnych.

@ Apn (odpowiednio: kpn) v nazywamy istotna i oznaczamy iafn
(odpowiednio: ikpn), jesli kazda zmienna zdaniowa formuty «
wystepuje w kazdej elementarnej koniunkgji (odpowiednio:
alternatywie) doktadnie raz, zaprzeczona badz niezaprzeczona.

e Kazda apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn) semantycznie réwnowazna
danej formule ae nazywamy apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn)
formuty a.

v
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Semantyczna réwnowazno$é formut i postacie normalne Postacie normalne formut

Dlaczego postacie normalne s3 wazne

Dla kazdej formuty a jezyka KRZ istnieje formuta [ taka, ze a ~ 3 i (3 jest
kpn. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze tautologiami KRZ s3:

v

(an(BVy))=({(anB)V(any))

Podobnie, dla kazdej formuty « jezyka KRZ istnieje formuta 3 taka, ze
a~ 31 jest apn.

v
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Hefutlianie pesE merelis
Dlaczego koniunkcyjne postacie normalne s3 wazne

Po pierwsze: jesli o jest tautologia KRZ oraz o ~ (3, to takze 3 jest
tautologia KRZ.

Po drugie: jesli o jest kpn, to jest postaci: Ay AAx A ... A A,

gdzie kazda formutfa A; jest alternatywa elementarna postaci:

L}V L2V ...V LP" gdzie z kolei kazda formuta L jest literatem.
Koniunkcja A1 A Ax A ... A A, jest tautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie formuty A; s3 tautologiami.

Formuta A; (czyli formuta L}V L2 V...V L) jest tautologia KRZ wtedy i
tylko wtedy, gdy wsréd L}, L2, ..., L™ wystepuje co najmniej jedna para
literatéw sprzezonych.

v

Tak wiec: sprowadzanie formut do kpn dostarcza algorytmu sprawdzajacego
tautologicznosc.
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Al pesEEs ReElie
Dlaczego alternatywne postacie normalne s3 wazne

Po pierwsze: jesli « jest kontrtautologia KRZ oraz oo ~ (3, to takze 3 jest
kontrtautologia KRZ.

Po drugie: jesli o jest apn, to jest postaci: A1V Ay V...V A,, gdzie kazda
formuta A; jest koniunkcja elementarng postaci:

L}ALZ2A...ALP, gdzie z kolei kazda formuta L jest literatem.
Alternatywa A; V Ax V...V A, jest kontrtautologia KRZ wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie formuty A; sg kontrtautologiami.

Formuta A; (czyli formuta L} A L2 A... A L) jest kontrtautologia KRZ
wtedy i tylko wtedy, gdy wsréd L}, L2, ..., L™ wystepuje co najmniej jedna
para literatéw sprzezonych.

v

Tak wiec: sprowadzanie formut do apn dostarcza algorytmu sprawdzajacego
kontrtautologicznos¢.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2—4) Semantyka KRZ 40 / 72



Funkcje prawdziwosciowe

Jeszcze o funkcjach prawdziwosciowych

Pamietamy, ze (n-argumentowa) funkcja prawdziwosciowa nazywamy
dowolna funkcje f : {0,1}" — {0,1}, dla n > 1.

Wszystkich n-argumentowych funkcji prawdziwosciowych jest 22". W
szczegblnosci, jest 16 dwuargumentowych funkcji prawdziwosciowych oraz
s3 4 jednoargumentowe funkcje prawdziwosciowe.

Do waznych probleméw (takze praktycznych) naleza:

o definiowanie jednych funkgcji prawdziwosciowych przez inne

@ reprezentacje dowolnych funkcji prawdziwosciowych przez stosowne
postacie normalne

@ znajdowanie zupetnych uktadéw funkcji prawdziwosciowych.
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Funkcje prawdziwosciowe Kodowanie funkcji prawdziwosciowych

Kodowanie funkcji prawdziwosciowych

Kazda z 16 dwuargumentowych funkcji prawdziwosciowych moze zosta¢
zakodowana czteroelementowym ciagiem 0 i 1 (zob. tabele z poprzedniego
wyktadu), a wiec dwéjkowym przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 15.

Ogodlnie, kazda n-argumentowa funkcja prawdziwosciowa moze zostaé
zakodowana 2"-elementowym ciagiem 0 i 1, a wiec dwdjkowym
przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 2" — 1.

Wszystkie n-argumentowe funkcje prawdziwosciowe mozna zatem fatwo
wypisa¢ w formie tabeli o 2" wierszach oraz n + 22" kolumnach. Na
pierwszych n miejscach w i-tym wierszu nalezy umiesci¢ dwéjkowa
reprezentacje liczby i — 1. W kolumnach od n+ 1 do 22" umieszczamy
kolejno (pionowo) reprezentacje dwsjkowe liczb od 0 do 22" — 1.
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[SILUCEENTEWPAIIWER  Jezyk terméw opisujacych funkcje prawdziwosciowe

Termy opisujace funkcje prawdziwosciowe

Klase wszystkich funkcji prawdziwosciowych oznaczymy przez C. Niech
G C C. Z kazda n-argumentowa funkcja f z G stowarzyszymy symbol
funkcyjny f. Niech Vbl = {vg, v1, va, ...} bedzie przeliczalnym zbiorem
symboli, zwanych zmiennymi (nazwowymi). Zdefiniujemy pojecie termu:

(a) kazda zmienna v; jest termem;

o (b) jesli f jest n-argumentowa funkcja z G, a T1,..., T, s3 termami,
to f(Ty,..., Tp) jest termem;

@ (c) nie ma innych terméw oprécz utworzonych na mocy warunkéw (a)
i

(b)-

Uwaga. Termy to wyrazenia opisujace funkcje prawdziwosciowe w pewnym
(nowym!) jezyku formalnym.
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[SILUCEENTEWPAIIWER  Jezyk terméw opisujacych funkcje prawdziwosciowe

Wartosci termow

Wartosciowaniem zmiennych nazwowych (wzn) nazwiemy kazda funkcje

w : Vbl — {0,1}. Przyjmujemy oznaczenie: w(v;) = w;.

Oczywiscie w kazdym termie wystepuje jedynie skoniczona liczba zmiennych
(nazwowych).

Okreslamy wartos¢ termu T dla danych wartosci zmiennych okreslonych
przez wzn w:

o (a) jesli T jest zmienng v;, to wartoscia T dla wzn w jest w;;

o (b) jesli T =F(Ty,..., T,) i wartosciami Ty,..., T, sa odpowiednio
€1,...,En, to wartosciag T jest f(e1,...,&n).
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Funkcje prawdziwosciowe Reprezentowalnosé

Reprezentowalnos¢

Moéwimy, ze n-argumentowa funkcja prawdziwosciowa g jest
reprezentowana przez term T, jesli wszystkie zmienne T s3 wsréd

Vi,..., Vv, idla dowolnych wartosci (przy kazdym wzn) zmiennych
Vi,...,Vp warto$¢ termu T jest identyczna z wartoscia termu g (v, ..., vy).
Mowimy, ze funkcja g jest zfozeniem funkgji f, ..., f,, jesli g jest

reprezentowana przez term, ktérego wszystkie symbole funkcyjne znajduja
sie posrod f1,..., fp.

Uwaga. W praktyce, fakt ze jakas funkcja jest ztozeniem innych wyrazamy
bezposrednio w metajezyku. Piszemy np.: Im(x,y) = Al(Ng(x),y). Zwr6é
uwage, ze zachodzenie tej réwnosci zwigzane jest z faktem, ze

(o — B) = ((—«) Vv () jest tautologia KRZ.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2—4) Semantyka KRZ 45 / 72



Funkcje prawdziwosciowe Zbiory: zupetne, zamknigte, niezalezne

Zbiory funkcji: zupetne, zamkniete, niezalezne

Zbior funkcji G nazywamy zupetnym, jesli dowolna funkcja
prawdziwosciowa jest ztozeniem pewnych funkcji z G. Zbiér funkcji G

nazywamy niezaleznym, jesli zadna funkcja f z G nie daje sie przedstawic¢
jako ztozenie funkcji z G — {f}.

Klase funkcji G nazywamy zamknieta, jesli zawiera ona wszystkie ztozenia
funkcji, ktére sa jej elementami. Zamknieta klase G nazywamy prapefna,
jesli G # C i G nie jest zawarta w zadnej klasie zamknietej, réznej od C.
Niezalezny zbiér funkcji G nazywamy baza klasy zamknietej K, jesli kazda
funkcja nalezaca do K jest ztozeniem funkcji nalezacych do G.

Do waznych funkgji prawdziwosciowych nalezag oméwione poprzednio: Ng,
Kn, Al, Im, Rw. Bedziemy postugiwa¢ sie takze funkcja n-argumentowe;j
koniunkgji: Kn(xy,...,xn) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x; = ... = x, = 1.
Podobnie dla n-argumentowej alternatywy.

v
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sy urleh meve Esieume:
Klasy funkcji prawdziwosciowych

@ Przez C; oznaczamy klase funkgji spetniajacych warunek
f(1,1,...,1) = 1.

@ Przez Cy oznaczamy klase funkgji spetniajacych warunek
£(0,0,...,0) = 0.

o L jest klasa wszystkich funkgji liniowych, tj. funkcji postaci
X1+ ...+ xp+ e, gdzie e € {0,1}.

@ D jest klasa funkcji samodualnych, tj. funkcji spetniajacych warunek
f(x1,...,xn) = Ng(f(Ng(x1),...,Ng(xn))).

@ przez M oznaczymy klase wszystkich funkcji monotonicznych, tj.
funkcji spetniajacych warunek: jesli x; < y1,...,x, < yp, to
f(x1,. oy xn) < F(yiy..oy¥n)-

Uwaga. Symbolu < uzywamy dla relacji niewiekszosci na zbiorze {0, 1}
traktowanym jako zbiér liczb. Symbol + oznacza dodawanie modulo 2 w
tym zbiorze.
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Funkcje prawdziwosciowe Przedstawialno$é

Przedstawialno$¢: zapis formalny

Méwimy, ze funkcja f jest przedstawialna za pomoca funkcji f1, ..., f, jesli
réwnosé f(vy,...,v,) = T zachodzi dla wszystkich wartosci
przyporzadkowanych (przez kazde wzn) zmiennym vy, ..., vy, gdzie T jest
pewnym termem zbudowanym z symboli funkcyjnych f1, ..., fi
(niekoniecznie wszystkich) oraz zmiennych vy, ..., v, (réwniez

niekoniecznie wszystkich).

Przyktady:

@ Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Al:

W(vl, V2) = Tg(m(vg(vl)avg(v2)))

@ Al jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:

Al(v1, v2) = Ng(Kn(Ng(v1), Ng(v2)))
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Funkcje prawdziwosciowe Przedstawialno$é

Przedstawialnos¢: zapis uproszczony

@ Im jest przedstawialna przez Ng oraz Al:
Im(x,y) = Al(Ng(x), y)

@ Im jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:
/m(X,y) = Ng(Kn(Xv Ng()/)))

@ Al jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Al(x,y) = Im(Ng(x),y)

@ Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Kn(x,y) = Ng(Im(x, Ng(y)))

Uwaga. Powyzsze réwnosci (z tego slajdu), zapisane w metajezyku,
dotycza bezposrednio funkcji prawdziwosciowych. Milczaco wykorzystujemy
tu pewne wtasnosci terméw opisujacych funkcje prawdziwosciowe.
Réwnosci z poprzedniego slajdu zapisane byty w jezyku terméw.
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Funkcje prawdziwosciowe Przedstawialno$é

Nie pogub sie!

By¢ moze, jestes wstrzasnieta (cho¢ nie zmieszana) uzywanymi w tym
wyktadzie subtelnosciami notacyjnymi. Tak trzeba, trust me. Zauwaz, ze:

e gdy piszemy np. réwnos¢ Im(x,y) = Al(Ng(x),y), to jest to zapis w
metajezyku, méwiacy co$ o funkcjach prawdziwosciowych;

o gdy piszemy réwnos¢ terméw Im(vi, vo) = Al(Ng(v1), v), to jest to
zapis w jezyku formalnym opisujacym funkcje prawdziwosciowe;

e gdy piszemy réwnowaznos¢ (o — ) = ((—a) V ), to jest to formuta
jezyka KRZ.

Mozna ustanowi¢ precyzyjng odpowiednios¢ miedzy: spdjnikami
prawdziwosciowymi —, A, V, — oraz =, a symbolami funkcyjnymi,
odpowiednio: Ng, Kn, Al, Im oraz Rw.
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Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych
Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych

W jezyku terméw opisujacych funkcje prawdziwosciowe mozna zdefiniowac
postacie normalne terméw:

e Kazde wyrazenie postaci x lub Ng(x), gdzie x jest zmienna
(nazwowa), nazywamy literatem.

@ Wyrazenia postaci Ly A Ly A ... A L, gdzie kazde L; jest literatem,
nazywamy koniunkcjami elementarnymi.

@ Whyrazenia postaci L1 V Lo V...V L,, gdzie kazde L; jest literatem,
nazywamy alternatywami elementarnymi.

e Wyrazenie w koniunkcyjnej postaci normalnej (kpn) jest to wyrazenie
ksztattu A1 A Ax A ... A Ap, gdzie kazde A; jest alternatywa
elementarna.

e Wyrazenie w alternatywnej postaci normalnej (apn) jest to wyrazenie
ksztattu A1 V Ax V...V A,, gdzie kazde A; jest koniunkcja
elementarna.
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Funkcje prawdziwosciowe Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych

Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych

Zachodzi nastepujace wazne twierdzenie o postaciach normalnych: ]

Twierdzenie 4.1. Kazda funkcja prawdziwosciowa jest przedstawialna
zaréwno w koniunkcyjnej, jak i w alternatywnej postaci normalnej.
Dowéd w Dodatku 1.

Przyktad: ]

I(Kn(x, y), Kn(Ng(x), Ng(y)))

Kn(Al(Ng(x),y), Al(x, Ng(y))).

e apn dla Rw: Rw(x,y)
e kpn dla Rw: Rw(x,y)

Cwiczenie. Sprowadz do kpn oraz apn formute a = 3 jezyka KRZ i
poréwnaj otrzymane rezultaty z powyzszymi postaciami normalnymi dla
Rw. Jakies refleksje?

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2—4) Semantyka KRZ 52 /72




Wk zcly aupetinn § aimpstie
Zupetne uktady funkgcji prawdziwosciowych

Z twierdzenia o postaciach normalnych wynika, ze nastepujace uktady
funkcji sa zupetne: J
{Ng,Kn} {Ng,Al} {Ng,Im}. )

Zupetny jest takze uktad funkcji {Ar, Kn,1}, gdzie 1 jest funkcja stata
rowna 1, a funkcja Ar (alternatywa roztaczna) odpowiada dodawaniu
modulo 2. Zauwazmy, ze Ng(x) = Ar(x, 1(x)) oraz ze Kn odpowiada
(zwyktemu) mnozeniu w zbiorze {0, 1}.

Czasami zamiast Kn(x, y) piszemy xy, zamiast Ar(x,y) piszemy x + y, a
zamiast 1 po prostu 1. lloczyny zmiennych nazywamy jednomianami, sumy
jednomianéw wielomianami Zegatkina, a pusty iloczyn zmiennych
utozsamiamy ze stata 1.

v
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Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych Uktady zupetne i niezupetne

Zupetne uktady funkgcji prawdziwosciowych

Twierdzenie 4.2. Kazda funkcja prawdziwosciowa ma doktadnie jedno
przedstawienie w postaci wielomianu Zegatkina (z doktadnoscia do

kolejnosci czynnikéw w jednomianach i sktadnikéw w wielomianie).
Dowéd w Dodatku 1.

Zauwazmy, ze:

o (a) funkcje liniowe s3 przedstawialne jako sumy skonczenie wielu
jednomianéw prostych (tj. jednomianéw bez mnozenia)

@ (b) funkcje przedstawialne przez funkcje liniowe takze s3 liniowe

@ (c) z (a) oraz (b) wynika, ze nie sa zupetne np. ukfady: {+,1} oraz
{Ng, Rw}.

Nie sa zupetnymi takze np. uktady: {Rw, Ar}, {Al, Kn, Im}.

)
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Sieepdp i losdte Sidiae
Binegacja i kreska Sheffera

Dalsze dwie wazne funkcje prawdziwosciowe to: J

o binegacia: | (x,y) = Ng(Al(x,y))
o kreska Sheffera: |(x,y) = Ng(Kn(x, y))

Zauwazmy, ze:
Ng(X):’(X,X) AI(Xay) =l (l (X,y),l(X,y))
Ng(x) =1 (x,x)  Kn(x,y) = |(|(x,y).|(x,y))

Binegacja odpowiada spdjnikowi ,,ani ..., ani ...", a kreska Sheffera spéjnikowi

,CO najwyzej jedno z dwojga ..., ...".

Twierdzenie 4.3.
Jedyne zupetne jednoelementowe uktady funkeji to: {|} oraz {|}.
Dowéd w Dodatku 1. )
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Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych Zbiory niezalezne i bazy

Przyktady zbioréw niezaleznych i baz

Przyktadami niezaleznych uktadéw funkcji sa:
(a) {Ng, Rw}; (b) {Ng,Ar}; (c) {Rw, Ar}; (d) {Rw, Al}.

Zupetne i niezalezne s3 np. nastepujace uktady funkcji:
(a) {Im,/}, gdzie /(x,y) = Ng(Im(y,x));
(b) {Rw, Al,0}, gdzie 0 jest funkcja stata réwna 0.

o {Kn,Im} jest baza dla C;

o {Kn, Ar} jest baza dla Cy

o {Al,Kn,0,1} jest baza dla M

o {0, Rw} jest baza dla L

o {Ng, A} jest baza dla D, gdzie A(x,y,z) = xy + xz + yz.
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Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych Klasy prapetne i twierdzenie Posta

Klasy prapetne i twierdzenie Posta

e Klasy: C1,Co, M, D, L sa wszystkie prapetne.

@ Dowolna klasa zamknieta K # C zawiera sie w pewnej klasie
prapetne;.

o Uktad funkgji jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zawarty w
zadnej klasie prapetne;.

4.4. Twierdzenie Posta. Nie istnieja klasy prapetne rézne od C1, Co, L,
D oraz M.

Dowéd opuszczamy.

o Kazdy zamkniety zbiér funkcji prawdziwosciowych ma skonczona baze.

@ Rodzina wszystkich zamknietych zbioréw funkcji prawdziwosciowych
jest przeliczalna.

e Kazda baza dla C zawiera nie wiecej niz cztery funkcje.

v
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Zadanie domowe

Zadania domowe

Zaleca sie wykonanie wszystkich podanych zadan. ]

Mozesz takze korzysta¢ z (powszechnie dostepnego) zbioru zadan Pani
Profesor Barbary Stanosz: Cwiczenia z logiki, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa (kilkanascie wydan) i rozwigza¢ zadania 1-27.

Uwaga! Bez umiejetnosci rozwigzywania zadan nie zdasz egzaminu z logiki
matematycznej. Wybdr nalezy do ciebie.
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Zadanie domowe

Przyktady poprawnych rozwigzan

Poprawne rozwigzania przyktadowych zadan dot. omawianych probleméw
znalez¢ mozna pod adresami:

www.logic.amu.edu.pl/images/8/87 /Egzlogmat2007.pdf

Zadania (z obu grup): 2 (rozwigzania 2.1. i 2.2.) oraz 5 (rozwiazania 5.2.
i 5.3.).

www.logic.amu.edu.pl/images/4/4f/Logjiin2007 .pdf
Zadania z 4 czerwca 2007: 1 (rozwiazania 1.1. i 1.2.), 2 (rozwiazania 2.1.

i 2.2.), 3 (rozwiazania 3.1. i 3.2.), a takze zadania z 6 czerwca 2007: 2
(rozwigzania 2.1. i 2.2.) oraz 4 (rozwiazanie 4.2.).
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ezt (52
Jezyk KRZ

Narysuj drzewa skfadniowe formut: ]

(((p — q) A =q) — —p)
(((pv=p)A(p—@q))AN(=p—r))—(qVr)
((p=-(qVr))— (=(aAPp))).

Wstaw jakie$ wartosci logiczne na liscie tych drzew i oblicz wartos¢
przyporzadkowana, zgodnie z tablicami opisujacymi funkcje
prawdziwosciowe, korzeniowi.
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ezt (52
Jezyk KRZ

Na ile sposobéw mozna wstawi¢ w ponizsze ciagi symboli jezyka KRZ
nawiasy, aby otrzyma¢ formuty jezyka KRZ:

e p——qVqg—r
@ p—qg—r— —p

@ p=—pVgAr.

W kazdym z powyzszych przypadkéw podaj wszystkie podformuty
otrzymanych formut.
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Tewsitee Rz
Tautologie KRZ

Pokaz, ze sa tautologiami KRZ: )

e (p—q)V(g—p)
o p—(q—p)
°o((p—aq)—p —p
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Tewsitee Rz
Tautologie KRZ

Pokaz, ze sa kontrtautologiami KRZ:

o (=(p—q))=((-p)Va)
° (pAq)=((—p)V(—q))
° (pA(=9q)) — (p—q)
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Tewsitee Rz
Tautologie KRZ

Zbadaj, czy s3 tautologiami KRZ:

o (p—=(q—(r—(s—1)—(-t—=(qg—(p—(s—r))))
o (p—(qVvr))—((gnr)——p)
o (p—=(qg—r))=(r—-(pAq)
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Wkttt legiwne w (KR
Wynikanie logiczne w KRZ

Zbadaj, czy nastepujace reguty sg niezawodne:

(pva)=r  —(pVg)—r
p—(qg—r)
S — r
— S
—q p Py
=(rAs) sVr
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SRR (TEpECEAREE w (RZ
Semantyczna niesprzecznos¢ w KRZ

Zbadaj, czy s3 semantycznie niesprzecznymi zbiorami formut: )
p
p—(qg—r) p— —(qV-r) —q
q p —r
=(p—r) r—gq p—(sVt)
t—(rAgq)
bt p—q p—q
p pVgqg r—gq

Jerzy Pogonowski (MEG)

Logika Matematyczna (2—4)
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Whioskowania dedukcyjne

Zbadaj, czy s3 wnioskowaniami dedukcyjnymi: )

e Jesli wycofamy nauke religii ze szkét, to nie jest prawda, ze
Jjednoczesnie: Polska bedzie normalnym krajem oraz Episkopat bedzie
zachwycony. Panie kochany, méwie Panu: normalnym krajem to ta
nasza Polska w koricu bedzie. No to sam Pan widzi, ze Episkopat nie
bedzie, delikatnie rzecz ujmujgc, zachwycony, jesli nauke religii
wycofamy ze szkéft.

o Mowie wam, jesli Ala wyjdzie za maz, to bedzie awantura na weselu.
Nie wierzycie? Wystarczy sie tylko zastanowic¢: jesli Ala wyjdzie za
maz, to na pewno i Kasia i Dorota beda druhnami. A przeciez jest
Jjasne, ze dojdzie do awantury, gdy co najmniej jedna z nich bedzie
druhna, znamy je nie od dzis.
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Whioskowania dedukcyjne

Zbadaj, czy s3 wnioskowaniami dedukcyjnymi: )

o Ten pogrzeb nie ma prawa sie udaé, o ile nie jest plotka, ze odszedt
ostatni z Wielkich Przywédcéw Postepowej Ludzkosci. Dlaczego? To
chyba oczywiste. Jesli istotnie juz Go nie ma, to Lewus lub Prawus
bedzie przemawiat na pogrzebie. Gdy jednak pojawia sie tam obaj ze
swoimi tekstami, to skandal murowany, inaczej méwiac pogrzeb
nieudany.

o Jesli masz 1 dolara, to mozesz sobie kupi¢ lody. Ciasteczko mozesz
sobie kupi¢, jesli masz 1 dolara. Tak wiec, drogie dziecko, jesli masz 1
dolara, to mozesz sobie kupi¢ i lody i ciasteczko. Masz tu 1 dolara i
wypad!

e Jestem, o ile mysle. No i przeciez mysle. Wynika stad, ze jestem.
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Teksty semantycznie niesprzeczne

Zbadaj, czy s3 tekstami semantycznie niesprzecznymi: )

o Agentem byt Marszatek lub Prezydent. Przewodniczacy byt agentem,
o ile Prezydent byt agentem. Prymas byt agentem, jesli Marszatek byt
agentem. Ale przeciez — na litos¢ boskg — ani Prymas, ani
Przewodniczacy nie byli agentami.

o Jezeli Polska bedzie katolicka, to jezeli przeprowadzi sie (rzetelna, do
trzeciego pokolenia) lustracje, to zapanuje prawdziwa (na wieki)
demokracja. A jesli zapanuje demokracja, to juz zaraz bedzie
dobrobyt, o ile oczywiscie przeprowadzi sie lustracje. Polska bedzie
katolicka. | lustracje sie przeprowadzi, a jakze. Tylko dobrobytu nie
bedzie, mili stuchacze.

@ Tekst taki sam, jak wyzej, oprdcz ostatniego zdania, zamiast ktérego
wstawié: | bedzie dobrobyt, ze hej.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna (2—4) Semantyka KRZ 69 / 72



Zupeting ulicy qurtie
Zupetne ukfady funkcji

1. Przedstawi¢ wszystkie dwuargumentowe funkcje prawdziwosciowe
(z tabeli podanej na wyktadzie drugim) poprzez funkcje z ponizszych
uktadéw:

{Ng,Kn} {Ng,Al} {Ng,Im}
{imo0}  {} {1}

2. Dla kazdego z tych przedstawien zapisa¢ odpowiadajacg mu tautologie
KRZ (w przypadku |, | oraz 0 wymaga to rozszerzenia jezyka KRZ o te
symbole).
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Dla ciekawych: KRZ a rachunek zbioréw

Przektad 1. Niech T bedzie termem reprezentujacym pewng funkcje
prawdziwo$ciows, w zapisie ktérego wystepuja tylko znaki Kn, Al i Ng oraz

zmienne vy, ..., vk. Przez ¢(T,x) oznaczymy formute jezyka teorii mnogosci
otrzymang z termu T przez podstawienia w miejsce zmiennych vy, ..., v
odpowiednio wyrazen x € Zy,...,x € Zx.

Przektad 2. T jak wyzej. Przez Z(T) oznaczymy wyrazenie, ktére otrzymujemy
z termu T poprzez zamiane zmiennych v; symbolami Z;, a symboli Kn, Al i Ng
odpowiednio symbolami N, U oraz —.

@ Podaj przyktady zbioréw, ktére mozna tworzy¢ z terméw opisujacych funkcje
prawdziwosciowe, postugujac sie przektadem 1.

@ Podaj przyktady praw rachunku zbioréw odpowiadajace prawom dotyczacym
funkgji prawdziwosciowych przy przektadzie 2.

@ Podaj przyktady praw rachunku zbioréw odpowiadajace tautologiom KRZ.
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Koniec

Koniec

To byta najtatwiejsza czes¢ Elementarza Logicznego. )

Na wszystkich dalszych wykfadach w semestrze zimowym bedziemy
zajmowac sie réznymi operatorami konsekwencji w KRZ.
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