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Plan wyktadu

Omowimy jedna z mozliwosci matematycznych reprezentacji pojecia
obliczalnosci, a mianowicie funkcje rekurencyjne.

@ Funkcje pierwotnie rekurencyjne.

@ Funkcje rekurencyjne.

@ Zbiory i relacje: rekurencyjne oraz rekurencyjnie przeliczalne.

o Indeksy.

o Twierdzenia o: postaci normalnej, parametryzacji, enumeracji, punkcie
statym, uniwersalnosci problemu stopu.

@ Zbiory: produktywne, tworcze, proste.

@ Sprowadzalnos¢. Stopnie nierozstrzygalnosci.
@ Informacja o innych matematycznych reprezentacjach pojecia
obliczalnosci.
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Plan wyktadu

Uwaga. Niniejsza prezentacja w zadnej mierze nie jest przyblizonym
choéby wyktadem teorii funkcji rekurencyjnych. Ograniczamy sie do
definicji wybranych poje¢, podajemy nieco przyktadéw i formutujemy kilka
twierdzen.

Cele tej prezentacji sa zasadniczo dwa:

@ pokazanie, ze intuicyjne pojecie obliczalnosci mozna reprezentowac
matematycznie;

@ oswojenie stuchaczy z operacjami kodowania, ktére beda
wykorzystywane w arytmetyzacji sktadni w wyktadzie nastepnym.

Stuchacze zainteresowani teorig funkcji rekurencyjnych zechca skorzystaé z
literatury przedmiotu podanej na koncu prezentacji.
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Pojecie algorytmu

Metoda obliczalna (efektywna): w skonczonej liczbie prostych,
mechanicznych krokéw daje odpowiedz dla dowolnych danych ustalonej
postaci. Dane moga mie¢ strukture ztozona. Obliczenie za pomoca metody

efektywnej nazywa sie algorytmem.
Podane wyzej pojecie obliczalnosci ma charakter intuicyjny. Mozliwe s3

jego rézne matematyczne precyzacje.

@ Przyktad metody efektywnej: algorytm ustalania, czy dana formuta
jezyka Klasycznego Rachunku Zdan jest prawem (tautologia) tego
rachunku.

@ Przyktad problemu, dla ktérego nie istnieje metoda obliczalna:
ustalanie, czy dowolna formuta jezyka Klasycznego Rachunku
Predykatéw jest prawem (tautologia) tego rachunku.
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Przyjmowane oznaczenia

w oznacza zbiér wszystkich liczb naturalnych.

e dom(f) oznacza dziedzine funkgji f, a rng(f) jej przeciwdziedzine.
Podobnie dla relacji.

@ Uzywamy standardowo przyjetych symboli dla operacji i relacji
arytmetycznych.

@ Zaktadamy, ze stuchacze pamietaja podstawowe wiasnosci operacji i
relacji arytmetycznych.

@ Zaktadamy, ze stuchacze znaja podstawowe pojecia rachunku zbioréw i
relacji.

W dalszym ciggu, uzywajac terminu ,,zbiér" bedziemy mieli na mysli tylko
podzbiory zbioru w wszystkich liczb naturalnych, zas zbiorami n-tek
(ciagow dtugosci n) bedziemy nazywa¢ podzbiory zbioru w” (n > 1).
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Rekursja = 7

@ Na pierwszym polu szachownicy umieszczamy 1 ziarno zboza. Na
kazdym nastepnym dwa razy tyle, co na poprzednim. lle ziaren
potrzeba (szachownica ma 64 pola)?
14+2+22+... 425 =20 1 = 18446744073709551615

e Mamy pierwsza pare krélikéw (samca i samice). Chcemy obliczy¢, ile
par krolikéw otrzymamy po n miesigcach przy zatozeniu, ze kazda para
krélikéw rodzi co miesiac nowa pare (samca i samice), ktéra staje sie
reproduktywna po miesigcu. Nadto, kréliki zyja wiecznie, sa
monogamiczne i kazirodcze (poczawszy od drugiej pary tylko brat z
siostra daja potomstwo), oraz nie ustaja w rozmnazaniu (pierwsza
para tez). [Jest réwniez wersja ze Smiertelnymi krélikami.]

e f(0)=0
o f(1)=1
o f(n+2)=F(n)+Ff(n+1)
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Rekursja = 7

@ tacinskie recurrere znaczy m.in.: przybiec na powr6t, wréci¢ do
czego$, pospieszy¢ na powrdt, a recursare znaczy: wracaé, czesto
powracac.

@ Obliczanie wartosci pewnych funkcji dla argumentu n+ 1 wymaga
znajomosci wartosci tych funkcji dla argumentéw 0,1,2,... . n.

Rozwazamy przy tym nie catkiem dowolne funkcje, ale jedynie takie,
ktorych wartosci otrzymujemy w sposéb efektywny (obliczalny). Za
funkcje obliczalne uznamy np. funkcje state (nic nie trzeba liczy¢), funkcje
nastepnika (dodanie jedynki do liczby), funkcje rzutu (wybranie liczby ze
skonczonej listy). Uznamy, ze sktadajac funkcje obliczalne otrzymamy
funkcje obliczalng. Uznamy tez, ze pewne inne operacje (rekursja prosta,
minimum efektywne) stosowane do funkgji obliczalnych daja funkcje
obliczalne.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Funkcje czesciowe i catkowite

Czesciowe funkcje liczbowe f(xy,...,x,) (dla n=1,2,...), to funkcje

okreslone na pewnym podzbiorze zbioru w” o wartosciach bedacych
liczbami naturalnymi.

Dla dowolnych liczb ay,. .., a, € w oraz funkcji f (k-argumentowej) i g
(s-argumentowej) piszemy

f(aj,---,a,) =g(ap,...,a;),

jesli: albo wartosci (aj,, ..., aj ) oraz g(aj, ..., aj,) sa nieokreslone albo s3

obie okreslone i identyczne.

n-argumentowa funkcja f(xi, ..., x,) jest catkowita, jesli jej dziedzing jest

caty zbiér w”, czyli gdy dom(f) = w".
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Funkcje proste, ztozenie i podstawienie

Nastepujace funkcje catkowite nazywamy prostymi:
@ s(x) = x + 1 (nastepnik),
@ o(x) = 0 (funkcja stata réwna 0),

o IN(x1,...,xp) =xm (dla 1< m< n) (rzut na m-ta wspétrzedna).

Funkcja h(x1,...,xn) = g(A(x1,. -y %)y, fm(Xx1,. .., Xn)) otrzymywana

jest z funkgji g, f1, ..., fm przez operacje zfozenia.

Funkcje h(x1,...,xn) = g(t1,..., tm) Ootrzymujemy z pomoca operagji
podstawienia z funkcji g, fi,. .., f, gdy ti = fi(xj,, ..., x;,), gdzie kazde
xj, jest jedng ze zmiennych xi,..., X, lub t; jest jedna ze zmiennych

X1y vy Xn.
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Schemat rekursji prostej

Funkcje f(x1,...,Xn,y) otrzymujemy z funkcji g(xi,...,x,) oraz
h(x1,...,Xn, ¥, Z) za pomoca operatora rekursji prostej, gdy moze ona
by¢ okreslona nastepujacym schematem rekursji prostej:

o f(xi,...,xn,0) = g(x1,...,%n),
o f(xi,....xn,y+1)=h(xt,....,xn, ¥, F(X1,- - Xn, ¥))-

Dla n = 0 schemat rekursji prostej przyjmuje nastepujaca postac:
e f(0) = a,
o fly+1)=2gly.f(y))

gdzie a jest jednoargumentowa funkcja stata o wartosci a.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Operacja minimum

Funkcje f(x1,...,xn) otrzymujemy z funkcji g(xi, ..., xn, y) za pomoca
operacji minimum (za pomoca j-operatora), co zaznaczamy nastepujaco:

f(xt,...,xn) = py [g(xt, ..., xn,y) = 0],

gdy spetniony jest warunek:

f(x1,...,xn) jest okreslona i réwna y wtedy i tylko wtedy, gdy
g(x1,...,xn,0),...,8(x1,...,%n, ¥y — 1) sa wszystkie okreslone i rézne od
0, zas$ g(x1,...,xn,y) = 0.
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Funkcje: pierwotnie, czesciowo i ogélnie rekurencyjne
Funkcje: pierwotnie, czesciowo i ogdlnie rekurencyjne

e Funkcja f(xy,...,x,) jest pierwotnie rekurencyjna, jesli moze by¢
otrzymana z funkgji prostych za pomoca skonczonej liczby zastosowan
operacji ztozenia oraz rekursji proste;.

e Funkcja f(xq,...,x,) jest czesciowo rekurencyjna, jesli moze by¢
otrzymana z funkgji prostych za pomoca skonczonej liczby zastosowan
operacji ztozenia, rekursji prostej oraz operacji minimum.

e Funkcja f(x1,...,x,) jest ogdlnie rekurencyjna (krétko:
rekurencyjna), gdy jest ona catkowita funkcja czesciowo rekurencyjna.

Kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna jest tez ogdlnie rekurencyjna (lecz
nie na odwrdt).
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcje: pierwotnie, czesciowo i ogélnie rekurencyjne

Minimum efektywne

Jezeli funkcja g(xi, ..., xn) jest pierwotnie rekurencyjna oraz
@ (x) dla wszystkich xp, ..., x, istnieje y taka, ze g(x1,...,xn,¥) =0,

to méwimy, ze funkcja f(xi, ..., x,) okreslona warunkiem:

f(x1y ... xn) = py [g(x1,..., xn,y) = 0]

(czyli f(x1,...,xn) = najmniejsza y taka, ze g(x1,...,Xxn,¥) =0)
jest zdefiniowana przez minimum efektywne. Warunek () nazywamy
warunkiem efektywnosci.

Funkcje okreslone za pomoca minimum efektywnego stosowanego do
funkgji catkowitych sa catkowite.
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Furtie: e, eaEemene § egelis rtucnsie
Ograniczony p-operator

Funkcje f(x1,...,xn) otrzymujemy z funkgji

g(X17' ~';Xn7_y) oraz h(X]_,...,Xn)

za pomoca ograniczonego ji-operatora, jesli dla wszystkich xi,..., x,:

,U_y[g(XL...,Xn,y) :0]

jest okreslona i nie wieksza od h(x,...,x,) oraz

f(X]_7,Xn) = uy [g(X177Xn7y):0]

W szczegélnosci, jesli h(xi, ..., x,) = a jest funkcja stata, to piszemy:
f(X17 e 7Xn) = Ny < a [g(X17 e ,Xn,y) = 0]
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Zbiory i relacje rekurencyjne

Zbiory i relacje rekurencyjne

Niech P bedzie dowolng n-argumentows relacja na zbiorze w. Funkcje
xp(x1,...,xn) nazywamy funkcja charakterystyczng relacji P, jesli
funkcja ta spetnia warunek

[ 0, gdy P(xi,...,xn)zachodzi,
XP(X1 - ) = { 1, gdy P(xi,...,xXn) nie zachodzi.

W szczegélnosci, funkcje charakterystyczne zbioréw to funkcje
charakterystyczne relacji jednoargumentowych.

Uwaga. W niektérych podrecznikach przez funkcje charakterystyczng
relacji P rozumie sie funkcje 1 — xp(x1,...,Xn). To kwestia umowy,
przyjmowanej dla wygody obliczen.
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Aty © el etanamsiie
Zbiory i relacje rekurencyjne

Relacja P jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna), jesli jej funkcja
charakterystyczna jest og6lnie rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).

Zbiér n-tek M nazywamy rekurencyjnym (pierwotnie rekurencyjnym),
jesli relacja
P(x1,...,xn) zachodzi & (x1,...,x,) € M

jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).

W szczegdlnosci, zbior M C w jest rekurencyjny, gdy jego funkcja
charakterystyczna s jest rekurencyjna.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Inna definicja funkcji rekurencyjnych

Funkcje rekurencyjne: inna definicja

W mysl innej definicji zbiér funkcji rekurencyjnych to najmniejszy zbiér
funkcji:

e zawierajacy funkcje rzutu 1, dodawania +, mnozenia - i funkcje
charakterystyczna x < relacji mnigjszosci <,

e domkniety na operacje ztozenia funkcji oraz definiowanie przez
minimum efektywne.

Obie te definicji okreslaja te sama klase funkgji:

@ mozna pokaza¢, ze +, - i x< sa pierwotnie rekurencyjne (zobacz nizej);

@ mozna pokaza¢, ze schemat rekursji prostej daje sie wyrazi¢ za
pomoca minimum efektywnego (zobacz nastepny wyktad).
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Kilka schematéw rekursji

Inne schematy rekursji

Funkcje f otrzymujemy z g, h, t1, ..., ts z pomoca schematu rekursji
zwrotnej, gdy moze ona by¢ okreslona schematem:

f(xt,. %, 0) = g(x1,...,Xn),
f(xt, .oy Xmy+1) = (xl,...,X,,,y,f(xl,...,x,,,tl(y—l—1)),...
’ f(Xla e 7Xn7 tS(y + 1)))7

v

gdzie ti(y +1) <y,...,ts(y +1) <. )

Jesli funkcje g, h, t1, ... ts s3 pierwotnie rekurencyjne, to funkcja f jest
pierwotnie rekurencyjna.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Kilka schematéw rekursji

Inne schematy rekursji

Niech fi, ..., f, beda zdefiniowane przez rekursje jednoczesna, tzn. za

pomoca nastepujacego schematu:

fi(x1, -, xn, 0) = gi(x1,--.,Xn),
f}(X17"'7Xn7y+1) =
- hi(Xla"',Xnayaﬂ(Xla--'7Xn7.y)7"°7fk(X17"'7Xn7.y))

dla wszystkich 1 < i < k.

Mozna udowodni¢, ze jesli funkcje g1, ..., gk, h1, ..., he s3 pierwotnie
rekurencyjne, to funkcje f1,. .., f, sa pierwotnie rekurencyjne.

J
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Kibe sdimeisey ik
Inne schematy rekursji

Schemat rekursji ograniczonej ma posta¢ nastepujaca: )

(X1, .y xn, 0) = g(x1,..., Xn)
(Xt oy Xnyx+ 1) = h(xt, ..., xn, x, F(X1,. .., Xn, X))

(X1, ooy Xny X) < J(X1, ...y Xn, X).

Mozliwe s3 r6zne dalsze schematy rekurs;ji.
Definiowanie przez rekursje to wazne narzedzie w jezykach programowania.

v
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Oznaczenia

Stosujemy oznaczenie:

f(Xl7 s 7Xn) = /'Ly[g(xl

gdy spetniony jest warunek: f(xi,..

tylko wtedy, gdy g(x1,...,xn, 1) or
i=0,1,...,y, g(x1,...,xn, 1) # h(x1, ..
g(Xla--me}/) — h(Xl,--«,Xn,y)-

Kilka oznaczeh

~-7Xn7}’) - h(le"'7Xn7y)]7

5.

., Xn) jest okreslone i réwne y wtedy i
az h(xi,...,xn, i) s okreslone dla
.y Xn, 1) dla i <y oraz

W podobny sposéb rozumiemy oznaczenia:

° ,U}/[g(Xl, s 7Xn>y) 7é h(le s 7Xn>y)]a

o ylg(xa,. .. Xn,y) < h(xt, ... xn, y)],

o uylg(xi,...,xn,y) < h(x1,...,xn,y)], itd.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Kilka oznaczen

lteracja, odwrécenie, funkcja uniwersalna

Bedziemy méwi¢, ze funkcje f(x) otrzymujemy z funkgji g(x) przez
iteracje i oznaczac ten fakt przez f(x) = ig(x), gdy

e f(0)=0,

o f(x+1)=g(f(x))

Bedziemy méwi¢, ze funkcje f(x) otrzymujemy z funkcji g(x) przez
odwrdcenie i zaznacza¢ ten fakt przez f(x) = g~1(x), gdy

f(x) = nylg(y) = x].

Niech G bedzie pewna rodzing n-argumentowych funkcji czesciowych.
Funkcje n + 1-argumentowa F nazwiemy funkcja uniwersalng dla G, jesli

G={F0,x1,...,xn), F(1,x1,...,%n), F(2,X1,. .., Xn), ...} )
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje sg pierwotnie rekurencyjne: )
o (1) f(x)=x+n
o (2) f(x)=mn;
° (3) f(x,y) =x+y;
° (4) f(x,y)=x"y;
o (5) f(x,y) = x¥ (przyjmujemy 0° = 1);
e (6) f(x) = x! (przyjmujemy 0! = 1).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Dowdd (pierwotnej rekurencyjnosci tych funkgji).

o (1) f(x) =s(s(...s(x)...)).
n razy
e (2) f(x)=s(s(...s(o(x))...)).
n razy
o (3) f(x,y) otrzymujemy przez rekursje prosta z funkcji g(x) = I£(x)
oraz h(x,y,z) = s(I3(x,y, 2)).
e (4) f(x,y) otrzymujemy przez rekursje prosta z g(x) = o(x) i
h(x,y,z) = I3(x,y,2) + B(x,y, 2).
e (5) f(x,0) =1, f(x,y +1)=x-f(x,y).
e (6) f(0)=1, f(x+1)=s(x)-f(x).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje sg pierwotnie rekurencyjne:

0, gdy x=0

U ORIl Ao
_ 0, gdy x>0
JOEORE s Aol

0, gdy x=0
x—1, gdy x>0
. { 0, gdy x<y
Y= _ d .

X—y, gady x>y,

v
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Dowdd.
@ (7) sg0=0; sg(x+ 1) = s(o(x)).
e (8)sg0 =1, 5g(x+ 1) = o(x).
@ (990-1=0, (x+1)=1=x.
o (10) x-0=x, x=(y+1) = (x=y)=1
o (11) |x = y] = (x=y) + (y=x).
o (12) max(x,y) = x - sg(x=y) + y - 5g(x=y).
o (13) min(x, y) = x - sg(y=x) + y - 5g(y=x).
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Niech funkcje fy, f1,. .., fs maja nastepujaca wiasnos¢: dla dowolnych

argumentoéw xi, ..., X, jedna i tylko jedna z tych funkgji réwna jest 0.

Powiemy, ze funkcja g jest okreslona warunkowo, gdy
ho(x1,...,%n), gdy fo(x1,...,xn) =0,

g(x1, ..., xp) =% ...

hs(x1,...,xn), gdy fs(x1,...,xn)=0.

Jesli funkcje ho, ..., hs, fo, ..., fs sa pierwotnie rekurencyjne, to g jest

pierwotnie rekurencyjna.

Dowdd. g(x1,...,xn) = ho(Xx1,...,xn) - Sg fo(x1,...,Xn) + ...
coot hs(x1, ..oy %n) - SB fs(X1, - oy Xn).

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 27 / 141



Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Niech g, a, 8 beda funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi. Wtedy
nastepujace funkcje sa pierwotnie rekurencyjne:

Xn+1

(14) f(x1,. s Xy Xnt1) = Z g(x1, ...y Xn,0);

X1,...yXn, 1), gd <z
(15) F(x1,- -+ s Xmy ys 2) = gg(l mi), edy v

0, gdy y >z

(16) f(le"'axmylv"'vym) =
B(y1s--,Ym) ]

g(X]-?"'?Xn?I)? gdya(y].’"'7.ym)</6(.y17"‘7ym)7
i=a(y1,....ym)

0, w pozostatych przypadkach;
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Xn+1

(17) f(X]_,...,X,,,X,H_]_) H g(Xl,.. s Xny | )

n;-7 d <
(18) F(x1, -+ Xny ¥, 2) = .ljg(xlv i), gdy y <z

0, gdy y>z

(19) f(X17"'7Xnay1a"'7ym) -
Bya,---,Ym)

g(Xla « ooy Xn, I)7 gdy 04(}’17 e a.ym) g ﬁ(yla e a.ym)a
i=a(y1,--,Ym)

0, w pozostatych przypadkach.

Jesli funkcje f otrzymujemy z funkgji pierwotnie rekurencyjnych g i h za pomoca

ograniczonego p-operatora, to f jest pierwotnie rekurencyjna.
h(x1,...,%n) i

Dowdd. f(x1,...,xs) = > sg(I] g(x1,---;Xn,J))-
j=0

i=0

y
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje sg pierwotnie rekurencyjne:
e (20) [f] — cze$¢ catkowita z dzielenia x przez y (przyjmujemy, ze
[51=>)
@ (21) rest(x, y) — reszta z dzielenia x przez y (przyjmujemy, ze
rest(x,0) = x);
(22) 7(x) — liczba dzielnikéw liczby x, gdzie 7(0) = 0;
(23) o(x) — suma dzielnikéw liczby x, gdzie o(0) = 0;
(24) lh(x) — liczba dzielnikéw liczby x, ktére s3 liczbami pierwszymi
(przyjmujemy Ih(0) = 0);
@ (25) m(x) — liczba liczb pierwszych nie wigkszych niz x;
@ (26) k(x,y) — najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb x i y, gdzie
k(x,0) = k(0,y) = 0;
e (27) d(x,y) — najwiekszy wspélny dzielnik liczb x i y, gdzie
d(0,0) = 0.
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
(20) [F] = 32 sg (iy=x).
i=1
(21) rest (x,y) = x=y[2].
(22) T(x) = >_ sg (rest (x,1)).

(23) o(x) = ; isg (rest (x, 1)).

(24) x Jest liczba pierwsza < 7(x) = 2 (zob. (22));
lh(x) = ;sg(h( i) — 2| + rest (x,1)).

(25) 7(x) = leg(\f( i) = 2]) (zob. (22)).

(26) k(x,y) = pz[z -5 (x - y) +sg(x - y)(sg 2+
+rest (z,x) +rest(z,y)) =0 < x-y
(27) d(x,y) =[] + X 5Ey +y - 58 x (z0b. (26))
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje sg pierwotnie rekurencyjne:

@ (28) px — x-ta liczba pierwsza (pp = 2,p1 =3,p2 =5,...);

@ (29) long(x) — numer najwiekszego dzielnika liczby x, bedacego liczba
pierwsza;

@ (30) ex(x,y) — wyktadnik potegi x-tej liczby pierwszej p, w
kanonicznym rozktadzie liczby y na czynniki pierwsze; przyjmujemy, ze
ex(x,0) = 0;

v

Dowad.
o (28) p. = wyllm(y) — (x +1)| = 0] < 22" (zob. (25)).

o (29) long (x) = [ 32 58 (rst (x,p1)) = 0] < x

® (30) ex (x,y) = pz[(sg rest (y, (p<)**?)) - sg ¥ = 0] < x (z0b. (28)).

v
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

@ Jest nieskonczenie wiele funkcji pierwotnie (czesciowo, ogdlnie)
rekurencyjnych.

o Kazda z tych klas zawiera jednak tylko Ng funkgji.

@ Poniewaz wszystkich funkgcji z w" w w jest kontinuum, wiec prawie
wszystkie funkcje sa poza klasa funkcji ogdlnie rekurencyjnych.

@ Przyktady funkcji, ktére:

e s3 rekurencyjne, ale nie sa pierwotnie rekurencyjne;,
e nie sa rekurencyjne,

zostang podane nizej. Czy spotkatas juz funkcje, ktéra nie jest
rekurencyjna? Na czym miatoby polegaé obliczanie jej wartosci?
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
WHtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnych

Nastepujace relacje sa pierwotnie rekurencyjne: )

X jest parzyste;

x oraz y s3 wzglednie pierwsze;
In(x =12+ 22+ ...+ n?);
dn(x=14+2+...4+n).

® 6 6 6 6 o o o
N AN AN N AN /S /SN A/

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 34 /141



Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
WHtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnych

Jezeli relacje P(x,...,x,) oraz Q(xi,...,Xn) sa rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne), to nastepujace relacje sa réwniez rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne):

) (P(Xx1s-- -y %xn) A Q(x1,. .., Xn));
) (P(X1y .-y Xn) V Q(X1,. .., %n));
c) 7P(x1,...,Xn);
d) (P(x1,--.,xn) = Q(x1,--.,Xn));
) P(x1,X1,X3, ..., Xn);

° (
° (
° (
° (
° (
° (

f) P(f(X1,- -y Xm)s Xmt1s -y Xmin—1), jeSli F(x1,...,xm) jest
rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

WHtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnych

o Jezeli relacja R(xi,...,Xn,y) jest rekurencyjna (pierwotnie
rekurencyjna), to relacje dy(y < z A R(xy,...,Xn,y)) oraz
Vy(y < z — R(x1,...,Xn,y)) réwniez sa rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne).

@ Dowolny skonczony zbiér liczb naturalnych jest pierwotnie
rekurencyjny.

o Jezeli f jest funkcja ogodlnie rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna),
za$ a jest ustalong liczba, to zbiér rozwigzan réwnania
f(x1,...,xn) = a jest rekurencyjny (pierwotnie rekurencyjny).

@ Niech f bedzie funkcja czesciowo, ale nie ogélnie rekurencyjna. Wtedy
dziedzina funkcji £~ jest zbiorem pierwotnie rekurencyjnym.

o Jezeli zbiory A oraz B sa rekurencyjne (pierwotnie rekurencyjne), to
réwniez zbiory AN B, AU B, w — A sa rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne).
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Pt e i
Funkcja numerujaca Cantora

(0.0)
(1,0)  (0,1)
(20)  (11) (0,2)
30) (21 (12 (0,3)
40) (31 (22 (1,3) (0,4)

Ustawimy te wszystkie pary w jeden ciag nieskonczony, wedle porzadku pigter tej
nieskonczonej piramidy (z géry w dét), a w ramach kazdego pietra z lewej do
prawej.
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Pt e i
Funkcja numerujaca Cantora

Funkcja numerujaca Cantora

(x+y)?+3x+y
2

c(x,y) =

ustanawia wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy w X w a w
(koduje pary liczb naturalnych wedle wspomnianego wyzej porzadku).

Funkcja c jest pierwotnie rekurencyjna. Takie s3 tez funkgje:

I(x) =pz < x (3t < xc(z,t) =x)
r(x) = pz < x (3t < x ¢(t, z) = x).

Nadto, /(c(x,y)) = x oraz r(c(x,y)) =y, a takze c(/(2),r(z)) = z.
Funkcje / oraz r réwniez s3 wzajemnie jednoznaczne.

y
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Pt e i
Funkcja numerujaca Cantora

Analogicznie kodujemy tréjki liczb naturalnych: ¢3(x,y, z) = c(x, c(y, 2))
oraz dowolne n-tki takich liczb:

o cl(x) =x

(] C2(X1,X2) = C(X1,X2)

o c™(x, X0,y Xy Xnr1) = (X1, X2, - .+, €(Xn, Xnt1))- )
o cl(x) = x,

o cf(x) =1(x),

o 3(x) = r(x),

° chrl =cl, cgﬂ =cj, ..., c,’:fll =c

o ¢l =cZoch, C,Q’Ill = c3ocll, gdzie o jest operacja ztozenia funkgji.

v
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Pt e i
Funkcja numerujaca Cantora

@ Funkcje ¢ oraz ¢}, sa pierwotnie rekurencyjne.

e Funkcje ¢"(x1, ..., x,) ustanawiaja wzajemnie jednoznaczne
odpowiedniosci miedzy w" oraz w (koduja ciagi liczb naturalnych
dtugosci n).

@ Z jednoargumentowych funkcji czesciowo rekurencyjnych oraz z funkgji
c"(x1,...,xn) otrzymac¢ mozna wszystkie funkcje czesciowo
rekurencyjne.

@ Istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja pierwotnie rekurencyjna ze
zbioru wszystkich ciaggéw skonczonych liczb naturalnych w zbiér w.

v

Jednj z zalet kodowania z uzyciem funkcji Cantora jest to, ze jej zbiér
wartosci jest réwny catemu zbiorowi w.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcje uniwersalne

Funkcje uniwersalne

Dla kazdej liczby naturalnej n istnieja funkcje uniwersalne dla klas
wszystkich n-argumentowych funkgji:

@ pierwotnie rekurencyjnych;

@ ogodlnie rekurencyjnych.

Mozna udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje ogdlnie
rekurencyjna funkcja uniwersalna dla klasy wszystkich n-argumentowych
funkcji pierwotnie rekurencyjnych. W dowodzie tego twierdzenia
wykorzystuje sie mozliwos¢ kodowania liczb naturalnych. W szczegélnosci,
wykazuje sie, ze zakodowaé mozna: definiowanie przez schemat rekurs;ji
prostej, definiowanie przez ztozenie oraz definiowanie przez operacje
minimum efektywnego (zob. tez nizej, w punkcie o indeksach funkgji).
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcje uniwersalne

Funkcje uniwersalne

Twierdzenie A. Nie istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna uniwersalna
dla rodziny wszystkich n-argumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych.
Twierdzenie B. Nie istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna uniwersalna
dla rodziny wszystkich n-argumentowych funkcji ogélnie rekurencyjnych.

Dowdd A. Niech F(t,xi,...,x,) bedzie funkcja uniwersalng dla rodziny
wszystkich n-argumentowych funkgji pierwotnie rekurencyjnych i
przypusémy, ze jest ona pierwotnie rekurencyjna. Wtedy

f(x1,...,xn) =1+ F(x1,x1,...,xn) = F(to, x1,...,Xn) dla pewnego to.
Stad 1+ F(tp, to, -, to) = F(to, to, ..., tp). Dochodzimy do sprzecznosci.
Dowdéd B. Zauwazmy, ze funkcja uniwersalna powinna by¢ wszedzie
okreslona, tzn. catkowita. Dalej, zobacz dowéd Twierdzenia A.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcje uniwersalne

Funkcje uniwersalne

Tak wiec, cho¢ mozna skonstruowa¢ funkcje uniwersalne dla rodziny
wszystkich n-argumentowych funkgji:

@ pierwotnie rekurencyjnych;

@ ogodlnie rekurencyjnych,

to z powyzszych twierdzen A i B otrzymujemy przyktady
(n 4 1)-argumentowych funkgji, ktére nie sa:

@ pierwotnie rekurencyjne;

@ ogodlnie rekurencyjne.

Inna metoda pokazywania, iz jakas funkcja nie nalezy do okreslonej klasy
funkgji to dowdd, ze funkcja ta ,rosnie szybciej” niz kazda z funkcji tej
klasy. W ten sposéb pokazuje sie np., ze funkcja Ackermanna nie jest
funkcja pierwotnie rekurencyjna (zob. nizej).
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcje elementarnie rekurencyjne

Funkcje elementarnie rekurencyjne

Klasa funkcji elementarnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji
zawierajaca funkgje:

@ odejmowania =,
o funkcje wyktadnicza,
o funkcje nastepnika,

oraz zamknieta ze wzgledu na operacje:

e zlozenia,

@ minimum ograniczonego.

Mozna udowodnié, ze klasa wszystkich funkcji elementarnie rekurencyjnych
jest zawarta w klasie wszystkich funkgji pierwotnie rekurencyjnych (i ta
inkluzja jest wtasciwa).

v
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s CEreeEie
Hierarchia Grzegorczyka

Hierarchia Grzegorczyka. Niech: fo(x,y) =y + 1, fi(x,y) =x+vy,
hx,y)=(x+1)-(y+1),idlan>2:

fn+1(ovy) = fn(X +1,y+ 1)

fn+1(X + 1,)/) = n+1(X7 fn+1(X7y))'

Dla dowolnego n niech E, bedzie najmniejsza klasa funkcji zawierajaca funkgje:
I2, I?, funkcje nastepnika oraz funkcje f, i zamknieta ze wzgledu na zfozenie i
schemat rekursji ograniczonej. Wtedy:

@ E3 jest réwna klasie funkcji elementarnie rekurencyjnych;

o dla kazdego n mamy: E, C E,1 (wszystkie inkluzje wtasciwe);

@ | JE, jest réwny klasie wszystkich funkcji pierwotnie rekurencyjnych;

o dla kazdego n funkcje f, sa scisle rosnace wzgledem kazdego z argumentéw;

o dla kazdego n funkcja f,11(x, x) nalezy do E,1 — E,.
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i Adtarmanie
Funkcja Ackermanna

Mowimy, ze funkcja f(x) majoryzuje funkcje g(xi, ..., xn), gdy istnieje
liczba a taka, ze dla wszystkich xi,..., x,:

g(x1,...,xn) < f(max(xi,...,Xn, a)).

W szczegélnosci, jesli f jest Scisle rosnaca, to f(x) majoryzuje
g(xi,...,x,) doktadnie wtedy, gdy g(x1,-..,xn) < f(max(xy,...,x,)) dla
wszystkich, oprécz skonczonej liczby, ciagéw (xi, ..., Xxn).

@ Podamy przyktad funkcji, ktéra majoryzuje wszystkie funkcje
pierwotnie rekurencyjne: funkcji Ackermanna. Dowodzi sig, ze
(zobacz dowody w dodatkach na stronie wyktadéw):

e Funkcja Ackermanna nie jest pierwotnie rekurencyjna (wtasnie dlatego,
ze majoryzuje wszystkie funkcje pierwotnie rekurencyjne).

@ Funkcja Ackermanna jest rekurencyjna.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcja Ackermanna

Funkcja Ackermanna

Dla dowolnych m > 0 oraz n > 0 niech:
e Ack(0,n)=n+1
o Ack(m,0) = Ack(m—1,1)
e Ack(m,n) = Ack(m — 1, Ack(m,n — 1)).

Woprowadzmy tez oznaczenia:
e An(n) = A(m,n)
e A(n) = An(n) (czyli A(n) = Ack(n, n)).

Funkcje A(n) nazywamy funkcja Ackermanna. ]
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i Adtarmanie
Wspomnienia ze szkoty

Piszac dalej a?* mamy na mysli funkcje a(®) (a nie funkcje (a?)¢ —
Cd Cd .

sprawdz, ze to rézne funkcje!). Podobnie, ab*" to alt! )), itd.

Zdefiniujemy teraz funkcje ?a przez warunki:

0 03=1

° (b+1)a = a(ba)_

Wtedy:

0
0 la=50a =5l =,

0 25 =a("a) = 52
35— a(za) — 52

a=a?

(a wystepuje n razy).
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i Adtarmanie
Notacja strzatkowa Knutha

@ a-b=a+a+...+ a(awystepuje b razy)

° a® =a-a-...-a(awystepuje b razy)
b a

@ Pa=a (a wystepuje b razy).

W literaturze wprowadza sie oznaczenia:
@ealb=a-a-... a(awystepuje b razy)
eallb=aTal...7a(awystepuje b razy)

o azatem a |l b="Pa=a" (awystepuje b razy)

ealltb=alT(alt(...(a11a)...)) (a wystepuje b razy)
ealmb=alm™t(at™ .. (a1™1a)...) (a wystepuje b razy).
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i Adtarmanie
Notacja strzatkowa Knutha

Formalnie ciag funkcji 7" okreslamy w nastepujacy sposéb: ]

eal"b=ab gdyn=1,
@ al"b=1,gdy b=0,
eaf"b=al"t(al"(b-1)), gdy n> 1.

tatwo mozna pokaza¢, ze np.:

e 171"b=1
eal"l=a
e 27"2=4

Uwaga. Mozesz pisa¢ 1" (a, b) zamiast a 1" b, wtedy bodaj fatwie;
dokonywa¢ rachunkéw.
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i Adtarmanie
Notacja strzatkowa Knutha

Nietrudno tez wykaza¢ rachunkiem, ze np.: ]

02723=27(212)=2122=214=2*=16
°02133=212(2172)=2174=21(21(212)) =
=27(214)=21(2*) =21 16 =216 = 65536
©3122=31(3121)=31(31(31%0))=31(3311)=313=
=33=27
©371°2=312(31°1)=312(31°(31°0))=312(31°1) =
=312(31(31%0)=31%(311)=31*3=31(31%2) =
= 3127 = 3% = 7625597484987
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcja Ackermanna

Funkcja Ackermanna

Mamy tez np.:

0 37133=312(3132)=312(3%") = 312 7625597484987 = 3%
(liczba 3 wystepuje tu 7625597484987 razy).

Czytelnik zechce uzasadni¢, ze:
02134=27(27...(212)...) (gdzie 2 wystepuje 65536 razy)
03724= 33%7 _ 37625597484987
©3133=37(37...(373)...) (gdzie 3 wystepuje 32" razy)
©37134=37(31...(313)...) (gdzie 3 wystepuje 3 12 3?7 razy).
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i Adtarmanie
Funkcja Ackermanna

Dla wszystkich n:

o Ap(n)=n+1

e Ai(n)=n+2=2+4+(n+3)-3

e A(n)=2n+3=2-(n+3)-3

o As(n)=2"3-3=27(n+3)-3

o Ag(n) =212 (n+3)—3

o As(n)=213(n+3)-3

@ An(n)=21"2(n+3)—3,dlam>2.

Ponadto dla wszystkich n > 1
o Ay4(n) =2/(n-1)+3 _ 3
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i Adtarmanie
Funkcja Ackermanna

Dla wszystkich m > 0 wartos¢ A,(n) jest réwna kolejno:
@ An(n) =Am—1(Am(n—1)) =

= Am-1(Am-1(Am(n — 2))) =

= Am-1(Am-1(Am-1(Am(n = 3)))) =

=Am—1(Am-1(. .. Am—1(Am(0))...)) =
=Am—1(Am-1(. . . Am—1(Am=1(1)) . ..)) (tu mamy n+ 1 iterag;ji
funkcji Apm—1).

Mamy ponadto: A;(1) =2, Ax(1) = 3, As3(1) = 13, As(1) = 65533. J
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i Adtarmanie
Funkcja Ackermanna

Inny wariant notacyjny otrzymujemy okreslajac ciag funkcji Bp: ]

e By(n)=n+1
® Bpni1(0) = Bm(1)
® Bpii(n+1) = Bn(Bmi1(n)).

Wtedy:
@ Bi(n)=2+(n+3)-3
@ By(n)=2-(n+3)-3
e B3(n)=27 ( +3)-3
® By(n)=212(n+3)-3

e Byn(n)=21m""2(n+3)-3.

W
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i Adtarmanie
Funkcja Ackermanna

Zauwazmy jeszcze, ze jesli okreslimy funkcje tréjargumentowa Ac(k, m, n)
nastepujaco:

e Ac(l,m,n)=m-+n

@ Ac(k+1,m1)=m

o Ac(k+1,m,n+1) = Ac(k,m, Ac(k + 1, m, n)),

to zachodza nastepujace réwnosci:
@ Ac(0,m,n)=m-+n
e Ac(1,m,n)=m-n

@ Ac(2,m,n)=m"=m1Tn

o Ac(3,m,n)="m=m712n=m™ (m wystepuje tu n razy)
o Ac(4,m,n)=m713n.
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Funkcje pierwotnie rekurencyjne Funkcja Ackermanna

Funkcja Ackermanna

Funkcja Ack(m, n) ,rosnie bardzo szybko.” Wartos¢ Ack(4,2) ma w zapisie
dziesietnym 19729 cyfr. Dla dowolnej n wartos¢ A(4, n) mozemy zapisac¢
tez nastepujaco:

o Ack(4,n) = (r+3)2 3

2

o Ack(4,n) = 22" _3 (liczba 2 wystepuje tu n + 3 razy).

Widzimy tez, ze przy rozwazaniu tego typu funkcji warto rozwazaé inne
jeszcze (oprécz dodawania, mnozenia i ,zwyktego” potegowania) operacje
arytmetyczne na liczbach.
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i Adtarmanie
Liczby Ackermanna

Wartosci n 7" n nazywa sie liczcbami Ackermana. Mamy zatem: )

°e171=1
02722=22=4

0 3133="733 (tutaj *33 rozumiemy jako (33)3). Ta liczba réwna jest
3

327, czyli 33" (tu 3 wystepuje 7625597484987 razy).

Opis arytmetyczny czwartej liczby Ackermanna 4 14 4 jest dos¢ ztozony:
04744 =413(413(4134)=412(41...(47%)...), gdzie liczba 4
wystepuje a razy, gdzie a =4 12 (4 12 ...(4 12)...), gdzie w a liczba
4 wystepuje 4 12 (4 12 (4 12 (4 12 4))) razy.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiér n-tek M nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym (zbiorem r.e.),
jesli istnieje (n + 1)-argumentowa relacja pierwotnie rekurencyjna

Rm(x1, -y Xn,Y) J
spetniajaca dla kazdych x, ..., x, warunek: )
(X1y...,xn) € M= JyRp(x1, ..., Xn, y)- J

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne stanowig matematyczne
odpowiedniki poje¢ pozytywnie obliczalnych.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Méwimy, ze relacja R C w" jest pozytywnie obliczalna wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego uktadu liczb naturalnych ay, ..., a,, jezeli
zachodzi R(a1,...,an), to otrzymamy w skonczonej liczbie z géry
okreslonych krokéw odpowiedz na pytanie: ,Czy zachodzi R(ay,...,an)?"
Jezeli natomiast nie zachodzi R(ay,. .., a,), to mozemy nie uzyska¢ zadnej
odpowiedzi na to pytanie.

Przykfad. Klasyczny Rachunek Predykatéw jest nierozstrzygalny. Nie
istnieje efektywna metoda rozstrzygania, czy jakas formuta jezyka tego
rachunku jest jego tautologia. Klasyczny Rachunek Predykatow jest jednak
potrozstrzygalny: wtasnosé bycia tautologia tego rachunku jest
pozytywnie obliczalna. Np. metoda tablic analitycznych pozwala, gdy
jakas formuta jest tautologia tego rachunku, dowies¢ tego w sposéb
efektywny.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Dla dowolnego zbioru n-tek M zdefiniujemy czesciowa funkcje
charakterystyczng x,(x1, ..., Xn) W sposob nastepujacy:

. |0, gdy (x1,...,x,) € M,
X0, xn) = { nie okreslona, gdy (xi,...,x,) & M.

Jezeli f jest n-argumentowa funkcja czesciowa, to zbidr
Fe={0a, -, Xn F(x1,...,xn)) : (x1,...,Xn) € dom(f)}

nazywamy wykresem funkcji f.

Funkcje f(x1,...,x,) nazywamy dookresleniem funkcji g(x1,...,xn), jesli

Mg C ' oraz dom(f) = w.
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VAN EY NI IEN eI ZI M \Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Podajemy (bez dowodéw) niektére wybrane wiasnosci zbioréw i relacji
rekurencyjnie przeliczalnych:

o Jezeli relacja R(x,...,Xn, Yy, Z) jest pierwotnie rekurencyjna, to
M= {(x1,...,xn) : Iy3FzR(x1, ..., Xn, ¥, 2)} jest zbiorem
rekurencyjnie przeliczalnym.

o Jezeli zbiory A i B sa rekurencyjnie przeliczalne, to zbiory AN B i
AU B tez sa rekurencyjnie przeliczalne.

@ Kazdy zbiér pierwotnie rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.
@ Niech zbiory A i B r6znig sie skofnczong liczba elementéw. Witedy:

o (a) jesli A jest rekurencyjny, to B jest rekurencyjny;
o (b) jesli A jest rekurencyjnie przeliczalny, to B jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

e Twierdzenie Posta. Jezeli zbiér A oraz jego dopetnienie w — A s3
rekurencyjnie przeliczalne, to A jest rekurencyjny.

@ Niech M C w". Przyjmijmy:
c"(M) ={c"(x1,...,xn) : (x1,...,xn) € M},

gdzie c" jest funkcja Cantora kodujaca ciagi, zdefiniowana wczesnie;.
Wtedy:

e (a) M jest pierwotnie rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢"(M) jest
pierwotnie rekurencyjny;

o (b) M jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy c¢"(M) jest
rekurencyjny;

o (c) M jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢"(M)
jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Niech M C w bedzie zbiorem niepustym. M jest rekurencyjnie
przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja pierwotnie
rekurencyjna f(x) taka, ze M = {f(x) : x € w}.

@ Niech M bedzie niepustym zbiorem n-tek. Wtedy zbiér M jest
rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
jednoargumentowe funkcje pierwotnie rekurencyjne fi, ..., f, takie, ze:

M = {(A(x),..., f2(x)) : x € w}.

o Niech funkcja ogélnie rekurencyjna f(x) spetnia warunek: f(x) > x
dla wszystkich x € w. Wtedy zbiér wartosci rng(f) funkcji f jest
rekurencyjny.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Zbiér nieskonczony A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem wartosci Scisle rosnacej funkcji ogélnie rekurencyjne;.

o Niepusty zbidr A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem wartosci rosnacej (niekoniecznie scisle) funkcji ogélnie
rekurencyjne;j.

@ Kazdy nieskonczony zbiér rekurencyjnie przeliczalny zawiera
nieskonczony zbiér rekurencyjny.

@ Kazdy nieskonczony zbidr rekurencyjnie przeliczalny daje sie
przedstawi¢ w postaci A = rng(f), dla pewnej wzajemnie
jednoznacznej funkgji ogdlnie rekurencyjnej f.
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VAN EY NI IEN eI ZI M \Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

e Wykres funkcji ogélnie rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnym.
o Jesli wykres s funkgji f jest rekurencyjnie przeliczalny, to funkcja f
jest czesciowo rekurencyjna.

@ Przeciwobraz zbioru rekurencyjnego wzgledem funkcji ogélnie
rekurencyjnej jest rekurencyjny.

@ Niech A bedzie zbiorem rekurencyjnym, f funkcja ogélnie rekurencyjna
i przy tym niech rng(f) = w, f(A) N f(w— A) = 0. Wtedy f(A) jest
rekurencyjny.

@ Niech A, B beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, zas C zbiorem
rekurencyjnym takim, ze ANB =0, AC C C AU B. Wtedy A jest
rekurencyjny.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Niech A, B beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi. Wtedy istnieja
zbiory rekurencyjnie przeliczalne A; C A, B; C B takie, ze
AlNB =0, AiUB; = AUB.

@ Mozna udowodnié, ze:

o (a) funkcja otrzymana za pomoca ztozenia z funkgji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

o (b) funkcja utworzona za pomoca schematu rekursji prostej z funkcji o
wykresie rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie
przeliczalny;

o (c) funkcja utworzona z pomoca p-operatora z funkcji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

o (d) wykres dowolnej funkgji czeSciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Funkcja jest czeSciowo rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
wykres jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Dziedzina funkgji czesciowo rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnie
przeliczalnym.

@ Zbior wartosci funkcji czesciowo rekurencyjnej jest zbiorem
rekurencyjnie przeliczalnym.

o Kazdy zbidr rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Zbiér n-tek jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
jego funkcja charakterystyczna jest czesciowo rekurencyjna.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Mozna udowodnié, ze:

e (a) obraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgledem funkg;ji
czesciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny;

o (b) przeciwobraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgledem funkg;ji
czesciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Zbiér A rozwigzah réwnania
f(x1,...,xp) =a

jest rekurencyjnie przeliczalny, jesli f jest czesciowo rekurencyjna
funkcja n-argumentowa.

o Jesli f jest funkcja czesciowo rekurencyjna, to zbiér
M = {(x1,...,xp) : y f(x1,...,Xn, ¥) = 0} jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Niech My, ..., M, beda parami roztacznymi rekurencyjnie przeliczalnymi
zbiorami n-tek, a f1, ..., f czesciowo rekurencyjnymi funkcjami
n-argumentowymi. Wtedy funkcja g zdefiniowana nastepujaco:

Alx, ..oy xn), gdy (Xx1,...,xn) € My,

g(xi,...,xn) =< Ff(x1,...y %), gdy (x1,...,xn) € M,
nie okreslona w pozostatych
przypadkach,

jest czesciowo rekurencyjna.

@ Funkcje czesciowa f(xi,...,Xx,) mozna przedstawi¢ w postaci
f(x1,...,xn) = pt[g(x, ..., xn, t) = 0] dla stosownej funkgji
pierwotnie rekurencyjnej g(xi, ..., xn, t) wtedy i tylko wtedy, gdy
wykres funkcji f(x1,...,x,) jest pierwotnie rekurencyjny.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

e Niech F(x,y) bedzie funkcja zdefiniowana z pomoca schematu
rekursji wzgledem dwu zmiennych:

F(0.y) = ¢(y),
F(X+ 170) = ¢(X’ F(x,a(x)), F(Xv F(X,’y(X)))),
F(x+1,y+1)=71(x,y, F(x, F(x + 1,y))).

o Witedy, jesli funkcje o, 4, o, v, 7 sa ogdlnie rekurencyjne, to funkcja F
jest ogdlnie rekurencyjna.

o Jesli dziedzina czesciowo rekurencyjnej funkcji f jest zbiorem
rekurencyjnym, to f ma rekurencyjne dookreslenie.

e Istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna f(x), ktéra nie ma ogdlnie
rekurencyjnego dookreslenia.
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Woybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Witasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna f(x), ktéra nie daje sie
przedstawi¢ w postaci f(x) = py[g(x, y) = 0] dla zadnej ogélnie
rekurencyjnej funkcji g.
Jesli V/(n, x) jest czesciowo rekurencyjna funkcja uniwersalna dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkgcji czesciowo rekurencyjnych, to
zbiéor M = {x : V/(x,x) = 0} jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie
jest rekurencyjny.
Jesli V/(n, x) jest czesciowo rekurencyjna funkcja uniwersalna dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych, to
zbior

G = {n: V(n,x) jest ogdlnie rekurencyjna}

nie jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Indeksy

Pokazemy teraz, ze funkcje rekurencyjne mozna kodowaé, przypisujac im
liczby naturalne jako kody. W konsekwencji otrzymujemy szereg waznych
twierdzen elementarnej teorii rekursji.

Indeksowanie funkcji rekurencyjnych pozwala réwniez na sformutowanie
pewnych waznych twierdzen metalogicznych (dotyczacych niezupetnosci,
nierozstrzygalnosci, itd.) w terminach dotyczacych réznych rodzajéw
zbioréw (produktywnych, twérczych i innych).

e Podstawa prezentacji w tym punkcie s3 monografie: Hinman, P. 2005.
Fundamentals of Mathematical Logic, A K Peters, Ltd., Wellesley oraz
Odifreddi, P.G. 1989. Classical recursion theory. North-Holland
Publishing Company, Amsterdam.

@ Jest wiele metod przyporzadkowywania funkcjom indekséw, zaleznych
od uzywanych funkgji kodujacych.
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vy e
Systemy indukcyjne

Systemem indukcyjnym nazywamy kazdy uktad postaci X = (X, Xo, H)
taki, ze:

o X £

L XO - X

@ 'H jest rodzina skonczenie argumentowych funkgji, tj. dla kazdego
H € H istnieje ky taka, ze H : Xkn 5 X,

Jesli X = (X, Xp, H) jest systemem indukcyjnym, to niech:

Xnt1 = Xn U{H(x0, . . .,XkH,l) : He HAXgy -y Xiy—1 € Xn}
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vy e
Systemy indukcyjne

Niech X = (X, Xo, H) bedzie systemem indukcyjnym. Zbiér Y C X
nazywamy X-domknietym, gdy:

e Xo C Y oraz dla wszystkich H € H oraz xp, ..., Xk, € Y mamy:
H(Xo, ce ,XkH) evy.

Dla dowolnego systemu indukcyjnego X = (X, Xo, H):

@ X jest C-najmniejszym zbiorem X-domknietym.
o X =Y C X:Y jest X-domkniety}.
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[GEECEVAl Systemy indukcyjne

Derywacje

Przez X-derywacje rozumiemy kazdy niepusty skonczony ciag (xo, . - ., Xn)
elementéw X taki, ze dla dowolnych i < n zachodzi alternatywa:

@ x; € Xy lub

o dla pewnej H € 'H oraz pewnych jo, ..., ji,—1 < i mamy:
Xj = H(jOa s 7ij—1)'

X-derywacja (xo, ..., X,) jest X-derywacja elementu x,. ]
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[GEECEVAl Systemy indukcyjne

Definicje przez rekursje

Klasyczne definicje przez rekursje wykorzystuja nastepujace dobrze znane
twierdzenie:

Dla dowolnego zbioru Z, dowolnego zy € Z oraz dowolnej funkgji
G : Z x w — Z istnieje doktadnie jedna funkcja F : w — Z taka, Ze
F(0) = zp oraz dla wszystkich n € w mamy: F(n+ 1) = G(F(n),n).

Mowimy, ze system indukcyjny X = (X, Xp, H) jest jednoznacznie
czytelny, gdy:

@ zbiory wartosci wszystkich funkcji H € H s3a parami roztaczne oraz
roztaczne ze zbiorem Xj

o wszystkie funkcje H € H sa injekcjami.
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vy e
Definicje przez rekursje

Twierdzenie. O definiowaniu przez rekursje. )

Niech X = (X, Xp, H) bedzie jednoznacznie czytelnym systemem
indukcyjnym. Dla dowolnego zbioru Z, dowolnej funkcji Fo : Xo — Z oraz
dowolnej rodziny funkcji (Gy : H € H) takiej, ze G : Zk# x Xkv — Z dla
wszystkich H € H istnieje dokfadnie jedna funkcja F : X — Z, ktéra
rozszerza Fq i taka, ze dla kazdej H € H oraz wszystkich

X0, -5 Xky—1 € X:

F(H(Xo, . ,XkH_l)) = GH(F(X()), ey F(XkH—1)7X07 . anH—l)'

Dla ustalonego systemu indukcyjnego X zastosowania tego twierdzenia
nazywamy definicjami przez X-rekursje.
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[GEECEVAl Systemy indukcyjne

Kodowanie

Umowmy sie, ze w tym punkcie stosujemy (pierwotnie rekurencyjne)
kodowanie okreslone przez rekursje prosta:

° ()0 =1
1
o (mg,...,m )kt = protl. . prt
(potem mozna opuszczac¢ indeks k i pisa¢ po prostu (mo, ..., mg)).
,Odkodowanie” daje funkcja: (s); = um < s[p™*2 {s]. Tu: p; jest i-ta
liczba pierwsza, symbol ,,|" oznacza ,dzieli bez reszty”, a ,,f" dopetnienie tej

relacji. W zwykty sposéb definiujemy tez:

e Ig(s) funkcje dfugosci Ig(s) = us < k (px 1s)
@ S5q(s) zbiér numeréw Sq(s) = Vi < s (pils — i < Ig(s))

(t)o+1 (t)ig(t)—1+1

@ operacje x konkatenacji: sxt = s X Pig(s) o X Prg(o)tlg(t)—1"

X
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vy e
Systemy indukcyjne

Rozwazmy dowolny system indukcyjny X = (w, Xp, H). Wtedy:

o (a) Jesli Xy jest (pierwotnie) rekurencyjny, a H jest skoriczonym
zbiorem funkgji (pierwotnie) rekurencyjnych, to X jest rekurencyjnie
przeliczalny.

o (b) Jesli w dodatku kazda H € 'H jest rosnaca (wzgledem kazdego
argumentu), to X jest (pierwotnie) rekurencyjny.

o Dery ={s: ((s)o,---,(5)g(s)—1) jest X-derywacja}
o Derofy = {(s,m) : Derx(s) A (s)jg(s)—1 = m}
e m € X = 3s Derofy(s, m).

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 80 / 141



Indeksy Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Zbiér PRI indekséw pierwotnie rekurencyjnych jest najmniejszym
zbiorem liczb naturalnych takim, ze dla wszystkich k:
o dla wszystkich noraz i < k: (0, k, n), (1, k,i), (2, k,i) € PRI
o dla wszystkich /, jesli b, cp,...,¢c—1 € PRI, to
(3,k,b,co,...,c1-1) € PRI
o jesli b,c € PRI, to (4,k +1,b,c) € PRI.

Z kolei, przyporzadkujemy indeksom pierwotnie rekurencyjnym funkcje

pierwotnie rekurencyjne. Funkcjami prostymi sa: funkcje state réwne n,
rzuty oraz funkcje nastepnika wzgledem i-tego argumentu. Operacje na
funkcjach to: ztozenie i schemat rekursji proste;j.

Dygresja. Indeksy pierwotnie rekurencyjne mozna traktowa¢ jako kody
obliczen. Obliczenia maja, jak wiadomo, strukture drzew.
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Indeksy Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Funkcja a +— [a] ze zbioru PRI w zbiér wszystkich funkgji pierwotnie
rekurencyjnych jest zdefiniowana warunkami:

@ [(0, k, n)] jest (k-argumentowa) funkcja stata réwna n;

o [(1,k,i)] jest (k-argumentowa) funkcja rzutu na i-ta wspétrzedna;
° [( k,i)] jest (k-argumentowa) funkcja nastepnika wzgledem i-tego
argumentu,

e [(3,k,b,co,...,c_1)] jest (k-argumentowa) funkcja otrzymang przez
ztozenie funkgji [b] i funkeji [co], - -, [c/—1];

o [(4,k+1,b,c)] jest (k-argumentowa) funkcja otrzymana przez
rekursje prosta z funkgji [b] oraz [c].

Moéwimy, ze a € PRI jest indeksem pierwotnie rekurencyjnym funkcji
pierwotnie rekurencyjnej [a].
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iy FaReeds ibuansie
Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Niech PRIk = {a € PRI : (a); = k}. Wtedy PRI* jest zbiorem indekséw
pierwotnie rekurencyjnych k-argumentowych funkcji pierwotnie
rekurencyjnych. Kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna ma nieskoficzenie
wiele pierwotnie rekurencyjnych indekséw.

Dla kazdej k i wszystkich a, mg, ..., my_1 niech:

.,mi_1), gdy ac PRIk

ajlmo, . .
UII;RI(av m07'-'7mk—1) = { [ ]( 0 gdy a ¢ PRI

i

Wtedy U,’;R, jest funkcja uniwersalna dla klasy wszystkich funkgcji
pierwotnie rekurencyjnych k-argumentowych. Jest ona rekurencyjna, ale nie
jest pierwotnie rekurencyjna.

v
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Indeksy Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Dla dowolnej 2-argumentowej funkcji J na w oraz dowolnych liczb ki /,
niech J*K/ bedzie funkcja k-argumentowa:

IRl mo, .. mi_y) = J((mo, . ..., me_1), k),
a jesli Z jest zbiorem funkcji 2-argumentowych, to niech:

TF={Jk Je Tkl ew).

Powiemy, ze J jest porzadna, gdy dla wszystkich k, | oraz mg, ..., my_q:

k, I < J*k’l(mo, e mk_l).
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Indeksy Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Indeksy pierwotnie rekurencyjne

Powiemy, ze X = (w, Xo, H UZ) jest (pierwotnie) rekurencyjnym
systemem indukcyjnym, gdy:

o X jest systemem indukcyjnym,

@ X jest (pierwotnie) rekurencyjny,

@ 7 jest skonczonym zbiorem porzadnych 2-argumentowych funkcji
(pierwotnie) rekurencyjnych.

Dla dowolnego (pierwotnie) rekurencyjnego systemu indukcyjnego
X = (w, X0, HUT):

@ X jest rekurencyjnie przeliczalny.

o Jesli wszystkie H € H oraz J*K! € T* s3 rosnace (wzgledem
wszystkich argumentéw), to X jest (pierwotnie) rekurencyjny.

W konsekwencji, zbior PRI jest pierwotnie rekurencyjny.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 85 / 141




Obliczenia pierwotnie rekurencyjne
Obliczenia pierwotnie rekurencyjne

Definiujemy zbiér PRC (kodéw) obliczen pierwotnie rekurencyjnych
jako najmniejszy zbiér taki, ze:
1. Dla wszystkich n oraz i < k:

e ((0,k,n),mg,...,mg_1,n) € PRC

o ((1,k,iy,mg,...,mg_1,m;) € PRC

o ((2,k,iy,mg,...,my_1,m;+1) € PRC

2. Dla wszystkich /, pg, ..., pi—1,q:

o jesli dla wszystkich i < [:
(ciymo,...,mg_1,p;) € PRC oraz (b, po,...,p/_1,q) € PRC, to
<<3, k, b, COy - - C/_1>, mo,...,Mk_1, q> € PRC
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Obliczenia pierwotnie rekurencyjne
Obliczenia pierwotnie rekurencyjne

3. Dla wszystkich g:

@ jesli (b,mo,...,my_1,q) € PRC, to
<<4, k + 1, b, C>, mg,..., mk_l,O, q) € PRC

o dla wszystkich n, jesli ((4,k+1,b,¢), mg,...,mi_1,n,p) € PRC oraz

(c,p,mo,...,mk_1,n,q) € PRC, to
((4,k+1,b,¢c),mo,...,mx_1,n+1,q) € PRC.

Mamy, dla kazdej k i dowolnych a € PRI*, mq, ..., my_q:

[a](mg, ..., mk_1) = jedyne q takie, ze (a,mg,...,mk_1,q) € PRC.

Zbior PRC jest rekurencyjnie przeliczalny.

Uwaga. Dla funkgji 1-argumentowych (czyli gdy (a); = 1) mamy:
[a](m) = g = 3s (Derof (s, (a, m,q))), gdzie X jest systemem
indukcyjnym definiujacym PRC.

V.
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Indeksy Czesciowe obliczenia rekurencyjne

Czesciowe obliczenia rekurencyjne

Zdefiniujemy zbiér COR (kodéw) czesciowych obliczen rekurencyjnych
jako najmniejszy zbiér taki, ze:
@ Zachodza warunki 1.-3. z definicji PRC (gdzie oczywiscie zamieniamy
PRC na COR)
e 4. Dla wszystkich b oraz n, jesli (b, mg, ..., mk_1,n,0) € COR oraz

dla kazdego p < n istnieje g, > 0 taka, ze
(b,mo,...,mk_1,p,qp) € COR, to ((5,k,bymg,...,mk_1,n) € COR.

Zbiér COR jest rekurencyjnie przeliczalny. ]

Przypomnijmy, ze k-argumentowa funkcja jest czesciowa, gdy jej dziedzina

jest podzbiorem wk.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 88 / 141



Castous elifiemais reluensiic
Funkcje czesciowe: kilka oznaczen

Piszemy F(xo, ..., xk_1) |, gdy (x0,--.,xk_1) € dom(F).

Jesli nie zachodzi F(xp,...,xk_1) |, to piszemy F(xo,...,xxk_1) T.
Klasa wszystkich czesciowych funkcji rekurencyjnych to najmniejsza
klasa zawierajaca funkcje proste i domknieta na zfozenia, rekursje prosta
oraz operacje minimum, rozumiang nastepujaco:

Jesli G(mo, ..., mk_1,n) jest czesciowa funkcja rekurencyjna oraz dla
wszystkich my, ..., my_1 spetnione sa warunki:

o py (G(mo,...,me_1,y)=0) |
o Vz<y (G(mo,...,mg_1,2)) |,

to F(mo,...,mk_1) = py (G(mo,...,mg_1,y) = 0) jest czeSciowa
funkcja rekurencyjna.

Dla funkgji czesciowych F i G piszemy:

F(mg,...,mk_1) ~ G(ng,...,n;_1), gdy wartosci po obu stronach ~ sa
okreslone i réwne, lub gdy obie s3 nieokreslone.

v
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ey (@l it eameumet)
Indeksy (dla funkcji czesciowych)

Dla kazdej k i wszystkich a takich, ze k = (a); oraz dowolnych
mg,...,My_1 i n niech:

{a}(mo,...,mk_1) ~=n = (a,mg,...,mk_1,n) € COR

Uk(a,mo, ..., mu_1) ~ {a}(mo,...,m_1) =~ pun ({a,mq,...,me_1,n) €
COR).

Uk jest (czesciowa) funkcja uniwersalna dla k-argumentowych funkgji
rekurencyjnych. Dla kazdej k, funkcja UX jest czesciowa funkcja
rekurencyjna.

Nastepujace warunki sa réwnowazne (dla dowolnej funkgji czesciowej F):

@ F jest czesciowo rekurencyjna.
o F ={a} dla pewnego a € w.
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ey (@l it eameumet)
Indeksy (dla funkcji czesciowych)

Mamy zatem wyliczenie ({a} : a € w) wszystkich funkcji czesciowo
rekurencyjnych, w tym sensie, ze:

{a}(x0y. .-y xk-1) =y = (a,x0,-..,%Xk_1,n) € COR.

Liczbe a nazywamy indeksem funkgji {a}.

Jesli nie zachodzi {a}(xo,...,xk_1) |, to piszemy {a}(xo,...,xk-1) T
Uwaga. Formalnie, kazda liczba a jest indeksem, ale moze oczywiscie by¢
indeksem funkcji pustej. Jesli {a} # ), to a musi by¢ postaci (i, k, . ..);
wtedy {a} jest funkcja k-arg., a wiec: jesli {a}(mg,...,mk_1) |, to

(a)1 = k.

Zamiast {a} uzywa sie czesto oznaczen: ¢, lub ¢, (co bywa wygodne ze
wzgledéw typograficznych).
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Indeksy (dla funkcji czesciowych)

Dla a € w niech W, = {x: {a}(x) |}.

Wtedy: zbiér A jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
A= W, dla pewnego a € w (czyli: A jest r.e. wtedy i tylko wtedy, gdy A
jest dziedzing czeSciowej funkgji rekurencyjnej). Powyzsze moze wiec stuzy¢
za definicje zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

{W, : a € w} jest zatem wyliczeniem wszystkich zbioréw rekurencyjnie
przeliczalnych. Nazywa sie je wyliczeniem standardowym.

e {{a} : a € w} — standardowe wyliczenie wszystkich czesciowych
funkgji rekurencyjnych (w innych oznaczeniach: {p, : a € w})

o {W,: ac w} — standardowe wyliczenie wszystkich zbioréw
rekurencyjnie przeliczalnych.
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenie o postaci normalnej

Twierdzenie o postaci normalnej

Twierdzenie Kleene'go o Postaci Normalnej.
Istnieja:
e funkcja pierwotnie rekurencyjna U oraz

o dla kazdej n > 1 relacja pierwotnie rekurencyjna 7T,

takie, ze dla kazdej n-argumentowej funkcji pierwotnie rekurencyjnej f
istnieje liczba e taka, ze:

Zarys dowodu. Dla kazdej funkcji pierwotnie rekurencyjnej f istnieje liczba e
taka, ze f = [e] oraz Vxy...Vx,3l y (e, x1,..., Xn, ¥) € PRC (przy tym
f(x1,...,Xxn) =), co wyznacza (pierwotnie rekurencyjna) relacje 7. Minimum
jest efektywne. Funkcja (rzutu) U daje wartos¢ y z py To(e, X1, -+ s Xny ¥)-
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenie o enumeracji

Twierdzenie o enumeracji

Twierdzenie o enumeracji.
Istnieje funkcja rekurencyjna dwuargumentowa ) taka, Ze:
o dla wszystkich liczb e: 1)(e, x) jest jednoargumentowa funkcja
pierwotnie rekurencyjna,

@ kazda jednoargumentowa funkcja pierwotnie rekurencyjna jest postaci
(e, x) dla pewnej e.

Zarys dowodu. Niech ¢(e,x) =U(uny T1(e,x,y)), gdy e € PRI, a
(e, x) = 0 w przeciwnym przypadku.

Mamy takze wersje twierdzenia o enumeracji dla funkgji n-argumentowych.
Twierdzenia o postaci normalnej i enumeracji maja tez stosowne wersje dla
funkcji czesciowych, ktére sformutujemy bez zarysu dowodu:
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Kilka waznych twierdzen Postaé normalna i enumeracja: funkcje czesciowe

Posta¢ normalna i enumeracja: funkcje czesciowe

Posta¢ normalna. Istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna U oraz, dla kazdej
n > 1 relacja pierwotnie rekurencyjna I, takie, zZe dla kazdej n-argumentowej
funkcji czesciowej f istnieje liczba e taka, ze:

@ f(x1,...,xn) | doktadnie wtedy, gdy 3y T,(e,x1,...,Xn,y)

® f(x1,...,xn) =U(py To(e,x1, ..., Xn,¥))-

Enumeracja. Dla kazdej n piszmy: {e}" ~U(uy Ta(e, x1, ..., Xn, y)). Wtedy
ciag ({e}™)ecw Jest czesciowo rekurencyjna enumeracja wszystkich
n-argumentowych funkcji czesciowo rekurencyjnych, czyli:

® dla kazdej e, {e}" jest n-argumentowa funkcja czesciowo rekurencyjna,

@ jesli f jest n-argumentowa funkcja czesciowo rekurencyjna, to istnieje e taka,
ze f ~{e}"

@ istnieje (n + 1)-argumentowa czesciowa funkcja rekurencyjna i taka, ze

1/’(9»X1» s 7Xn) = {e}n(X17 ce 7Xn)'
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenie o parametryzacji

Twierdzenie o parametryzacji

Twierdzenie o parametryzacji (S '-twierdzenie).
Dla dowolnych m, n € N istnieje pierwotnie rekurencyjna funkcja S| taka,
Ze dla wszystkich e, Xg, ..., Xm_1 OraZ Yo, .+, Yn_1-

{S’T(E,XQ, s 7Xm71)}(y07 s 7}/n—1) = {e}(XOJ <o Xm—1,Y0,- - - 7yn71)-

W szczegdlnosci, dla m =1, n = 1 mamy: {S}(e,x)}(y) =~ {e}(x,y).

Zarys dowodu. Korzystamy ze schematéw rekursji proste;:

o Se,x)=(3,n,e{0,nx),(1,n0),....,(1,nn—1))

] SrT+1(e,XOa R ,Xm) = Sr];(sr,:i—l(evxm s ,mel),Xm)-
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenia o diagonalizacji
O diagonalizacji

Dla catkiem dowolnego zbioru S oraz funkgcji d : S — S, ktéra nie jest
identycznoscia (czyli d(a) # a dla a € S) rozwazmy (by¢ moze)
nieskofnczona macierz elementéw S:

40,0 40,1 40,2
41,0 41,1 41,2
a0 a1 a2

e Ciggiem diagonalnym (dla (S, d)) nazwiemy ciag:
d(ao’o), d(al,l), d(3272), .

o Whtedy ciag diagonalny jest rézny od kazdego wiersza powyzszej
macierzy (poniewaz rézni sie od n-tego wiersza n-tym elementem, na
mocy definicji d).
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenia o diagonalizacji

O diagonalizacji

@ Szczegblnym przypadkiem zastosowania tej konstrukgcji jest np. dowdd
Cantora nieprzeliczalnosci zbioru wszystkich podzbioréw zbioru w.

Mamy tez rekurencyjna wersje twierdzenia Cantora:

e Nie istnieje funkcja rekurencyjna, ktéra oblicza (co najmniej jeden)
indeks dla kazdej (jednoargumentowej) funkcji rekurencyjnej o
wartosciach w zbiorze {0, 1}.

Zarys dowodu (nie wprost). Niech f bedzie funkcja rekurencyjna taka,
ze {f(x)} jest catkowita dla kazdej x. Zdefiniujmy: g(x) ~ 1 — {f(x)}(x).
Whtedy g jest funkcja czesciowo rekurencyjna (na mocy twierdzenia o
enumeracji) o wartosciach w zbiorze {0,1} i catkowita (bo f catkowita).
Nadto, g rézni sie (na argumencie x) od kazdej funkcji {f(x)}, czyli zaden
indeks funkcji g nie nalezy do rng(f).

v
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenia o diagonalizacji

O diagonalizacji

Twierdzenie (Post, Godel, Kleene)

Istnieje zbidr rekurencyjnie przeliczalny, ktory nie jest rekurencyjny.

Zarys dowodu.

e Niech K = {x: x € W}, czyli x € K doktadnie wtedy, gdy {x}(x) |.

@ Na mocy twierdzenia o enumeracji istnieje funkcja czesciowo
rekurencyjna f taka, ze: f(x) ~ {x}(x).

e Stad K jest rekurencyjnie przeliczalny, gdyz: x € K doktadnie wtedy,
gdy {x}(x) |.

o Gdyby K byt rekurencyjny, to w — K bytby rekurencyjnie przeliczalny
(z twierdzenia Posta). Ale x € (w — K) doktadnie wtedy, gdy x ¢ W,

czyli w — K jest rozny od wszystkich zbioréw rekurencyjnie
przeliczalnych.

v
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenia o diagonalizacji

O diagonalizacji

Problem stopu.
Zbior Ko zdefiniowany warunkiem: (x,e) € Kq jest rekurencyjnie
przeliczalny, lecz nie jest rekurencyjny.

Zarys dowodu. Zauwazmy, ze (x, e) € Ko doktadnie wtedy, gdy {e}(x) |.

o Rekurencyjnej przeliczalnosci Ky dowodzimy tak samo, jak dla K.

o Gdyby Kq byt rekurencyjny, to réwniez K bytby rekurencyjny,
poniewaz: x € K doktadnie wtedy, gdy (x, x) € Kg. A zatem Kq nie

jest rekurencyjny.
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenia o diagonalizacji
O diagonalizacji

Méwimy, ze A jest zbiorem indekséw zbioru A czesciowych funkgji
rekurencyjnych, gdy A = {x : ¢, € A}.
Uwaga. Tu warto pisa¢ x zamiast {x} dla unikniecia nieporozumien.

Nazwiemy zbiér A funkcji czeSciowo rekurencyjnych zupetnie
rekurencyjnym, gdy jego zbiér indekséw jest rekurencyjny.

Twierdzenie Rice’a.

Zbior A funkcji czesciowo rekurencyjnych jest zupetnie rekurencyjny
doktadnie wtedy, gdy albo jest pusty, albo zawiera wszystkie funkcje
czesciowo rekurencyjne.
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Kilka waznych twierdzen Twierdzenia o diagonalizacji

O diagonalizacji

Zarys dowodu. Jesli A = (), to zbiorem indekséw zbioru A jest (), a jesli
A zawiera wszystkie funkcje czesciowo rekurencyjne, to jego zbiorem
indekséw jest w. Przypusémy teraz, ze A jest rézny od () i rézny od zbioru
wszystkich funkcji czesciowo rekurencyjnych. Wtedy istnieja a i b takie, ze
va € Aoraz pp ¢ A.

Jesli funkcja nigdzie nie okreslona nie nalezy do A, to niech f bedzie
funkcja rekurencyjng taka, ze:

® Yr(x) = Pa gdy x €K
® ¥f(x) nie jest okreslona w przeciwnym przypadku.

Wtedy: x € K doktadnie wtedy, gdy ¢r(,) € A, czyli doktadnie wtedy, gdy
f(x) € A, gdzie A jest zbiorem indekséw zbioru A. Zbiér A nie jest zatem

rekurencyjny, gdyz K nie jest rekurencyjny.

Jesli funkcja nigdzie nie okreslona nalezy do A, to uzywamy ¢, pokazujac,
iz w — A nie jest rekurencyjny.
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TR R @ (e Sty
Twierdzenie o punkcie statym

Twierdzenie o punkcie statym (twierdzenie o rekurs;ji).

Dla dowolnej funkcji rekurencyjnej jednoargumentowej f istnieje e taka, ze
Pe = Pf(e)-

Zarys dowodu. Skorzystamy z procedury opisanej w punkcie dotyczacym
diagonalizacji. Niech f bedzie dowolna funkcja rekurencyjna. Niech S
bedzie zbiorem wszystkich funkgji rekurencyjnych i zdefiniujmy:

d(¢a) = ¥r(s)- Szukamy punktu statego funkgji d, czyli e takiej, iz:

d(pe) = pe. Poniewaz f ~ ¢, dla pewnej a, wiec wartosci funkgji d sa
postaci ¢, (»). Rozwazmy macierz (aj); jew, gdzie aj = ¢ ,(j). Jesli
©ei(j) 1. to aj jest funkcja nigdzie nie okreslona. Ciggiem diagonalnym dla
(5, d) jest: PF(p0(0))r PFp1(1)) PF(pa(2))r - - Jest to rekurencyjny Ciag
funkcji czesciowo rekurencyjnych, a wiec jest jednym z wierszy macierzy
(ajj)ijew- Tak wiec, istnieje punkt staty funkcji d.

v
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TR R @ (e Sty
Twierdzenie o punkcie statym

Punkt staty, o ktérym mowa w powyzszym twierdzeniu, mozna wyznaczy¢: )

e Zauwazmy, ze punkt staty funkcji d musi by¢ tym elementem ciggu
diagonalnego, ktéry lezy na przekatnej macierzy.

@ Niech wiec g bedzie (istniejaca na mocy twierdzenia o enumeracji oraz
S/P-twierdzenia) funkcja taka, ze:

Pg(a) = Pf(pala)):

o Jesli b jest dowolnym indeksem funkgji g, to g(b) = ¢p(b) jest
punktem statym dla f, poniewaz:

Pe(b) = Pf(pp(b)) = PF(g(b)):

v

W teorii rekursji dowodzi sie wielu dalszych twierdzen o punktach statych. )
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Kilka waznych twierdzen Jeszcze o indeksowaniu

Czy mozna catkiem dowolnie indeksowac?

Systemem indekséw nazywamy dowolna rodzine odwzorowan

W = {¢" : n € w} zbioru w na zbiér wszystkich n-argumentowych funkg;ji
czesciowo rekurencyjnych. Przez 17 oznaczaé bedziemy n-argumentowa
funkcje czesciowo rekurencyjna o indeksie e. Méwimy, ze W spetnia
warunek: )

e enumeracji, gdy dla kazdej n istnieje a taka, ze
M le X1, ..oy Xn) = WI(X1, .. Xn),
e parametryzacji, gdy dla wszystkich m, n istnieje catkowita funkcja
rekurencyjna s taka, ze
ws(e,xl,‘..,xn)(YL S uym) = g1+n(X1’ s Xny Y1, - 7.ym)'
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Kilka waznych twierdzen Jeszcze o indeksowaniu

Czy mozna catkiem dowolnie indeksowac?

System indekséw W nazywamy akceptowalnym, gdy dla wszystkich n
istnieja catkowite funkcje rekurencyjne f oraz g takie, ze:

0 thg =~ ‘P?(e)
n n
® Pe = Vg(e)
(przypominamy, ze {¢. : e € w} to standardowe wyliczenie wszystkich
funkcji czesciowo rekurencyjnych i niech {¢% : e € w} bedzie standardowym

wyliczeniem wszystkich n-argumentowych funkcji czesciowo
rekurencyjnych).

System indekséw V jest akceptowalny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia
warunki enumeracji oraz parametryzacji.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 106 / 141



Sprowadzalnosé

Sprowadzalnosé¢

Dla dowolnych A, B C w méwimy, ze A jest m-redukowalny do B
(piszemy wtedy A <,,, B) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
rekurencyjna f taka, ze dla wszystkich n € w: n€ A = f(n) € B (co
oznacza, ze A = f~1[B]).

Jesli A <,,, B, to A jest ,.co najwyzej tak samo ztozony" jak B, jesli chodzi
o procedury ustalania, co jest elementem danego zbioru.

Zauwazmy, ze jesli B jest rekurencyjny i A <, B, to A jest rekurencyjny.

Relacja <, jest czesciowym porzadkiem. W standardowy sposéb
definiujemy:

A<, B =A< BA-B<, A

e A=, B = A<, BAB <, A(Ai B sa m-réwnowazne)
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Stopnie

® 6 6 6 o o

dgm(A) = {B: A=, B} (m-stopien zbioru A)

dgm(A) <m dgm(B) = A<m B

dgm(A) <m dgm(B) = A<n B

Dgnm = {dgm(A) : A C w} (zbiér wszystkich m-stopni)

dgm(0) = {0} oraz dgm(w) = {w} sa minimalnymi m-stopniami.
Niech 0 = {A: (0 £ A # w i A rekurencyjny}. Wtedy 0 € Dg, oraz:

o dgm(0) <m0

o dgm(w) <m 0

o 0 <, dgm(A) dla kazdego nierekurencyjnego zbioru A
Dla kazdej pary m-stopni istnieje ich l.u.b. Nie jest prawda, ze dla
pary dowolnych m-stopni istnieje ich g.l.b.

m-stopnie rézne od dgm () oraz dgm,(w) nie s3 uporzadkowane liniowo.

Nie istnieje maksymalny m-stopien.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 108 / 141



Zbiory m-zupetne

Dla dowolnego zbioru C méwimy, ze:

o C jest m-zupetny, gdy C jest r.e. i A <,, C dla kazdego r.e. zbioru A.

@ dgm(C) jest r.e. m-stopniem, gdy istnieje r.e. zbiér A taki, ze
A=, C.

Oto przyktady waznych zbioréw m-zupetnych:
o K={a: aec W,}.
o Ko ={(x,y): xe W,}.
o Ky ={x: W, #0}.

Zaden z powyzszych zbioréw nie jest rekurencyjny. Zbiér K nazywany jest
czasem zbiorem przekatniowym. Jego dopetnienie oznaczmy przez K.
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Zbiory m-zupetne

Niech 1 = {C : C jest m-zupetny}. J
Wtedy 1 jest jedynym, najwickszym r.e. m-stopniem.
Ponadto, 0 < 1. J

Nie kazdy r.e. zbidr nierekurencyjny jest zupetny. )

Istnieja r.e. zbiory A takie, ze: 0 < dgm(A) < 1, jak za chwile zobaczymy. J
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Zbiory produktywne

Méwimy, ze zbiér P jest produktywny, jesli istnieje funkcja czesciowo
rekurencyjna f taka, ze dla kazdego indeksu a: jesli W, C P, to f(a) jest
okreslona oraz f(a) € P — W,.
Kazdy zbiér produktywny P jest zatem, w pewnym sensie, ,efektywnie nie
re.”. jesli W, C P, to f(a) dostarcza przyktadu, ze P # W,.
@ Zbiér K jest produktywny.
@ Dla dowolnych P oraz Q, jesli P jest produktywny i P <,, Q, to Q
jest produktywny.
@ Dla dowolnego A, jesli A jest m-zupetny, to w — A jest produktywny.
o Kazdy zbiér produktywny zawiera nieskoiczony r.e. podzbiér. Kazdy
zbiér produktywny zawiera nieskonczony podzbiér rekurencyjny.

@ Jesli A jest produktywny, to A nie jest r.e.

o Istnieje 2%0 zbioréw produktywnych.
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Zbiory: produktywne, twércze, proste

Zbiory tworcze. Zbiory proste.

Mowimy, ze zbidr A jest:

@ prosty, jesli A jest r.e., a jego dopetnienie w — A jest nieskonczone i

nie zawiera zadnego nieskofnczonego r.e. podzbioru.

@ tworczy, jesli A jest r.e., a w — A jest produktywny.
Jesli A jest zbiorem prostym, to A jest zatem zbiorem r.e. o nieskonczonym
dopetnieniu oraz A ma niepusty przekréj ze wszystkimi zbiorami r.e. W,.
Jesli A jest zbiorem prostym, to:

@ A nie jest rekurencyjny.

@ A nie jest tworczy.

o A nie jest m-zupetny (K £, A).

Dowolny zbiér prosty jest nierekurencyjnym r.e. zbiorem, ktéry nie jest
m-zupetny.
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Zbiory tworcze. Zbiory proste.

Zbior K jest twoérczy. Kazdy zbidr twérczy A jest ,efektywnie
nierekurencyjny”, w tym sensie, ze istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna f
taka, ze dla kazdego r.e. ,kandydata” W, do bycia zbiorem w — A wartos¢
f(a) nalezy do (w — A) — W,.

Zbior A jest tworczy wtedy i tylko wtedy, gdy A jest m-zupetny.

Niech A bedzie r.e. zbiorem r6znym od w. Wtedy A jest twoérczy wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego r.e. zbioru B, jesli ANB =0, to A=,, AUB.

Istnieje zbiér prosty, a wiec istnieje zbidr r.e., ktéry nie jest ani
rekurencyjny, ani m-zupetny.

Istnienia zbioru prostego (zbioréw prostych) dowies¢ mozna na rézne
sposoby. Podajemy jeden z nich (inny sposéb istotnie wykorzystuje tzw.
metode priorytetu, ktérej w tym wyktadzie nie omawiamy:.)
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Zbiory: produktywne, twércze, proste

Dowdd istnienia zbioru prostego

Niech P bedzie relacja zdefiniowana warunkiem:

P(a,x) = x € W, A x > 2a. Wtedy P jest semi-rekurencyjna. Istnieje
zatem selektor, tj. funkcja czesciowo rekurencyjna F o dziedzinie

{a: Ix P(a,x)} taka, ze dla kazdego a z dziedziny F zachodzi P(a, F(a)).
Niech A bedzie dziedzing F. Pokazemy, ze A jest zbiorem prostym.
Poniewaz A = rng(F), wiec A jest r.e. Poniewaz F(a) > 2a dla

a € dom(F), co najwyzej a elementéw zbioru A jest elementami kazdego
odcinka poczatkowego {0,1,...,2a}. Tak wiec, odcinek taki zawiera co
najmniej a + 1 elementéw zbioru w — A. W konsekwencji, zbiér w — A jest
nieskonczony.

Przypus¢my, ze W, jest nieskonczony. Wtedy istnieja elementy x € W,
takie, ze x > 2a, a wigc F(a) jest okreslona, a stad F(a) jest elementem
AN W,. Ostatecznie, W, ¢ (w — A). Pokazalismy, ze A jest zbiorem
prostym.
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Porzadek stopni

Istnieje r.e. m-stopien d taki, ze: 0 < d < 1. Nadto:

o (T1) Istnieja r.e. zbiory A oraz B takie, ze A jest prosty oraz B &, A.
o (T2) Istnieja r.e. zbiory Ai B takie, ze A £, B oraz B &£, A.
o (T3) Istnieje m-niezalezna r.e. rodzina (zobacz nizej).

o (T4) Kazdy rekurencyjny porzadek czesciowy zbioru w mozna wtozy¢
w uporzadkowanie m-stopni, tj. dla dowolnego rekurencyjnego
porzadku czesciowego =< zbioru w istnieje rodzina (G : i € w) taka,
ze dla wszystkich joraz j: i = j = G <m G

o (T5) Kazdy przeliczalny porzadek czesciowy mozna wtozyé w
uporzadkowanie m-stopni, tj. dla dowolnego przeliczalnego porzadku
czesciowego =< zbioru w istnieje rodzina (G : i € w) taka, ze dla
wszystkich i oraz j: i = j = G <m .
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Jeszcze o stopniach

Porzadek stopni

W dowodzie (T5) korzysta sie z faktu, ze istnieje rekurencyjny porzadek

czesciowy zbioru w, w ktéry mozna wiozy¢ kazdy przeliczalny porzadek
czedciowy.

Dla dowolnego / C w i dowolnej rodziny zbioréw (A" : n € w):
o B(A": new)={(nx): xe A"Anel}

e (A": n € w) jest m-niezalezna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich n € w: A" £, (A" : n € w).

@ (A": n € w) jest r.e.-rodzing wtedy i tylko wtedy, gdy
P(A": n € w) jest zbiorem r.e.

Struktura rodziny wszystkich stopni jest niezwykle skomplikowana. Tu
podalismy jedynie kilka dos¢ prostych faktéw.
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My T
Maszyny Turinga

Maszyna Turinga T jest okreslona przez:
o (a) alfabet zewnetrzny A = {ag, a1,...,an} (gdzie ag =0, a; = 1);
o (b) alfabet stanow wewnetrznych Q = {qo, q1,-..,qm};
e (c) program, tj. zbiér wyrazen T(i,j) (i=1,...,m; j=0,...,n), z
ktérych kazde moze mie¢ jedna z nastepujacych postaci:

® qidj — qkay,
° giaj — qkaR
o g;a; — qxaL

gdzie 0 < k<m, 0</<n

Stan qg jest wyr6zniony — jest stanem koricowym. Stan q; tez jest
wyrézniony — jest stanem poczgtkowym. Symbole ag i a; takze s3
wyréznione — ag jest symbolem tzw. pustej klatki tasmy. Symbole ag i a;
wystarczaja do zapisania kazdej informacji. Wyrazenia T (i,/) nazywaja sie
rozkazami.
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My T
Maszyny Turinga

Stowem maszynowym lub konfiguracja nazywamy stowo postaci:

Aqka/B

gdzie 0 < k < m, 0 < /< n, Aoraz B — s3 stowami (by¢ moze pustymi)
w alfabecie A.

Piszemy a7 jako skrét wyrazenia aja; ... a;.
——

X razy

Prosze zauwazy¢, ze maszyna Turinga jest pewnym obiektem
matematycznym. Wszelkie okreslenia w rodzaju: ,praca maszyny”,
»maszyna zatrzymuje si¢”, itd. takze maja scisle zdefiniowany sens
matematyczny.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (6) Uniwersytet Opolski 118 / 141



Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga

Maszyny Turinga

Niech dane beda maszyna T oraz stowo maszynowe M = Ag;a;B, gdzie

0 < i< m. Przez M/ oznaczymy stowo otrzymane z M wedtug
nastepujacych regut:

e (1) dla i =0 niech M} = M;
e (2)dlai>0:

o (a) jesli T(i,j) jest postaci giaj — qka;, to My = AqyaiB;
o (b) jesli T(i,j) jest postaci gijaj — qxaiR, to:

@ (B:1) jesli B nie jest stowem pustym, to M4 = Aa;qiB,
o (B>) jesli B jest stowem pustym, to M} = Aajqyao;

o (c) jesli T(i,j) jest postaci gja; — gxayL, to:

o (C1) jesli A= Aias dla pewnych Ay oraz as, to M = Aiqkasa B,
o (() jesli A jest stowem pustym, to M7 = qyaoaB.
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My T
Maszyny Turinga

Przyjmijmy /\/l( ) — =M, I\/l("Jr1 = (I\/l(n)) J

o Moéwimy, ze maszyna T przetwarza stowo maszynowe M w stowo My,
jezeli dla pewnego n: M( ) = = M;. Piszemy wtedy M : M.
o Piszemy M = M, jesli maszyna T przetwarza M w M1 i nie jest przy
T
tym wykorzystywany warunek (C;) powyzszej definicji.
@ Piszemy natomiast M 2 My, jesli maszyna T przetwarza M w My, a

przy tym nie s3 wykorzystywane warunki (B;) oraz () powyzszej
definicji.
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My T
Maszyny Turinga

Méwimy, ze maszyna T oblicza n-argumentowa czesSciowa funkcje liczbowa
f, gdzie dom(f) C w", rg(f) C w, jesli spetnione sa nastepujace warunki:

.

o (a) jesli (x1,x2,...,xn) € dom(f), to maszyna T zatrzymuje sie, tj.
przetwarza stowo g;01*101*20...01*0 w pewne stowo AqgB, a przy
tym stowo AqoB zawiera f(x1,x2, ..., Xx,) wystapien symbolu 1;

o (b) jesli (x1,x2,...,x,) ¢ dom(f), to maszyna rozpoczynajac
dziatanie od stowa M = ¢;01*101*20...01*"0 pracuje w
nieskonczonosé, tj. qo nie wystepuje w I\/lgr") dla zadnego n.
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My T
Maszyny Turinga

Moéwimy, ze maszyna T prawidfowo oblicza funkcje f, jesli spetnione sa
warunki:

o (a) jesli (x1,x2,...,xn) € dom(f), to

q101X101%20 ... 010 = go017Car2)g .. 0;
T

o (b) jesli (x1,x2,...,x,) & dom(f), to maszyna, rozpoczynajac
dziatanie od stowa ¢;01*101*20...01*"0 pracuje w nieskoficzono$¢.

Funkcje f nazywamy obliczalna [w sensie Turinga] (prawidfowo
obliczalng), jesli istnieje maszyna Turinga, ktéra oblicza (prawidtowo
oblicza) funkcje f.
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga

Dwa przyktady operacji na maszynach Turinga

Niech T1, T», T3 beda maszynami Turinga z tym samym alfabetem
zewnetrznym A = {ag, a1, ..., an}, z alfabetami stanéw wewnetrznych:

le{q(hqla"'aqr}v QZZ{q(Jaqla"'aqS}v Q3:{q05q1a"'aqt}

oraz programami [y, M5, M3, odpowiednio.

Ztozeniem Ty - T, maszyn Ty i To nazywamy maszyne T, ktérej program
jest suma zbioréw:

S% ;U Sa- [y,

dr+1 qr+1---Qr+s

gdzie ngl'l oznacza zbiér rozkazéw otrzymanych z 1 poprzez zamiane
wszystkich wystapien g; na g;.
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga

Rozwidleniem maszyn T1, To, T3 wzgledem (q;, Qj):

(symbolicznie Tl{ qi i ;2 ), gdzie gj, qj € Q1,
qgi = 13

nazywamy maszyne T, ktérej program otrzymujemy w sposéb nastepujacy:
@ z Ny usuwamy rozkazy Ti(i, k) oraz T1(j, k) dla k=0,1,...,n,
otrzymany w ten sposéb zbiér oznaczamy przez M};

o wtedy

n= |-|/1 U §9192---Gs My, U §9192.-.9t |-|3.

qiqdr+1---Qr+s+1 qjqr+s---Qr+s+t—2

Ztozenia i rozwidlenia maszyn Turinga to zatem pewne operacje na tych
maszynach. Przy obliczaniu réznych funkcji czasem wygodnie jest pracowac
z maszynami Turinga bedacymi wynikami operacji na innych, prostszych
maszynach Turinga. Dla przyktadu, funkcje definiowane przez schemat
rekursji prostej z funkcji prawidtowo obliczalnych w sensie Turinga
okresla¢ mozna przez ztozenie i rozwidlenie stosownych maszyn Turinga.
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga

Maszyny Turinga

Pokazemy teraz, ze maszyny Turinga moga by¢ kodowane przez liczby
naturalne. Niech p, oznacza n-tg liczbe pierwsza.

Niech A = ag, ... a5, bedzie stowem w alfabecie {ag, a1, a>...}.
Przyjmijmy:

k k
ki(A) =TI pi", ke(A) =TI pit.
t=0 t=0

Jesli M = Aqg;a;B jest stowem maszynowym, to przyjmijmy:

v(M) = 2k(A) .37 . 5 . 7k (B)
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Ny TUATEE
Maszyny Turinga
Numerem rozkazu T (i, ) nazwiemy liczbe:
.- PG"PLPS
/~L( T(Ivj)) = pc(i,j) )

gdzie c(x,y) = w

jest funkcja numerujaca Cantora oraz:
s =0, jesli T(i,j) jest postaci gja; — qxa,

s=1, jesli T(i,j) jest postaci gjaj — qxajL,

s =2, jesli T(i,j) jest postaci gja; — qxa/R.

Numerem \(T) maszyny T nazwiemy iloczyn wszystkich numeréw
rozkazéw T (i,j) maszyny T.

Tak wiec, maszyny oraz ich programy (a takze ich dane) mozemy
traktowac tak, jak liczby naturalne!
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My T
Maszyny Turinga: przyktady

1. Jaka funkcje f(x) oblicza maszyna T o nastepujacym programie: ]

10 — q20R,
11 — qol,
q20 — qol,
2l — @lR7?

Odpowiedz. f(x) = x+ 1.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodnié, ze maszyna Turinga T
przetwarza stowo g101%0 w stowo AqgB takie, ze w AgpB wystepuje x + 1
razy symbol 1.
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My T
Maszyny Turinga: przyktady

2. Skonstruowa¢ maszyne Turinga T, ktéra prawidtowo oblicza funkcje
o(x) = 0.

Odpowiedz. Na przyktfad:

10 — q20R,
420 — q30L, g2l — q21R,
q30 — qo0, g3l — g30L.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodnié, ze dla dowolnego stowa A
mamy:

q10A0 :T> qo000...0.
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My T
Maszyny Turinga: przyktady

3. Skonstruowa¢ maszyne Turinga T prawidtowo obliczajaca funkcje
flx,y)=x+y.

Odpowiedz. Na przykfad:

310 — q20R,

020 — g31R, @21 — q21R,

q30 — qa0L, g3l — g3lR,
qal — gs0L,

g50 — o0,  gs1 — gs1L.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodnié, ze dla wszystkich x oraz

y:
g101¥01¥0 = §001*7¥00...0.
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Ny TUATEE
Maszyny Turinga: przyktady
4. Skonstruowaé¢ maszyne Turinga T obliczajaca funkcje f(x) = x=1,

gdzie x-1=x—1dlax>0o0raz0-1=0.
Odpowiedz. Na przykfad:

710 — q20R,

20 — qo0L, g2l — g3lR,

q30 — qa0L, g3l — g3lR,
gal — gsO0L,

gs0 — qo0, g5l — gs1L.

Aby te odpowiedz uzasadni¢, nalezy udowodnié, ze dla kazdego x > 0:

q101°0 = AqoB

dla pewnych A, B takich, ze symbol 1 wystepuje x — 1 razy w AqoB oraz ze
g1000 :T> CqoD, dla pewnych C, D nie zawierajacych symbolu 1.
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My T
Maszyny Turinga: przyktady

5. Skonstruowa¢ maszyne Turinga T prawidtowo obliczajaca funkcje sg(x);
gdzie sg(x) =1 dla x > 0 oraz sg(0) = 0.

Odpowiedz. Na przykfad:

710 — q20R,

20 — qo0L, g2l — g3lR,
q30 — qa0L, g3l — q30R,
q40 — q40L,  qal — qoOL.

Cwiczenie. Co nalezy udowodnié, aby uzasadni¢ te odpowiedz? J
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My T
Maszyny Turinga

Jak ,mocne” sa maszyny Turinga? Jezyki przez nie rozpoznawane to jezyki
rekurencyjnie przeliczalne. Jest jasne, ze nie kazdy jezyk moze by¢
rozpoznany przez maszyne Turinga: wszystkich jezykéw nad ustalonym
skofczonym alfabetem jest kontinuum, a maszyn Turinga z tym alfabetem
jest tylko przeliczalnie wiele.

Problem stopu. Problem, czy dowolna maszyna Turinga dla dowolnych
danych zakonczy obliczenie, jest problemem nierozstrzygalnym.

Maszyny Turinga s dos¢ trudnym narzedziem w praktycznych
obliczeniach. S3 jednak przydatne w rozwazaniach metateoretycznych.
A bez takich rozwazan, jak wiadomo, bytabys dzieckiem we mgle. Bo
skad mozesz wiedzie¢, ze co$ robisz poprawnie, jesli nie wiesz, co
wiasciwie robisz?

v
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga
Busy Beaver

Busy Beaver. Jest skonczenie wiele zatrzymujacych sie maszyn Turinga o
n stanach nad alfabetem binarnym. Funkcja przyporzadkowujaca liczbie n
najwieksza liczbe symboli 1, ktéra pozostaje na tasmie po zakonczeniu
pracy maszyny Turinga o n stanach i zaczynajacej prace z tasma, na ktérej
sa tylko symbole 0, jest dobrze okreslona. Nie jest ona jednak obliczalna
przez zadna maszyne Turinga.

Gdybysmy mieli jaki$ systematyczny sposéb na otrzymywanie wartosci tej
funkcji, to mozna bytoby rozstrzygaé prawie kazdy problem matematyczny.

Busy Beaver dla n = 6 wyprodukowat 108> symboli 1, zatrzymujac sie po
10739 krokach.
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga

Test Turinga

Test Turinga. To procedura zaproponowana przez Turinga. Masz dwéch
(niewidocznych dla ciebie) interlokutoréw: cztowieka oraz komputer. Jesli
nie potrafisz wskazaé, ktéry z nich jest komputerem, to nalezy uzna¢, iz
maszyna przeszta test na bycie podmiotem inteligentnym.

Test Turinga nie jest problemem matematycznym. Wzbudza natomiast, z
oczywistych wzgledéw, wiele emocji.
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga
o o 0
Chinski pokoj

Chinese Room. To problem zaproponowany przez Johna Searle’a. Nie
znasz jezyka chinskiego. Masz do dyspozycji kompletne reguty przektadu z
chinskiego na twdj jezyk oraz z twojego jezyka na chinski. Zamknieto cie w
pokoju, do ktérego dostarczane s pytania po chinsku. Postugujac sie tylko
wspomnianymi regufami, udzielasz odpowiedzi. Czy oznacza to, ze
rozumiesz jezyk chinski?

Ten problem wigze sie zatem z pytaniem o to, jaka cze$¢ naszej wiedzy ma
charakter algorytmiczny.
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Maszyny Turinga
Gra Conwaya

Gra Conwaya. Popularna ,.gra w zycie’ ma taka sama moc obliczeniows,
jak uniwersalna maszyna Turinga. A oto glider, jeden z bohateréw tej gry
(a takze symbol subkultury hakeréw):
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Inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci Inne matematyczne modele obliczalnosci

Inne matematyczne modele obliczalnosci

Jest wiele takich modeli; pokazuje sie, ze sa one réwnowazne (okreslaja te
samg klase funkgji).

v

o Algorytmy Markowa

@ Rachunek lambda

@ Systemy réwnan Herbranda-Gédla
@ Rachunek kombinatoréw

@ Universal Register Machines

@ Systemy Posta

@ Obliczalno$¢ wedle Kotmogorowa
@ Abstract State Machines
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Teza Churcha-Turinga

Teza Churcha-Turinga. Kazda funkcja, ktéra jest (w intuicyjnym sensie)
obliczalna, jest obliczalna przez pewna maszyne Turinga. To oczywiscie nie
jest twierdzenie matematyczne. Takze twierdzenie do niego odwrotne,
gtoszace, iz kazda funkcja obliczalna przez pewna maszyne Turinga jest (w
intuicyjnym sensie) obliczalna, nie jest twierdzeniem matematycznym. To,
ze te dwie klasy funkgji sa identyczne (a takze pokrywaja sie z klasami
wyznaczonymi przez inne matematyczne reprezentacje obliczalnosci)
nazywa sie Tezag Churcha-Turinga.

Czasami rozdzielamy: Teza Churcha dotyczy obliczen na liczbach
naturalnych, Teza Turinga ,obliczen” na ciggach wyrazen ustalonego
alfabetu.
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