
5. Rachunek predykatów z identyczno±ci¡

5.1. De�nicje

Predykat identyczno±ci traktowany jest w omawianej metodzie jako staªa logiczna. Do podanych poprzed-
nio reguª opuszczania staªych logicznych dodajemy reguªy specy�czne dla predykatu identyczno±ci. Reguªy te
bior¡ pod uwag¦ wªasno±ci, które � wedle uj¦cia leibnizja«skiego � przypisujemy relacji identyczno±ci. Jest
mianowicie identyczno±¢ relacj¡ równowa»no±ci, czyli jest zwrotna, symetryczna oraz przechodnia. Nadto,
przedmioty identyczne s¡ nieodró»nialne, ani przez »adn¡ wªasno±¢, ani poprzez pozostawanie w zale»no±-
ciach z innymi przedmiotami.

Zanim powy»sze intuicyjne sformuªowania podamy w uj¦ciu precyzyjnym, zauwa»my jeszcze, »e bez
relacji identyczno±ci praktycznie niewyobra»alne jest uprawianie wi¦kszo±ci dyscyplin matematycznych �
wspóªczesne rozumienie poj¦cia funkcji, jednego z najistotniejszych poj¦¢ matematycznych, wykorzystuje
relacj¦ identyczno±ci.

Dla predykatu identyczno±ci tradycyjnie u»ywanym symbolem jest = i tradycja ta zostanie w niniejszym
skrypcie uszanowana. To, »e relacj¦ identyczno±ci oznaczamy tym samym symbolem, nie powinno prowadzi¢
do nieporozumie« � z kontekstu zawsze b¦dzie jasno wynika¢, czy odnosimy si¦ do predykatu (j¦zyk), czy do
relacji (odniesienie przedmiotowe j¦zyka, interpretacje). Tak wi¦c, identyczno±¢ termów t1 oraz t2 zapisywa¢
b¦dziemy formuª¡: t1 = t2. Formuª¦ ¬t1 = t2 b¦dziemy (tak»e zgodnie z tradycj¡), zapisywa¢ te» czasem
w postaci t1 6= t2. W tym podrozdziale termami b¦d¡ jedynie zmienne i staªe indywiduowe (nie b¦dziemy
zatem rozwa»a¢ termów zªo»onych).

Przyjmijmy dla uproszczenia, »e ograniczamy si¦ do j¦zyka KRP z predykatami jedno- oraz dwuargu-
mentowymi. Warunki nakªadane na predykat identyczno±ci s¡ nast¦puj¡ce:

∀x x = x
∀x∀y (x = y → y = x)
∀x∀y∀z (x = y ∧ y = z → x = z)
∀x∀y (Px ∧ x = y → Py)
∀x∀y∀z (xQy ∧ x = z → zQy)
∀x∀y∀z (xQy ∧ y = z → xQz)

dla dowolnych predykatów jednoargumentowych P oraz dwuargumentowych Q.

Rozumiemy przez to, »e w ka»dej interpretacji denotacja predykatu = warunki powy»sze speªnia. (Takie
interpretacje zwykªo nazywa¢ si¦ normalnymi.)

Reguªy dotycz¡ce predykatu identyczno±ci w metodzie drzew semantycznych mo»na sprowadzi¢ np. do
nast¦puj¡cych dwóch:1

• Je±li t1 oraz t2 s¡ dowolnymi termami, A zawiera jakie± wyst¡pienia termu t1, to gaª¡¹ drzewa zawie-
raj¡c¡ formuªy A oraz t1 = t2 przedªu»amy dodaj¡c formuª¦ A(t2//t1):

R12(=)
A

t1 = t2

A(t2//t1)

gdzie A(t2//t1) jest formuª¡ powstaj¡c¡ z A poprzez zast¡pienie pewnych wyst¡pie« termu t1 wys-
t¡pieniami termu t2.

• Je±li t1 oraz t2 s¡ dowolnymi termami, A zawiera jakie± wyst¡pienia termu t1, to gaª¡¹ drzewa zawie-
raj¡c¡ formuªy A oraz t2 = t1 przedªu»amy dodaj¡c formuª¦ A(t2//t1):

1Poszczególne podr¦czniki stosuj¡ ró»ne sformuªowania reguª dla predykatu identyczno±ci w tej metodzie (a w konsekwencji,
tak»e ró»ne sformuªowania warunków zamykania gaª¦zi w drzewach semantycznych).
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R21(=)
A

t2 = t1

A(t2//t1)

gdzie A(t2//t1) jest formuª¡ powstaj¡c¡ z A poprzez zast¡pienie pewnych wyst¡pie« termu t1 wys-
t¡pieniami termu t2.

Umowa notacyjna. Zastosowanie reguªy Rij(=) w kroku n. do formuªy o numerze (m) z wykorzystaniem
identyczno±ci termów t1 oraz t2 wyra»onej w formule o numerze (k) zaznacza¢ b¦dziemy umieszczonym z
prawej strony formuªy o numerze (m) komentarzem: n.k,t2//t1 .

Reguª¦ zamykania gaª¦zi w KRP z identyczno±ci¡ rozszerzamy w sposób nast¦puj¡cy: gaª¡¹ uznajemy
za zamkni¦t¡, je±li wyst¦puje na niej para formuª postaci A, ¬A b¡d¹ formuªa postaci ¬t = t, gdzie t jest
dowolnym termem.

W najprostszym przypadku (gdy j¦zyk nie zawiera symboli funkcyjnych) owo zast¦powanie termów polega
na zast¦powaniu wyst¡pie« jednej staªej indywiduowej wyst¡pieniami innej staªej indywiduowej.2

5.2. Przykªady

Przejd¹my do prezentacji przykªadów ilustruj¡cych dziaªanie metody w KRP z predykatem identyczno±ci.
B¦d¡ one dotyczyªy takich samych zagadnie«, jak rozpatrywane w podrozdziaªach III.2.�III.4.: semantycznej
niesprzeczno±ci, tautologiczno±ci oraz wynikania logicznego.

Przykªad III.5.1: Opatrzno±¢ Bo»a a Skarb Pa«stwa

Spójrzmy na reguª¦ wnioskowania, w której wyst¦puj¡ predykaty dwuargumentowe P i Q oraz staªe
indywiduowe a, b i c:

∀x (aPx → b = x)
aQc
b 6= c
¬aPc

Poka»emy, »e jest to reguªa niezawodna, tj. »e wniosek wynika logicznie z przesªanek. W tym celu
wykluczy¢ musimy mo»liwo±¢, aby przesªanki reguªy byªy w jakiej± interpretacji prawdziwe, a jej wniosek w
tej»e interpretacji faªszywy. A takie wykluczenie, jak pami¦tamy, sprowadza si¦ do pokazania, »e przesªanki
reguªy oraz zaprzeczenie jej wniosku nie s¡ jednocze±nie prawdziwe w »adnej interpretacji.

Drzewo semantyczne, w którego pniu umieszczamy przesªanki reguªy oraz zaprzeczenie jej wniosku ma
posta¢ nast¦puj¡c¡:

2Ten fragment notatek (tj. caªy rozdziaª III skryptu) przeznaczony jest przede wszystkim dla Humanistek. Jak si¦ wydaje,
rozpatrywanie tak uproszczonego fragmentu j¦zyka KRP nie jest dydaktycznie naganne. Uwzgl¦dnienie symboli funkcyjnych, a
co za tym idzie, tak»e termów zªo»onych jest niezb¦dne, gdy o rozwa»anej metodzie mówimy studentkom i studentom matema-
tyki lub informatyki. Problematyka zwi¡zana z algorytmami uzgadniania (uni�cation algorithms) to jeden z najwa»niejszych
aspektów aplikacyjnych wspóªczesnej logiki matematycznej. O problematyce tej, w kontek±cie omawianej w skrypcie metody,
piszemy szerzej w rozdziaªach IV oraz V.
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(0.1) ∀x (aPx → b = x) 2.?c

(0.2) aQc

(0.3) b 6= c

(0.4) ¬¬aPc 1.¬¬

(1) aPc

(2) aPc → b = c 3.→

©©©©
HHHH

(3l) ¬aPc

×1,3l

(3p) b = c

×0.3,3p

Wszystkie gaª¦zie tego drzewa s¡ zamkni¦te, a wi¦c wniosek reguªy wynika logicznie z jej przesªanek.
Zauwa»my ponadto, »e:

• do zamkni¦cia wszystkich gaª¦zi drzewa wystarczyªo rozwin¡¢ pierwsz¡ przesªank¦ reguªy jedynie wzgl¦-
dem staªej indywiduowej c; stosowanie R(∀) wzgl¦dem a oraz b jest w tym celu zbyteczne;

• przesªanka druga nie byªa wykorzystywana dla zamkni¦cia gaª¦zi drzewa; zatem wniosek reguªy wynika
logicznie z samych tylko przesªanek: pierwszej i trzeciej;

• gaª¡¹ praw¡ zamykamy wykorzystuj¡c fakt, »e znajduje si¦ na niej formuªa o numerze (3p) oraz trzecia
z formuª umieszczona w pniu drzewa (które s¡ wzajem sprzeczne); przypominamy o umowie notacyjnej
z podrozdziaªu III.1., nakazuj¡cej nadawa¢ wprowadzanym do pnia drzewa formuªom stosowne numery;

• nie wykorzystywali±my reguª odnosz¡cych si¦ do predykatu identyczno±ci (nie byªo takiej potrzeby);
niniejszy przykªad miaª sªu»y¢ jedynie oswajaniu si¦ z identyczno±ci¡;

• wykonanie kroku 1.¬¬ jest redundantne (dla zamykania gaª¦zi drzewa) � formuªy o numerach (0.4)
oraz (3l) s¡ wzajemnie sprzeczne.

Czy z niezawodno±ci powy»szej reguªy ktokolwiek mógªby mie¢ jakikolwiek po»ytek? Oczywi±cie. Pami¦-
tajmy jednak, »e po»ytek jest poj¦ciem pozalogicznym i to, co po»yteczne dla jednych, mo»e by¢ (i cz¦sto
bywa) nie caªkiem po»yteczne dla innych (wspomnijmy np. plagi egipskie lub znane z przypowie±ci ekspery-
menty hydroin»ynieryjne z wodami Morza Czerwonego). A teraz, jak zwykle, co± dla Humanistek: jedna z
(niesko«czenie wielu!) mo»liwych interpretacji rozwa»anych predykatów i staªych. Niech np.:

xPy b¦dzie interpretowane jako x jest odpowiedzialny przed y;

xQy b¦dzie interpretowane jako x jest na utrzymaniu y;

staªe indywiduowe a, b oraz c denotuj¡, odpowiednio, Pana Prezydenta RP, Boga (np. Boga wszystkich
chrze±cijan) oraz Skarb Pa«stwa (Rzeczpospolitej Polskiej).

Wtedy przeprowadzone wedle powy»szej reguªy nast¦puj¡ce wnioskowanie jest dedukcyjne:

Pan Prezydent jest odpowiedzialny jedynie przed Bogiem.
Pan Prezydent pozostaje na utrzymaniu Skarbu Pa«stwa.
Skarb Pa«stwa z Bogiem to»samy nie jest.
A zatem Pan Prezydent przed Skarbem Pa«stwa nie jest odpowiedzialny.

Zaniepokojonych podatników spróbujmy pocieszy¢ (czy»by?): poniewa» druga przesªanka nie byªa wyko-
rzystywana w zamykaniu gaª¦zi drzewa, wi¦c mo»na j¡ zast¡pi¢ np. formuª¡ aQb, a wynikanie logiczne i tak
b¦dzie zachodzi¢. (Cho¢ w rozwa»anej dla Humanistek interpretacji zmieni si¦ sponsor Pana Prezydenta.)
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Mo»na j¡ te», z tym samym skutkiem, opu±ci¢. I tak chyba b¦dzie najlepiej; gdy chodzi o odpowiedzialno±¢
Pana Prezydenta przed Bogiem, pieni¡dze nie graj¡ »adnej roli.

Przykªad III.5.2: Maªa MasochiHumanistka

Poka»emy, »e równie» poni»sza reguªa wnioskowania jest niezawodna:

∀x (Px → Qa)
∀x (Qx → x = b)
∀x Px → a = b

Tak»e w tym przypadku nie potrzeba stosowa¢ reguª dotycz¡cych predykatu identyczno±ci; jest to wi¦c
dalszy ci¡g ostro»nego oswajania si¦ z identyczno±ci¡. Oto drzewo:

∀x (Px → Qa) 2.?a

∀x (Qx → x = b) 3.?a

¬(∀x Px → a = b) 1.¬→

(1g) ∀x Px 4.?a

(1d) ¬a = b

(2) Pa → Qa 5.→

(3) Qa → a = b 6.→

(4) Pa

©©©©©©

HHHHHH

(5l) ¬Pa

×4,5l

(5p) Qa

©©©©
HHHH

(6l) ¬Qa

×5p,6l

(6p) a = b

×1d,6p

Wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te, wi¦c badana reguªa jest niezawodna, wniosek wynika logicznie z
przesªanek.

Te z naszych Czytelniczek, które s¡ MasochiHumanistkami, uprzejmie zapraszamy do cierpliwego przeszu-
kania jak najwi¦kszej liczby mo»liwych interpretacji predykatów i staªych wyst¦puj¡cych w powy»szej regule.
W przypadku, gdyby komu± udaªo si¦ znale¹¢ interpretacj¦, w której przesªanki reguªy b¦d¡ prawdziwe, a
jej wniosek faªszywy, zwracamy pieni¡dze za zakupienie tego skryptu.

Przykªad III.5.3.: Pseudonimy

Poka»emy, »e nast¦puj¡ce formuªy tworz¡ zbiór semantycznie niesprzeczny:

∀x (Px → x = a)
Pb

a = b

Przypuszczamy zatem, »e podane wy»ej formuªy s¡ prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji. Przy-
puszczenie to zostanie potwierdzone, o ile drzewo semantyczne, w którego pniu umieszczamy te formuªy
b¦dzie miaªo co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡. Budujemy drzewo:
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(0.1) ∀x (Px → x = a) 1.?a 2.?b

(0.2) Pb

(0.3) a = b

(1) Pa → a = a 4.→

(2) Pb → b = a 3.→

©©©©©©©

HHHHHHH

(3l) ¬Pb

×0.2,3l

(3p) b = a

©©©©©

HHHHH

(4l) ¬Pa 5.3p,b//a

(5) ¬Pb

×0.2,5

(4p) a = a

◦

Drzewo ma jedn¡ gaª¡¹ otwart¡ i do »adnej z formuª na tej gaª¦zi nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnych reguª.
Zatem rozpatrywany zbiór formuª jest semantycznie niesprzeczny. Interpretacjami, w których wszystkie
rozwa»ane formuªy s¡ prawdziwe s¡ te interpretacje, w których staªe indywiduowe a oraz b denotuj¡ ten sam
obiekt, nale»¡cy ponadto do denotacji predykatu P . Co wi¦cej, denotacja predykatu P ma najwy»ej jeden
element.

Reguªa zwi¡zana z predykatem identyczno±ci zostaªa tu zastosowana w kroku 5 do formuªy o numerze (4l);
wykorzystano mianowicie identyczno±¢ wyra»on¡ w formule atomowej o numerze (3p) dokonuj¡c podstawienia
staªej indywiduowej b za staª¡ indywiduow¡ a.

Zach¦camy Czytelniczki do ubrania w eleganck¡ szat¦ sªown¡ interpretacji predykatu P oraz staªych
indywiduowych a i b tak, aby rozwa»ane trzy formuªy byªy prawdziwe. Mo»e np. co± o szpiegach, ukrywa-
j¡cych si¦ pod zabawnymi pseudonimami? Powiedzmy, szpieg o ps. Wazelin, peªni¡cy jednocze±nie jedn¡
z najwy»szych, jednoosobowo obsadzanych funkcji pa«stwowych, a wi¦c b¦d¡cy tak»e denotacj¡ stosownej
innej staªej. . .

Przykªad III.5.4.: To, co Tygrysy lubi¡ najbardziej

Jest caªa grupa niezmiernie sympatycznych zada« dotycz¡cych wªasno±ci relacji dwuargumentowych,
które to zadania znakomicie nadaja si¦ na urozmaicenie ka»dego sprawdzianu, kolokwium zaliczeniowego
b¡d¹ nawet egzaminu ko«cowego z logiki. Maj¡ one jedn¡ z podanych ni»ej postaci, z niewyczerpanej listy
mo»liwo±ci:

• Czy ka»da relacja maj¡ca wªasno±¢ Φ jest zawarta w ka»dej relacji maj¡cej wªasno±¢ Ψ?

• Czy ka»da relacja maj¡ca wªasno±¢ Φ jest zawarta w pewnej relacji maj¡cej wªasno±¢ Ψ?

• Czy ka»da relacja maj¡ca wªasno±¢ Φ jest rozª¡czna z ka»d¡ relacj¡ maj¡c¡ wªasno±¢ Ψ?

• Czy ka»da relacja maj¡ca wªasno±¢ Φ jest rozª¡czna z pewn¡ relacj¡ maj¡c¡ wªasno±¢ Ψ?

• Czy ka»da relacja maj¡ca wªasno±¢ Φ ma te» wªasno±¢ Ψ?

• Czy ka»da relacja nie maj¡ca wªasno±ci Φ ma wªasno±¢ Ψ?

• itp.

gdzie Φ oraz Ψ s¡ jakimi± ze zwykle rozwa»anych wªasno±ci relacji, typu: zwrotno±¢, symetryczno±¢, asymet-
ryczno±¢, spójno±¢, antysymetryczno±¢, przechodnio±¢, itd. lub poª¡czeniami tych wªasno±ci (np. cz¦±ciowe
lub liniowe porz¡dki, równowa»no±ci, podobie«stwa lub opozycje, relacje serialne, itp.). Czy» trzeba do-
dawa¢, »e s¡ to ulubione zestawy egzaminacyjne? W rozdziale VI, zawieraj¡cym zadania, podajemy szereg
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przykªadów tego typu. Tu ograniczmy si¦ do rozwi¡zania jednego takiego zagadnienia. Poniewa» rozpatru-
jemy wªa±nie rachunek predykatów z identyczno±ci¡, wi¦c zwrócimy uwag¦ na te wªasno±ci relacji, w których
sformuªowaniu predykat ten wyst¦puje. Jedn¡ z takich wªasno±ci jest np. antysymetryczno±¢. Poka»emy, »e
ka»da relacja, która jest jednocze±nie symetryczna oraz antysymetryczna jest zawarta w relacji identyczno±ci.
W tym celu wystarczy pokaza¢, »e nast¦puj¡ca reguªa wnioskowania jest niezawodna:

∀x∀y (xPy → yPx)
∀x∀y (xPy ∧ yPx → x = y)

∀x∀y (xPy → x = y)

Budujemy drzewo semantyczne, w którego pniu umieszczamy przesªanki oraz zaprzeczenie wniosku
badanej reguªy:

∀x∀y (xPy → yPx) 4.?a

∀x∀y (xPy ∧ yPx → x = y) 6.?a

¬∀x∀y (xPy → x = y) 1.
√

a

(1) ¬∀y (aPy → a = y) 2.
√

b

(2) ¬(aPb → a = b) 3.¬→

(3g) aPb

(3d) a 6= b

(4) ∀y (aPy → yPa) 5.?b

(5) aPb → bPa 8.→

(6) ∀y (aPy ∧ yPa → a = y) 7.?b

(7) aPb ∧ bPa → a = b 9.→

©©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHHH

(8l) ¬aPb

×3g,8l

(8p) bPa

©©©©©©©

HHHHHHH

(9l) ¬(aPb ∧ bPa) 10.¬∧

©©©©©

HHHHH

(10l) ¬aPb

×3g,10l

(10p) ¬bPa

×8p,10p

(9p) a = b

×3d,9p

Wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te, a wi¦c pokazano, co miaªo zosta¢ pokazane. Zauwa»my, »e nie
byªo potrzeby stosowania reguª specy�cznych dla predykatu identyczno±ci. �wiczenie: które z mo»liwych do
wykonania kroków zostaªy pomini¦te?

Przykªad III.5.5.: Wspomó» Greenpeace

Poka»emy, »e nast¦puj¡ca reguªa wnioskowania jest niezawodna:
∃x∃y ((Px ∧ Py) ∧ (xQy ∨ yQx))

∀x (Px → ¬xQx)
∃x∃y (¬x = y ∧ (Px ∧ Py))
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Budujemy drzewo, w którego pniu umieszczamy przesªanki reguªy oraz zaprzeczenie jej wniosku:

∃x∃y ((Px ∧ Py) ∧ (xQy ∨ yQx)) 1.
√

a

∀x (Px → ¬xQx) 9.?a

¬∃x∃y (¬x = y ∧ (Px ∧ Py)) 5.?a

(1) ∃y ((Pa ∧ Py) ∧ (aQy ∨ yQa)) 2.
√

b

(2) ((Pa ∧ Pb) ∧ (aQb ∨ bQa)) 3.∧

(3g) Pa ∧ Pb 4.∧

(3d) aQb ∨ bQa 11.∨

(4g) Pa

(4d) Pb

(5) ¬∃y (¬a = y ∧ (Pa ∧ Py)) 6.?b

(6) ¬(¬a = b ∧ (Pa ∧ Pb)) 7.¬∧

©©©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHHHH

(7l) ¬¬a = b 8.¬¬

(8) a = b

(9) Pa → ¬aQa 10.→

©©©©©©©

HHHHHHH

(10l) ¬Pa

×4g,10l

(10p) ¬aQa

©©©©©©

HHHHHH

(11l) aQb 12.8,a//b

(12) aQa

×10p,12

(11p) bQa 13.8,a//b

(13) aQa

×10p,13

(7p) ¬(Pa ∧ Pb)

×3g,7p

Wszystkie gaª¦zie drzewa s¡ zamkni¦te, a wi¦c wniosek reguªy wynika logicznie z jej przesªanek. Nie
istnieje interpretacja, w której wszystkie przesªanki byªyby prawdziwe, a wniosek faªszywy � badana reguªa
wnioskowania jest niezawodna.

Reguªy dotycz¡ce predykatu identyczno±ci byªy tu stosowane w krokach 12 oraz 13. Warto mo»e za-
uwa»y¢, »e nie wszystkie mo»liwe u»ycia reguª opuszczania staªych logicznych zostaªy u»yte � niech ¢wicze-
niem dla Czytelniczek b¦dzie wskazanie, jakie mianowicie kroki (jako zb¦dne w procesie zamykania gaª¦zi
drzewa) zostaªy pomini¦te.

Co �mówi� wniosek tej reguªy? Stwierdza mianowicie, »e istniej¡ co najmniej dwa indywidua maj¡ce
wªasno±¢ wyznaczon¡ przez predykat P . Predykat identyczno±ci umo»liwia zde�niowanie caªego szeregu
kwanty�katorów numerycznych, stwierdzaj¡cych np. istnienie: dokªadnie jednego, co najwy»ej trzech, co
najmniej siedmiu, itp. obiektów. �Zwykªy� kwanty�kator egzystencjalny wyra»a, zgodnie z przyj¦t¡ kon-
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wencj¡ semantyczn¡, istnienie co najmniej jednego obiektu. Liczne zadania po±wi¦cone kwanty�katorom
numerycznym znajd¡ Czytelniczki w rozdziale VI.

Przykªad powy»szy zaczerpni¦to z ksi¡»ki Hodgesa Logic, Penguin Books, 1991, str. 235. W oryginale
chodziªo o ustalenie, czy nast¦puj¡ce wnioskowanie jest dedukcyjne:

Not all the chimpanzees are trying equally hard. No chimpanzee is trying harder than himself.
Therefore there are at least two chimpanzees.

Jak ªatwo si¦ domy±li¢, mowa tu o interpretacji, w której Px jest interpretowane jako x is a chimpanzee,
za± xQy jest interpretowane jako x is trying harder than y. Biedne zwierzaki. Czytelniczki zechc¡ (je±li
napadnie je taka ch¦tka) zinterpretowa¢ wyst¦puj¡ce w powy»szej regule predykaty P oraz Q jeszcze jako±
inaczej, np. po Ludzku, Humanistycznie. Co powiecie np. o interpretacji: Px � x rzewnie wspomina swoje
czªonkostwo w szeregach Polskiej Zjednoczonej Partii Robotniczej, xQy � x jest bardziej pobo»ny od y?

Przykªad III.5.6.: Lustereczko, powiedz. . .

Poka»emy, »e nast¦puj¡ca formuªa nie jest tautologi¡ rachunku predykatów z identyczno±ci¡:

Pa ↔ ∀x (Px ↔ x = a)

Budujemy drzewo semantyczne dla negacji tej formuªy:

¬(Pa ↔ ∀x (Px ↔ x = a)) 1.¬↔

©©©©©©©©©©

HHHHHHHHHH

(1lg) Pa

(1ld) ¬∀x (Px ↔ x = a) 2.
√

b

(2) ¬(Pb ↔ b = a) 3.¬↔

©©©©©©

HHHHHH

(3lg) Pb

(3ld) ¬b = a

◦

(3pg) ¬Pb 4.3pd,a//b

(3pd) b = a

(4) ¬Pa

×1lg,4

(1pg) ¬Pa

(1pd) ∀x (Pa ↔ x = a) 5.?a

(5) Pa ↔ a = a 6.↔

©©©©©

HHHHH

(6lg) Pa

(6ld) a = a

×1pg,6lg

(6pg) ¬Pa

(6pd) ¬a = a

×6pd

Drzewo ma jedn¡ gaª¡¹ otwart¡ i do »adnej formuªy na tej gaª¦zi nie mo»na ju» zastosowa¢ »adnych
reguª. Zatem formuªa umieszczona w jego korzeniu jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. St¡d,
rozwa»ana na pocz¡tku tego przykªadu formuªa jest w tej»e interpretacji faªszywa, a wi¦c jako faªszywa w co
najmniej jednej interpretacji nie jest tautologi¡ rachunku predykatów z identyczno±ci¡. Zauwa»my, »e gaª¡¹
zawieraj¡c¡ formuª¦ o numerze (6pd) zamkni¦to na mocy przyj¦tej w tym podrozdziale konwencji. Nadto,
reguªa dotycz¡ca predykatu identyczno±ci zastosowana zostaªa w kroku 4.3pd,a//b . Zwracamy uwag¦, »e krok
ten wykonujemy na otrzymanej w kroku 3.¬↔ formule!

Z budowy tego drzewa wida¢, »e implikacja:

∀x (Px ↔ x = a) → Pa

jest tautologi¡, natomiast implikacja:
Pa → ∀x (Px ↔ x = a)
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tautologi¡ nie jest. Pytanie skierowane do tych z naszych wiernych Czytelniczek, które czytaj¡ teraz tekst
ze skupieniem, nie fantazjuj¡c na tematy gromko przez Watykan pot¦piane, ani nie pozostaj¡ w póª±nie:
dlaczego? Raptownie obudzonym w tej chwili Czytelniczkom przypominamy, »e wskazówka do odpowiedzi
na to pytanie znajduje si¦ w podrozdziale III.2.

Przeprosinami za pobudk¦ dla Humanistek sennych i rozmarzonych niech b¦dzie nast¦puj¡ca, ad hoc
wymy±lona interpretacja predykatu P oraz staªej indywiduowej a:

Px interpretujemy jako x jest warta grzechu;

staªa indywiduowa a denotuje. . . no tak, jest tu pewien problem natury estetycznej; ale niech b¦dzie � z
gustami si¦ nie dyskutuje � niech a denotuje Miss Podkarpacia 2000.

W tej interpretacji implikacja:
Pa → ∀x (Px ↔ x = a)

odczytana mo»e by¢ np. tak:

Je±li Miss Podkarpacia 2000 jest warta grzechu, to dokªadnie tylko ona jest warta grzechu.

Sªu»ymy licznymi przykªadami ukazuj¡cymi, i» nast¦pnik tej implikacji jest faªszywy, cho¢ jej poprzednik
pozostaje (!) prawdziwy.3 Wierzymy zreszt¡, »e ka»da z naszych uroczych Czytelniczek, od Tatr do Baªtyku
i od Freundschaftsgrenze na Odrze do granic wschodnich chwilowo zjednoczonej Europy, sama gotowa jest,
z pomoc¡ zwykªego lustereczka, przekona¢ si¦ o powy»szym.

∗ ∗ ∗

Igram z my±l¡ o przyª¡czeniu do tego podrozdziaªu krótkiego, propedeutycznie sformuªowanego tekstu
dotycz¡cego metody drzew semantycznych dla KRP, w którego j¦zyku wyst¦puj¡ symbole funkcyjne (a wi¦c
tak»e termy zªo»one). Ale na razie »ycz¦ wszystkim:

Wspaniaªych Wakacji!!!

Jerzy Pogonowski
Zakªad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl

3Powtórzmy, modulo gusta. By¢ mo»e, w wydaniach tego skryptu za, powiedzmy, 15 lub 115 lat palonych na grobie pisz¡cego
te sªowa »yczliwy wydawca uaktualni wybór denotacji dla tej staªej. Moich prochów to ju» nie ucieszy, ale nic-to. Ciekawym
problemem pozalogicznym jest, czy kogokolwiek wtedy b¦dzie si¦ jeszcze uczy¢ logiki. Czyje b¦dzie Podkarpacie nie jest � dla
mnie � tak ciekawe. Daj¦ wiar¦ Ksi¦dzu Profesorowi Józefowi Tischnerowi, który w jednym ze swych felietonów pisze: A Bartek
Koszarek z Bukowiny, co na G¦siej Syi byª i sytkiego wysªuchoª, jakimsi takim wirem porwany, wstoª na nogi, przeci¡gnón sie,
coby ko±ciska wypro±ci¢, i zawnioskowoª: ��wiat jest boski, a dziewc¦ta nase.� I poseª doªu na Maªe Ciche.
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