DODATEK 6:
Z.ASTOSOWANIA METODY REZOLUCIJI
NA PRZYKLADZIE

F.ANCUSZNIKOW
LEWISA CARROLLA

Metoda rezolucji byta stosowana juz w XIX wieku, cho¢ pod inng nazwa i w
odniesieniu jedynie do zdan kategorycznych okreslonej postaci. Wykorzystywat
ja mianowicie CHARLES LUTWIDGE DODGSON, publikujacy takze pod pseudo-
nimem LEWIS CARROLL. W jego podreczniku z 1896 roku metoda ta wystepuje
pod nazwa the method of underscoring. W niniejszym tek$cie ograniczamy si¢ do
zaprezentowania dzialania tej metody w rozwiazywaniu sorytow (taricusznikow),
a wigc w poszukiwaniu konkluzji wynikajacej z szeregu (co najmniej trzech) prze-
stanek. Pod uwage brane sa jedynie kategoryczne zdania ogdlne, a wigc zdania
postaci Wszystkie A sq B lub Zadne A nie jest B.

Nie omawiamy tu algebraicznej notacji uzywanej przez Carrolla. Zaktadamy
tez, ze czytelnicy znaja (ze Wstepu do Matematyki) diagramy Carrolla oraz wa-
runki prawdziwosci zdan kategorycznych.

Dodajmy jeszcze, ze Lewis Carroll byl prekursorem nie tylko jesli chodzi
o stosowanie reguty rezolucji. W cytowanym podrgczniku znajdujemy rowniez
np. stosowanie (cho¢ w ograniczonym zakresie) metody, ktéra nazwana zostata
péZniej metodq tablic semantycznych. O tej metodzie powiemy na wyktadach w
styczniu 2008 roku.

1. Opis metody

Uzywamy standardowej notacji z rachunku zbioréw. A’ jest dopetnieniem
A (w ustalonym uniwersum U). Przypomnijmy, ze A C B jest rtownowazne z
AN B’ = (). Dla dowolnych zbioréw A, B oraz C' zachodzi:

(%) (ANC=0ABNC"=0)— ANB=0.



DowOD.

. AnC=10 zalozenie

2. BNC'=10 zalozenie

3. AnQ)uc' =’ UC"” do obu stron
4. (BnChucCc=cC UC' do obu stron
5. (Aud)n(Cuc) =" 3, rachunek

6. (BuC)n(Ccuc)=cC 4, rachunek

7. AuC =" boCUC' =U
8. BUC=C boCUC' =U
9. (Auld)Nn(BUC)=CnC’ 7,8 N stronami
10. (AuC)Nn(BUC)=10 boCNC =10
1. (ANB)U(BNCHYUANC)U(CNC')=0 10, rachunek
12. AnNB=1 11,1,2,0NnC" = 0.

Q.ED.

(mozna tez prosciej, przy uzyciu rachunku kwantyfikatoréw, o ktérym mowa be-
dzie w semestrze letnim). Cwiczenie: zaznacz na diagramie Carrolla sytuacje
wyrazang przez przestanki. Jaka informacje o zaleznosciach migdzy zbiorami A,
B oraz (' mozna wtedy uzyskaé z tego diagramu?

Wzér (%) jest oczywisty: poprzednik implikacji (%) gtosi, ze A C C’ oraz
B C C'. Powyzszy dowdd podany byt dla zabawy algebra zbioréw.

Te wiadomosci wystarcza, aby znaleZ¢ konkluzje dla niektorych ciagéw ogodl-
nych zdan kategorycznych, zawierajacych rézne nazwy ogdlne. Jesli w takim
ciagu nazwa X wystepuje zarowno pozytywnie (niezaprzeczona), jak i negatyw-
nie (z negacja przynazwowa), to na mocy (¥ ) moze zosta¢ wyeliminowana: nie
wystapi w konkluzji. Pozostate nazwy w konkluzji wystapia. W terminologii uzy-
wanej przez Carrolla pierwsze z nich nazywane sa eliminands, drugie retinends.

Szukanie konkluzji dla ciagu o, ao, ..., a, ogdlnych zdan kategorycznych
sprowadza si¢ do wykonania nastgpujacych czynnosci:

e (1) wyrazenia wszystkich zdan «; w postaci zdafi ogélno-przeczacych, tj.
zastapienia zdan ogdélno-twierdzacych, jesli takie wystepuja, przez ogdlno-
przeczace z wykorzystaniem faktu, ze:

A C Bjestréwnowazne z AN B’ = ();

e (2) sporzadzenia wykazu (w terminologii Carrolla: register of attributes),
ktére nazwy wystepuja w ktorych przestankach w formie:
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— (a) pozytywnej
— (b) negatywnej;

e (3) ustawienia wszystkich przestanek ciagu a4, as, ..., a, w takiej kolej-
nosci, aby dla pary nastgpujacych po sobie zdaih mozna byto zastosowac
regute (%) eliminacji nazw;

e (4) stosowaniu reguty (%) tak dtugo, az zostang wyeliminowane wszystkie
nazwy wystepujace w zdaniach ciagu aq, o, . . ., ;, zardwno pozytywnie,
jak i negatywnie;

e (5) sformutowaniu konkluzji otrzymanej w wyniku tej procedury. Konklu-
zja bedzie miata postac zdania ogélno-przeczacego. Mozna je przeksztatcié,
jesli wymagaja tego wzgledy stylistyczne, na zdanie ogdlno-twierdzace, po-
stugujac si¢ wspomniana w punkcie (1) réwnowaznoscia.

Uwaga 1. Posta¢ konkluzji jest sugerowana przez wykaz z punktu (2). Krok (3)
nie jest oczywiscie konieczny, ale jego wykonanie upraszcza dowody (co najmniej
wizualnie). Carroll stosowatl ten krok w zwiazku ze swoja metoda underscoring:
podkreslania (pojedynczo i podwdjnie) kolejno eliminowanych nazw.

Uwaga 2. Carroll przyjmowal zatozenie (existential import), ze podmiot zdania
ogdlno-twierdzacego jest nazwa niepusta.

Uwaga 3. Ogoélniejsza od oméwionej metody jest metoda nie wprost (ktérej Car-
roll takze uzywal, pod nazwa the method of trees), polegajaca na przyjeciu przy-
puszczenia, ze konkluzja jest falszywa 1 pokazaniu, ze przypuszczenie to prowa-
dzi do sprzecznosci (zob. przyktady 4.1.-4.3. ponizej). Jak juz wspomniano,
oméwimy ten sposob: w styczniu 2008 roku dla Klasycznego Rachunku Zdan, a
w semestrze letnim roku akademickiego 2007-2008 dla Klasycznego Rachunku
Predykatow.

2. Ilustracja dziatania metody

PRZYKEAD 2.1. Rozwazmy nastgpujace siedem zdan kategorycznych, zapisa-
nych w symbolice rachunku zbioréw:



KCL
DCH
ANC =10
BCE
K'nH =1
B'NL=10
D' CC.

Nk WD =

Przedstawiamy wszystkie zdania w postaci zdan ogdlno-przeczacych:

. KNnL =40
2. DNH =0
3. ANnC=0

4. BNE =10
5. K'nH=10
6. BBNL=40

7. D'nC" =0.

Sporzadzamy wykaz, o ktérym méwi punkt (2) metody:

Nazwa: A/B|C|D|E|H|K|L
Pozytywnie: | 3 | 4 | 3 | 2 511
Negatywnie: 6 |77 14251

@)

Z tego wykazu wida¢, ze nazwy: B, C, D, H, K oraz L zostang wyelimino-
wane. Tabela sugeruje nadto, ze konkluzja powinna mieé¢ postaé AN E’ = ().

Ustawiamy powyzsze zdania tak, aby do kolejno nastgpujacych po sobie sto-
sowac mozna byto regute (¥ ):

1. KNnL =10
5. K'nH=10
2. DNH =0
6. BNL=10
4. BNE =1
7. D'NnC' =0
3. AnC=0.
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Budujemy z tych przestanek DOWOD REZOLUCYJNY dla uzasadnienia kon-
kluzji AN E' = (:

KNnL =10
K'nH =1
DNH =0
BNL=0
BNE =0
DNnC' =0
ANC =10
L'NH=0
DNL =10
B'NnD=1{
E'NnD =1
C'NE =10
ANE =0

przestanka
przestanka
przestanka
przestanka
przestanka
przestanka
przestanka

(¥): 115, K
(%):10i2, H
(%): 11i6, L
(%): 1214, B
(%): 1317, D
(%): 1413, C.

W kolumnie uzasadnieri zaznaczamy wzglgdem ktérego literatu dokonuje sig¢

rezolucji.

Przedstawmy jeszcze powyzszy dowdd w postaci drzewa:

1.KNL =

122.B'ND =10

15.ANE =0

T

13.E'ND =0

T

4. BNE =0

T

11.DNL =

T

10.L'NH=0

TN

5. K'NH =10

2.DNH =0

6.B'NL=10

7.D'NC’' =0

T

14.C'NE =0

3.ANC =0



Jak wida¢d, 1isémi tego drzewa sa przeslanki, jego korzeniem konkluzja, a
kazdy wierzchotek nie bedacy liSciem powstaje w wyniku zastosowania (%) do
swoich bezposrednich potomkow.

PRZYKEAD 2.2. Rozwazmy nastgpujace pig¢ zdan kategorycznych (w drugiej
kolumnie) wraz z ich sprowadzeniami do zdaf ogdélno-przeczacych (w trzeciej
kolumnie):

1.|lACB ANB =10
2.|DCFE DNE =1
3.). HNB=0 | HNB=10
4. 1CNE=0|CNE=0
5. /D' CA D'NnA =10
Uwaga 4. Zdanie D' N A’ = () jest réwnowazne zaréwno z D’ C A, jak i z

A’ C D, jak wiadomo z elementarnego rachunku zbioréw.

Budujemy tabelg wystgpowania nazw w zdaniach 1.-5.:

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie
Al 5
B |1 3
C |4
D |2 5
E |4 2
H |3

Tabela sugeruje, ze nazwy: A, B, D oraz E zostana wyeliminowane i ze
wniosek powinien mie¢ postac: C'N H = (). Budujemy dowéd rezolucyjny:

.| AnNB =0 | przestanka
2.| DNE" =10 | przestanka
3. HNB =1 | przestanka
4. |CNE =10 | przestanka
5.| D'N A" =) | przestanka
6. ANE =0 (%) 25, D
7. BNE =0 (%) 16 A
8. | BNnC=0 | (k): 47, FE
0. | CAH=0 | (%) 38 B
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Zbudujmy jeszcze drzewo dowodowe:

9.CNH=0

T

8.B'NnC=0 3.HNB =10

T

7.B'NE = 4. CNE=0

/\

6.ANE =0 1.ANB =

/\

22DNE' =0 5. D NA =0

Zauwazmy, ze:

e dowdd rezolucyjny mozna rozpoczaé od dowolnej przestanki;

e drzewa dowodowe (w rozwazanych tu przypadkach) zawsze maja postac
drzewa binarnego o powyzszej ,,schludnej” postaci: sa wyznaczone przez
ciag par (C;, A;) (0 < i < n), gdzie Cyy oraz wszystkie A; sa zatlozeniami
(przestankami) lub elementami pewnej klauzuli C; dla j < 4, a kazda C; 1
(i < n) jest rezolwenta C; oraz A;. Tego typu rezolucja nazywana jest
rezolucjq liniowq.

3. Lancuszniki Carrolla

Pobawimy sig¢ teraz w analiz¢ niektdrych taficusznikéw podanych przez Car-
rolla, z zastosowaniem oméwionej w czesci 1 metody. Pozostajemy przy jezyku
oryginatu.

PRZYKEAD 3.1. THE PIGS AND BALLONS PROBLEM.

e 1. All, who neither dance on tight ropes nor eat penny-buns, are old.
e 2. Pigs, that are liable to giddiness, are treated with respect.

e 3. A wise balloonist takes an umbrella with him.
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e 4. No one ought to lunch in public, who looks ridiculous and eats penny-
buns.

5. Young creatures, who go up in balloons, are liable to giddiness.

6. Fat creatures, who look ridiculous, may lunch in public, provided they
do not dance on tight ropes.

e 7. No wise creatures dance on tight ropes, if liable to giddiness.

8. A pig looks ridiculous, carrying an umbrella.

9. All, who do not dance on tight ropes, and who are treated with respect
are fat.

Znajdujemy nazwy ogdélne wystepujace w tych przestankach:

— balloonists

— carrying umbrellas
— dancing on tight ropes
— eating penny-buns
— fat

— liable to giddiness
looking ridiculous
— may lunch in public
— old

—  pigs

— treated with respect
—  wise.

SeN LT QMmO m e
|

Przyjmiemy, za Carrollem, zatozenie, ze young to tyle, co not old. Powyzsze
przestanki maja nastepujace schematy (przeksztalcamy zdania ogdélno-twierdzace
na zdania ogélno-przeczace zgodnie z podang wczesniej reguta):



c'nDHYnJ =0
(KNF)YNL =10
(MNANB =0
(GND)YNH =1
(JJNANF =0
(ENGNC)NH =10
(MNEF)NnC =19
(KNB)NG' =0
(C'NL)NE =10.

e A o e

Zauwazmy, ze wszystkie te zdania maja ztozone (z pomoca koniunkcji przy-
nazwowej) podmioty. W dalszym ciggu bgdziemy opuszcza¢ nawiasy w wielo-
cztonowych iloczynach.

Budujemy tabelg wystgpowania nazw w poszczegdlnych przestankach:

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie
3,5
8
7
4
6
2,7
4,6
4

ko)
¥

—| O\ OO N| \O| F=| =] W

)

2,8
9 2
3,7

SR~ I Q| = O QW] e

Tabela sugeruje, ze wniosek bedzie miat postac: K "M NANJ = 0.

Zanim podamy dowéd rezolucyjny, ze K N M N AN J' = () mozna otrzymaé
z przestanek 1.-9., wspomnimy jeszcze, ze Carroll zalecal okreslona kolejnos¢
stosowania (% ). Jezeli mianowicie jakas nazwa wystgpuje jeden raz w pewnej
przestance P, a dopelnienie tej nazwy wystgpuje w kilku innych przestankach
Q1,Q2, ..., Qy, to przestanki ()1, Qs, ..., Q) trzeba rozpatrzy¢ przed rozwaze-
niem przestanki P. Carroll pisat w takich przypadkach, ze P jest a premiss barred
by Q1,Qo, . ..,Qr. W omawianym przykladzie mamy taka wiasnie sytuacje:
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e przestanke 5 trzeba rozwazy¢ przed przestankami 2 i 7;

e przestanke 7 trzeba rozwazy¢ przed przestankami 1, 6 oraz 9;

e przestanke 8 trzeba rozwazy¢ przed przestankami 4 1 6.

Zrezygnujemy tym razem z wykonania zalecen punktu (3). Poszczegdlne
kroki dowodowe bgda numerowane podwdjnie: raz numerem biezacym, a nadto

(pogrubionym) numerem wykorzystywanej przestanki oraz wyniku zastosowania
(% ). Budujemy dowdd rezolucyjny:

. 1. nDnJ =0 przestanka

2. 4 GNDNH=0 przestanka

3. 10. ¢'NnJNGNH=10 (): 14, D
4. 6. ENGNC'NH =0 przestanka

5. 1. C'nJNGNE=10 (%): 6,10, H
6. 8 KNBNG =10 przestanka

7. 12. C'NJNENKNB=1{ (¥): 8,11, G
8. 9. O'NLNE =0 przestanka

9. 13. UNJNKNBNL=0 (X): 9,12, £
10. 7. MNFNC=10 przestanka
11. 4. JNKNBNLNMNFEF=0 (%):713,C
12 3. MNANB =1 przestanka
13. 15. JAKNLAMNFNA=0 (%): 314, B
4. 2. KNFNL =0 przestanka
15. 16. JNKNMNFNA=0 (%): 2,15, L
16. 5 JNANF =0 przestanka
17. 17. JAKNMAA=0 (%): 5,16, F.

Zachg¢camy do samodzielnego narysowania drzewa dowodowego.

Uwaga 5. Umowa notacyjna stosowana przez Carrolla pozwala na nieco krétsze
przedstawienie powyzszego dowodu. Nie korzystamy z niej tutaj, obawiajac sig¢
wprowadzenia Audytorium w Poptoch, poprzez wprowadzanie coraz to nowych
notacji. Istnieja tez inne jeszcze konwencje notacyjne, pozwalajace upraszczad
tego typu dowody (zob. np. Crisler 1999).

Tak wigc, wnioskiem z przestanek 1.-9. jest K N M N AN J' = (), co mozna
odczytaé np. jako: No wise young pigs go up in balloons. Odczytywanie wniosku
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jako zdania ogdlno-przeczacego daje mniej naturalne (pod wzgledem stylistycz-
nym) sformutowania.

PRZYKEAD 3.2. Rozwazmy nastgpujace zdania kategoryczne:

e 1. The only animals in this house are cats.

2.
3.

Every animal is suitable for a pet, that loves to gaze at the moon.

When I detest an animal, I avoid it.

. No animals are carnivorous, unless they prowl at night.
. No cat fails to kill mice.

. No animals ever take to me, except what are in this house.

e 7. Kangaroos are not suitable for pets.
e 8. None but carnivora kill mice.

e 9. I detest animals that do not take to me.

e 10. Animals, that prowl at night, always love to gaze at the moon.

Znajdujemy nazwy wystepujace w tych zdaniach:

— avoided by me
— carnivora

— cats

— detested by me
— in this house
kangaroos

— killing mice

— loving to gaze at the moon

— prowling at night
— suitable for pets
— taking to me.

2SN IO W
|

Znajdujemy schematy przestanek:
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1. ENnC' =10
2. LNN' =0
3. DNA =10
4. M'NB=10
5. CNK =10
6. E'ENR=10
7. HONN=10
8. BNK=10
9. RRnD' =0
10. MNL =0.

Budujemy tabelg wystgpowania nazw w przestankach:

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie
A 3
B 4 8
C 5 1,6
D 3 9
E 1 6
H 7
K 8 5
L 2 10
M 10 4
N 7 2
R 6 9

Tabela sugeruje, ze wniosek bedzie miat postaé: A’ N H = ().

Budujemy dowdd rezolucyjny:
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.| ENC"=0 | przestanka

2.| LNN' =0 | przestanka

3. | DNA"=1( | przestanka

4. | M'NB =1 | przestanka
5.|CNK' = | przestanka

6. | ENR=1( | przestanka

7.| HNN = | przestanka

8. | BNK =10 | przestanka

9. | RRND =10 | przestanka
10. | MNL' =0 | przestanka
1. ENK =0 | (%): 1,5,C
2. KNR=0 | (%):6,11E
3. |RNB =0 | (%): 812K
14 |ROM =0 | (%):4.13.B
5. [ MND =0 (%):9,14,R
16. [ M AA =0 | (%):3.15,D
7. AN =0 | (%): 10,16, M
8. | ANN =0 | (%) Z17,L
0. [ANH=0 | (%): 7.I8,N.

Whiosek z przestanek 1.—10. mozna odczytac np.: I always avoid a kangaroo.
Zachgcamy do samodzielnego narysowania drzewa dowodowego.

PRZYKEAD 3.3.

e 1. No shark ever doubts that it is well fitted out.

e 2. A fish, that cannot dance a minuet, is contemptible.

e 3. No fish is quite certain that it is well fitted out, unless it has three rows of

teeth.

4. All fishes, except sharks, are kind to children.

5. No heavy fish can dance a minuet.

e 6. A fish with three rows of teeth is not to be despised.

Znajdujemy nazwy wystepujace w tych zdaniach:
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— able to dance a minuet

— certain that he is well fitted out
— contemptible

having three rows of teeth

— heavy

— kind to children

— sharks.

T QWwe
|

Znajdujemy schematy przestanek:

1. KNB =1
2. ANC' =0
3. DNB=1{
4. K'nH =10
5. ENA=10

6. DNC =0.

Budujemy tabele wystepowania nazw w przestankach:

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie

A 5 2
B 3 1
C 6 2
D 6 3
E 5

H 4
K 1 4

Tabela sugeruje, ze wniosek bedzie miat postaé: H' N E = ().

Budujemy dowdd rezolucyjny:
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.| KNB =0 | przestanka
2.| ANC" =0 | przestanka
3. | DN B =10 | przestanka
4. | K'N H = | przestanka
5.]ENA=1( | przestanka
6. | DNC =1 | przestanka
7. KND' =0 | (%):1,3,D
8. | D'NH' =0 | (k):47.K
9. | HNC=0 | (%):68,D
0. | HNA =0 | (%):29,C
IL|HNE=0 | (%):510,A

Whiosek z przestanek 1.—6. mozna odczytaé np.: No heavy fish is unkind to
children. Drzewo dowodowe przedstawimy uzywajac tylko numeréw poszcze-
g6lnych krokéw:

7/\

1.
/\
10. 5.
9/\2
/\
g g.
1.

1. 3.

PRZYKEAD 3.4.

1. Animals, that do not kick, are always unexcitable.

2. Donkeys have no horns.

3. A buffalo can always toss one over a gate.

e 4. No animals that kick are easy to swallow.

5. No hornless animal can toss one over a gate.
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e 6. All animals are excitable, except buffaloes.
Znajdujemy nazwy wystepujace w tych zdaniach:

— able to toss one over the gate
— buffaloes

— donkeys

easy to swallow

— excitable

— horned

— kicking.

AEEY QW
|

Znajdujemy schematy przestanek:

1. KK'NnE=10
2. CNH=0
3. BnA =10
4. KND=10
5. HNA=10
6. B'NE =1.

Budujemy tabelg wystgpowania nazw w przestankach:

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie

A 5 3
B 3 6
C 2

D 4

E 1 6
H 2 5
K 4 1

Tabela sugeruje, ze wniosek bedzie miat postaé: D N C' = ().

Budujemy dowdd rezolucyjny:
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1. | K'NE =1 | przestanka
2.|CNH=1( | przestanka
3. | BN A =0 | przestanka
4. | KND =1 | przestanka
5.| HN A= | przestanka
6. | B NE' = | przestanka
7.|END =10 | (%) 14K
8. | DNB =0 | (%):6,7,E
9. | DNA =0 | (%):38,B
10. DAH =0 | (%): 5.9 A
.| DNC =0 | (%): 2,10, H.

Whiosek z przestanek 1.—6. mozna odczytaé np.: Donkey are not easy to swal-
low. Drzewo dowodowe przedstawimy uzywajac tylko numeréw poszczeg6lnych
krokéw:

1.
/\
10. 5.
9A5
/\
g. 3.
/\
7 .
L

PRZYKLAD 3.5. Przyklady ,,oporne”, np. THE LIBRARY PROBLEM.

Rozwazmy uktad nastgpujacych zdan kategorycznych, odnoszacych si¢ do
ksiazek w pewnej bibliotece:

e 1. All the old books are Greek.
e 2. All the quartos are bound.

e 3. None of the poets are old quartos.
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Znajdujemy nazwy wystepujace w tych zdaniach:

A — bound
B — Greek
C — old
D — poetry
E  — quartos.
Znajdujemy schematy przestanek:
. CNB' =10
2. ENnA =10

3. DNCNE=4.

Budujemy tabelg wystgpowania nazw w przestankach:

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie

A 2
B 1
C 1,3

D 3

E 2,3

Wida¢, ze na podstawie informacji z tej tabeli nie mozna wyeliminowaé, sto-
sujac (¥ ), Zadnej z rozwazanych nazw. Carroll proponuje dotaczy¢ dodatkowa
przestanke, stwierdzajaca, ze suma wszystkich rozwazanych nazw wyczerpuje
cate uniwersum. W postaci zdania ogdlno-przeczacego przestanka ta przybiera
postac:

e 4. ANBNC'NDNE =0.
Po tym uzupelnieniu rozszerzona tabela sugeruje, ze wnioskiem bedzie:
A'NnB =0.

Jak zbudowal wtedy dowdd rezolucyjny wprost, uzywajac jedynie reguty (% )?
Nie wydaje si¢ to (piszacemu te stowa) mozliwe. Skoro nie mozna przeprowadzic¢
dowodu wprost, to nalezy szuka¢ dowodu nie wprost. Przypusémy zatem, ze:

ANB #0.
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Oznacza to, ze istnieje v € A’ N B, czyli v € A’ oraz v € B’. Zobaczmy, jak to
przypuszczenie prowadzi do sprzecznosci:

I.|CNnB =1 przestanka
2.|ENA =0 przestanka
3. DNCNE=1 przestanka
4. | ANBNC'"ND' NE" =1 | przestanka
5] ANB £ z.d.n.

6.l re ANDB 5

7. |ze A 6

8. |z e B 6

9.z el 2,7
10. | z € E' 1,8
1. |zeC'NE 9,10
12. |z e D 3,11
13. |z C'ND' NE 11,12
4 [2¢ AND 413
15. | L SPRZECZNOSC: 6,14.

PokazaliSmy zatem, ze z przestanek 1.-4. wynika: A’ N B’ = (). Wniosek ten
mozna wystowi¢ np. nastgpujaco: All unbound books are Greek.

Korespondencja Carrolla z Johnem Cookiem Wilsonem dotyczaca tego pro-
blemu zawiera m.in. uwagi Carrolla na temat sylogizméw, w ktérych uzywa si¢
zaprzeczen iloczynéw nazw, a takze tego, co Carroll nazywa konkluzjami czescio-
wymi. Warto zwréci¢ uwage, ze Carroll postuguje si¢ tu nie tylko prawami De
Morgana, ale réwniez prawami rozdzielnoSci: dodawania wzgledem mnozenia i
mnozenia wzgledem dodawania nazw.

Carroll zachgca tez Wilsona do rozwiazania nastgpujacego tancusznika:
e .ACBUCUD
e 2 ANBCCUH
e 3. BCAUCUD

4. BNhCNECD
e 5.CNDCAUB
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Powyzsze zdania ogélno-twierdzace przeksztalcaja si¢ na nastgpujace zdania

6. ECAUBUD
7.BNDCAUH
8. ANCNKCB

9.DNK CBuUC.

ogdblno-przeczace:

Sporzadzamy tabele wystepowania nazw w przestankach:

Tabela sugeruje, ze wniosek bedzie miat postaé: EN H' N K = ().

Proponujemy probe znalezienia dowodu rezolucyjnego wprost. Nie moze si¢
ona udaé, co wykaza¢ mozna dowodem nie wprost (zob. przyktad 4.3. ponizej).

e A i e

ANB'NC'ND =10
ANBNC'NH =0
ANBNC'ND =10
BNCNDNE=10
ANBNnCnND=10
ANBNDNE =10
ANBNDNH =1
ANB NCNK =1
Bnd'NnDNK =10.

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie
A 1,2,8 3,5,6,7
B 2,3,4,7 1,5,6,8,9
C 45,8 1,2,39
D 5,7 1,3,4,6
E 4,6,9
H 2,7
K 8,9
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4. ,,Metoda drzew” Carrolla

16 lipca 1894 roku Carroll zanotowat w swoim Diary:

Today has proved to be an epoch in my Logical work. It occurred
to me to try a complex Sorites by the method I have been using for
ascertaining what cells, if any, survive for possible occupation when
certain nullities are given. I took one of 40 premisses, ,,pairs within
pairs” & many bars, & worked it like a genealogy, each term provi-
ding all its descendents. It came out beatifully, & much shorter than
the method I have used hitherto — I think of calling it the ,,Genealo-
gical Method™.

Metode t¢ nazywat Carroll réwniez metodq drzew (The Method of Trees).
Istota tej metody polega na przypuszczeniu nie wprost, ze wniosek jest fatszywy i
otrzymaniu sprzecznosci z tego przypuszczenia, co w konsekwencji nakazuje owo
przypuszczenie odrzuci€¢. Pokazemy na dwdch przyktadach, jak Carroll stosowat
te metode.

PRZYKEAD 4.1. Rozwazmy uktad oSmiu zdan kategorycznych:

1. DNN'NM =0
2. KNnNANnC =0
3. LNENM=10
4. DNHNK' =10
5. HNLNA =0
6. HNM'NnB =1
7. ANBNN=0
8. ANMNE=4.

Budujemy tabelg wystgpowania nazw w przestankach:
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Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie
A 8 2,5,7
B 7 6
C 2
D 4 1
E 3.8
H 4,6 5
K 2 4
L 3,5
M 3 1,6,8
N 1

Tabela sugeruje, ze wniosek powinien mieé posta¢: C'NENL = (). Poniewaz
siedem nazw bedzie wyeliminowanych, wigc dowdd rezolucyjny sktada si¢ z 15
krok6w (8 przestanek oraz 7 zastosowari (% )). Mozna przedstawic tez dowdd nie
wprost, jesli nie krétszy (w tym akurat przypadku), to majacy og6lniejszy walor.
Przypu$émy mianowicie, ze C' N E' N L = () nie zachodzi. Wtedy

() C'NENL#D

tj. zbiér C' N E'N L zawiera jakieS elementy. Pokazemy, ze przypuszczenie to
prowadzi do sprzecznosci, a wigc ze nalezy je odrzucic.

Niech z € "N E N L. Poniewaz x € E N L, a na mocy przestanki 3.
(LNEYNM = 0, wigcx ¢ M, czylix € M'. Tak wigc, z € EnN M.
Stad, poniewaz A N (M' N E) = () (przestanka 8.), wigc © ¢ A, czylix € A'.
Skoro x € C' (na mocy (1)) oraz z € A’, wigc ¢ K (na mocy przestanki 2.:
KnNn(ANC') =0). Azatem z € K'. Skoro 2z € F oraz x € A, to (na mocy
przestanki 5.: H'N(LNA")=0)x ¢ H',czylix € H. Skorox € Hixz € K', to
(na mocy przestanki 4.: DN (HNK') =0)x ¢ D, czylix € D'. Skoro z € M’
oraz x € H,to (na mocy przestanki 6.: (HNM')NB' =0)x ¢ B',czyliz € B.
Skoro x € D’ oraz x € M’, to (na mocy przestanki 1.: (D' N M) N N = ()
x ¢ N',czylix € N. Wreszcie, skoro x € A’ oraz x € B, to (na mocy przestanki
7. (ANB)NN =0)z ¢ N,czyliz € N'. Poniewaz NN N’ = (), otrzymaliSmy
sprzecznosé: © € N oraz v € N'. Musimy wigc odrzucié przypuszczenie (7) i
tym samym otrzymujemy wniosek C' N E N L = ().

Jak wida¢, byt to dowdd dla Humanistek, ktore lubia, gdy wypowiadamy si¢
pelnymi zdaniami, niczego nie opuszczajac. Sprébujmy teraz przedstawié ten
dowdd w nieco skréconej (i chyba bardziej przejrzystej) postaci:
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I. DDNN'NM' = przestanka
2. KNANC' =0  przestanka
3. LhENM=0  przestanka
4. DNHNK'=(  przestanka
5. HNLNA =0  przestanka
6. HNM'NB =0 przestanka
7. ANBNN =0  przestanka
8. ANM NE=1(  przestanka
9. ze(C'NENL z.d.n.

10. ze M 3,9

11. ze€ A 8,9,10

12. z€eK' 2,9,11

13. xr€ H 59,11

4. zeD 4,12,13

15. e B 6,10,13

16. re N 1,10,14

17. =z €N’ 7,11,15

18. L SPRZECZNOSC: 16,17.

Ostatecznie, udowodnilismy, ze C'NENL = (). W formie og6lno-twierdzacej
zdanie to przyjmuje np. postaé: (EN L) C C.

PRZYKEAD 4.2. Rozwazmy siedem zdan kategorycznych:

. HNMNK =10
2. DDNE'NC' =0
3. HNK'NnA =10
4. BNLNH =10
5. CNnKnNnM =1
6. HNC'NE=10
7. BNANK' =0.

Budujemy tabelg wystgpowania nazw w przestankach:
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Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie
A 7 3
B 4,7
C 5 2,6
D 2
E 6 2
H 1,3,6 4
K 1,5 3,7
L 4
M 1 5

Tabela sugeruje, ze wniosek powinien mie¢ postaé B N D' N L = (). Przypu-
$¢my, dla dowodu nie wprost, ze:

() BND' NL#£0.

Pokazemy, ze przypuszczenie to prowadzi do sprzecznosci, a wigc ze nalezy je
odrzucié.

Niech x € BN D' N L. Wtedy, skoro x € B N L, wigc na mocy przestanki 4.
x ¢ H',czyliz € H. Skoro x € H oraz, namocy przestanki 1. HNMNK = 0, to
x ¢ M N K. Jednak nie mozna dalej prowadzi¢ dowodu w sposéb liniowy, trzeba
rozumowanie rozgatezié, poniewaz x ¢ M N K oznacza, ze zachodzi alternatywa:

e H)x ¢ K,czylix € K lub

e )x ¢ M,czyliz € M'.

Kazdy z przypadkéw (1) i (2) nalezy teraz rozpatrzy¢ oddzielnie. Dzi§ jest
to dla nas oczywiste: odwolujemy si¢ do jednego z praw De Morgana. Carroll
sformutowal samodzielnie to prawo (w liScie z 11 listopada 1896 roku do Johna
Cooka Wilsona), nie powotujac si¢ na inne publikacje z tego, co dzi§ nazywamy
nurtem algebraicznym w logice XIX wieku. Na marginesie dodajmy, ze prawa
znane dzi$§ pod nazwa praw De Morgana byly znane juz logikom Sredniowiecz-
nym. Wracamy do dowodu. Carroll konstatuje w tym miejscu, ze:

e (1’) do warunku (1) mozna doda¢ warunek = € M, co jednak nie przyniesie

zadnej korzysci, poniewaz M wystgpowata tylko w przestance 1., ktéra juz
wykorzystaliSmy;
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e (2’) do warunku (2) mozna dodaé warunek = € K, co by¢ moze okaze si¢
uzyteczne, jako iz K wystepuje w dotad nie rozwazanej przestance 5.

Za uzasadnienie (1°) oraz (2°) Carroll uwaza sformutowang przez siebie re-
gute:

Thus, if we found a Premiss proving that the Thing could not have the
Pair of Attributes b'c, we might say it must have b or ¢’. And we might
afterwards tack on, at pleasure, either c to b, making the two headings
bc and c, or V' to c, making them b and 'V

Carroll odwoluje si¢ tutaj zatem do obserwacji, ktéra w dzisiejszej notacji
zapisujemy w postaci:

(XNY)=(A'NnB)UANB)U(A'NnB).

Mozna przypuszczaé, ze obserwacje t¢ zawdzigcza analizie swoich diagraméw
dla zbiorow.

(1) Skoro x € K’,to z x € H oraz z przestanki 3. otrzymujemy: = ¢ A’, czyli
x € A. Skoro x € K’ oraz x € A, to z przestanki 7. otrzymujemy, ze x ¢ A. A
to oznacza sprzecznos¢: nie moze by¢ jednoczesnie x € A oraz x ¢ A.

(2) Skoro z € M’, to na mocy (2’) oraz przestanki 5. otrzymujemy, ze = ¢ C,
czyli z € C'. Skoro z € D’ (przypuszczenie (1)) oraz x € (', to na mocy
przestanki 2. mamy = ¢ E’, czyli x € E. Wreszcie, skoro x € H oraz z € (',
to na mocy przestanki 6. mamy = ¢ E. A to oznacza sprzeczno$¢: nie moze by¢
jednoczesnie z € Forazz ¢ E.

PokazaliSmy zatem, ze kazda z mozliwosci (1) i (2) prowadzi do sprzecznosci.
Przypuszczenie (1) nalezy wigc odrzucié. Ostatecznie otrzymujemy:

BNnD NL=4.

Przeksztalcajac to na zdanie ogélno-twierdzace (jesli ktoS takie woli) dostajemy:
(BNL)CD.

Carroll rozwaza réwniez o wiele bardziej skomplikowane dowody nie wprost,
o ztozonych drzewach dowodowych.

A jak radzit sobie Carroll z przypadkami, gdy przypuszczenie dowodu nie
wprost nie prowadzito do sprzecznosci? Przyklad znajdujemy w liscie Carrolla
do Johna Cooka Wilsona z 18 listopada 1898 roku:
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PRZYKELAD 4.3. Przypomnijmy dziewigé zdan kategorycznych z przyktadu 3.5.:

ANB' NC'ND =
ANBNC'NH =0
BnANnC'ND =0
BNCNEND =10
CNDNANB =
ENAnNnBND =0
BNDNANH =0
ANCNKNB =0
DNKnNnB NC' =10.

e e A e

Budujemy tabel¢ wystgpowania nazw w przestankach:

Nazwa | Pozytywnie | Negatywnie
A 1,2,8 3,5,6,7
B 2,3,4,7 1,5,6,8,9
C 4,5,8 1,2,3,9
D 5.7,9 1,3,4,6
E 4,6
H 2,7
K 8,9

Tabela ta sugeruje, ze wniosek powinien mieé posta¢: ENH' N K = (). Poka-
zemy, ze jest to btedna sugestia. Nie oznacza to, ze metoda rezolucji stosowana
przez Carrolla jest nietrafna, a tylko tyle, ze nie do kazdego zbioru przestanek
(zdafh ogblnych) mozna ja stosowa¢. Oznacza nadto m.in. to, ze w logice nie
wolno kierowaé sig¢ wylqcznie sugestiami — kazda teza musi posiada¢ wyraZny,
nie budzacy watpliwosci dowdd.

Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze:

ENH NK #0.

Niech zx € EN H' N K. Skoro x € E, to, na mocy przestanki 4., mamy:
x ¢ BN (C N D) awigc zachodzi alternatywa:

e (Hhrekn
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e Q)xze(CNnDY.

Rozwazmy najpierw przypadek (1). Skoro z € E oraz x € B’, to, na mocy
przestanki 6. x ¢ (A’ N D’), a wige zachodzi alternatywa:

e (1.1)ze A
e (1.2)xz € D.

Rozpatrzmy przypadek (1.1.). Skoro x € A, x € B’ oraz x € K, to, na mocy
przestanki 8., x ¢ C,czylix € C'. Zx € A, v € B' oraz x € C’, na mocy
przestanki 1. mamy: = ¢ D', czyli x € D. Wreszcie, skoro z € K, x € B’
oraz x € (', to, na mocy przestanki 1., mamy: = ¢ D. OtrzymaliSmy zatem
sprzeczno$¢: x € Dix ¢ D. Przypadek (1.1.) zostat wykluczony.

Wracamy do przypadku (1.2.). Carroll czyni w tym miejscu dodatkowe zato-
zenie, ze x € A’, uzasadniajac je powotaniem si¢ na przytoczona wyzej regute.
Skoro z € B', x € D orazxz € A, to, namocy przestanki 5., x ¢ C, czyliz € C".
Skoro x € K, x € B’ oraz x € D, to, na mocy przestanki 9., z ¢ C’. Otrzymali-
$my sprzeczno$é: x € C'ix ¢ C'. Przypadek (1.2.) zostat wigc wykluczony.

Wracamy do przypadku (2). Znowu, powotujac si¢ na cytowana regute, Car-
roll przyjmuje zatozenie, ze © € B. Skoro z € (CND’)’, to zachodzi alternatywa:

e 2.1)z e (' (orazx € B)
e 22)x e D (orazx € B).

Rozpatrzmy przypadek (2.1.). Skorox € H' , z € C' oraz x € B, to, na mocy
przestanki 2., x ¢ A, czyliz € A’. Skoro x € B,z € A’ oraz x € C’, to na mocy
przestanki 3., x ¢ D', czyli x € D. Wreszcie, skorox € H', z € Borazx € A,
to, na mocy przestanki 7., x ¢ D i otrzymujemy sprzeczno$¢ z x € D. Tak wigc,
przypadek (2.1.) zostat wykluczony.

Rozpatrzmy przypadek (2.2.). Skoro z € H', x € B oraz x € D, to, na mocy
przestanki 7. mamy: x ¢ A’, czyli z € A. Nie mozemy skorzystaé z zadnej
przestanki, aby wykluczy¢ przypadek (2.2.). Tak wigc, przypuszczenie dowodu
nie wprost zostato potwierdzone, a to oznacza, ze zdanie E N H' N K = () nie jest
konsekwencja zatozeri 1.-9. Sytuacja, ze przestanki taiicusznika sa prawdziwe, a
jego wniosek fatszywy nie zostata wykluczona. Moze istnie¢ przedmiot x taki,
ze x € EN H' N K oraz wszystkie przestanki 1.-9. sa prawdziwe. Z analizy
przypadku (2.2.) wida¢, ze dla takiego x mamy: € AN BNCND.

Analiza przypadku (2.2.) pokazuje ponadto, jakie wnioski wynikaja logicznie
z podanego uktadu przestanek. Ot6z jest to np. kazde ze zdan:
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e ENHNKNA =1
e ENH'NKNB =
e ENH'NKNC' =10
e ENH'NKND =

Jest tak, poniewaz z kazdego z tych zdan, tacznie z rozwazanymi przestan-
kami, otrzymaé mozna sprzecznos¢ w przypadku (2.2.), a wigc przypadek ten
wykluczyc.

Dalej, analiza przypadku (2.2.) pokazuje takze, ze dotaczenie do 1.-9. kazZdej
Z osobna z przestanek 10.—13:

e 10. A=
e 11.B=10
e 12.0=10
e 13.D=1

powoduje, ze z takiego dziesigcioelementowego zbioru przestanek wynika logicz-
nie ENH' NK = 0.

OczywiScie takie modyfikacje ,,Jamig symetri¢” w przyktadzie Carrolla. Ce-
lem analizy tego przyktadu bylo zreszta co innego, a mianowicie pokazanie, ze
metoda drzew pozwala orzec, ze jaki§ wniosek nie wynika logicznie z ustalonego
zbioru przestanek.

Uwaga 6. Oczywiscie Carroll nie uzywa w swoim dowodzie teoriomnogoscio-
wego symbolu €: postuguje si¢ wyltacznie algebra zbiorow.

Powyzszy przyktad nie pokazuje (wbrew temu, co twierdzit John Cook Wil-
son we wspomnianej korespondencji) klgski metody Carrolla badania tancusz-
nikéw. Jest calkiem odwrotnie. Mozna przypuszczal, ze Carroll, po odkryciu
swojej ,,metody drzew”, sformutowatby — gdyby Los dat mu wigcej czasu — re-
guly rzadzace tego typu dowodami apagogicznymi, przynajmniej dla sylogistyki
(z dowolnymi kombinacjami Boolowskimi nazw). Mniej uzasadnione jest przy-
puszczenie, ze moglby rozszerzy¢ t¢ metodg np. na rachunek zdar.
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5. Uwagi metalogiczne i historyczne

Dodajmy jeszcze kilka uwag, ktére mamy nadziej¢ rozwinag¢ w innym miej-
scu.

5.1. Uwagi metalogiczne

Jak widzieliSmy w przyktadach 3.5. oraz 4.3., metody rozwiazywania tancusz-
nikéw nie mozna sprowadzi¢ do zwyklej rezolucji liniowej. Natomiast metoda
nie wprost (,,metoda drzew”’) ma walor ogélny: mozna ja stosowa¢ do dowol-
nego zbioru przestanek (tu: do dowolnych zdan kategorycznych) majac pewnosc,
ze wychodzac od zaprzeczenia konkluzji dojdzie si¢ do jednego z nastgpujacych,
wykluczajacych si¢ wzajem przypadkow:

e (1) przestanki i zaprzeczona konkluzja prowadza do sprzecznosci; wtedy
konkluzja wynika logicznie z przestanek;

e (2) przestanki i zaprzeczona konkluzja nie prowadza do sprzecznosci; wtedy
konkluzja nie wynika logicznie z przestanek.

OczywiScie, osobno nalezy poda¢ dowdd poprawnosci ,,metody drzew” Car-
rolla, tj. wykazaé, ze jest ona frafna oraz petna. Dowdd taki istnieje dla Klasycz-
nego Rachunku Predykatéw, a wigc obejmuje réwniez wszelkie wnioskowania
z uzyciem zdan kategorycznych. Mozna tez zbudowac osobny rachunek sylogi-
styczny z metoda drzew i dowies¢€ jej poprawnosci — zob. np. Simons 1989.

Czy material zgromadzony w Symbolic Logic jest oparty na jakims$ systemie
logicznym? Jedli tak, to na jakim? Jak zauwaza Bartley, Carroll stosowat me-
tode tablic dla funkcji prawdziwoSciowych juz w 1894 roku, a wigc wczesniej od
propozycji Emila Posta oraz Ludwiga Wittgensteina. Klasyczna sylogistyka jest
w calosci zawarta w algebraicznym ujeciu Carrolla przedstawionym w Symbolic
Logic z 1896 roku. Jak widzieliSmy wyzej, Carroll stosowat tez apagogiczng me-
tode drzew, ktérej poczatek datuje si¢ zwykle od prac Betha, Hintikki, Kangera i
Schiitte’go z konca lat pigédziesiatych XX wieku, a ktérej rozwinigcia dokonali
m.in. Smullyan, Lis i Jeffrey. Jak wiadomo, obecnie metoda ta jest jedna z waz-
niejszych metod dowodowych stosowanych w praktyce (np. w automatycznym
dowodzeniu twierdzen).
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5.3. Uwagi historyczne

Dzieto logiczne Carrolla powstato pod koniec XIX wieku, w okresie, gdy roz-
wijat si¢ calkiem nowy nurt w logice: podejscie algebraiczne zapoczatkowane
pracami George’a Boole’a oraz Augustusa De Morgana, a majace swoja kulmi-
nacj¢ w dziele Ernsta Schrodera. W wysitku tym uczestniczyli m.in.: MacColl,
Peirce, Jevons, Venn, by wymieni¢ tylko kilka znakomitoSci.

Carroll znat dokonania pracujacych na tym polu. Jego Symbolic Logic nie
jest jednak monografia pisana z zamiarem tworzenia systemu logicznego. Pierw-
szoplanowy cel byl natomiast dydaktyczny: ksiazka miata stuzy¢ popularyzacji
logiki. I cel ten zostal osiagnigty: do dzisiaj tekst ten stuzy jako pomoc dydak-
tyczna, z upodobaniem wykorzystywana przez wielu wyktadowcow. Bez watpli-
wosci, ten sukces edukacyjny jest po czgsci wynikiem literackiego talentu autora.

Czes¢ pierwsza Symbolic Logic ma bardzo elementarny charakter, stanowi
przystgpne wprowadzenie do sylogistyki klasycznej. Zawiera tez oméwienie me-
tody diagraméw Carrolla oraz jego metody underscoring (prototypu dzisiejszej
rezolucji liniowej).

Odnaleziona po siedemdziesigciu latach przez W.W. Bartleya czgs$¢ druga za-
wiera problemy bardziej zaawansowane (np. zdania kategoryczne ze ztozonymi
podmiotami i orzecznikami) oraz wprowadza metod¢ drzew. Szes¢ rozdziatow tej
czesci nie zostato odnalezionych.

Carroll zapowiadatl cz¢$¢ trzecia: Part III: Transcendental, do ktérej mial —
wedle jego stéw — sporo notatek. O ile wiadomo, czg$¢ ta nie powstata w wersji
gotowej do druku. Dwa z zapowiadanych rozdzialéw tej czgsci nosi¢ miaty tytuty:
Analysis of a Proposition into its Elements oraz The Theory of Inference.

% 3k %k

Jak wiadomo, po Smierci Carrolla olbrzymia liczba jego pieczotowicie zbie-
ranych i skatagolowanych notatek (m.in. wigkszos¢ z ok. 100000 listéw) zostata
spalona.
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