LOGIKA MATEMATYCZNA (22-23)

KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW:

DOwWODY ZALOZENIOWE

Kolejna z omawianych operacji konsekwencji w KRP jest konsekwencja zatoZeniowa. Znajomo$¢ materiatu z
tego wyktadu nie bedzie wymagana na egzaminie.

22.1. Reguly pierwotne

Mozna na rézne sposoby dobieraé reguly pierwotne systemu zatozeniowego KRP. W tym wyktadzie wykorzy-
stamy zestaw regul pochodzacy z prac Borkowskiego i Stupeckiego.

22.1.1. Reguly

REGULY DOTYCZACE SPOJNIKOW PRAWDZIWOSCIOWYCH:

e (RO) Reguta odrywania. Jesli do dowodu nalezy implikacja oraz jej poprzednik, to do dowodu wolno dotaczyé
nastepnik tej implikacji.

W zapisie symbolicznym:

a— 0, «
B
e (DK) Reguta dotqczania koniunkcji. Do dowodu wolno dotaczy¢ koniunkcje, o ile oba jej cztony naleza do
dowodu.
a, B
ahfB’

e (OK) Reguta opuszczania koniunkcji. Jesli do dowodu nalezy koniunkcja, to wolno dotaczy¢ do dowodu kazdy
Z jej cztondéw.
aNp alp
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e (DA) Reguta dotqczania alternatywy. Jesli do dowodu nalezy jaka$ formuta, to do dowodu wolno dotaczyé
alternatywe, ktérej jednym z czton6éw jest ta formuta.

a B
aVp aV g’

e (OA) Reguta opuszczania alternatywy. Jesli do dowodu nalezy alternatywa oraz negacja jednego z jej cztondéw,
to do dowodu wolno dotaczyé pozostaty czton tej alternatywy.

aVf,-a aVp,-f
B a

e (DR) Reguta dotaczania rownowaznosci. Do dowodu wolno dotaczy¢ réwnowaznosé, o ile nalezy do dowodu
implikacja, ktérej poprzednikiem jest pierwszy czton tej réwnowaznosci, a nastgpnikiem drugi jej czton, jak i
implikacja odwrotna.

a—f, 05—«

a=p



e (OR) Reguta opuszczania rownowaznosci. Jesli do dowodu nalezy réwnowaznosé, to wolno dotaczyé do do-
wodu zaréwno implikacje, ktérej poprzednikiem jest pierwszy czton tej rOwnowaznosci, a nastepnikiem drugi

jej czton, jak i implikacj¢ odwrotna.

a=p a=p

a— f3 B8—a

REGULY DOTYCZACE KWANTYFIKATOROW:

o Reguta opuszczania kwantyfikatora generalnego OV.

Vo o

alz/t)

o Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego O3.

dr o
a(x/t(xl, . ,xn))7

gdzie t(xq,...,x,) jest stala indywiduowsa zalezng od wszystkich zmiennych wolnych 1, ..., z, formuty

dz «.

e Reguta dotqczania kwantyfikatora generalnego DV.

a
Ve o

pod warunkiem, Ze x nie jest zmienng wolna w zatozeniach dowodu.

e Reguta dotqczania kwantyfikatora egzystencjalnego D3.

a(z/t)

Jra

Uwaga. Regutly dotyczace kwantyfikatorow obwarowane sa nastgpujacymi zastrzezeniami:

e W wyrazeniach a(z/t) zaktada sig, ze term ¢ jest podstawialny za zmienng x do formuty «.

e Przy kazdym zastosowaniu reguly opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego RO3 nalezy uzywac nowej
statej, nie wystepujacej dotad w dowodzie. Stata ta nie moze ponadto wystapi¢ w dowodzonej tezie.

Oznaczmy zbiér powyzszych regut przez sb.
Przypominamy, ze kazda formuta « (zaréwno jezyka KRZ, jak i jezyka KRP) moze by¢ uwazana za formuie

postaci:

(*) (B = (B2 = (Ba = 7)),

dla pewnego n. Jesli spdjnikiem gléwnym w « nie jest implikacja, to za « bierzemy formutg 3;.

Dowody zatozeniowe w KRP sa przeprowadzane podobnie jak dowody zatozeniowe w KRZ: dowdd formuty
(%) uznajemy za zakoriczony, jesli z zalozen [, ..., 3, mozna otrzymaé formule ~ przy uzyciu podanych regut
dowodowych. Przy tym, zachowuja waznos$¢ wszystkie techniki dowodowe objasnione dla KRZ:

e dowody wprost
e dowody nie wprost
e dowody z dodatkowymi zalozeniami

e dowody rozgalezione.



22.1.2. Komentarz dotyczacy stosowalnosci regul

Warunki, ktérymi obwarowane sa poszczegdlne reguty wymagaja komentarza.
(1) Reguta DY opuszczania kwantyfikatora generalnego.
Przyktadami zastosowania tej reguly sa, m.in.:
Ve P(x) Vx P(x) Vz P(z)
P(x) P(y) P(a)

gdzie a jest stala indywidualna.

Intuicje zwiazane z ta reguta oddaje si¢ czasem moéwiac, ze: skoro kazdy przedmiot ma jakaS wtasnos¢ (lub:
wszystkie przedmioty maja jaka$ wlasnos¢), to réwniez dowolny (okreslony, ustalony) przedmiot ma t¢ wtasnos¢é. Dla
przyktadu: skoro wszyscy sa $miertelni, to Zyd Wieczny Tutacz jest Smiertelny.

(2) Reguta D3 opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego.
Przyktadami zastosowania tej reguly sa, m.in.:

Jz P(z,y,z) JaVy P(x,y,z) FaxVy3Iz P(z,y,2)

P(ayz,y,2) Yy Plas,y,2) Vy3z Pla,y,z) '
gdzie a jest dowolna stata indywidualna, stala a, . jest stala zalezna od zmiennych y oraz z, natomiast stala a, jest
stalg zalezna od zmiennej z.

Podobnie jak w metodzie tablic analitycznych, kazde zastosowanie reguly opuszczania kwantyfikatora egzysten-
cjalnego kaze wprowadzi¢ nowq stata indywidualna.

(3) Reguta OV dotqczania kwantyfikatora generalnego.
Przyktadem zastosowania tej reguly jest:

P(x)

Vo P(x)

gdzie P jest predykatem jednoargumentowym
Stosowanie tej reguty w dowodach zatozeniowych obwarowane jest warunkiem: zmienna, ktéra wigzemy kwan-
tyfikatorem we wniosku reguty nie moze wystgpowac jako zmienna wolna w zateZeniach dowodu.

(4) Reguta O3 dotqczania kwantyfikatora egzystencjalnego.
Przyktadami zastosowania tej reguly sa, m.in.:
P(x) P(y) P(a)
Vo P(x) Va P(x) Vz P(x)

gdzie a jest stalg indywidualna.
Intuicje zwiazane ze stosowaniem reguly oddaje si¢ czasem, méwiac: skoro jaka$ wlasnos¢ przystuguje konkret-
nemu, ustalonemu przedmiotowi, to przystuguje ona co najmniej jednemu przedmiotowi.

UWAGA. W rozwazanych w tym wyktadzie dowodach i przyktadach spotkamy jedynie do$¢ proste zastosowania
powyzszych regul. W szczegdlnosci, nie bedzie koniecznosci wprowadzania statych zaleznych od zmiennych, jak
wymaga tego reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego.

22.2. Konsekwencja zalozeniowa

22.2.1. Definicje: dowodd zalozeniowy, teza, regula wyprowadzalna, zbiér sprzeczny, konse-
kwencja zalozeniowa

Moéwimy, ze:



e Formula o posiada dowdd zaloZeniowy w oparciu o reguly ze zbioru sb z zatozen ze (skonczonego) zbioru
formut X, jesli & mozna otrzymaé z formut zbioru X poprzez stosowanie regul ze zbioru sb. Piszemy w takim
przypadku X kg, «. W przeciwnym przypadku piszemy X ¥, a. Jesli X kg «a, to méwimy, ze « jest
wyprowadzalna ze zbioru X.

e Formula « jest tezq systemu zalozeniowego opartego na regutach ze zbioru sb, gdy « jest wyprowadzalna ze
zbioru pustego, tj. wtedy, gdy 0 ¢ a.

e Reguta R jest regula wyprowadzalng (wtornq) w systemie opartym na regutach ze zbioru sb wtedy i tylko
wtedy, gdy X F, « dla kazdego sekwentu (X, «) nalezacego do regulty R.

e Zbiér formut X jest (syntaktycznie) sprzeczny w systemie opartym na regulach ze zbioru sb wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje formula « taka, ze X b, o oraz X Fg, —av.

Uwaga. Powyzsza charakterystyka relacji I nie jest definicja w pelni precyzyjna. Dla uzyskania pelnej poprawnosci
powinni§my postepowac tak, jak w przypadku okre§lenia relacji -4, dla KRZ (zobacz wyktady dot. tej problematyki).
Niech bedzie ¢wiczeniem dla stuchaczy podanie petnej, poprawnej definicji relacji .

Uwaga. Jesli ) 4, a (czyli gdy « jest teza), to nie oznacza to, ze w dowodzie zalozeniowym formuly « nie czynimy
zadnych zalozefi. Podobnie jak w KRZ, gdy « jest postaci

(Br—= (B2 = (B =) ),

to zalozeniami dowodu sg formuty 3i,...,3,. Gdy « nie jest formula implikacyjna, to dowdd rozpoczynamy od
zalozenia nie wprost: —a.

Operacj¢ Cyp, konsekwencji zatozeniowej w KRP opartej na regutach pierwotnych ze zbioru sb definiujemy naste-
pujaco dla dowolnego zbioru formut X jezyka KRP:

Cop(X) ={a: X by a}.

Tak okreslona operacja C's, ma whasnosci (C1)—(C4) z definicji ogdlnej operacji konsekwencji.
TWIERDZENIE 22.2.1.

Relacja konsekwencji zalozeniowej -4, ma nastgpujace wlasnosci:

e (1) Fgp jest zwrotna: X k4, X dla kazdego X.

o (2) g jest przechodnia: je§li X g, Y orazY g Z,to X g, Z, dla wszystkich X, Y, Z.

e (3) k4 jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jes§li X g, Y oraz X C Z,to Z 4 Y.

e (4) k4 jest antymonotoniczna wzglgdem drugiego argumentu: jesli X 4, Y oraz Z C Y, to X g, Z.

e (5) 0 kg o wtedy i tylko wtedy, gdy « jest teza systemu zatozeniowego KRP.

Dowdd tego twierdzenia, analogiczny do dowodu odpowiedniego twierdzenia w KRZ, pozostawiamy jako ¢wi-
czenie.

22.2.2. Dowody niektorych tez

Uwaga. Odrézniamy tezy i metatezy systemu zatozeniowego. W metatezach wystepuja metazmienne, odpowiadajace
dowolnym formutom jezyka KRP, w tezach wystepuja konkretne predykaty z jezyka KRP. Dla przyktadu:

e -V a = dz —« jest metateza;
e —Vz P(x) = 3z —P(z) jest teza (co wykazemy nizej).

W podobnym sensie postugiwaliSmy si¢ terminami ,,teza” i ,,metateza” w KRZ.
Zauwazmy, ze reguly pierwotne dotyczace kwantyfikatorow pozwalaja na natychmiastowe wyprowadzenie m.in.
nastgpujacych metatez systemu zalozeniowego KRP:



o (a)Vr a — «afz/t) (oile term ¢ jest podstawialny w « za x)
o b)a(z/t) — Tz a.

Ze szczeglOlnego przypadku metatezy (b) skorzystamy w jednym z dalszych dowoddéw.

Pokazemy najpierw, ze regutami wtérnymi sa nastgpujace reguly negowania kwantyfikatoréw, bardzo uzyteczne
w wielu dowodach:

e Reguta negowania kwantyfikatora generalnego NV:

-Vz «

dxr -«
e Reguta negowania kwantyfikatora egzystencjalnego N3:

—dr o

Vo —a

Obie te reguty sa odwracalne, w tym sensie, ze nie tylko z przestanki mozna wyprowadzi¢ wniosek, ale takze z
wniosku mozna wyprowadzi¢ przestanke. Udowodnimy pewne szczegdlne przypadki tych regut, a mianowicie:

e Reguta negowania kwantyfikatora generalnego NV
—Va P(x)
Jz -P(x)
e Reguta negowania kwantyfikatora egzystencjalnego N3:
-3z P(x)
Vo = P(z)

gdzie P jest dowolnym predykatem jednoargumentowym.
Aby to pokazac, trzeba udowodni¢ nastgpujace cztery implikacje:

o (1) ~Va P(z) — Jz ~P(x)
o (2)3z ~P(z) — —Vz P(x)
o (3) -3z P(z) — Vz -~P(x)
o (4)Va —P(z) — -3z P(x).

DoOwOD IMPLIKACII (1). =Vz P(z) — 3z —P(z)

1. =Vz P(x) zatozenie

2. —3dz -P(x) z.d.n.

3. —P(x) — 3Jx -P(x) metateza (b)

4. ——P(x) MT: 3,2

5. P(z) ON: 4

6. VY P(x) DV: 5

7. L Sprzecznosé: 1, 6.

DOWOD IMPLIKACII (2). 3z =P(z) — —Vz P(z)

1. 3Jx-P(z)  zalozenie

2. —-—Vz P(z) zdn.

3. Vz P(x) ON: 2

4. -P(a) 03: 1

5. P(a) Ov: 3

6. L Sprzecznos$é: 4, 5.



DOWOD IMPLIKACII (3). =3z P(z) — Va —P(z)

1. -3z P(x) zatozenie

2. =Vz-=P(z) zdn

3. Jz-—P(x) NV:2

4. —=P(a) 03:3

5. Pf(a) ON: 4

6. Jx P(x) D3: 5

7. L Sprzecznosé: 1, 6.

DOWOD IMPLIKACII (4). Vo =P(z) — -3z P(x)

1. Va-P(x) zatozenie

2. —-—3dx P(z) zdn.

3. Jx P(x) ON: 2

4. P(a) 03:3

5. -P(a) ov: 1

6. L Sprzecznosé: 4, 5.

Zwykle w wykladzie metody zalozeniowej podaje si¢ dowody tez wyliczonych w ponizszym twierdzeniu.
TWIERDZENIE 22.2.2.1.

Niech P i () beda predykatami jednoargumentowymi, R predykatem dwuargumentowym, a « formuta nie zawie-
rajaca wolnych wystapieri zmiennej z. Nastgpujace formuly sg tezami systemu zatozeniowego KRP:

e (4) -3z P(x) = Va —-P

o (5)V (P(2) A Q) = (Vo P(x) AV Q(x))

e (6)3x (P(2)V Q) = (I P(x) V3 Q(x))

o (7) 3z (P(2) AQ(x)) — (Gx P(a) AJe Q(x))

e (8) (Vo P(z) Ve Q(x)) — Va (P(z) v Q(x))
) = Q)

(
e 9 Vz (P(x) — Qx)) — (Va Plx) — Vz Q(x))
e (10) Vx (P(x)

l

Q(x)) — (Bz P(z) — 3 Q(x))
o (1) Va (P(x) = Q(z)) — (Vo P(z) = Ve Q(x))
o (12)Va (P(x) = Q(z)) — (Fz P(z) =3z Q(x))
o (13)Vx (aV P(x))
e (14)3z (a A P(z)) = (a Az Pz))
)
)

(
(
(
(
(

e (15)Vz (a« — P(x
o (16) 3z (a — P(z
(

(

(

(



e (21) A2y R(x,y) — Vy3r R(z,y)

DowoD.

Dowody (1) i (2) podaliSmy powyzej. (3) i (4) otrzymujemy z (1) i (2) oraz prawa kontrapozycji z KRZ.

Z tez (5)—(12) udowodnimy, dla przyktadu (8) i (10), dowody pozostatych tez z tej grupy niech stanowia éwiczenie.
DowOD (8). (Vx P(x) VVz Q(z)) — Va (P(z)V Q(x))

l. Vz P(x)VVz Q(x) zatozenie
1.1. Vz P(z) zat. dod.
1.2.  P(a) Ov: 1.1.
1.3. P(a) VvV Q(a) DA: 1.2.
1.4. Vz (P(z)V Q(z)) DV: 1.3.

2. Vz P(x) = Vz (P(z)VQx) 1.l1=14.
2.1. Vz Q(x) zat. dod.
22. Q(a) Ov: 2.1.
2.3. P(a)VQ(a) DA:2.2.
24. Vz (P(x) Vv Q(x)) DV: 2.3.

3. VzQz) = Ve (P(z)V Q) 2.1.=24.

4. 1, 2, 3, dow. rozg.

DowoOD (10). Vz (P(z) — Q(z)) — (Fz P(z) — 3z Q(x))

1. Vz (P(x) — Q(x)) zatozenie
2. Jz P(x) zatozenie
3. Pf(a) 03:2

4. P(a) — Q(a) ov: 1

5. Q(a) RO: 4,3
6. Jz Q(x) D3: 5.

Z tez (13)—(20) udowodnimy, dla przyktadu (18), dowody pozostatych tez z tej grupy niech stanowia ¢wiczenie.
Na dowdd (18) sktadaja sig dowody implikacji prostej i odwrotne;j:

e (18a) dz (P(z) — a) — (Vz P(x) — «)
e (18b) (Vx P(z) — ) — Tz (P(x) — «)

DOWOD (18A).
1. 3Jz (P(x) — «) zalozenie

2. Vx P(x) zatozenie

3. Pla)—a« 031

4. P(a) ov: 2

5. o RO: 3, 4.
DowOD (18B).

1. VzP(z) -«  zalozenie
1.I. -« zat. dod.
12. —Vz P(z) MT: 1, 1.1.
1.3. Jz -P(x) Nv: 1.2.
1.4, —P(a) 03: 1.3.

2. —a— —P(a) 1.1.=14.

3. Pla) -« prawo kontrapozycji: 2

4. Jz (P(x) > a) DI:3.
DowOD (21). 3aVy R(z,y) — Vy3Iz R(x,y)



1. JaVy R(z,vy) zatozenie

2. —Vydzr R(z,y) z.dn

3. Jy—dx R(z,y) NV:2

4. Vy R(a,y) 031

5. =3z R(z,b) 03:3

6. Vz-R(z,b) N3: 5

7. R(a,b) ov: 4

8. —R(a,b) Oov: 6

9. 1 Sprzecznosé: 7, 8.

22.3. Trafnosé i pelnos¢ konsekwencji zalozeniowej

Mozna na rézne sposoby pokazaé, ze konsekwencja zatozeniowa oparta na regutach ze zbioru sb jest:

e frafna (kazda teza jest tautologia KRP) oraz

e petna (kazda tautologia KRP jest teza).

Jednym z takich sposobdw jest metoda wykorzystana w tych wyktadach w przypadku KRZ: pokazanie, ze metoda
zalozeniowa jest réwnowazna metodzie aksjomatycznej i skorzystanie z trafnosci i petnosci metody aksjomatyczne;j.
Mozna réwniez sprowadzad trafnosci i petnosci metody zalozeniowej do trafnosci i petno$ci metody tablic analitycz-
nych. Inny jeszcze sposéb to bezposredni dowdd trafnosci i petnosci metody zalozeniowe;.

Zauwazmy, ze wszystkie reguly ze zbioru sb zachowuja wtasnos¢ bycia tautologia, o czym mozna si¢ przekonac,
przeprowadzajac stosowne dowody (podobnie jak czyniliSmy to w wyktadach dotyczacych semantyki KRP).

Nie podajemy w niniejszej wersji notatek dowodéw twierdzen trafnosci i petnosci metody zatozeniowej, ograni-
czajac si¢ jedynie do sformutowania tych twierdzen.

22.3.1. Trafnos¢ metody zalozeniowej

TWIERDZENIE 22.3.1.1.

Kazda teza systemu zalozeniowego opartego na regutach ze zbioru sb jest tautologia KRP.

22.3.2. Pelnos¢ metody zatozeniowej

TWIERDZENIE 22.3.2.1.

Kazda tautologia KRP jest teza systemu zatozeniowego opartego na regutach ze zbioru sb.

22.4. Dalsze przyklady dowodoéw zalozeniowych

Podamy teraz przyktady dowodéw wyprowadzalnosci kilku regut, w ktérych wystepuja predykaty jedno- lub wig-
cejargumentowe.

PRZYKEAD 22.4.1. Pokazemy, ze jest regula wtérna (tu a jest stala):

Va (P(x) — Jy Qy, ))
Ve (Q(z,a) — R(x,a))
Vo - R(z,a)
~P(a)




Budujemy dowdd:

PN =

e

10.

Va (P(z) — 3y Qy, v))
Vo (Q(x,a) — R(z,a))
Va —R(x,a)

Q(b,a) — R(b,a)
-R(b,a)

-Q(b,a)

Vy j62(?/7 a)

Iy Q(y, a)

P(a) — 3y Q(y, a)
—P(a)

zalozenie
zalozenie
zalozenie
Oov: 2
OVv: 3
MT: 4,5
DV: 6
N3: 7
ov: 1
MT: 9, 8.

PRZYKLAD 22.4.2. [Carney, Sheer 1964] Pokazemy, ze jest reguta wtérna:

Vo (F(z) = vy (G(y) — C(z,y)))
Jz F(x)

Jy G(y) — Fy3z C(z,y)

Budujemy dowdd:
1. Vz (F(x) —Vy (G(y) = C(x,y))) zalozenie
2. Jx F(x) zatozenie
3. Ff(a) 03:2
3.1. 3y G(y) zat. dod.
32. G(b) 03: 3.1.
33. F(a) = Vy (G(y) — C(a,y)) ov: 1
34. Yy (G(y) — Cla,y)) RO:33.,3
35. G(b) — C(a,b) Ov: 3.4.
3.6. Cl(a,b) RO:3.5.,3.2.
3.7. 3z C(z,b) D3: 3.6.
3.8. Jydx C(x,y) D3: 3.7.
4. 3y G(y) — JyIz C(=,y) 3.1.=3.8.

PRZYKEAD 22.4.3. [Carney, Sheer 1964] Pokazemy, ze jest reguta wtérna:

Budujemy dowdd:

Vavy ((A(z) A B(y)) — 3z C(z))
Yyvz (G(y, 2) — B(y))
Fy3z G(y, 2)

Jz3z (A(z) — C(z2))



1. VaVy ((A(z) A B(y)) — 32 C(2)) zalozenie
2. YyVz (G(y,z) — B(y)) zalozenie
3. Jy3Iz Gy, 2) zalozenie
4. 3z G(a,z) 03:3
5. G(a,b) 03:4
6. Vz(G(a,z) — B(a)) Oov: 2
7. G(a,b) — B(a) Ov: 6
8. B(a) RO: 7, 5
9. Vy ((A(c) A B(y)) — 32 C(2)) ov: 1
10.  (A(c) A B(a)) — 3z C(2) ov: 9
10.1.  A(c) zat. dod.
10.2.  A(c) A B(a) DK: 10.1., 8
103. 3z C(2) RO: 10, 10.2.
104, C(d) 03: 10.3.
1. A(e) — C(d) 10.1.=10.4.
12. 3z (A(c) — C(z2)) D3: 11
13, Jz3z (A(z) — C()) D3: 12.

23. Cwiczenia

Teraz to, co lubicie najbardziej, czyli zadania do samodzielnego rozwiazania. Wszystkie zaopatrzone zostaly w
odpowiedzi.
1. Podaj dowody zatozeniowe nastgpujacych tez:

e (@)Vz (P(r) — Q(z)) — (3z ~Q(z) — Yz ~P(x))
o (b) (3z P(z) v 3z Q(z)) — Tz (P(z) v Q(z))
o (¢) 3z (A(z) AVy (Bly) — C(z,y))) — Yy (By) — 3z (A(z) A C(z,9)))
2. Pokaz, 7e:
P
o () {Vz (P(z) AQ(2)), Yz (P(z) — Q(z))} o Tz (R(z) A Q())
e (© {Vz (P(z) = ~Q(x)), Yz (S(z) — Q(z)), Yz (R(z) — P(x))} Fg Yz (R(z) — =5(x))

e @ {3z (P(x) VQ(@)), Yz (P(x) — R(z)), Vo (Q(z) — R())} Fyp Jr R(x)
(

3. Pokaz, ze nastepujace zbiory formut sa sprzeczne:
* (@) {3z P(z), vz (P(z) — Q(2)), Yz (P(z) — ~Q(x))}

o (b) {Vz P(z), 3z =Q(z), Vz (P(z) — Q(z))}

o (©) {Vz (P(z) — Q(z)), Yz (Q(z) — 3y R(z,y)), 3z P(z), V2Vy ~R(z,y)}
4. Wykaz, ze nastepujace wnioskowania sa dedukcyjne:

e (a) [Carney 1964: 282.] Quakers and members of Peace Movements are either deluded or they are right in their
views. A man is a true Christian if and only if he is a Quaker. No true Christian is deluded. Hence Quakers are
right in their views.

e (b) [Copi 1967: 120.] All radioactive substances have a very short life or have medical value. No uranium
isotope which is radioactive has a very short life. Therefore if all uranium isotopes are radioactive then all
uranium isotopes have medical value.
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Rozwiazania ¢wiczen

1(a). Vz (P(z) — Q(z)) — (Fz -Q(x) — Yz - P(x))
Vo (P(z) — Q(z)) zalozenie

1.

2. Fz-Q(z) zalozenie

3. =Vx —P(x) z.d.n.

4. -Q(a) 03: 2

5. P(a) — Q(a) ov: 1

6. —P(a) MT: 54

7. Va -P(x) DV: 6

8. L Sprzecznosé: 3,7 .
1(b). 3z P(z)V 3z Q(x)) — Tz (P(z) V Q(x))

1. 3Jz P(x)V Iz Q(x) zatozenie
1.1. 3Jz P(x) zat. dod.
1.2. P(a) O3: 1.1.
1.3. P(a)VQ(a) DA: 1.2.

1.4. Fz (P(x) VvV Q(x))
2. Jz P(z) — 3z (P(z) Vv Q(x)) 1.1.=14.

2.1, Jz Q) zat. dod.
22. Qa) 03: 2.1.
23. P(a)VQ(a) DA:2.2.
24. 3z (P(2) v Q(@))
3. FzQx) — Iz (P(x) vQ(x)) 2.1.=24.
4. Jz (P(x)V Q(x)) 1, 2, 3, dow. rozg.
1(¢). 3z (A(z) AVy (B(y) — C(x,y))) — Yy (B(y) — Jz (A(z) A C(x,y)))
1. 3Jz (A(z) AVy (B(y) — C(x,y)))  zalozenie
2. —=Vy (B(y) — 3z (A(z) AC(z,y))) z.dn.
3. 3y ~(Bly) — Fo (Al@) A Clwy)) N3:2
4. —(B(a) — Jz (A(x) AC(z,a))) 03:3
5. B(a) A—3z (A(z) A C(x,a)) Neglmp: 4
6. Bla) OK: 5
7. =3z (A(z) AC(z,a)) OK: 5
8. Vz—(A(x)AC(x,a)) N3: 7
9. A(b) AWy (B(y) — C(b,y)) 03 1
10, A(b) OK: 9
11. Vy (B(y) — C(b,y)) OK:9
12.  B(a) — C(b,a) ov: 11
13. C(b,a) RO: 12, 6
14, —(A(b) AC(b,a)) ov: 8
15. —A(®b) VvV -C(b,a) NK: 14
16. ——A(b) DN: 10
17. —C(b,a) OA: 15, 16
18. L Sprzecznosé: 13, 17.
2 @. {Fz (P(x) v Q(x)), Vo (P(z) — R(x)), Vz (Q(z) — R(x))} Fs 3z R(z)
1. Jz (P(z)VvQ(z)) zalozenie
2. Vz (P(z) — R(z)) zalozenie
3. Vz(Q(z) — R(z)) zalozenie
4. P(a)VQ(a 031
5. P(a) — R(a) ov: 2
6. Q(a) — R(a) Oov: 3
7. R(a) 4,5, 6 dow. rozg.
8. dz R(z) D3: 7.
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2 (b). {Vz (P(z) A Q(x)), Yz (P(z) — Q(x))} s Fz (R(z) A Q(x))
1. Va (P(x)AQ(z))  zatozenie
2. Vx (P(x) — Q(x)) zatozenie
3. Pla) ANQ(a ov: 1
4. P(a) — R(a) ov: 2
5. Pla) OK: 3
6. Qla) OK: 3
7. R(a) RO: 4,5
8. R(a) AQ(a) DK:7,6
9. Jz (R(x)AQ(z)) D38
2(¢). {Vz (P(z) — ~Q(x)), Yz (S(z) — Q(x)), Yz (R(x) — P(z))} Fo Yx (R(z) — —S(x))
1. Vz (P(z)— —Q(z)) zalozenie
2. Vz(S(z) — Qx)) zatozenie
3. Vz (R(z) — P(z)) zatozenie
4. P(a) — —Q(a) Ov: 1
5. S(a) = Q(a) Ov: 2
6. R(a) — P(a) ov: 3
7. R(a) — —Q(a) syl. hip. 6, 4
7.1. R(a) zat. dod.
72, =Q(a) RO:7,7.1.
7.3. -S(a) MT: 5, 7.2.
8. R(a)— —S(a) 7.1.=7.3.
9. Vz (R(z) — -S(z)) DV:8.
3 (@). {3z P(z), Vo (P(z) — Q(z)), Yz (P(x) — ~Q(x))}
1. Jz Pz zatozenie
2. Yz (P(x) — Q(x)) zatozenie
3. Vz (P(z) — -Q(x)) zalozenie
4. P(a) 03 1
5. P(a) — Q(a) ov: 2
6. P(a) — —Q(a) ov: 3
7. Qla) RO: 5,4
8. —Q(a) RO: 6, 4
9. L Sprzecznos$é: 7, 8.
3 (b). {Vz P(z), 3z —~Q(z), Va (P(x) — Q(z))}
1. Va P(x) zatozenie
2. Fz-Q(z) zalozenie
3. Vz(P(z) — Q(z)) zalozenie
4. -Q(a) 03: 2
5. P(a) ov: 1
6. P(a) — Q(a) ov: 3
7. Qla) RO: 6, 5
8. L Sprzecznosé: 4, 7.

3(0). {Vz (P(z) — Q(x)), Va
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1. Vz (P(x)— Qx)) zalozenie

2. Vz (Q(xz) — Jy R(x,y)) zalozenie

3. Jz P(x) zalozenie

4. VaVy -R(x,y) zatozenie

5. P(a) 03: 3

6. P(a) — Q(a) ov: 1

7. Q(a) — Jy R(a,y) ov: 2

8. P(a) — Jy R(a,y) Syl. hip. 6,7
9. Ty R(a,y) RO: 8,5
10.  R(a,b) 03: 9
11. Vy-R(a,y) ov: 4
12.  =R(a,b) ov: 11
13. L Sprzecznosé: 10, 12.

4 (a). Znajdujemy predykaty:
e Q(x) — x is a Quaker
e M(x) — x is a member of Peace Movements
e D(z) — z is deluded
e T'(x) — x is a true Christian
e R(x)— x is right in his views.

Znajdujemy schemat wnioskowania:

Ve ((Qz) V M(z)) — (D(z) V R(z)))

Budujemy dowdd:

1. Vz((Q(x)Vv M(xz)) — (D(x)V R(x))) zalozenie

2. Vz (T(z) =Q(x)) zatozenie

3. Vz (T(x) — -D(z)) zatozenie

4. (Q(a)V M(a)) — (D(a) V R(a)) oVv: 1

5. T(a) =0Q(a) ov: 2

6. T(a)— —D(a) ov: 3

7. Q(a) — T(a) OR: 5

8. Q(a) — —D(a) Syl. hip. 7,6
8.1. Qa) zat. dod.
82. -D(a) MT: 8, 8.1.
83. Q(a)V M(a) DA: 8.1.
84. D(a)V R(a) RO: 4, 8.3.
85. R(a) OA: 8.4.,8.2.

9. Q(a) — R(a) 8.1.=8.5.
10. Vz (Q(z) — R(x)) DV: 9.

4 (b). Znajdujemy predykaty:
e R(x) — x is radioactive
e S(x) — x has a very short life
e M(x) — x has medical value.

Znajdujemy schemat wnioskowania:
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Budujemy dowdd:

1. Vz (R(z) — (S(z) Vv M(z))) zatozenie
2. Vz ((U(xz)AR(x)) — —S(x)) zatozenie
2.1. Vz (U(z) — R(x)) zat. dod.
2.1.1. Ula) zal. dod.
2.12. U(a) — R(a) Ov: 2.1.
2.13. R(a) RO: 2.1.2., 2.1.1.
2.14. U(a) A R(a) DK: 2.1.1.,2.1.3.
2.1.5. (U(a) AR(a)) — —S(a) ov:2
2.1.6. —S(a) RO:2.1.5.,2.14.
2.1.7.  R(a) — (S(a) vV M(a)) ov: 1
2.18.  S(a)V M(a) RO: 2.1.7.,2.1.3.
2.1.9. M(a) OA:2.1.8.,2.1.6.
22. Ula) — M(a) 2.1.1.52.19.
23. Yy (U(y) — M(y)) DV: 2.2.
3. Vo (U(x) — R(z)) = Vy (U(y) = M(y)) 2.1.=2.3.
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