Logika Matematyczna, I rok Jezykoznawstwa i Nauk o Informacji UAM, 20 VI 2008.

ImigiNazwisko: .............................. GRUPA: |

1. SprawdZ, czy nastgpujacy zbiér formut jezyka KRZ jest semantycznie niesprzeczny:
{a— B, v =46, 7BVy, aA=d}

2. Pokaz, ze w systemie zalozeniowym KRZ mozna wyprowadzi¢ formutg 5 z naste-
pujacego zbioru formut:

{la=0) =7 yA=d (=B VA A= (vV )}

3. Ustal, dowolna poprawna metoda, czy nastgpujacy sylogizm jest poprawny:

Nie wszystkie Myszaste sq Pierzaste. Zaden Siersciasty nie jest Myszasty. A zatem
wsrod Siersciastych nie ma Pierzastego.

4. Sprawdz, czy nastgpujacy zbiér formut jezyka KRP jest semantycznie niesprzeczny:

{vavy (P(x) AQ(y)) — R(z,y)), Iz (P(z) A Q(x)), =3z (P(z) A R(z,z))}-

5. Sformutuj:
e (a) Semantyczne twierdzenie o dedukcji nie wprost w KRZ.
e (b) Prawo komutacji w KRZ.

e (c) Definicje formuly tablicowo wyprowadzalnej w KRP.

P1sZ WYRAZNIE.
JASNO FORMULUJ CZYNIONE ZALOZENIA.
ODPOWIEDZI PODAWAJ W FORMIE PELNEGO ZDANIA.



Logika Matematyczna, I rok Jezykoznawstwa i Nauk o Informacji UAM, 20 VI 2008.

ImigiNazwisko: .............................. GRUPA: 11

1. SprawdZ, czy nastgpujacy zbiér formut jezyka KRZ jest semantycznie niesprzeczny:

{Oé_)ﬁﬂ7/8—>_vy76—>ﬂ’ 6706\//-}/}'

2. Pokaz, ze w systemie zatozeniowym KRZ mozna wyprowadzi¢ formutg A\ z nasteg-
pujacego zbioru formut:

{(OZ\/B)H’)/, _'6a (’YV(;)H)\, (5\/0[}.

3. Ustal, dowolna poprawna metoda, czy nastgpujacy sylogizm jest poprawny:

Wszystkie Myszaste sq Pierzaste. Wsrod Siersciastych jest Myszasty. A zatem Zaden
Siersciasty nie jest Pierzasty.

4. Sprawdz, czy nastgpujacy zbiér formut jezyka KRP jest semantycznie niesprzeczny:

{vavy ((P(x) A Q(y)) — R(z,y)), Iz (P(z) A Q(x)), Vo (P(x) — —R(x,))}.

5. Sformutuj:

e (a) Syntaktyczne twierdzenie o dedukcji wprost w KRZ.
e (b) Prawo modus tollendo tollens w KRZ.

e (c) Definicje zbioru tablicowo sprzecznego w KRP.

P1sZ WYRAZNIE.
JASNO FORMULUJ CZYNIONE ZALOZENIA.
ODPOWIEDZI PODAWAJ W FORMIE PELNEGO ZDANIA.



Rozwiazania

GRUPA: 1

1. Budujemy tablice analityczna rozpoczynajaca si¢ od podanych formut. Odpowiada
to przyjeciu zalozenia, ze istnieje wartoSciowanie, przy ktéorym wszystkie te formutly
przyjmuja wartos$¢ 1.

0.1) a—p 2.-
|
(0.2) v =847
|
(0.3) =BV

o
(0.4) a A6t

(1) a
(1a) ﬁ‘f;
(2) -a (2) 8
Xl‘q,zz
| @) 5 (3,) 7

X3p.4 X1a,4p

Tablica jest zamknigta, a wigc nie istnieje warto§ciowanie, przy ktérym wszystkie
podane formuty maja wartos$¢ 1. Stad, tworza one zbiér semantycznie sprzeczny.
Inna metoda rozwigzania tego zadania to:

e przeprowadzenie dowodu zalozeniowego, pokazujacego, iz podany zbior formut
jest syntaktycznie sprzeczny

e skorzystanie z twierdzenia o pelnosci metody zatozeniowej w KRZ.

Pokazujemy, ze {& — 3, v — 4§, —SV~y, aA-d}jestsyntaktycznie sprzeczny:



1. a— [ zalozenie
2. v— 4§ zalozenie
3. BV~ zalozenie
4. aAN-d zalozenie
5. « OK: 4

6. -0 OK: 4

7. B RO: 1,5
8. MT: 2,6
9. —-p OA: 3,8.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 71 9.
Z twierdzenia o pelnosci metody zalozeniowej wiadomo, ze zbiér formut jezyka
KRZ jest syntaktycznie sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest semantycznie sprzeczny.

Jeszcze inna metoda rozwigzania tego zadania to odwotanie si¢ do definicji seman-
tycznej niesprzecznosci. Przypuszczamy, ze wszystkie podane formuty maja warto$¢ 1
przy co najmniej jednym warto§ciowaniu V' zmiennych zdaniowych. Mozliwe sa dwa
przypadki:

e przypuszczenie to zostanie potwierdzone — wtedy rozwazany zbiér formut jest
semantycznie niesprzeczny;

e przypuszczenie to doprowadzi do sprzecznosci, a wigc trzeba bgdzie je odrzucié
— wtedy rozwazany zbiér formut jest semantycznie sprzeczny.

Przypus$émy zatem, ze dla pewnego warto$ciowania V' mamy:
e (DV(e—p)=1
e Q)V(y—d)=1
e QV(-pVy) =1
e HV(ian—ds)=1

Wtedy musiatoby by¢:
B Viw)=1 (na mocy (4))
(6) V(=0)=1 (namocy (4)
7 V(©)=0 (na mocy (6))
®) V(v)=0 (na mocy (2), (7))
© V@) =1 (na mocy (1), (5))
(10) V(=8)=1 (namocy (3), (8))
(1) V(@E)=0 (na mocy (10))

(12)  sprzecznosé:  (9), (11).

A zatem nie istnieje wartoSciowanie V' spetniajace warunki (1)-(4). Badany zbi6r
formut jest semantycznie sprzeczny.

2. Aby pokazaé, ze:



{(a =) =7, =y A0 (= B) VA A= (yVB)} Fjas B

budujemy dowdd zatozeniowy wprost:

l. (a— ) —~ zalozenie
2. —yA-d zatozenie
3. (a— @)V A zalozenie
4. AN— (yVp)  zalozenie
5. v OK: 2

6. —(a—pP) MT: 1,5
7. A OA: 3,6
8. ~yvp RO: 4,7
9. OA: 8.5.

3. Podamy dwie metody rozwigzania:
e A.z wykorzystaniem diagraméw Venna
e B. z wykorzystaniem tablic analitycznych.
W obu metodach bedziemy stosowali te same oznaczenia:
e P(x) — x jest Pierzasty
e S(x) — x jest SierSciasty
e M(x) — x jest Myszasty.
Nasz sylogizm jest oparty na nastgpujacej regule wnioskowania:

—Vz (M(x) — P(z))
=3z (S(z) A M(x))
=3z (S(z) A P(z))

Metoda A. Diagramy Venna.

Rysujemy diagram dla przestanek, zaznaczajac minusem obszary puste, a plusem
obszary niepuste (najpierw zaznaczamy obszary puste!), indeksy odnosza si¢ do pierw-
szej 1 drugiej przestanki, odpowiednio:




Teraz rysujemy diagram dla wniosku:

Z poréwnania obu rysunkow jest widoczne, ze rozwazana reguta wnioskowania jest
zawodna: obszar S N P N M’ zaznaczony jako pusty na diagramie wniosku, nie jest
tak oznaczony na diagramie przestanek. Wniosek nie wynika logicznie z przestanek.
Sylogizm nie jest poprawny.

Metoda B. Tablice analityczne.
Aby sprawdzi¢, czy reguta wnioskowania:

—Va (M(z) — P(z))

-3z (S(z) A
=3z (S(z) A P(z))

jest niezawodna budujemy tablicg analityczna, zaczynajaca si¢ od przestanek oraz za-
przeczonego wniosku:



(0.1) ¥z (M(z) — P(z)) 2¥a
(0.2) =3z (S(z) /‘\ M(z)) 4" a 50
(0.3) =—3z (S(x) A‘ P(z)) -
(1) 3z (S(z) /‘\P(x)) 3.Vb
(2) ~(M(a) L P(a) %
(3) S(b) ‘AP(b) &

|
4) =(S(a) A M(a)) ®

A

—~

(9) ﬁS‘(b) (9p) ﬂf\‘f(b)

X7,.9, [ )

Tablica nie jest zamknigta. Reguta zawodna. Interpretacja, w ktdrej przestanki sa
prawdziwe, a wniosek fatszywy:

6| S|P | M
a | — | —| +
b |+ | +

4. Aby sprawdzi¢, czy zbior formut jezyka KRP:
{vavy ((P(x) A Q(y)) — R(z,y)), 3z (P(z) AQ(z)), -3 (P(z) A R(z,x))}

jest semantycznie niesprzeczny, zbudujemy tablice analityczna, rozpoczynajaca si¢ od
tych formut (odpowiada to przyjeciu zalozenia, ze wszystkie te formuly sa prawdziwe
w co najmniej jednej wspdlnej interpretacji):



(0.1) Yay((P(z) A Q(y)) _\) R(z,y))
(0.2) 3w (P(x) ‘A Qz)) 17

(0.3) =3z (P(x) /‘\ R(z,x)) 2%
(1) P(a) ! Qo)™

(2) ~(P(a) A‘ R(a,a)) ©

(3) Yy((P(a) A Q) N R(a,y)) *'

(4) (P(a) AQ(a)) = R(a,a) >

A

—

(51) =(P(a) A Q(a)) (55) R(a,a)
><1‘75l
(61) ~P(a) (6p) —R(a,a)
(74) 1‘3(0) ><5J)76p
(7a) C‘Q(a)
Xﬁl"?g

Tablica zamknigta. Nie istnieje interpretacja, w ktdérej wszystkie te formuly sa
prawdziwe. Semantycznie sprzeczny zbidr formut.

5.

e (a) Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna).
Dla dowolnych X C Fgprz, @« € Fixrz, 8 € Fxrz zachodza nastgpujace
réwnowaznosci:

1. X U{a} Exgrz {8, -8} wtedy i tylko wtedy, gdy X FExrz —a.
2. X U{~a} Exrz {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X Exrz a.

e (b) Prawo komutacji: (o« — (3 — 7)) — (8 — (o — 7))

o (c) Dowodem tablicowym formuty o ze zbioru zatozZeri S nazywamy kazda sprzecz-
ng tablice analityczng ze zbioru S o korzeniu —a. Jesli istnieje dowdd tablicowy
formuly a ze zbioru zatozen S, to piszemy S F44p <. Jesli S F44p @, to méwimy
takze, ze « jest tablicowo wyprowadzalna (dowodliwa) z S.

Jesli «v jest wyprowadzalna z pustego zbioru zatozen, to piszemy k4 @ i mé-
wimy, ze « jest tablicowo wyprowadzalna (dowodliwa) w KRP.



GRUPA: II

1. Budujemy tablice analityczng rozpoczynajaca si¢ od podanych formut. Odpowiada
to przyjeciu zalozenia, ze istnieje wartoSciowanie, przy ktéorym wszystkie te formuty
przyjmuja wartos$¢ 1.

(01) o — —\ﬂ 4.7
| ~
(0.2) g T -y

(03)6 — B+~
\
(0.4) 6
\
(0.5) vy 3’
(1) ﬂ<‘5 (1) B
X0.4,1;
(20) ﬁf (2p) ™
X1,,2 /\
(31) « (3p) ‘7
(4 -0 () 9
X34, X1p,4p

Tablica jest zamknigta, a wigc nie istnieje wartoSciowanie, przy ktérym wszystkie
podane formuty maja wartos$¢ 1. Stad, tworza one zbiér semantycznie sprzeczny.
Inna metoda rozwigzania tego zadania to:

e przeprowadzenie dowodu zalozeniowego, pokazujacego, iz podany zbior formut
jest syntaktycznie sprzeczny

e skorzystanie z twierdzenia o pelnosci metody zatozeniowej w KRZ.

Pokazujemy, ze {& — =8, 8 — —y, 6 — [, 0, «V v} jest syntaktycznie
sprzeczny:



1. «— =3 zalozenie
2. (B — —y zalozenie
3. 0—p zatozenie
4. 9 zatozenie
5. aVy zalozenie
6. 0 RO: 3,4
7. -y RO: 2,6
8. « OA: 5,7
9. -4 RO: 1,8.

Pare formut wzajem sprzecznych znajdujemy w wierszach 61 9.
Z twierdzenia o pelnosci metody zalozeniowej wiadomo, ze zbiér formut jezyka
KRZ jest syntaktycznie sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest semantycznie sprzeczny.

Jeszcze inna metoda rozwigzania tego zadania to odwotanie si¢ do definicji seman-
tycznej niesprzecznosci. Przypuszczamy, ze wszystkie podane formuty maja warto$¢ 1
przy co najmniej jednym warto§ciowaniu V' zmiennych zdaniowych. Mozliwe sa dwa
przypadki:

e przypuszczenie to zostanie potwierdzone — wtedy rozwazany zbiér formut jest
semantycznie niesprzeczny;

e przypuszczenie to doprowadzi do sprzecznosci, a wigc trzeba bedzie je odrzucié
— wtedy rozwazany zbiér formut jest semantycznie sprzeczny.

Przypusémy zatem, ze dla pewnego wartosciowania V' mamy:
e (HV(a—-p) =1
*e V(B —)=1

(
(
c V(W —-p) =1
e V(o) =
(

e 5)V(avy) =1

Wtedy musiatoby by¢:
© V() =1 (na mocy (3), (4))
(1) V(=v)=1 (namocy (2), (6))
® V(y)=0  (namocy (7))
© V(a)=1  (namocy (5).(8)
(10) V(=8)=1  (namocy (1), (9))
(I V(B)=0 (na mocy (10))

(12)  sprzecznosé:  (6), (11).

A zatem nie istnieje warto§ciowanie V' spelniajace warunki (1)—(4). Badany zbiér
formut jest semantycznie sprzeczny.
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2. Aby pokazaé, ze:

{(aVvp)—=r, =6, (YV3O) = A, dVa}kjusA

budujemy dowdd zatozeniowy wprost:

1. (aVpB)—~ zalozenie
2. =6 zatozenie
3. (yVvd) — A zalozenie
4. dVa zalozenie
5. « OA: 4,2
6. aVvp DA: 5

7. v RO: 1,6
8. V6 DA: 7

9. A RO: 3,8.

3. Podamy dwie metody rozwiazania:
e A.z wykorzystaniem diagraméw Venna
e B. z wykorzystaniem tablic analitycznych.
W obu metodach bedziemy stosowali te same oznaczenia:
e P(x) — x jest Pierzasty
e S(x) — x jest SierSciasty
o M(z) — x jest Myszasty.
Nasz sylogizm jest oparty na nastgpujacej regule wnioskowania:

Va (M(z) — P(z))
Jz (S(x) A M(z))
—3Jz (S(z) A P(x))

Metoda A. Diagramy Venna.

Rysujemy diagram dla przestanek, zaznaczajac minusem obszary puste, a plusem
obszary niepuste (najpierw zaznaczamy obszary puste!), indeksy odnosza si¢ do pierw-
szej 1 drugiej przestanki, odpowiednio:

11



Teraz rysujemy diagram dla wniosku:

Z poréwnania obu rysunkow jest widoczne, ze rozwazana reguta wnioskowania jest
zawodna: obszar S N P N M’ zaznaczony jako pusty na diagramie wniosku, nie jest
tak oznaczony na diagramie przestanek. Tu ponadto obszar SN PN M jest zaznaczony
jako pusty na diagramie wniosku, a na diagramie przestanek jako niepusty. Wniosek
nie wynika logicznie z przestanek. Sylogizm nie jest poprawny.

Metoda B. Tablice analityczne.
Aby sprawdzié, czy reguta wnioskowania:

Vo (M(z) (2))
dz

— P
(S(x) A M(x))
—3Jx (S(x) A P(x))

jest niezawodna budujemy tablicg analityczng dla przestanek oraz zaprzeczonego wnio-
sku:

12



(0.1) Vo (M(x) _ P(x)) 4.%a 5.*b

\
(0.2) 3z (S(z) /‘\M(m)) 2Va
(0.3) =3z (S(x) /‘\P(a;)) L7
(1) 3z (S(z) A P(z)) 3°

Tablica nie jest zamknigte. Reguta zawodna. Interpretacje, w ktérych przestanki sa

prawdziwe, a wniosek fatszywy:

& | S| P M & | S|P

a |+ |+ | + a | +

b|+|+|—| | b+

4. Aby sprawdzié, czy zbiér formut jezyka KRP:

{vavy((P(z) A Q(y)) — R(z,y)),3x(P(2) A Q(x)), Ve (P(x) — ~R(z,))}

jest semantycznie niesprzeczny, zbudujemy tablice analityczna, rozpoczynajaca si¢ od
tych formut (odpowiada to przyjeciu zalozenia, ze wszystkie te formuly sa prawdziwe

w co najmniej jednej wspdlnej interpretacji):



(0.1) Yay((P(z) A Q(y)) _\) R(z,y))
(0.2) 3w (P(x) ‘A Qz)) 17
(0.3) Vz(P(x) T —R(z,x)) 2%a
(1) P(a) ! Qo)™
(2) P(a) — =R(a,a) &~

*

(3) Yy((P(a) A Q(y)) T R(a,y)) %@
(4) (P(a) A Q(a)) — R(a,a) >

(51) ~(P(a) A Q(a)) (5,) R(a,a)
X1,5
(61) —P(a) (6,) —R(a,a)
(74) 1‘3(&) X5L,6p
(7a) Q‘J(a)
><6l77g

Tablica zamknigta. Nie istnieje interpretacja, w ktdérej wszystkie te formuty sa
prawdziwe. Semantycznie sprzeczny zbiér formut.

S.

o (a) Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja syntaktyczna).
Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut «, 8 zachodza implikacje:

1. Jesli X U{a} Fgrr B,t0 X Frp, a0 — .
2. Jesli X bppy o — B, t0 X U{a} bppr B

e (b) Modus tollendo tollens:((o« — 3) A —03) — —«

o (c) Dowodem tablicowym formuty o ze zbioru zatozZeri S nazywamy kazda sprzecz-
ng tablice analityczng ze zbioru S o korzeniu —a. Jesli istnieje dowdd tablicowy
formuty « ze zbioru zatozen S, to piszemy S F4qp <. Jesli S F44p @, to méwimy
takze, ze « jest tablicowo wyprowadzalna (dowodliwa) z S.

Zbiér formut S jezyka KRP jest tablicowo sprzeczny, gdy S Fiap o A —ax dla
pewnego zdania « jezyka KRP. W przeciwnym przypadku S jest tablicowo nie-
sprzeczny.
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