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Imie i nazwisko: ................ ZAWZIETA MROWECZKA

1. [2 punkty] Podaj definicje warunkéw: symetrycznoSci oraz asymetrycznosci
relacji R w zbiorze X . Podaj przyktad niepustej relacji na zbiorze {a, b, c}, ktéra
nie jest ani symetryczna ani asymetryczna.

2. [2 punkty] Niech A = {6, 12, 15}. Wyznacz kres gérny oraz kres dolny zbioru
A w zbiorze wszystkich liczb naturalnych wzgledem relacji R okreslonej nastg-
pujaco: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli bez reszty y.

3. [3 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:
(AuC)N(BUC)=(AnC)u(BNC)

4. [3 punkty] Oblicz pochodna funkcji:

T+

5. [5 punktéw] Wybierz doktadnie jedna z podanych propozycji i przeprowadz
dowad:

f(x)

1. Udowodnij, ze jesli skoriczony zbiér X ma n elementéw, to rodzina (X))
wszystkich jego podzbioréw ma 2" elementow.

rntl_1

2. Udowodnij przez indukcje matematyczng: 1 + 7 + 12+ ... + 1" = —

dla wszystkich n > 1 oraz dowolnej liczby rzeczywistej r # 1.
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ROZWIAZANIA

ZAWZIETA MROWECZKA

1. Relacja R € X x X jest symetryczna w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnych z € X oraz y € X: jesli xRy, to yRx. Relacja R C X x X jest
asymetryczna w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x € X oraz
y € X:jesli zRy, to nie zachodzi y Rx.

Dla uzyskania przyktadu relacji R w zbiorze {a, b, c}, ktéra nie jest ani syme-
tryczna ani asymetryczna wystarczy zaliczy¢ do niej takie pary uporzadkowane
elementéw tego zbioru, aby R zawierata pary: (x,y), (y, x) (wtedy R nie jest asy-
metryczna) oraz (u,v), ale nie zawierata (v, u) (wtedy R nie jest symetryczna).
Dla przyktadu, relacja R = {(a,b), (b, a), (a, c)} nie jest ani symetryczna ani asy-
metryczna w zbiorze {a, b, c}.

2. Ograniczeniem dolnym zbioru A = {6,12,15} w zbiorze wszystkich liczb
naturalnych wzgledem relacji R (ktéra jest relacja podzielnoSci bez reszty) jest
kazda liczba naturalna, ktéra dzieli bez reszty kazda z liczb 6, 12, 15. Rozktadamy
podane liczby na czynniki pierwsze: 6 = 2 -3, 12 = 22.3, 15 = 3 - 5. Kazda
liczba, ktora jest iloczynem wszystkich czynnikéw pierwszych (oraz liczby 1),
ktére sa wspdlne dla danych liczb jest ograniczeniem dolnym zbioru A wzglgdem
R. Takie liczby to w tym przypadku: 1 oraz 3. Poniewaz 1R3, wigc najwigkszym
ograniczeniem dolnym, czyli kresem dolnym zbioru A wzglgdem tej relacji jest
liczba 3 (najwigkszy wspdlny dzielnik liczb 6, 12, 15).

Ograniczeniem gérnym zbioru A = {6, 12, 15} w zbiorze wszystkich liczb na-
turalnych wzgledem relacji R podzielnosci bez reszty jest kazda liczba, ktéra jest
wielokrotno$cia iloczynu wspdélnych czynnikéw pierwszych (z uwzglednieniem
najwiekszych krotnosci tych czynnikéw) kazdej z liczb 6, 12, 15. Takich ograni-
czen gérnych jest zatem nieskonczenie wiele (np. kazda liczba postaci 67-129-15",
gdzie p, ¢ 1 r sa dodatnimi liczbami naturalnymi jest takim ograniczeniem gor-
nym). Najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru A wzgledem R, czyli kresem
gérnym zbioru A wzgledem tej relacji jest liczba 60, czyli najmniejsza wspdlna
wielokrotno$¢ liczb 6, 12, 15. Widaé to wyraznie po ustaleniu, ze: 6 = 2 - 3,
12 =2%.3,15= 35, poniewaz 60 = 2% - 3 - 5.

Stuchacze poznali w szkole algorytmy uzyskiwania najwigkszego wspdlnego
dzielnika oraz najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci liczb.



3. Mozna narysowa¢ diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies ele-

menty w kazdej sktadowej i policzy¢, czemu réwna jest lewa i1 prawa strona roz-
wazanej rownosci.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A={1,2,4,5}, B={2,3,5,6},C = {4,5,6,7}

AUuC ={1,2,4,5,6,7}

BUC =1{2,3,4,5,6,7}

ANC =1{4,5}

BnC ={5,6}

(AuC)N(BUC) ={2,4,5,6,7}

(ANnC)u(BNC) =1{4,5,6}.

Widzimy zatem, ze podane wyzej zbiory A, B i C' nie spetniaja badanej réw-
nosci, a wigc nie jest ona prawem rachunku zbioréw.

4. Pochodng funkcji f(x) = jﬁl obliczamy, korzystajac ze wzoru na pochodna

ilorazu funkcji, pamietajac tez, ze eV jest funkcja ztozona:
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5.1. Udowodnij, ze jesli skoriczony zbiér X ma n elementéw, to rodzina (X))
wszystkich jego podzbioréw ma 2" elementow.



DOWOD. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem liczby elementéw zbioru
X, tj. n = | X|. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest liczba 0.

Krok poczaqtkowy. W przypadku k& = 0 rozwazamy zbidr pusty oraz jego zbior
potegowy. Widzimy, ze || = 0, |p(0)| = 1 oraz 2° = 1.

Krok nastgpnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiane twierdzenie
zachodzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze dla kazdego zbioru X o k elementach
(zatoZenie indukcyjne):

p(X)| = 2",
Musimy wykazac, ze dla dowolnego zbioru Y o k£ + 1 elementach:
[p(Y)] = 2",

Niech zatem Y bedzie dowolnym zbiorem o k£ + 1 elementach. Wybieramy (do-
wolny, ale ustalony) element ¢ € Y. Zbiér Y — {a} ma k elementéw, zatem
zgodnie z zalozeniem indukcyjnym:

p(Y — {a})] = 2",

Zauwazmy, ze wszystkie zbiory z rodziny p(Y’) mozemy podzieli¢ na te, do ktd-
rych a nie nalezy oraz te, do ktorych a nalezy. Uzyskujemy w ten sposob podziat
(roztaczny i wyczerpujacy) rodziny o(Y') na dwie pod-rodziny. Odkrywamy teraz,
ze te rodziny sg rownoliczne (kazdemu zbiorowi Z, ktéry nie zawiera elementu a
odpowiada doktadnie jeden zbiér Z U {a}). Zatem:

|p(Y)| = 28 - 2F = 2. 2F = ok+1,

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zacho-
dzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 0.
5.2. Udowodnij przez indukcje matematyczna: 1 +r+r2+ ...+ 7" = T":_ll_ L dla
wszystkich n > 1 oraz dowolnej liczby rzeczywistej  # 1. Stuchacze rozpoznali
z pewnoScig podawany w szkole wzdr na sum¢ wyrazow ciagu geometrycznego.
DOWwWOD.

Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest 1. Poniewaz

. . , A . 1+1_ 2_
dla 1 lewa strona réwna jest 1 + 7, za$ prawa strona réwna jest =1 = *=1

r—1 =1
% = r + 1 wigc badana nier6wnos$¢ zachodzi dla liczby 1.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne dla k > 1:

rk+1 —1

r—1

L+r+r’+.  +rh=



Mamy udowodni¢, ze przy tym zatozeniu zachodzi:

kD1 g

r—1

(
1+r+r2+...+7’k+rk+lzr

Poniewaz 1 +7 +7% + ...+ 7"+ 7" = (14 r+ 072 + .. +7%) + 771 wiee
na mocy zaltozenia indukcyjnego: 1 + r + 72 + ... 4 rk 4 phtl = 2221 4 phtl
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Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nieréwnos¢é
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.



