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Oswajanie

W tej prezentacji podajemy jedynie wybrane podstawowe pojecia i kilka
twierdzen.

Ogolne operacje konsekwencji dostarczajg algebraicznych metod
umozliwiajacych m.in.:
@ poréwnywanie logik;

e formutowanie réznych wersji petnosci logik (np. zgodnosci semantyki z
maszynerig inferencyjna);

@ okreslanie stopnia (nie)zupetnosci logik, itp.

W dodatkach umieszczonych na stronie tych wyktadéw podano informacje
uzupetniajace.
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Przypomnienie: konsekwencja wyznaczona przez reguty

Niech S bedzie zbiorem wszystkich formut jezyka (zdaniowego) J. Niech R
bedzie dowolna rodzina regut wnioskowania w J. Niech A/ oznacza zbiér
wszystkich liczb naturalnych. Przez operacje konsekwencji w J wyznaczona
przez R rozumiemy kazda funkcje C : 2° — 25 zdefiniowana indukcyjnie
nastepujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X jezyka J:

o CY(X)=X
o CATH(X) = Ch(X)U{aeS: (3R R)3P C CL(X)) (P,a) € R}
o Cr(X)=U{CE(X): ke N}

Wyrazenie o € Cr(X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za pomoca
regut nalezacych do R. Podamy kilka wtasnosci tak ogdlnie rozumiane;
operacji konsekwencji. Dowody twierdzen A—C: w Dodatku 2.

v
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Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Rozwazamy jezyki postaci J = (S;{§; : i € I}), gdzie: J

o {§;:i € I} jest rodzing funktoréw zdaniotwérczych,

@ S jest (przeliczalnym) zbiorem wszystkich formut (zdefiniowanym
indukcyjnie, w ten sam sposéb, jak dla KRZ, wychodzac od zbioru V
zmiennych zdaniowych).

Niech Cld(R, X) oznacza, ze zbiér formut X jezyka J jest domkniety na
wszystkie reguty ze zbioru R: Cld(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy
(VR e R)(VP C S)(Va € S)(((P,a) e RAP C X) = a € X).

(To definicja metajezykowa, zapisana w jezyku teorii mnogosci). )
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Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Niech e : V — X bedzie dowolnym odwzorowaniem ze zbioru V' zmiennych
zdaniowych w jakis zbiér formut X. Funkcje e mozna jednoznacznie
rozszerzy¢ do homomorfizmu h¢ : S — S w nastepujacy sposéb:

o h*(pi) = e(pi)
o h*(§j(e)) = §}
o h*(§7(v, ) =

(h®(«)) (dla spéjnikéw 1-argumentowych §Jl)
§ (h¢(a), h*(B)) (dla spojnikéw 2-argumentowych §J2)

Regute podstawiania za zmienne zdaniowe mozna wtedy okresli¢
nastepujaco: ap powstaje z ay przez podstawienie (formut ze zbioru X za

zmienne zdaniowe) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja e : V — X
taka, ze ap = h®(a).
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Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Twierdzenie A. Relacja konsekwencji wyznaczona przez reguty R ma
nastepujace wtasnosci:

@ (1) Jeslin< m, to Cx(X) € CF(X).

@ (2) a € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € Y dla kazdego zbioru Y
takiego, ze X C Y oraz Cld(R,Y).

e (3) Jesli (P,a) e Ri RER, to e Cr(P).

o (4) Jesli (P,a) e R, Re R i P C Cr(X), to a € Cr(X).

Uwaga. Z A.(2). wynika, ze Cgr(X) jest iloczynem wszystkich zbioréw
zawierajacych X i domknietych ze wzgledu na reguty z R. Zatem Cr(X)
mozna tak wtasnie definiowac.
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Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Konsekwencja wyznaczona przez reguty

Twierdzenie A. (ciag dalszy). )
e (5) X C Cr(X) (zwrotnos¢).
e (6) Jesli X C Y, to Cr(X) C Cr(Y) (monotonicznosé).
o (7) Jesli R1 C Ry, to Cr,(X) C Cr,(X) (monotonicznos¢).
e (8) Cr(Cr(X)) = Cr(X) (idempotencja).
0 (9) Cr(X)=U{Cr(Y): Y CXAY <X} (finitystycznosc).
o (10) Cr(X) = U{Cr/(X): R CRAR <Xo} (finitystycznose).
@ (11) Jesli dla dowolnych elementéw X, Y niepustej rodziny X
zachodzi alternatywa X C Y lub Y C X, to:
CRU{X : XeX})=U{Cr(X): X e X}.

Symbol X oznacza moc zbioru X, a Rg jest moca zbioru V.
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Konsekwencja wyznaczona przez reguty Reguty dopuszczalne, wyprowadzalne, strukturalne

Reguty dopuszczalne

Zbioér Perm(R, X) wszystkich regut dopuszczalnych ze wzgledu na X i R
definiujemy nastepujaco:

R € Perm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej
aeS: jesli (P,a) € Ri P C Cr(X), to a € Cr(X).

Twierdzenie B.
R € Perm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cruiry(X) € Cr(X).

Regufa R jest zatem dopuszczalna ze wzgledu na X oraz R wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér Cr(X) jest domkniety na te regute.
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Konsekwencja wyznaczona przez reguty Reguty dopuszczalne, wyprowadzalne, strukturalne

Reguty wyprowadzalne

Zbiér Der(R, X) wszystkich regut wyprowadzalnych ze wzgledu na X i R
definiujemy nastepujaco:

R € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazde;j
aeS: jesli (P,a) € R, to a € Cr(X UP).

Twierdzenie C.

@ (1) R € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru Y C S
oraz kazdej rodziny regut R": Cruriuiry(X U Y) € Crur/(X U Y).

@ (2) Der(R,X) C Perm(R, X).

@ (3) Istnieja: R oraz X takie, ze Perm(R, X) — Der(R, X) # 0.
e (4) R C Perm(R, X).

@ (5) Perm(Perm(R,X), X) = Perm(R, X).

e (6) Der(R,X) ={Perm(R',X"): RCR' A X C X'}.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (3) Uniwersytet Opolski 9/ 34




Rty dlepussesiing, evpiossdiiie, siulduEine
Reguty strukturalne

Reguta R jest reguta strukturalna w S wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
sekwentu (X, a) € R oraz kazdego e : V — S takze sekwent

(h¢[X], h®()) nalezy do R. Oznaczamy:

Sb(X) ={a € S:aec h®[X]dla pewnegoe: V — S}.

Reguta strukturalna to zatem, intuicyjnie (i niezbyt precyzyjnie) méwiac,
reguta zawierajaca wszelkie sekwenty (X, ) bedace podstawieniami
jakiegokolwiek sekwentu z tej reguty.

Reguty strukturalne mozna zapisywa¢ schematycznie, np. regute odrywania

w postaci:
a— B, «

g
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Mozna rozwaza¢ jeszcze ogélniejsze pojecie konsekwencji,
niezrelatywizowane do zbioru regut R. Niech S < Rg. Powiemy, ze funkcja
C : 2% — 2% jest (finitystyczna) operacja konsekwencji w J, gdy spetnione
s3 nastepujace warunki, dla dowolnych X, Y € 2°:

o (C1) X € C(X) (zwrotnos¢)
e (C2) jesli X C Y, to C(X) C C(Y) (monotonicznos¢)
e (C3) C(C(X)) C C(X) (idempotencja)
o (C4) C(X)CIHC(Y): YCX AY < No} (finitystycznoéé).)

Catkiem ogo6lne operacje konsekwencji to te, spetniajace (C1)—(C3). Zob.
tez dodatek: Katarzyna Budzynska: Czy logika formalna opisuje
dedukcyjne argumentacje?
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Ogélne operacje konsekwencji

Ogdlne pojecie konsekwencji

Ogoélna (finitystyczna) relacja konsekwencji FC 2° x S w S okreslona jest
dla dowolnych X, Y C S oraz a € S przez warunki:

F 1) X F « dla kazdego a € X

F2)jesli XFaiXCVY,toYFa

F 3) jesli X = 3 dla kazdej 5 € Y oraz Y I a, to X F «

F 4) jesli X  «, to istnieje Y taki, ze: YQX,§<N0 oraz Y | «.

e o o

(
(
(
(

Operacje i relacje konsekwencji s3 wzajemnie przez siebie definiowalne:
(%) X F «awtedy i tylko wtedy, gdy o € C(X)

(tj. dla kazdej I istnieje C taka, ze (%), a takze dla kazdej C istnieje -
taka, ze (%)).
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Powiemy, ze operacja (, jest nadkonsekwencja operacji C; (wtedy
méwimy, ze C; jest podkonsekwencja operacji G i piszemy C; < (), gdy
C1(X) € G(X), dla kazdego X € 2°.

Relacja < jest czesciowym porzadkiem w zbiorze Cs wszystkich operacji
konsekwencji okreslonych na S. Jesli {C; : t € T} jest dowolna rodzina
operacji konsekwencji na S, to okreslamy kres dolny A{C: : t € T} oraz
kres gorny \/{C: : t € T}:

o NMCeite THX)={C(X): te T}
o V{Ci:ite THX)= N{C(X): C = CY.
teT

Uktad (Cs; %) jest krata zupetna, z zerem i jedynka.
Metalogika (3) Uniwersytet Opolski 13 / 34



Ogdlne pojecie konsekwencji

Punkty state operacji C, tj. zbiory X, dla ktérych zachodzi réwnosé¢
C(X) = X nazywane sa teoriami operacji C.

Kazda operacja konsekwencji okreslona warunkami (C1)—(C4) ma
nastepujaca wtasnos¢:

Kazda ogélna relacja konsekwencji - okreslona warunkami (- 1)—(F 4) ma
wtasnos¢:

e C(X)={Y: XCYACC(Y)=Y} )
o X F o wtedy i tylko wtedy, gdy a e (\{Y € D- : X C Y} J

gdzie D ={XCS:aeX=XFa}.
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Ogdlne pojecie konsekwencji

Oto niektére podstawowe wtasnosci mogace przystugiwac operatorom

konsekwencji: J
Konsekwencja C jest niesprzeczna, gdy C(() # S. J
Konsekwencja C jest zupetna, gdy C({a}) = S dla kazdej a ¢ C(0). |

Konsekwencja C jest maksymalna w rodzinie Cg, gdy nie istnieje
niesprzeczna konsekwencja C’ taka, ze C X C’ oraz C # C’. Konsekwencje
maksymalne to dokfadnie wszystkie niesprzeczne konsekwencje zupetne.

v

Konsekwencja C jest zwarta, gdy dla dowolnego X C S: jesli C(X) = S, to
istnieje skonczony zbiérY taki, ze Y C X oraz C(Y) = S.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (3) Uniwersytet Opolski 15 / 34



Ogélne operacje konsekwencji

Ogdlne pojecie konsekwencji

Konsekwencja C jest strukturalna, gdy dla dowolnego X C S oraz
e: V — S zachodzi inkluzja: h®[C(X)] C C(h®[X]).

Konsekwencja C (wyznaczona przez jaki$ zbiér regut) jest strukturalnie
zupetna, gdy kazda reguta strukturalna i dopuszczalna ze wzgledu na C
jest wyprowadzalna ze wzgledu na C.

Ztozenie C; o C; dwéch operatoréw konsekwencji okre$lone wzorem
(1 0 G(X) = Gi(G(X)) nie musi by¢ operatorem konsekwencji. Nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

@ GioG eCs

0 oG =V{G,G}

@ G oG(CoG(X)) C (GoG(X)
0 (oL R (G o,
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Ogélne operacje konsekwencji Przyktady

Konsekwencja zatozeniowa

Omawiana w poprzednim wyktadzie relacja tj,5 jest relacja wyznaczona
przez (pusty zbiér aksjomatéw oraz) zestaw regut pierwotnych ze zbioru jas.

X Fjas o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowéd o w oparciu o zatozenia
X oraz reguty ze zbioru jas.

Odpowiadajaca jej operacja konsekwencji w KRZ to funkcja C,s : 25 5 2°
zdefiniowana wzorem:

Cias(X) ={a € S: X tjas a}.

Cwiczenie. Pokaz, ze Cj,s spetnia warunki (C1)-(C4).
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Fezbitcly
Patrz np.: Pogorzelski, Wojtylak 2008, Wéjcicki 1984

W dodatku 1 (Dwa Paradygmaty Metalogiki) podano dalsze przyktady
konsekwencji zdefiniowanych przez zestawy aksjomatow i regut
pierwotnych:

o logika klasyczna;

@ logika intuicjonistyczna;

o logiki wielowartosciowe;

o logika modalna Ss.

Zob. tez dodatek: Andrzej Indrzejczak — Rozumowanie, argumentacja,
dowadd.

W ogdlnosci, aksjomaty traktowa¢ mozna jako zeroprzestankowe reguty
wnioskowania. Wygodne jednak bywa rozwazanie operacji konsekwencji Cé
zdefinowanych przez zestaw regut R oraz aksjomatéw A:
CR(X) = Cr(AU X).
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Ogélne operacje konsekwencji Krata teorii i twierdzenie Lindenbauma

Krata teorii

Niech C bedzie operacja konsekwencji, a X C S zbiorem formut. Méwimy,
ze:

v

o X jest C-sprzeczny, gdy C(X) = S. W przeciwnym przypadku X jest
C-niesprzeczny.

o X jest C-zupetny, gdy X = C(X) jest maksymalnym zbiorem
C-niesprzecznym.

@ Niech Th(C) = {C(X): X C S}.
e (Th(C);m,U) jest krata (zupetna, z zerem i jedynka), gdzie:
e XMY=XnNY, /\X;:nX;
e XUY = C(XUY) \/Ix,fezl e x)
ie ic
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Ogélne operacje konsekwencji Krata teorii i twierdzenie Lindenbauma

Twierdzenie Lindenbauma

Twierdzenie Lindenbauma

o Jesli C jest zwarta, a X jest C-niesprzeczny, to istnieje C-zupetna
teoria Y taka, ze X C Y.

Tak wiec, kazda teorie C-niesprzeczng mozna rozszerzy¢ do teori
C-zupetnej (wymaga to jednak zastosowania pewnika wyboru;
réwnowazno$¢ pewnika wyboru z Twierdzeniem Lindenbauma pokazat
Wojciech Dzik).

Liczba rozszerzeh zupetnych teorii niesprzecznej jest miarg jej
(nie)zupetnosci.
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Zawarto$¢ matrycy

Niech 9t = (U; {fi}ic1, D) bedzie matryca logiczna, gdzie (U; {fi}ic/) jest
algebra podobna (=tej samej sygnatury) do algebry jezyka

J=(S5;{8; : i € 1}) (ze zbiorem zmiennych zdaniowych V), a D jest
podzbiorem U (zbiorem wartosci wyréznionych matrycy 9t).

Zawartoscia (zbiorem tautologii) matrycy 9t jest zbior E(90t) wszystkich
formut a jezyka J takich, ze dla dowolnego e : V — U mamy h¢(«) € D.

Dla przyktadu, zawartosciag matrycy:

B, =({0,1}; =,A, vV, =, {1})

jest zbiér wszystkich tautologii KRZ.
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Konsekwencja matrycowa

Konsekwencja matrycowa

Niech 9t = (U; {f:}ic1, D) bedzie matryca logiczna. Zdefiniujmy funkcje
Con : 2° — 2° nastepujaco:

@ Con(X) jest zbiorem wszystkich formut o € S takich, ze dowolnego
e:V — U mamy:

jesli hé[X] C D, to h*(a) € D.

Wtedy Con spetnia warunki (C1)—-(C4). Zachodzi: E(90t) = Con(0). |
Funkcje Cop nazywamy konsekwencja matrycowa (wyznaczong przez

—
matryce 90t). Oznaczana ona bywa takze przez 9. J
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Konsekwencja matrycowa Petnoéé wzgledem matrycy

Petnos¢ wzgledem matrycy

Operacja konsekwencji Cé (wyznaczona przez zbidr regut R oraz zbiér
aksjomatéw A) jest:

@ petna (w sensie silnym) wzgledem matrycy 90, gdy dla dowolnego
X C S: CR(X) = Con(X);

e pefna (w sensie stabym) wzgledem matrycy M, gdy: C3(0) = Con(0);
o jesli C4 jest petna wzgledem O, to 9N jest adekwatna wzgledem Cp.

Konsekwencja aksjomatyczna w KRZ (zob. Dwa Paradygmaty Metalogiki)
jest petna (w obu sensach) wzgledem matrycy

B, = ({0,1}; =, A, v, =, {1}).
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Konsekwencja matrycowa Petnoéé wzgledem matrycy

Petnos¢ wzgledem matrycy

Operacja konsekwencji C jest petna wzgledem klasy matryc K, gdy jest
petna wzgledem kazdej matrycy nalezacej do K. J

Matryca 9t jest silnie adekwatna dla C, gdy C = Cop. ]

Niech C bedzie operacja konsekwencji w J = (S, {§; : i € I}). Wiazka
Lindenbauma dla C nazywamy klase matryc L¢:

Le={(S: {8 :iel}, C(X)): XS}
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Piiteiss wrEE e GrEinay
Matryca Lindenbauma

Matryca Lindenbauma dla operacji Cx jest: % = (S,{§; :i € I}, Cé(@)>.J

o E(MA)={aeS:Sh(a)C CR(N)}.

@ Jesli reguta podstawiania jest dopuszczalna dla Cé, to
E(Mmz) = CR(0).

o [Wojcicki]. Kazda konsekwencja strukturalna jest petna wzgledem
swojej wiazki Lindenbauma.

Petnos¢ operacji konsekwencji wzgledem matrycy Lindenbauma (wiazki
Lindenbauma) nie rozwiazuje jednak catkowicie problematyki petnosci.
JestesSmy zainteresowani petnoscig konsekwencji np. wzgledem: klasy
matryc skoficzonych, klasy matryc, ktérych algebry maja jakas okreslona
strukture (algebraiczng, topologiczna, itd.), doktadnie jednej matrycy, itd.
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Piiteiss wrEE e GrEinay
Czelakowski 2001, Pogorzelski,Wojtylak 2008, W¢jcicki 1984

Jest nieprzebrane mnéstwo wynikéw dotyczacych petnosci logik:

@ Dla systemu modalnego Ss adekwatna jest (nieskonczona) matryca
Wajsberga.

o Dla logik (skonczenie) wielowartosciowych tukasiewicza mamy
petnos¢ wzgledem (skonczonych) matryc tukasiewicza.

@ Nieskonczenie wielowartosciowa logika tukasiewicza jest petna
wzgledem nieskonczonej matrycy (o uniwersum [0, 1]).

@ Logika intuicjonistyczna jest petna wzgledem klasy wszystkich algebr
Heytinga.

@ Istnieja matryce skonczone, ktérych zawarto$¢ nie jest skonczenie
aksjomatyzowalna (P. Wojtylak, K. Patasinska).
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Konsekwencja matrycowa Dygresja: semantyka Kripkego

Dygresja: semantyka Kripkego

Struktura Kripke'go (dla zdaniowego jezyka modalnego S, z operatorami [J
i 0) jest para (W; R), gdzie W £, R C W x W. Modelem Kripke'go jest
tréjka (W; R,IF), gdzie FC W x S oraz:

@ w IF —«a dokfadnie wtedy, gdy nie zachodzi w I+ «;

e w Ik a A [ doktadnie wtedy, gdy w IF « oraz w I 3 (itd. dla
pozostatych funktoréw prawdziwosciowych);

e w |- Oa dokfadnie wtedy, gdy dla wszystkich u € W: jesli R(w, u), to
ulk a.

Formuta « jest prawdziwa w:

e modelu (W; R,IF), gdy w IF « dla wszystkich w € W,
o strukturze (W; R), gdy jest prawdziwa w kazdym modelu (W; R,IF);
o klasie struktur K, gdy jest prawdziwa w kazdej strukturze z K.
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Bypicafpy canenle (iage
Dygresja: semantyka Kripkego

W to zbidr swiatow (punktéw odniesienia), R to relacja osiagalnosci
(dostepnosci). Niech:

Thm(K) = zbiér wszystkich formut prawdziwych w K;

Mod(X) = klasa wszystkich struktur, w ktérych prawdziwe s3 wszystkie
formuty z X;

X jest trafny wzgledem K, gdy X C Thm(K);
X jest petny wzgledem K, gdy Thm(K) C X;

X jest wyznaczony przez K, gdy K = Mod(X).

W zaleznosci od tego, jakie formalne wiasnosci ma R, otrzymujemy rézne
systemy logiki modalnej. Zobacz dodatki na naszej stronie:

@ Robert Golblatt — Mathematical modal logic: a view of its evolution.
@ Andrzej Wisniewski — Wybrane modalne rachunki zdan.

@ Andrzej Wisniewski — Semantyka relacyjna dla normalnych modalnych
rachunkéw zdan.
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Konsekwencja odrzucajaca

Konsekwencja odrzucajaca

Niech C bedzie operacja konsekwencji. Zdefiniujmy operacje C~*
konsekwencji odrzucajacej (wyznaczonej przez C) nastepujaco:
CYX)={aeS:XNC{a})#0}. )
Wtedy C~! spetnia warunki (C1)—(C4). ]

W mysl powyzszej definicji, o jest formuta odrzucona na gruncie zatozen X
wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna formuta z X jest wyprowadzalna

z {a}.

Tak wiec, formuta a nie jest odrzucona na gruncie zatozen X wtedy i tylko
wtedy, gdy zadna formuta z X nie jest wyprowadzalna z {«a}.
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Konsekwencja odrzucajaca

Konsekwencja dualna

Konsekwencja dualng do konsekwencji C nazywamy funkcje 9C okreslong
nastepujaco:

IC(X)={aeS: (Y CX) (Y <XoA () CHUBY) C C{a}))}.
pBeY

Jesli C(0) # 0, to operacja OC spetnia warunki (C1)—(C4). Ponadto,
C~1 < 0C, czyli OC jest nadkonsekwencja C~1, oraz:

0 J(0C)() = N C({a}).

a€eS

0 0C(0) ={aeS: C({a}) =S}
o Jesli C(0) # 0, to H(AC)(X) = C(X).
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Konsekwencja odrzucajaca

Konsekwencje odrzucajace mozemy charakteryzowa¢ poprzez reguty
odrzucania formut. Dla przyktadu, jedna z takich regut jest reguta
odrzucania przez odrywanie: jesli uznajesz implikacje oraz odrzucasz jej
nastepnik, to odrzu¢ jej poprzednik.

Relacje odrzucania wyrazen oznaczane sg zwykle symbolem . Powyzsza
reguta ma zatem nastepujacy zapis:
Fa— 0@, 40
“Ha '

Tak jak reguty charakteryzujace relacje wyprowadzalnosci - maja,
intuicyjnie méwiac, gwarantowaé, ze s3 to relacje zachowujace prawde, tak
stosowne reguty dla relacji odrzucania - maja gwarantowaé, ze s3 to relacje
zachowujace fatsz.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika (3) Uniwersytet Opolski 31/ 34




Konsekwencja odrzucajaca

Niech 9 = (U; {f:}ics, D) bedzie matryca logiczna, gdzie (U; {fi}ic/) jest
algebra podobna do algebry jezyka J = (S;{§; : i € I}), a D jest
podzbiorem U (zbiorem wartosci wyréznionych matrycy 9t). Przez Ot*
oznaczmy matryce (U;{fi}ics, U — D), w ktdrej zbiorem wartosci
wyré6znionych jest U — D.

Jesli R jest zbiorem regut uznawania, a R* zbiorem regut odrzucania
formut, to zachodzenie ciagu réwnosci:

moglibysmy nazywa¢ (silna) petnoscia odrzucajaca konsekwencji Cr i Cr+
wzgledem matryc 9 i 900",

W dodatku Lustrzana logika pokazano ktopoty Alicji z konsekwencja
odrzucajaca.
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Operacje domkniecia

Operacje konsekwencji (warunki (C1)—(C3)) sa szczegélnym przypadkiem
operacji domkniecia, waznych w wielu dziatach matematyki:

@ domkniecie topologiczne;
@ rozne typy domknie¢ algebraicznych;
@ odpowiedniosci Galois;

e (R;[]), gdzie R jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, a funkcja
[| zdefiniowana jest wzorem: [r] = najmniejsza liczba catkowita > r;

e domkniecia zwigzane z definiowalnoscia.
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