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LOGIKA MATEMATYCZNA (16-17)

KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW:

SEMANTYKA

Rozpoczynamy prezentacje KLASYCZNEGO RACHUNKU PREDYKATOW (KRP). W tym i nastgpnym wyktadzie
omowimy:

e sktadni¢ i semantyke jezyka KRP
e tautologie oraz wynikanie logiczne w KRP

o jezyk KRP jako standard w konstrukcji jezykéw teorii naukowych.

Kolejne wyktady dotyczace KRP poswigcone beda réznym operacjom konsekwencji:

tablicowej

aksjomatycznej
e zalozeniowej

e rezolucyjnej

gentzenowskiej.

Pokazemy, ze wszystkie te operacje konsekwencji sa trafne i petne. Jedna z podstawowych réznic miedzy KRP
a oméwionym wczesniej KRZ polega na tym, ze KRP nie jest rozstrzygalny: nie istnieje algorytm, pozwalajacy
rozstrzygaé o dowolnej formule jezyka KRP czy jest ona prawem (tautologia) tego rachunku. KRP jest jedynie pot-
rozstrzygalny: jesli jakas formuta jezyka KRZ jest tautologia KRP, to fakt ten mozna poswiadczy¢ za pomoca metody
algorytmicznej (bazujacej na ktdérej$ z wymienionych wyzej operacji konsekwencji).

16.1. Skladnia jezyka KRP

16.1.1. Alfabet jezyka KRP

Niech I, J, K beda dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet 3 = X1 U Yo U X3 U Xy U X5 U Xg, gdzie:

¥ ={xo,x1,22,...} —  zmienne indywiduowe,
Yo ={P"}icr (ni € N) — predykaty,

Y3 ={f"}jes (nj € N) — symbole funkcyjne,
Y4 ={artrer —  state indywiduowe,

Y5 ={\,V,—,~,=,V,3} — stale logiczne,
Se=1{,,(,)} —  symbole pomocnicze.



Stosujemy nastgpujaca terminologie:

e P!'i nazywamy n;-argumentowym predykatem,
° f:’ nazywamy n;-argumentowym symbolem funkcyjnym,
e symbol V nazywamy kwantyfikatorem generalnym,

e symbol J nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym,

e symbole: A (koniunkcja), \ (alternatywa), — (implikacja), — (negacja) i = (rownowaznosc) znane sa z wy-
ktadu semestru zimowego,

e symbole pomocnicze to: przecinek oraz lewy i prawy nawias.
Zbiér o = 3o U X3 U Y4 nazwiemy sygnaturg. W dalszym ciagu méwic bedziemy o pewnej ustalonej sygnaturze
o. Zwykle rozwaza si¢ przypadek, gdy I = J = K = N (= zbidr wszystkich liczb naturalnych).

Wyrazeniem jezyka KRP nazywamy kazdy skoniczony ciag symboli alfabetu tego jezyka. Interesuja nas jednak
nie dowolne ciagi symboli jezyka KRP, lecz jedynie niektére, o budowie sktadniowej dopuszczajacej sensowne inter-
pretacje.

16.1.2. Termy jezyka KRP
Definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) wszystkie zmienne indywiduowe x,, oraz wszystkie stale indywiduowe aj, sg termami;
(i) jesli t1, ..., tn; sa dowolnymi termami, to wyrazenie f;” (t1,...,tn,) jest termem;

(iii) nie ma innych terméw (jezyka KRP) précz zmiennych indywiduowych oraz statych indywiduowych oraz tych
terméw, ktére mozna skonstruowaé wedle reguty (ii).

Termy, w ktérych nie wystgpuja zadne zmienne nazywamy termami bazowymi.

16.1.3. Formuly jezyka KRP

Formutq atomowq jezyka KRP nazywamy kazde wyrazenie postaci P} (t1,...,ty,), gdzie t1, ..., t,, sa dowol-
nymi termami.

Definicja formuty jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) kazda formuta atomowa jest formuta;
(ii) jesli « jest dowolng formuta, to wyrazenia —(«), Va,, (), 3z, («) sa formutami;
(iii) jesli «v i 8 sa dowolnymi formutami, to wyrazenia () A (3), (@) V (6), (o) — (B), (o) = (8) sa formutami;

(iv) nie ma innych formut (jezyka KRP) précz tych, ktére mozna utworzy¢ wedle regut (i)—(iii).



Wyrazenie o w dowolnej formule o postaci Vz,, («) lub o postaci 3z, («) nazywamy zasiegiem odpowiedniego
kwantyfikatora.

Zmienna z,, wystgpujaca na danym miejscu w formule « jest na tym miejscu zwiqzana, jezeli jest ona podpisana
pod ktéryms z kwantyfikatoréw lub tez znajduje si¢ w zasiggu jakiego§ kwantyfikatora, pod ktérym podpisana jest
réwniez zmienna x,,.

Jezeli zmienna x,,, wystgpujaca na danym miejscu w formule «, nie jest na tym miejscu zwigzana, to méwimy, ze
jest ona na tym miejscu wolna w c.

Méwimy, ze x,, jest zmienng wolng w o wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej na jednym miejscu zmienna ta
jest wolna w av.

Moéwimy, ze term ¢ jest podstawialny za zmienna ; do formuty o wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna z; nie znajduje
si¢ w « jako zmienna wolna w zasiggu zadnego kwantyfikatora wiazacego ktéra$ ze zmiennych wystepujacych w t.

Jesli ¢ jest podstawialny za z; do «, to zadna zmienna wystgpujaca w ¢ nie stanie si¢ zwigzana po podstawieniu ¢
za wszystkie wolne wystapienia z; w formule «.

W szczegblnosci, zmienna x; jest podstawialna za zmienng x; w «, jezeli po podstawieniu x; w miejscach wolnych
wystapiefi x; W o, zmienna x; nie stanie si¢ na tych miejscach zwiazana w o.

Tak wiec, zmienna z; jest podstawialna za zmienna x; do formuty o wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna x; nie
znajduje si¢ w o jako zmienna wolna w zasiggu Zadnego kwantyfikatora wigzacego zmienna x;.

Formuty nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami (jezyka KRP).

Definicja operacji S(t, x, A) podstawiania termu t za zmiennq x; (w dowolnym termie A lub formule A jezyka
KRP) ma postaé indukcyjna (ponizej ¢ jest termem, x; jest zmienna, a; jest stala, i 3 sa formutami, a reszta oznaczen
jest oczywista):

o S(t,xz;,x;) jest termem ¢, gdy i = j

o S(t,x;,a;) jest termem a;

o S(t,z;, fi(t1,...,tn)) jest termem f;(S(¢, s, t1),...,S(t, @i, tn))
o S(t,z;, Pj(t1,...,t,)) jest formutq P;(S(t, s, t1),...,S(t, @i, tn))

t,x;, —(a)) jest formuta —S(t, z;, @)
t,x;, Vo, (a)) jest formuta Va; S(¢t, z;, «), gdy @ # j
t,z;, Vo, (a)) jest formuta Vz; (o), gdy i = j

t,x;, 3z, (a)) jest formuta V; S(t, z;, a), gdy i # j
a))

jest formuta Vz; (o), gdy i = j
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Cwiczenie. Wzorujac si¢ na powyzszej definicji, podaj definicj¢ operacji podstawiania zmiennej za zmienna w
formule.



16.2. Semantyka jezyka KRP

16.2.1. Interpretacje

Nazwiemy interpretacjq jezyka o sygnaturze o dowolny uktad (M, o, A), gdzie M jest niepustym zbiorem, a A
funkcja (funkcjq denotacji) o dziedzinie o, ktéra przyporzadkowuje:

e kazdej statej indywiduowej ay, element A(ay) € M;

e kazdemu predykatowi P/*' relacje n;-argumentowg A(P]"") C M™;

e kazdemu symbolowi funkcyjnemu f;” funkcje nj-argumentowa A( fj"f ):M™ — M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury o sa dowolne uktady (M, Alo]), gdzie A jest funkcja denotacji, a

Alo] oznacza ciag (indeksowany elementami zbioru I U J U K') wszystkich wartosci funkcji . Jesli O = (M, A[o])
jest struktura relacyjna, to M nazywamy uniwersum 9.

Jesli M = (M, Alo]) jest strukturg relacyjna, to czasem wygodnie jest uzywaé nastgpujacych oznaczen:

e |71 dla oznaczenia uniwersum struktury 90, czyli dla oznaczenia zbioru M;

e A™ dla oznaczenia funkcji denotacji struktury 1.

16.2.2. WartoSciowania

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny nieskoficzony przeliczalny ciag w = (wy,)
elementow zbioru M. Gdy
w = (wn> = <wo,w17 ey, Wi—1, Wi, Wiy 1y - - >

jest warto$ciowaniem w M oraz m € M, to przez w;* oznaczamy warto$ciowanie:
<U}0,U}1, sy Wi—1, My Wi 1, - - >

Jesli t jest termem sygnatury o, a (M, A[o]) strukturg relacyjng sygnatury o oraz w = {(w;) jest wartoSciowa-
niem zmiennych w M, to warto$é termu t w strukturze (M, /\[c]) przy warto$ciowaniu w, oznaczana przez AT (t)
okres$lona jest indukcyjnie:

e gdy ¢ jest zmienng z;, to AT (t) = w;;
e gdy ¢ jest stata ay, to AXH(t) = A(ar);
e gdy ¢ jest termem zlozonym postaci fjnJ (t1,. .. st ), gdzie tq, . . ., tn, $4 termami, to

Awm(t) = A(fjnj)(Ag(tl)’ Ty Agjft(tnj))

Mozna pokazaé, ze warto$¢ termu przy danym wartosciowaniu zmiennych zalezy jedynie od warto$ci nadanych
przy tym warto$§ciowaniu zmiennym wystepujacym w rozwazanym termie (zobacz nizej, twierdzenie 16.2.5.1.).



16.2.3. Spelnianie

Niech 9 = (M, Alo]) bedzie struktura relacyjna sygnatury o, w warto§ciowaniem w M, a « formuta sygnatury
o. Definicja relacji MM =, « spetniania formuly o w strukturze 9 przez wartosciowanie w ma nastgpujaca postaé
indukcyjna:

M =y P, ..., tn,;) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

K3

A(sz)(A?gt(tl)v ERRR) Am(tni))§

M = (o) A (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, o oraz M =y, 55

M =, (o) V (F) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, o lub M =, 5;

M E, () — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |=,, « lub zachodzi M |=,, G;
M =, —(a) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M =, «;

M =y Vi (o) weedy i tylko wtedy, gdy 9 =, « dla kazdego m € M;

M =, Fz; (o) weedy i tylko wtedy, gdy 9 |=,,m o dla pewnego m € M.

Cwiczenie. Podaj definicje dla przypadku 901 |=,, (o) = (B).

Jesli M =, « dla kazdego wartoSciowania w, to méwimy, ze formuta « jest prawdziwa w 90t i piszemy wtedy
M | «. Piszemy M, gdy nie zachodzi M | «. Méwimy, ze zdanie « jest fatszywe w 91, gdy nie jest ono
prawdziwe w 9T

16.2.4. Tautologie i wynikanie logiczne

Tautologiq (klasycznego rachunku predykatéw sygnatury o) nazywamy kazda formule (sygnatury o), ktéra jest
prawdziwa we wszystkich strukturach relacyjnych (sygnatury o).

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru X, to méwimy, ze I jest modelem X i piszemy 9 = X. Méwimy,
ze o wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem {«}. Piszemy wtedy
X Ekrp . Ogoblniej, mowimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie KRP) zbiér Y wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy model zbioru X jest tez modelem zbioru Y. Piszemy wtedy X ., Y. JeSli nie zachodzi X g, Y, to
piszemy X Fy,, Y. Podobnie, jesli nie zachodzi X =i, o, to piszemy X F,p, o

Uwaga terminologiczna. W polskiej literaturze przedmiotu terminéw struktura relacyjna, system relacyjny oraz
struktura algebraiczna uzywa si¢ wymiennie. Gdy sygnatura nie zawiera predykatéw, to moéwimy o algebrach, gdy
za$ sygnatura nie zawiera ani statych, ani symboli funkcyjnych, to méwimy o strukturach relacyjnych ezystych.

Uwaga notacyjna. W dalszym ciagu bedziemy czasem uzywaé pewnych, powszechnie stosowanych, uproszczen no-
tacyjnych. Oméwione zostang one podczas wyktadu. W tym miejscu zwréémy natomiast uwage na rézne konteksty
uzycia symbolu ,,=" i na znaczenia odno$nych wyrazeii zawierajacych ten symbol (tu X i Y sa dowolnymi zbio-
rami formut jezyka KRP, o dowolna formula tego jezyka, 9t dowolng struktura relacyjna (ustalonej sygnatury), a w
dowolnym warto$ciowaniem ):

e N | o wtedy i tylko wtedy, gdy M =, « dla wszystkich w.

M ¥ o wtedy i tylko wtedy, gdy 901 ¥, « dla co najmniej jednego w.

M = X wtedy i tylko wtedy, gdy M |= « dla wszystkich « € X.

M = X wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich o € X oraz dla wszystkich w: M =, a.



o M X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje o € X taka, ze I ¥ «.
o M~ X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja v € X oraz w takie, ze M ¥, a.
o X =ppp Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 90%: jesli M = X, to M =Y.

X Firp Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 90t taka, ze: I = X oraz M F Y.

X Ekrp a wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 90%: jesli 0 |= X, to M = «a.

X Frrp a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 9 taka, ze: I |= X oraz M ¥ o

X Frrp a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja struktura 90t oraz wartoSciowanie w takie, ze: I =, X oraz
M E., a.

Z podanych wyzej réwnowaznosci bedziemy czesto korzystaé.

16.2.5. Kilka prostych wlasnosci poje¢ semantycznych

Wyrazimy teraz precyzyjnie intuicyjne sformutowania:

e warto$¢ termu w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od warto$ciowarn zmiennych wolnych tego termu

e spelnianie formuty w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od warto§ciowan zmiennych wolnych tej formuty.

Wtasnosci te zostang wykorzystane w dowodach dalszych twierdzen.
TWIERDZENIE 16.2.5.1.

Niech w = (w,,) oraz v = (v,,) beda warto§ciowaniami w uniwersum M struktury I = (M, A[o]). Jezeli (wy,)
oraz (v,,) nie réznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wystgpujacych w
termie ¢, to:

AR (1) = A).

DowoOD.

Przez indukcje strukturalng wzglgdem budowy termu ¢.

Niech ¢ bedzie pojedyncza zmienna, np. z;. Wtedy zalozZenie twierdzenia glosi, ze w; = v;. Mamy wigc:

AP () = w; = vy = A (xy).
Jesli t jest nazwa indywiduowa a;, to mamy:
AR (ai) = Dag) = AT aq).

Niech zatozenie indukcyjne zachodzi dla terméw ¢4, .. ., ¢, oraz niech ¢ bedzie termem f;(t1,...,t,). Skoro warto-
$ciowania w = (w,) oraz v = (v, ) nie réznia si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami
zmiennych wystepujacych w termie ¢, to dla kazdego termu ¢; (gdzie j < n) wartoSciowania te nie r6znig sie takze

na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wystepujacych w ¢;. Na mocy zalozenia
indukcyjnego mamy zatem dla wszystkich j < n:

AT (ty) = AT (t5)
Zachodza wtedy réwnoSci:

A () = AF)AT (), - AT () = A AT (1), -, AT () = ATH(D).

w

Nastepne twierdzenie wykorzystuje operacje podstawiania termu za zmienng (W termie).



TWIERDZENIE 16.2.5.2.

Jezeli w = (wy,) iv = (v,) sa wartoSciowaniami w uniwersum M struktury 9t = (M, A[o]) oraz:

v = <11]1,’Ll)27 ey Wi, A?(t), ’LUZ‘+17 .. .>,
to:
ATt xist) = AT,
DoOwWOD.

Przez indukcje strukturalng wzgledem budowy termu ¢'.

Niech ¢’ bedzie zmienng z . Mozliwe sg dwa przypadki:

o k=i

o k£,

Jesli k = i,to S(t, 2, t') = S(t, x;, 1) = t. Mamy wtedy:

AT (S(t,wist') = DY) = v = A () = AT (ax) = AT().
Jesli k # i,t0 S(t, x4, t") = S(t, x;, 1), a S(t, x4, xx ) jest, z definicji, zmienng x. Mamy wtedy:
APV(S(t, 24, t) = AT (xr) = wy, = vp = AT (2) = ATY(H).
Niech teraz t' bedzie nazwa indywiduowa as. Wtedy S(t, z;, ') jest stalg ag. Otrzymujemy stad:
AT (S(tai,t)) = AT (ar) = Dlar) = AT (ar) = AT

Wreszcie, niech tq, . .., t, beda dowolnymi termami, dla ktérych, na mocy zatozenia indukcyjnego, twierdzenie za-
chodzi. Mamy wigc dla wszystkich j < n:

DTSt i t5)) = AT (t).

w

Musimy pokazad, ze twierdzenie zachodzi takze dla termu ztozonego ¢’ postaci f (1, . . ., t,), gdzie fi jest dowolnym
n-argumentowym symbolem funkcyjnym. Mamy nastgpujacy ciag réwnosci:

o AT(S(tay,t)) =

o APU(S(t,xi, fu(ts,. . tn))) =

o APV (fu(S(t,ziyth), ..., Stz tn))) =

o A(f) (AT (St @i tr)), .-, AT(S (i t0))) =
o A(fe) (AT ), ..., AT (tn)) =

o AT (frltr, ..o tn)) =

o AT,

Nastgpne twierdzenie dotyczy formut oraz relacji spetniania (formut w strukturach przez wartoSciowania).
TWIERDZENIE 16.2.5.3.

Niech w = (w,,) oraz v = (v,,) beda warto§ciowaniami w uniwersum M struktury It = (M, A[o]). Jezeli (w,,)
oraz (v,,) nie réznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty
«, to:

M =, a wedy i tylko wtedy, gdy M =, a.



DOWOD.
Przez indukcje strukturalng wzgledem budowy «.

Niech « bedzie formuta atomowa postaci Py (t1, . . . , t, ), gdzie Py jest predykatem n-argumentowym, a t1, ..., &,
sg termami. Skoro warto$ciowania (w, ) oraz (v,) nie r6znig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢
ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty o (a wigc ze wskaznikami dowolnych zmiennych wystgpujacych w
Py(t1,...,t,)), to dla kazdego wskaznika i < n, warto$ciowania (w, ) oraz (v,) nie r6znia si¢ na miejscach o
wskaZnikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wystgpujacych w termie ¢;. Korzystajac z twierdzenia
16.2.5.1., otrzymujemy stad, ze dla wszystkich ¢ < n:

AN (t;) = AT(t).

Z definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag réwnowaznosci:

o M=y Pr(ty,...,t,) wtedy i tylko wtedy, gdy

o AP (AT (ty), ..., AT (t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy
o AP (AP (ty), ..., AT (t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy
o ME, Prlty,... tn).

Niech teraz oy i a2 beda dowolnymi formutami, dla ktérych (na mocy zatozenia indukcyjnego) zachodzi teza
twierdzenia. Pokazemy, ze wtedy zachodzi ona réwniez dla formut: a; A o, a1 V g, a1 — g, 1 = g Oraz —vg.

1. Niech « bedzie formuta vy A g, Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (wy,) oraz (v,,) nie r6znia si¢ na miejscach
o wskazZnikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty «. Poniewaz twierdzenie zachodzi
dla a3 i ag, mamy:

o M =, ag wtedy i tylko wtedy, gdy MM =, a1
o M =, an wtedy i tylko wtedy, gdy M =, ao.

Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciagg rownowaznosci:

o M |, a wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, aq oraz M |, oo wtedy i tylko wtedy, gdy

e M =, oy oraz M =, ap wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 A ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.
2. Niech « bedzie formuta o1 V ao. Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (w,,) oraz (v,,) nie r6znia si¢ na miejscach
o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty «. Poniewaz twierdzenie zachodzi
dla a; 1 a9, mamy:

o M =, aq wtedy i tylko wtedy, gdy M =, aq

o M =, as wtedy i tylko wtedy, gdy M =, as.

Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag réwnowaznosci:

o M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy
o M =y aq lub M =, an wtedy i tylko wtedy, gdy



o M, a1 lub M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a7 V as wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.
3. Niech « bgdzie formuta oy — ap. Zaktadamy zatem, ze wartosciowania (w, ) oraz (v, ) nie réznia si¢ na miejscach
o wskaZnikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty «. Poniewaz twierdzenie zachodzi
dla a3 i g, mamy:

o M =, ag wtedy i tylko wtedy, gdy M =, aq

o M =, as wtedy i tylko wtedy, gdy MM =, as.

Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag rOwnowaznosci:

o M |, a wtedy i tylko wtedy, gdy

o jesli M =y, aq, to M =y, as wedy i tylko wtedy, gdy

e jesli M =, ag, to M |=, ao wtedy i tylko wtedy, gdy

e M, a1 — ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.
4. Niech « bedzie formutg ; = «vo. Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (w,) oraz (v, ) nie r6znig si¢ na miejscach
o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych formuty «. Poniewaz twierdzenie zachodzi
dla a3 i g, mamy:

o M =, ag wtedy i tylko wtedy, gdy M =, aq

o M =, as wtedy i tylko wtedy, gdy M =, as.

Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag rownowaznosci:

o M |, a wtedy i tylko wtedy, gdy
o M &=, ay wtedy i tylko wtedy, gdy MM =, ay wtedy i tylko wtedy, gdy
o M =, a; wtedy i tylko wtedy, gdy I =, as wtedy i tylko wtedy, gdy
e M |, a1 = as wtedy i tylko wtedy, gdy
e ME, a.
5. Niech « bedzie formuta —av;. Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (w,,) oraz (v, ) nie réznig si¢ na miejscach o

wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaZnikami zmiennych wolnych formuly a.. Poniewaz twierdzenie zachodzi dla
a1, mamy:

o M =, ag wtedy i tylko wtedy, gdy M =, aq
Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag réwnowaznosci:

o M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy

e nie zachodzi M =, «; wtedy i tylko wtedy, gdy
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e nie zachodzi M =, «; wtedy i tylko wtedy, gdy
o M =, —ay wtedy i tylko wtedy, gdy
e ME, .

Niech teraz 3 bedzie formuta, dla ktérej (na mocy zatozenia indukcyjnego) zachodzi teza twierdzenia. Pokazemy,
ze zachodzi ona réwniez dla formut Vz; 8 oraz Jx; 5.

6. Niech « bedzie formutg V; 5. Skoro wartosciowania (w,,) oraz (v, ) nie réznia si¢ na miejscach o wskaznikach
pokrywajacych si¢ ze wskaZnikami zmiennych wolnych formuty «, to dla dowolnego elementu m nalezacego do
uniwersum struktury 91 ciagi:

<w17‘ sy Wi—1, My Wi 1,y - - >
<'U]_,...,'U7;_]_,m,'l}i+1,...>

nie réznig si¢ na miejscach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych w formule 3. Mamy wigc:
M [=m B wtedy i tylko wtedy, gdy I =, 3.

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji relacji spetniania, otrzymujemy ciag réwnowaznosci:

e M |, a wtedy i tylko wtedy, gdy

dla wszystkich m z uniwersum 9%: M =~ B wtedy i tylko wtedy, gdy

dla wszystkich m z uniwersum 90t: M =, 3 weedy i tylko weedy, gdy

M =, Va; 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
o M=, a.
7. Niech « bedzie formutg Jz; 5. Skoro wartoSciowania (w,,) oraz (v,,) nie réznia si¢ na miejscach o wskaznikach

pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych formuly «, to dla dowolnego elementu m nalezacego do
uniwersum struktury 91 ciagi:

<w17 s Wi—1, T, Wi 1, - - >
<U1a~"7vi—1;mavi+la~">

nie r6znig si¢ na miejscach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych w formule 3. Mamy wigc:
M =y B weedy i tylko weedy, gdy 9 =, 3.

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji relacji spetniania, otrzymujemy ciag rownowaznosci:

o M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy

dla pewnego m z uniwersum 9: M j:w;n 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

dla pewnego m z uniwersum 9 M =, m 3 wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, Jx; O wtedy i tylko wtedy, gdy
e M, a.

TWIERDZENIE 16.2.5.4.

Jezeli « jest zdaniem, a w = (w,,) oraz v = (v,,) sa dowolnymi warto§ciowaniami w uniwersum struktury 91, to:

M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy M =, a.
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DowOD.

Poniewaz w « nie ma zmiennych wolnych, wigc warto$§ciowania w = (w,,) oraz v = (v,,) oczywiscie nie réznia
si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaZnikami zmiennych wolnych w «.. Teza twierdzenia wynika
zatem z twierdzenia poprzedniego.

TWIERDZENIE 16.2.5.5.
Jesli « jest zdaniem, to nastgpujace warunki sg réwnowazne:
e (1) Istnieje wartoSciowanie w = (w,,) w uniwersum struktury 91 takie, ze M =, «.

¢ (2) Dla kazdego wartosciowania w = (wy,) w uniwersum struktury 9t mamy: 9 =, o.

DowOD.

(1) = (2). Jesli co najmniej jedno wartoSciowanie w uniwersum struktury 90t spetnia zdanie «, to, na mocy
poprzedniego twierdzenia, dowolne inne warto§ciowanie w uniwersum struktury 9 spetnia zdanie a.

(2) = (1). Poniewaz, z definicji, uniwersum interpretacji 9 jest niepuste, wigc istnieje co najmniej jedno warto-
Sciowanie w uniwersum struktury 9. Jezeli zatem wszystkie warto§ciowania w uniwersum struktury 91 spetniaja «,
to istnieje warto§ciowanie w uniwersum struktury 91, ktére spetnia c.

TWIERDZENIE 16.2.5.6.

Jesli ¢ jest termem podstawialnym za zmienng x; do a, a w = (w,) oraz v = (v,) s wartoSciowaniami w
uniwersum struktury 91 oraz
v = <U}1,’LUQ7 ey Wi—1, A?f(t), Wi41,-- .>,
to:
M =, S(t, z;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, a.
DoOwOD.

Przez indukcje strukturalng wzgledem av.

Niech « bedzie formuta atomowa postaci Py (t1, . . . , t, ), gdzie Py jest predykatem n-argumentowym, a t1, ..., &,
sa termami. Na mocy twierdzenia 16.2.5.2. mamy:

AN (St 2i,t5) = AT (t),
dla wszystkich 5 < n. Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji spetniania
otrzymujemy ciag rownowaznosci:
o M, S(t, z;, o) wtedy i tylko wtedy, gdy
o M, S(t,x;, Pe(t,...,t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy

M = Pe(S(t, zi,t1), ..., St x4, ty)) wtedy i tylko wtedy, gdy
AN(P)(AT(S(t, i, t1), ..., AT(S(t, 24, t,))) wtedy i tylko wtedy, gdy
A(PH)(AT (L), ..., AT (t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, Pr(t1,...,t,) wtedy i tylko wtedy, gdy
e Mk, a.

Niech teraz a; i a; beda dowolnymi formutami, dla ktérych (na mocy zalozenia indukcyjnego) zachodzi teza
twierdzenia. Pokazemy, ze wtedy zachodzi ona réwniez dla formul: oy A g, a1 V e, v — o, a; = g 0oraz .

1. Niech a bedzie formuta oy A aig. Zalézmy, ze ¢ jest podstawialny za x; do a. Wtedy ¢ jest takze podstawialny za
x; do o oraz aa. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy:
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o M =, S(t,xi, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy I |=, S(¢, z;, 1)

o M =, S(t, x;, an) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, S(¢t, z;, az).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji spetniania, otrzymujemy ciag
réwnowaznosci:

e M, S(t, z;, o) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=y S(t,zi,00) AS(t, x4, az) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=, S(t,x;, 1) oraz M =, S(¢, x;, az) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, ay oraz M =, as wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 A ag wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=, a.
2. Niech « bedzie formuta oy V ai. Zalézmy, ze t jest podstawialny za x; do . Wtedy ¢ jest takze podstawialny za
x; do oy oraz aig. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy:

o M=, S(t, 25, 0q) wtedy i tylko wtedy, gdy MM =, S(t, 25, 1)

o M=, S(t, 2, an) wtedy i tylko wtedy, gdy MM =, S(t, 25, az).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji spetniania, otrzymujemy ciag
réwnowaznosci:

o M =, S(t, z;, o) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=y S(t,zi,01) V S(t, x4, ag) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=y S(t,zi,0q) lub M =y, S(t, 4, az) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, a1 lub M =, ay wedy i tylko wtedy, gdy

o M=, a1 V ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.
3. Niech « bgdzie formuta oy — ae. Zalézmy, ze ¢ jest podstawialny za x; do a. Wtedy ¢ jest takze podstawialny za
z; do oy oraz arg. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy:

o M =, S(t, x;, aq) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, S(¢t, z;, a1)

o M =, S(t, x;, an) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, S(t, z;, az).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji spelniania, otrzymujemy ciag
réwnowaznosci:

o M =, S(t, z;, @) wtedy i tylko wtedy, gdy

o ME, S(t,z;,a1) — S(t,x;, a) wtedy i tylko wtedy, gdy

o jeSli M =, S(t,xi, 1), to M =, S(E, x5, az) wtedy 1 tylko wtedy, gdy

o jesliM =, aq, to M =, ao wtedy i tylko wtedy, gdy
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o M, a1 — ag wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=, a.
4. Niech a bedzie formula a; = ap. Zatézmy, ze t jest podstawialny za x; do ov. Wtedy ¢ jest takze podstawialny za
x; do a1 oraz as. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy:

o M=y S(t,zi, 0q) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(t, x4, 1)

o M =y S(t, zi, az) wedy i tylko wtedy, gdy M =, S(t, z;, a2).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji spetniania, otrzymujemy ciag
réwnowaznosci:

o M =, S(t, z;, @) wtedy i tylko wtedy, gdy

e My, St xzi,00) = S(t, 24, an) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=, S(t, i, aq) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, S(t, x;, az) wtedy i tylko wtedy, gdy

e M =, oy wtedy i tylko wtedy, gdy M =, as wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 = g wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, .

5. Niech « bgdzie formuta —«v;. Zatézmy, ze t jest podstawialny za x; do . Wtedy ¢ jest takze podstawialny za z; do
a1. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy:

o M=y, S(t, i, aq) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, S(t, 25, aq).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji spetniania, otrzymujemy ciag
réwnowaznosci:

o M =, S(t, z;, o) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, S(t, x;, ~ap) wedy i tylko wtedy, gdy

nie zachodzi M =, S(¢, z;, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy

nie zachodzi M =, a; wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, -y wtedy i tylko wtedy, gdy
e ME, a.

Niech teraz 3 bedzie formuta, dla ktdrej (na mocy zatozenia indukcyjnego) teza twierdzenia zachodzi. Pokazemy,
ze wtedy zachodzi ona réwniez dla formut Vx; 3 oraz 3z; 3.

6. Niech o bedzie formula Vx; 3. Zatézmy, ze dla formuty 3 twierdzenie zachodzi. Niech ¢ bedzie termem podsta-
wialnym za x; do a. Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki:

e (a) x; nie jest wolna w «

e (b) x; jest wolna w a.

W przypadku (a) S(¢, z;, o) jest formulg «, a wigc mamy wtedy cigg réwnowaznosci:
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o M =, S(t, x4, a) wtedy i tylko wtedy, gdy
o M |, a wtedy i tylko wtedy, gdy
e M, a.

W przypadku (b) mamy: i # j, a stad nastgpujace formuty sa identyczne:

o S(t,x;, )
° S(t,:ci,v:cj ﬂ)
o Vx; S(t,x;, 3).

Poniewaz term ¢ jest podstawialny za zmienna x; do formuly «, wigc ¢ jest tez oczywiscie podstawialny za x; do
formuty 3. Tak wigc, zatozenie indukcyjne przybiera postac:

Dla kazdego wartosciowania u = (uy,): M [=, [ wtedy i tylko wtedy, gdy M = o, B.
U

C L. . AT
Dla wyjasnienia: wartoSciowanie u; “

wartoscia A7 (t).

powstaje z wartoSciowania u = (u,) przez zastapienie elementu w;

Poniewaz ¢ jest podstawialny za x; do o i x; jest wolna w «, wigc w o nie wystepuje zmienna x;. Stad, na mocy
twierdzenia 16.2.5.1., mamy dla dowolnego elementu m uniwersum struktury 91
A1) = A? (t).
Dla uniknigcia stosowania bardzo ztozonych indekséw, przyjmiemy nastgpujace oznaczenia:
w(j,i,m,t) = (Wi,...,Wj—1, M, Wj41,...,Wi—1, A?;n(t%wiﬂ, -
w* (fyi,m, ) = (Wi, w1, MW, Wiy, AN (), Wi, ).
Tak wiec:

e w(j,i,m,t) powstaje z warto§ciowania w = (w,,) poprzez zastapienie x; przez m oraz zastapienie w; przez

w
AT (1)

e w*(j,i,m,t) powstaje z wartoSciowania w = (w,,) poprzez zastapienie x; przez m oraz zastapienie w; przez
AT(P).

w

Uwzgledniajac powyzsze oraz definicje¢ relacji spetniania otrzymujemy nastgpujacy ciag rownowaznosci:

M = S(t, x4, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

M = Va; S(t, 2, B) wtedy i tylko wtedy, gdy

dla wszystkich m w uniwersum struktury 90t 9 [=,,m S(t, z;/3) wtedy i tylko wtedy, gdy

o dla wszystkich m w uniwersum struktury 0t: M =, (;.i.m,¢) B wtedy i tylko wtedy, gdy

dla wszystkich m w uniwersum struktury 9t: MM =« (j.5,m,+) B wtedy i tylko wtedy, gdy

MmE= AT 4y Vz; 3 wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.

7. Niech a bedzie formula 3z; 8. Zat6zmy, ze dla formuly 3 twierdzenie zachodzi. Niech ¢ bedzie termem podsta-
wialnym za x; do «. Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki:
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e (a) x; nie jest wolna w «

e (b) z; jest wolna w a.
W przypadku (a) S(t, z;, «) jest formulg «, a wigc mamy wtedy ciag réwnowaznosci:

o M =, S(t,x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy
o M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy
e M, a.

W przypadku (b) mamy: i # j, a stad nastgpujace formuty sa identyczne:

hd S(taxiaa)
° S(taxiaaxj ﬂ)
o Va; S(t,z;, ).

Poniewaz term ¢ jest podstawialny za zmienna x; do formuly «, wigc ¢ jest tez oczywiscie podstawialny za x; do
formuty 5. Tak wigc, zatozenie indukcyjne przybiera postac:

Dla kazdego wartosciowania u = (u,): 9 =, [ wtedy i tylko wtedy, gdy M = o) (.

AT (1)
i

Dla wyjasnienia: warto§ciowanie u
warto$cia AT (t).

powstaje z wartoSciowania u = (u,,) przez zastapienie elementu u;

Poniewaz t jest podstawialny za x; do o i x; jest wolna w «, wigc w o nie wystepuje zmienna x;. Stad, na mocy
twierdzenia 16.2.5.1., mamy dla dowolnego elementu m uniwersum struktury 91:

AT(t) = A?;n (t).

Tak jak poprzednio, dla uniknigcia stosowania bardzo ztozonych indekséw, przyjmiemy nastgpujace oznaczenia:

w(j,i,m,t) = (Wi,...,Wj—1, M, Wj41,...,Wi—1, Aw;n(t)7wi+1, -
(G i,m,t) = ( : : -1, O3 (8), w; )
wo\2,%, M, Wiy oo oy Wyj—1, My Wi41,--.,Wi—1, Ly, s Wig1ye e )
Tak wigc:
e w(j,i,m,t) powstaje z warto§ciowania w = (w,,) poprzez zastapienie x; przez m oraz zastapienie w; przez
AT ()
wi™
e w*(j,i,m,t) powstaje z wartoSciowania w = (w,) poprzez zastapienie x; przez m oraz zastapienie w; przez
APV,
w

Uwzgledniajac powyzsze oraz definicje relacji spetniania otrzymujemy nastgpujacy ciag rOwnowaznosci:

M =, S(t, x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy
e M =, Jz; S(t,x;, §) wtedy i tylko wtedy, gdy

dla pewnego m w uniwersum struktury D: M [=,,m S(t, z;53) wtedy i tylko wtedy, gdy

dla pewnego m w uniwersum struktury 9t 9 =, (5i,m.+) 3 Wtedy i tylko wtedy, gdy

dla pewnego m w uniwersum struktury 9t 9 =« (j,5.m+) B wtedy i tylko wtedy, gdy
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e M= .o  Jz; B wtedy i tylko wtedy, gdy

(®)
e ME, a.

To koriczy dowdd twierdzenia.

Podane wyzej twierdzenia miaty charakter pomocniczy. Kolejne twierdzenie podaje pewne wiasnosci relacji |=.
TWIERDZENIE 16.2.5.7.

Relacja =, ma nastgpujace wasnosci:

e (1) Eprp jest zwrotna: X =g, X dla kazdego X.

¢ (2) Ekrp jest przechodnia: jesli X =g Y orazY gy Z,t0 X |Epypp Z, dla wszystkich X, Y, Z.

¢ (3) Ekrp jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli X =g, Y oraz X C Z,t0 Z =y Y.
e (4) Ekrp jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli X =g, Y oraz Z C Y, to X |=pp Z.

e (5) 0 Eprp  wtedy i tylko wtedy, gdy « jest tautologia KRP.

DowOD.
(1). Wynika wprost z definicji.

(2). Dowdd nie wprost. Przypusémy, ze istnieja zbiory formut X, Y i Z takie, ze X Fyrp Y 1Y |=ppp Z ale
X Brp Z. Skoro X ¥y, Z, to istnieje struktura 9t oraz wartosciowanie w takie, ze I |=,, X i M ¥, Z. Poniewaz
X Egrp Yoraz M =, X, to M =, Y. Poniewaz Y =y, Z oraz M =, Y, wiec M =, Z i otrzymujemy
sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: relacja =y, jest przechodnia.

(3). Dowdd nie wprost. Przypusémy, ze istniejq zbiory formut X, Y oraz Z takie, ze: X =g, Y oraz X C Z,
lecz Z Fyyp Y. Skoro Z Ky, Y, to istnieje struktura 9T oraz wartoSciowanie w takie, ze 9 |=,, Z oraz M ¥, Y.
Skoro M =, Z, to kazdy element zbioru Z jest spetniony przez w w 9. Poniewaz X C Z, wigc réwniez kazdy
element zbioru X jest spelniony przez w w 9, co oznacza, ze M |=,, X. Skoro M =, X oraz X |}=4,p Y, to
M =, Y iotrzymujemy sprzecznos¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: relacja = jest
monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu.

(4). Dowd6d nie wprost. Przypusémy, ze istnieja zbiory formut X, Y oraz Z takie, ze X f=grp Y oraz Z C Y,
lecz X ¥y, Z. Wtedy istnieje struktura 901 i wartosciowanie w takie, ze 9 |=,, X oraz M ¥, Z. Skoro X yrp YV
oraz M =, X, to M =, Y. Z definicji, jesli M =, Y, to wszystkie elementy zbioru Y sa spetnione przez w w
M. Poniewaz Z C Y, wiec réwniez wszystkie elementy Z sg spetnione przez w w 9, czyli M =, Z i otrzymujemy
sprzeczno$é. Trzeba wiec odrzuci¢ poczynione przypuszczenie. Ostatecznie: relacja =g, jest antymonotoniczna
wzgledem drugiego argumentu.

(5). Wynika z definicji tautologii KRP. Zauwazmy, ze zbidr pusty ) jest prawdziwy w kazdej interpretacji.

Pokazemy teraz, ze nastgpujace formutly sa tautologiami KRP. Formuly te sa szczegdlnie wazne, jako iz moga one
stanowié (jak si¢ przekonamy w wyktadach 20-21) aksjomatyke dla KRP.

TWIERDZENIE 16.2.5.8.

Niech «, ( oraz v beda dowolnymi tautologiami KRP. Wtedy tautologiami KRP s réwniez wszystkie formuty
postaci:

o AD(a—pB) = ((B—7) = (a—17))
* (A2) (a = (a = B)) = (a— )

e (A3)a—(B—a)

o (Ad) (aNB) = a
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* (AS)(anp)—p

* (A6) (a = f) = ((a =) = (a = (BA9)))
e AN a— (aVf)

* (A8) 3 — (aVf)

* (A9 (a—=f) = ((y—=B) = ((aVy) = 0))
* (Al0) (a=f) = (a = f)

e (Al (a=p) = (8 —a)

e (A1) (a—f) = ((f—a) = (a=0))

* (A13) (=8 — —a) — (a — )

B
B

o (A1) Vz, a — S(t,x,, ), oile ¢ jest podstawialny za x,, w «
o (A15) S(t,zy, ) — Tz, «, oile ¢ jest podstawialny za x,, w «
e (Al16)Vz, (« — B) — (o — YV, B), oile x,, nie jest wolna w «

o (A1) Vz, (o« — B) — (Fz, « — B), oile z, nie jest wolna w (3.

DowoD.
Dowody wszystkich punktéw przeprowadza si¢ metoda nie wprost.

(A1). Przypusémy, ze (A1) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i wartoSciowanie w takie, ze:

MEy (= P) = ((B—7) = (@a=1)).

Mamy wtedy: I =, « — Goraz M E, (8 — v) — (o — ). Dalej, mamy: M =, 8 — yoraz M F, o — 7.
Wreszcie: M =, « oraz M ¥, v. Skoro M =, o« — [ oraz M =, a, to M =, 5. Skoro M =, § — ~ oraz
M =, B, to M =, v i otrzymalisSmy sprzeczno$é. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie:
(A1) jest tautologia KRP.

(A2). Przypusémy, ze (A2) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 90U i warto§ciowanie w takie, ze:
MFEy (= (@ — B) = (@ = f).

Mamy wtedy: M =, @ — (@ — B) oraz M ¥, o — B. Stad: M =, cworaz M ¥, 5. SkoroM =, a — (o — ()
oraz M =, «, to M =, o — (1 otrzymujemy sprzeczno$é. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié.
Ostatecznie: (A2) jest tautologia KRP.

(A3). Przypusémy, ze (A3) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9 i wartoSciowanie w takie, ze:

ME, a— (60— a).

Oznacza to, ze M =, a oraz M ¥, B — «. Stad: M |=,, B oraz M ¥, a i otrzymaliSmy sprzecznos$é. Poczynione
przypuszczenie trzeba zatem odrzucic. Ostatecznie: (A3) jest tautologia KRP.

(A4). Przypusémy, ze (A4) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i wartoSciowanie w takie, ze:
ME, (aAP) = a.

Wtedy: I |, a A B oraz M ¥, . Z definicji relacji = mamy wtedy: 9 |=,, « oraz M |, [ i otrzymaliSmy
sprzeczno$é. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A4) jest tautologia KRP.

(AS). Przypusémy, ze (AS) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9 i wartoSciowanie w takie, ze:

ME, (aNP) = B.
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Wtedy: I |, a A B oraz M ¥, 5. Z definicji relacji = mamy wtedy: 9 =, « oraz M |, 5 i otrzymaliSmy
sprzeczno$é. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (AS5) jest tautologia KRP.

(A6). Przypusémy, ze (A6) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9 i wartoSciowanie w takie, ze:

MF, (@ = P) = (@—=7) = (a = (BA9)))

Oznacza to, ze: M =, a — foraz MK, (a — v) — (o — (6 A 7)). Dalej, mamy stad, ze: M =, o — 7
oraz M ¥, a« — (B A 7). To z kolei oznacza, ze: M |=,, o oraz M ¥,, 5 A ~. Poniewaz M =, o — [ oraz
M Ew a, wiee M =, B. Poniewaz M =, « — v oraz M =, a, wige M =, . Skoro M |=,, [ oraz M =, v,
to M =, B A 1otrzymujemy sprzecznos¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A6)
jest tautologia KRP.

(A7). Przypusémy, ze (A7) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i wartoSciowanie w takie, ze:

ME, a— (aVP).

Wtedy: MM =, « oraz M ¥, a V B. Z definicji relacji = mamy wtedy: I ¥, « oraz M ¥, [ i otrzymujemy
sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A7) jest tautologia KRP.

(A8). Przypusémy, ze (A8) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9 i wartoSciowanie w takie, ze:
ME, B— (aVp).

Wtedy: 9 =, B oraz M ¥, a V (. Z definicji relacji = mamy wtedy: 9t ¥, « oraz I ¥, 5 i otrzymujemy
sprzeczno$é. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A8) jest tautologia KRP.

(A9). Przypusémy, ze (A9) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i wartoSciowanie w takie, ze:

MEy (a— ) = ((y = B) = ((aVy) = B)).

Mamy wtedy: MM =, o — Soraz M ¥, (v — B) — ((« V) — B). To oznacza, ze: M |=,, v — [ oraz
ME, (aVy) — G. Stad: M =, a Vv oraz M ¥, 5. Z definicji relacji = mamy wtedy:

e skoro M =, a — foraz MK, B, to MK, «
e skoro M =, 7 — [oraz MK, 5,10 ME,, 7.

Z powyzszego, znowu na mocy definicji relacji =, mamy: 9t ¥, « V v i otrzymujemy sprzecznos$¢. Poczynione
przypuszczenie trzeba zatem odrzuci€. Ostatecznie: (A9) jest tautologia KRP.

(A10). Przypusémy, ze (A10) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i warto§ciowanie w takie, ze:
ME, (a=0) — (a— F).

Wtedy: M |, a = Boraz M FE,, « — (. Stad: M =, o oraz M ¥, B i otrzymujemy sprzecznosé z warunkiem
definicyjnym dla spetniania formuty o = 3. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (A10)
jest tautologia KRP.

(A11). Przypusémy, ze (A11) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 97 i warto$ciowanie w takie, ze:
ME, (a=0) — (B — a).

Wtedy: M |, a = Boraz M E,, 5 — «. Stad: M =, B oraz M ¥, « i otrzymujemy sprzecznosé z warunkiem
definicyjnym dla spetniania formuty o« = 3. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (Al1)
jest tautologia KRP.

(A12). Przypusémy, ze (A12) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i warto§ciowanie w takie, ze:
MFEy (=) = (68— a) = (=)

Wtedy: M =, o — foraz M FE,, (8 — a) — (o = §). Dalej, mamy: M |=,, § — « oraz M ¥, o = 5. Warunek
M ., a = B oznacza, ze zachodzi alternatywa:
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o M, aoraz MK, Olub

o ME, BorazME, a.

To z kolei jest alternatywa warunkow:

o () M |=,, avoraz M =, -0 lub

o (ii) M =, Boraz M =, —a.

Jednak warunek (i) jest sprzeczny z tym, ze M =, o — (3, a warunek (ii) jest sprzeczny z tym, ze M =, 8 — a.
Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A12) jest tautologia KRP.

(A13). Przypusémy, ze (A13) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i wartoSciowanie w takie, ze:
ME, (-0 — —a) — (a— ).

Wtedy: MM =, 78 — —a oraz M ¥, a — (. Stad: M =, a oraz M ¥, G, czyli M =, —0. Skoro M =, «,
to M ¥, —a. Jesli M =, -5 oraz M ¥, —a, to M ¥, = — —a i otrzymujemy sprzeczno$é. Poczynione
przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A13) jest tautologia KRP.

(A14). Zat6zmy, ze t jest podstawialny za x,, w « i przypusémy, ze Va,, « — S(¢,x,, ) nie jest tautologia KRP.
Istnieje zatem struktura 9% oraz wartoSciowanie w = (w;) takie, ze:

ME, Ve, a — S(t,z,, o).

Stad: M =, Vz,, « oraz M ¥, S(¢,z,,«). Poniewaz ¢ jest podstawialny za x,, w «, wigc (na mocy twierdzenia
16.2.5.6.) otrzymujemy: 9 }L‘ LAT® a. Dalej, skoro M |=,, Vz,, a, to dla kazdego elementu a uniwersum struktury

9N zachodzi: M Fypa a. W szczegolnosm dla a = AP(t) otrzymujemy: I = WAT W 0 CO daje sprzecznos¢ z
poprzednimi ustaleniami. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucic. Ostateczme (A14) jest tautologia KRP.

(A15). Zat6zmy, ze t jest podstawialny za x,, w « i przypusémy, ze S(t, z,,«) — Jz, « nie jest tautologia KRP.
Istnieje zatem struktura 0% oraz wartoSciowanie w = (w;) takie, ze:

M E,, St xp, @) = Jz, a
Mamy stad: M =, S(t,z,,«) oraz M ¥, Iz, «. Poniewaz ¢ jest podstawialny za x,, w «, wigc (na mocy
twierdzenia 16.2.5.6.) otrzymujemy: MM = A, . Skoro M ¥, Iz, «, to nie istnieje element a w uniwersum

struktury 901 taki, ze M =, . Ale, jak przed chwila pokazaliSmy, dla elementu a = = APY(t) (ktéry oczywiscie
jest elementem uniwersum struktury 90t) zachodzi: I |: AT a. OtrzymaliSmy wiec sprzeczno$¢. Poczynione
przypuszczenie trzeba zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (A15) Jest tautologia KRP.

(A16). Zatézmy, ze x,, nie jest zmienng wolna w « i przypusémy, ze Vz,, (o« — 3) — (@ — Va, () nie jest
tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9t oraz wartoSciowanie w = (w;) takie, ze:

MK, Vo, (a — ) = (o — VYV, B).

Wtedy: M =, Vo, (o — §) oraz M ¥, « — VYV, B. Stad: M =, « oraz M ¥, Va, [. Oznacza to, ze
istnieje element a uniwersum struktury 91 taki, ze MM Fa 8. Z definicji relacji =, skoro M =, Y, (o — ), to
M =ypa (o — B). Z zalozenia, x, nie jest zmienna wolng w o, skoro wigc M =, a, to takze M o a (na mocy
twierdzenia 16.2.5.3.). Skoro M =2 o oraz M |=ye (@ — (), to réwniez M =« B i otrzymaliSmy sprzecznosé.
Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A16) jest tautologia KRP.

(A17). Zaléimy, ze x,, nie jest zmienng wolna w 3 i przypusémy, ze Vz,, (« — () — (Jz, o — () nie jest
tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 90t oraz warto$ciowanie w = (w;) takie, ze:

ME, Ve, (o — §) — Bz, a — 0).

Wtedy M =, Vo, (« — §) oraz M ¥, Iz, o« — [. Skoro M ¥, Iz, a — £, to M | Iz, « oraz
I ¥, (. Z definicji relacji = mamy wtedy: istnieje element a uniwersum struktury 91 taki, ze 9 f=ya . Skoro
M = Vo, (o — (), to takze M [=ye o — (. Skoro M |=ye avoraz M e a — B, to M [=ye 3. Z zatozenia,
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T, nie jest zmienna wolng formuty . Stad, na mocy twierdzenia 16.2.5.3., skoro 91 |:w% B, to réwniez M =, [,
i otrzymaliSmy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (A17) jest tautologia
KRP.

Komentarza wymagaja warunki umieszczone w punktach (A14)—(A17). Podamy mianowicie przyktady wskazu-
jace, ze jesli warunki te nie sa spetnione, to odnosne formuty nie sa tautologiami KRP.

1. Pokazemy, zZe istnieje formuta «, dla ktérej ¢ nie jest podstawialny za x,, w « i dla ktérej
Va, a — S(t,z,, o)

nie jest tautologia KRP.
Niech a bedzie formuta: 3z, P(zy,, T ), gdzie P jest dowolnym predykatem dwuargumentowym. Wtedy S(Zy,, 2, @)
jest formuta 3x,,, P(x,, 2., ). Formuta (A14) ma wtedy postaé:

V2, 3xm P(Xpn, Tm) — FTm P(Xm, Tm).

Powyzsza formutla nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 901, w ktérych jest ona falszywa. Dla przyktadu: niech
uniwersum 9 bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych, a interpretacja P w 91 niech bedzie relacja mniejszosci.
Wtedy poprzednik powyzszej implikacji jest prawdziwy w 9N, a jej nastepnik jest w 901 falszywy.

2. Pokazemy, ze istnieje formuta «, dla ktérej ¢ nie jest podstawialny za x,, w « i dla ktérej
S(t,xp, ) — Iz, «

nie jest tautologia KRP.

Niech « bedzie formuta: V., P(xy,, 2., ), gdzie P jest dowolnym predykatem dwuargumentowym. Wtedy S(x,,, T, @)
jest formuta Va,,, P(x,, ©,,). Formuta (A14) ma wtedy postac:

VT P(Tm, Tm) — 32,V P(xn, Tm)-

Powyzsza formula nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 1, w ktérych jest ona falszywa. Dla przyktadu: niech
uniwersum 21 bedzie zbiorem wszystkich liczb catkowitych, a interpretacja P w 91 niech bedzie relacja mniejszosci.
Wtedy poprzednik powyzszej implikacji jest prawdziwy w 901, a jej nastepnik jest w 90 fatszywy.

3. Pokazemy, ze istnieja formuty « oraz (3 takie, ze x,, jest wolna w « i dla ktérych
Vi (o = B) — (o = VY, §)

nie jest tautologia KRP.

Niech P oraz @ beda dowolnymi predykatami jednoargumentowymi. Niech « bedzie formutg P(z,,), a 3 formuta
Q(xy,). Zauwazmy, Ze x,, jest zmienng wolng formuly «. Formuta (A16) ma w tym przypadku postac:

Zauwazmy, ze powyzsza formuta zawiera wolne wystapienie zmiennej x,,. Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP:
istnieja interpretacje 91, w ktérych nie jest ona spetniona przez pewne warto$ciowania. Dla przyktadu, niech struktura
I oraz wartoSciowanie w bgda okreslone w sposdb nastepujacy:

uniwersum 9 jest zbidér wszystkich liczb naturalnych

e interpretacja predykatu P jest zbidr wszystkich liczb podzielnych bez reszty przez 4

interpretacja predykatu ( jest jest zbior wszystkich liczb podzielnych bez reszty przez 2

e warto$ciowanie w okreslone jest nastgpujaco: w; = 0, dla wszystkich :.

Wtedy I ¥, Vz,, (P(z,) — Q(z,)) — (P(z,) — Y, Q(z,)).
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4. Pokazemy, ze istnieja formuly « oraz 3 takie, ze x,, jest wolna w (3 i dla ktérych
Vo, (o« — B) — (Fz, a — F)

nie jest tautologia KRP.

Niech P oraz @) bgda dowolnymi predykatami jednoargumentowymi. Niech « bedzie formuta P(z,,), a 5 formuta
Q(z,,). Zauwazmy, ze x,, jest zmienng wolng formuty 3. Formuta (A17) ma w tym przypadku postaé:

Zauwazmy, ze powyzsza formuta zawiera wolne wystapienie zmiennej x,,. Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP:
istnieja interpretacje 91, w ktérych nie jest ona spetniona przez pewne wartosciowania. Dla przyktadu, niech struktura
9N oraz warto$ciowanie w beda okreslone w sposéb nastgpujacy:

e uniwersum 9N jest zbidr zbidr wszystkich liczb naturalnych

e interpretacja predykatu P jest zbidr wszystkich liczb podzielnych bez reszty przez 4

e interpretacjg predykatu () jest zbior wszystkich liczb podzielnych bez reszty przez 2

e wartoSciowanie w okre§lone jest nastgpujaco: w; = 1, dla wszystkich 4.
Wtedy I ¥, V,, (P(z,) — Q(z,)) — (Fz, P(z,) — Q(zn))-

Reguta odrywania:.
a— 0, «a

g

jest znana z wyktadéw semestru zimowego. Zdefiniujemy teraz jeszcze jedna regute wnioskowania.

(RO)

DEFINICJA 16.2.5.1.

Przez regute generalizacji rozumiemy nastgpujaca regute wnioskowania:

RG)

Ve, o
Tak jak w przypadku KRZ, méwimy, ze reguta (o schemacie) (X, o) zachowuje wltasnosé bycia tautologiq, wtedy
i tylko wtedy, gdy: jesli wszystkie elementy zbioru X sa tautologiami, to réwniez « jest tautologia.
TWIERDZENIE 16.2.5.9.
Reguta odrywania i reguta generalizacji zachowuja wtasno$¢ bycia tautologia.
DOWOD.
1. REGULA ODRYWANIA.

Dowdd nie wprost. Zatézmy, ze formuty o — [ oraz « sa tautologiami KRP, i przypusémy, ze 3 nie jest tautologia
KRP. Istnieje wtedy struktura 90 taka, ze 91 ¥ (3. Poniewaz o — 3 oraz « sa tautologiami KRP, wigc M E o —
oraz M = «. Stad, na mocy definicji relacji |=, otrzymujemy 9 |= (3, sprzecznos$¢. Poczynione przypuszczenie
nalezy zatem odrzucié. Ostatecznie: reguta odrywania zachowuje tautologicznos¢.

2. REGULA GENERALIZACII.

Dowdd nie wprost. Zatézmy, ze « jest tautologia KRP i przypusémy, ze Vz,, « nie jest tautologia KRP. Istnieje
zatem struktura 907 taka, ze Vz,, o nie jest prawdziwa w 2. Z definicji relacji spelniania, istnieje wtedy element a
uniwersum struktury 91 taki, ze M ¥« « dla pewnego wartosciowania (w;) w uniwersum struktury 9. Jednak o
jest, z zalozenia, tautologia KRP, wiec M F=ya « i otrzymujemy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba
zatem odrzucié. Ostatecznie: regula generalizacji zachowuje tautologicznos¢.

Bezposrednim wnioskiem z powyzszych twierdzen jest nastgpujace twierdzenie.
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TWIERDZENIE 16.2.5.10.
Schematy tautologii KRZ sa schematami tautologii KRP.
DOWOD.

Kazdy schemat aksjomatéw KRZ jest schematem tautologii KRP (na mocy twierdzenia 16.2.5.5.). Reguta odry-
wania zachowuje tautologiczno$¢ (na mocy twierdzenia 16.2.5.6.). Stad wynika teza obecnego twierdzenia.

Mozna rozwaza¢ wiele dalszych regut wnioskowania w KRP. W szczegdlnosci, punkty (A14)-(A17) twierdzenia
16.2.5.5. moga sugerowac rozpatrzenie nastgpujacych regut:

e (R14)
Va, a
S(t,rn, ) ,
o ile term ¢ jest podstawialny za x,, w a.
e (R15)
S(t, T, @)
Jz, a
o ile term ¢ jest podstawialny za x,, w a.
e (R16)
YV, (a — )
a— Vo, 3’
oile z,, nie jest wolna w a.
e (R17)
YV, (o — ()
Jr,a— B

oile z,, nie jest wolna w 3.

Z twierdzenia o dedukcji wprost, ktére udowodnimy za chwilg, bedzie wynikato, ze reguty (R14)—(R17) sa wszyst-
kie regutami niezawodnymi.

Przypominamy, ze reguta R jest niezawodna, wtedy i tylko wtedy, gdy z przestanek dowolnego sekwentu tej
reguly wynika logicznie wniosek tego sekwentu. W przypadku KRP definicja ta przyjmuje postaé nastepujaca.

DEFINICJA 16.2.5.2. Reguta niezawodna w KRP.

Niech R begdzie reguta wnioskowania w KRP. Méwimy, ze R jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego sekwentu (X, o) € R zachodzi: X |=p,p a.

Podobnie jak reguty (RO), (RG), (R14)—-(R17) réwniez nastgpujaca reguta podstawiania jest reguta niezawodna
w KRP:

e (RS)
S(t, xn, )’

o ile term ¢ jest podstawialny za x, w a.

Rozwazmy jeszcze pewne (pouczajace) przyktady. Wigcej przyktadéw (zaréwno elementarnych, jak i bardziej
zaawansowanych podajemy nizej, w Cwiczeniach).

PRZYKLAD 16.2.5.1.

Niech w sygnaturze rozwazanego jezyka bedzie dwuargumentowy predykat <. Niech interpretacja tego predykatu
w zbiorze wszystkich liczb naturalnych bedzie relacja < mniejszosci. Zastanéwmy sig, jakie warto§ciowania (czyli
ciagi liczb naturalnych) spetniaja kazda z podanych nizej formut:
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o ()x1 < 2
e (2) 3wy (1 < 2)
e (3) Va1 (21 < x9)
o (4)Vridxs (1 < x2)

e (5) dzoVay (331 < 1‘2).

Warto$ciowania to nieskoriczone ciagi liczb naturalnych. Niech w; oznacza i-ty element ciagu w. Rozwazmy,
jakie ciagi spetniaja kazda z podanych formut.

Formuta (1) jest spetniona przez wszystkie ciagi w, dla ktérych: w; < wa.

Formuta (2) jest spetniona przez takie ciagi w, ktére r6znig si¢ od ciagédw spelniajacych formute (1) co najwyzej
na drugim miejscu. Poniewaz dla dowolnej liczby w; mozemy znalez¢ liczbe c taka, ze wy < ¢, wigc formule (2)
spelniaja wszystkie ciagi liczb naturalnych.

Formuly (3) nie spetnia Zaden ciag. Przypus¢my bowiem, ze jakie§ wartoSciowanie w spetnia (3). Wtedy kazdy
ciag v rézniacy si¢ od w na pierwszym miejscu (tj. taki, ze w; # v1) musialby spetnia¢ formutg (1). Ale np. ciag
staty (wa, wa, wa, . . .) nie spetnia formuty (1) — sprzecznos¢. Nie ma zatem ciagu spetniajacego (3).

Jakis ciag w spetnia formute (4), gdy kazdy ciag v otrzymany z w przez zastapienie wy dowolnq liczba naturalng
spetnia formute (2). Ale formulg (2) spetniaja wszystkie ciagi. Zatem réwniez formulg (4) spetniaja wszystkie ciagi.

Poniewaz Zaden ciag nie spetnia formuty (3), wigc réwniez Zaden ciag nie spetnia formuty (5) (bo ciagi spetniajace
(5) miatyby sig r6zni¢ od jakiego$ ciagu spetniajacego (3) co najwyzej na drugim miejscu).

PRZYKLAD 16.2.5.2.

Niech N bedzie predykatem jednoarumentowym, S jednoargumentowym symbolem funkcyjnym, a () stala.
Nadto, niech = bgdzie predykatem dwuargumentowym. Zamiast = (¢1,¢2), dla term6w ¢; oraz to piszemy: t1 = to.
Rozwazmy nastgpujace zdania:

e N(O)

o vz ~(O = 5(x))

o Vz (N(z) — N(S(x)))

o Vavy (S(z) = S(y) — v=y)

o Vz (x = 1)

o VaVy (x =y — y = 1)

o VaVyVz ((z =yANy=2) > a=2)

o VaVy (N(z) Ax =y) — N(y))

o VaVy (z =y — S(z) = S(y)).

Wtedy modelem powyzszego zbioru zdan bedzie kazda struktura 9T o uniwersum M oraz nastgpujacej interpreta-
cji statej O, symbolu funkcyjnego S, predykatu N oraz predykatu =:

O denotuje liczbe 0;

S denotuj¢ funkcje nastepnika, tj. S(t) oznacza liczbe o jeden wigksza liczby oznaczanej przez t;

predykat N denotuje wiasnos¢ ,,by¢ liczba naturalng”;

predykat = denotuje relacje identycznoSci =.
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Prosz¢ podumaé nad nastgpujacym pytaniem: czy w takim modelu 9 prawdziwe jest zdanie: Va N (z)? Oczywi-
$cie, dla dowolnego modelu 91 powyzszego zbioru zdan, denotacja predykatu N w 91 bedzie zbiorem nieskoriczonym.
Ale czy musi to by¢ zbiér pokrywajacy si¢ z calym uniwersum modelu?

PRZYKEAD 16.2.5.3.

Rozwazmy nastepujace formuty, zawierajace predykat dwuargumentowy R:

o VavyVz (R(z,y) N R(y, z)) — R(x, 2)) (R jest przechodni)
o VaVy (R(x,y) — —R(y,z)) (R jest asymetryczny)
o Vzdy R(x,y) (R jest serialny).

Wtedy kazda interpretacja, w ktdrej prawdziwe sa powyzsze zdania, ma uniwersum nieskoficzone.

16.3. Twierdzenia o dedukcji

TWIERDZENIE 16.3.1. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 5 zachodzi nastgpujaca réwnowaznosé:
X U{a} Ekrp 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X F=irp o — B

DowOD.
Dowody implikacji: prostej i odwrotnej przeprowadzimy metoda nie wprost.

1. (=) Zatézmy, ze X U {a} [=irp 01 przypusémy, ze X Fyrp o — [§. Wtedy istnieje struktura 9t oraz
wartos$ciowanie w takie, ze MM |=,, X oraz M ¥, « — [. Mamy stad: M =, a oraz M, (.

Poniewaz M |=,, X oraz9M,, & «a, wiec M =, XU{a}. Stad oraz z zalozenia X U{a} |=,p 0 otrzymujemy, ze
M =, B, co jest sprzeczne z poczynionym przypuszczeniem. Musimy wige przypuszczenie to odrzucié. Ostatecznie:
X Ekrp a — B

2. («) Zalézmy, ze X Firp o — (1 przypusémy, ze X U {a} Fy,p 0. Wtedy istnieje struktura 9t oraz
warto$ciowanie w takie, ze M =, X U {a} oraz M ¥, 5. Skoro M =, X U{a}, to M |, X oraz M |, a.
JesliM =, o oraz M #,, B, to M E,, o — (. Ale, poniewaz X =y, o« — foraz M =, X, wiec ME, o — [
otrzymujemy sprzecznos§¢. Trzeba zatem odrzuci¢ poczynione przypuszczenie. Ostatecznie: X U {a} =irp 0.

TWIERDZENIE 16.3.2. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 5 zachodza nastgpujace réwnowaznosci:

o () X U{a} Ekrp {8, 70} wtedy i tylko wtedy, gdy X Eprp .
e (b) X U{~a} Ekrp {8, 70} wtedy i tylko wtedy, gdy X Fprp .

DowoDb.
Dowody implikacji: prostej i odwrotnej przeprowadzimy w kazdym przypadku metoda nie wprost.
ROWNOWAZNOSC (a).

1. (=) Zatézmy, ze X U {a} E=irp {8, 78} 1 przypusémy, ze X ¥y, —a. Skoro X Ky, o, to istnieje struktura
Mt i wartos$ciowanie w takie, ze M |=,, X oraz M ¥, —-a, czyli M =, o. Tak wige, M =, X U {a}. Z zatozenia
mamy X U {a} Exp {8, 70}, a wiec gdy M =, X U {a}, to M =, {8, -} To jednak oznacza sprzecznosé,
bo implikuje, ze M =, [ oraz M =, —F. Tak wigc, musimy odrzuci¢ poczynione przypuszczenie. Ostatecznie:
X ':krp e
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2. (<) Zatéimy, ze X =g, i przypusémy, ze X U {a} Firp {0, 78}, Skoro X U {a} Fp {8,706}, to
istnieje struktura 0t i wartosciowanie w takie, ze: M =, X U {a} oraz M ¥, {5, ~5}. Poniewaz M =, X U {a},
wigc M =, X oraz M |, «. Dalej, mamy M =, «, co oznacza, ze M ¥, —«. Skoro M k=, X oraz
M ¥, —a, to nie zachodzi X |=g,, - i otrzymujemy sprzeczno$é z zatozeniem X =g,., - Tak wigc, poczynione
przypuszczenie nalezy odrzuci¢. Ostatecznie: X U {a} =prp {6, 757

ROWNOWAZNOSC (b).

1. (=) Zatézmy, ze X U{—a} E=xrp {8, 28} i przypusémy, ze X ¥y, a. Skoro X K., -, to istnieje struktura
9t i wartoSciowanie w takie, ze M |=,, X oraz M ¥, «, czyli M |=,, ~a. Tak wiec, M =, X U {-a}. Z zalozenia
mamy X U {—a} Erp {5, 20}, a wiec gdy M =, X U{—a}, to M =, {6, ~6}. To jednak oznacza sprzecznosc,
bo implikuje, ze M =, [ oraz M =, 5. Tak wigc, musimy odrzucié poczynione przypuszczenie. Ostatecznie:
X ':krp Q.

2. (&) Zatéimy, ze X |=irp o i przypusémy, ze X U {—a} Frrp {3, 08} Skoro X U {—a} Fr.p, {8, -8}, to
istnieje struktura 9 i warto$ciowanie w takie, ze: M =, XU{—a} oraz M ¥, {5, 7(}. Poniewaz M E X,,U{—a},
wige M =, X oraz M | —a. Dalej, mamy M =, —«, co oznacza, ze M ¥, . Skoro M |=,, X oraz M K, a, to
nie zachodzi X |=,, o 1 otrzymujemy sprzecznos¢ z zatozeniem X |=g,, o. Tak wigc, poczynione przypuszczenie
nalezy odrzucié. Ostatecznie: X U {-a} E=xrp {5, 206}

16.4. Jezyk KRP w zastosowaniach

Klasyczny Rachunek Predykatéw wyznacza pewien standard logiczny. Rozumiemy przez to m.in. dwie rzeczy:
e wazne teorie naukowe formutowane sa w jezyku KRP (lub moga zostaé ,,przettumaczone” na jezyk KRP);
e argumentacje przeprowadzane w jezykach etnicznych moga by¢ rekonstruowane w KRP.

Tym dwom problemom pos§wigcone sa uwagi w dwoéch punktach nastepnych.

16.4.1. Teorie elementarne

Podamy aksjomatyki dwéch waznych teorii elementarnych:
e teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla
e teorii algebr Boole’a.

Sa to teorie fundamentalne dla wielu dziatow matematyki. Cala wspétczesna matematyke mozna ugruntowaé na
bazie teorii mnogosci. Z kolei, algebry Boole’a (i inne, podobne do nich struktury) sa nie tylko bardzo waznym rodza-
jem struktur algebraicznych, ale réwniez znajduja wszechobecne zastosowania (np. w kaZdym komputerze ,,pracuje”
algebra Boole’a bramek logicznych).

16.4.1.1. Teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla
Jest to teoria w jezyku KRP z identycznoscia. Jedyna stala pozalogiczna tej teorii jest dwuargumentowy predykat
€. Formule x € y czytamy: z jest elementem y.
AKSJOMATY TEORII MNOGOSCI ZF.
Aksjomat ekstensjonalnosci:
VeVy (Vz (z €z z€y) D x=1)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbidr jest jednoznacznie wyznaczony poprzez swoje elementy.
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Aksjomat pary:
VeVyIzVu (u € z s u=xVu=y)

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowanej.
Aksjomat sumy:

VedyVz (z €y« Ju (z EuAu € 7))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potgegowego:

VeIyWz (z € y — Vu(u € z — u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony doktadnie ze wszystkich jego podzbiorow.
Schemat wyrozniania:

VY 1Vas .. Ve, VyJu (u € z = u €y A p(u, 21,22, ..., T,))

gdzie p jest formula jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienna wolna w ¢, za$ x1, Ta, . . . , T, 3 Zmiennymi
wolnymi formuly ¢ innymi niz u.

Schemat wyrdzniania pozwala z elementéw danego wprzdédy zbioru utworzy¢ jego podzbidr, ztozony z tych ele-
mentéw, ktére maja jakas wlasnos$é, wyrazalna w jezyku (pierwszego rzgdu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wiasnie ze schematem nieskoriczenie wielu aksjomatow.

Aksjomat nieskoriczonosci:
Jr Fyyexn-TFz(zey) ) AVylyeax—>VzNVu (u€z—ou=y) — 2z €x)))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru nieskoriczonego. Uwaga: to jedyny aksjomat egzy-
stencjalny w tej teorii mnogosci.

Schemat zastgpowania:
Yu(VaVyVz (z € u A p(z,y) Ap(,2) =y =2) — JwVv (v € w < 3z (v € u A p(z,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru wzgledem jakiejkolwiek funkcji (opisy-
walnej formuta jezyka teorii mnogosci) takze jest zbiorem.
Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze schematem nieskonczenie wielu aksjomatow.

Aksjomat ufundowania:
Voe(Fu (u e x) —» Jyly € x AVz (2 €y — -z € 1))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskoficzonych €-zstepujacych ciagéw zbiordéw, tj. takich ciagéw
(x1,%2,T3,Tq,-..), Z€:

X9 € T1, T3 € To, T4 € T3,...

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Ve(Vy(yex—Fz(z€y) AVVu (y €z hucxr—y=uV-Fvweyrveu))) - JwMy (y €z —
z(zeyhzewAYv (VEYAV EW — v =2)))))

to otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla identycznosci:

o Vx (z = 1)
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VaVy (x =y — y = x)

VaVyVz (x =y Ay =2z — x = 2);

VaVyVz ((r =y Az €z —y € 2));

VaVyVz ((t =y ANz €x — z €y)).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyrézniania i zastgpowania) terminy: nieskoriczony i przeliczalny naleza do
metajezyka.

Fundamentalne znaczenie teorii mnogosci dla wspdtczesnej matematyki polega m.in. na tym, ze wszystkie kon-
strukcje matematyczne wyrazi¢ mozna za pomocg pojecia zbioru oraz relacji nalezenia elementu do zbioru.

X ok ok

Teoria mnogosci jest takze zaktadana w metajezyku, w ktérym méwimy o systemach logicznych, w tym oczywi-
$cie takze o KRZ oraz KRP.

16.4.1.2. Teoria algebr Boole’a

Znajdowanie analogii migdzy réznymi twierdzeniami to szczegélna umiejetnosé.! Mozesz posiasé te umiejetnosé,
nawet na (stosunkowo niskim) poziomie elementarza logicznego. Z pewnoscia zauwazylas, ze jest odpowiednios¢
miedzy pewnymi prawami KRZ a niektérymi prawami rachunku zbioréw.

Dla teorii algebr Boole’a poda¢ mozna rézne (réwnowazne) aksjomatyki. Ograniczymy si¢ do dwéch aksjomatyk
oraz jednej definicji algebr Boole’a (przez czgsciowe porzadki).

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: PIERWSZA AKSIOMATYKA.

Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoScia oraz:

e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajacym kres gorny (swoich argumentéw);
e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajacym kres dolny (swoich argumentéw);

e symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajacym dopetnienie (swojego argumentu);

AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli B, X, H, V oraz A:

VaVyvz (z =y — B(z, 2) = B(y, 2))
VaVyvz (z =y — Kz, 2) = K(y, 2))
VaVyVz (z =y — B(z,z) = B(z,y))
VaVyVz (z =y — B(z,2) = M(z,y))

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:

Bi: VaVy (B(z,y) = B(y, )
B}: Vavy (M(z,y) = R(y, )

!Jeszcze ciekawsza jest umiejetnosé znajdowania analogii miedzy réznymi analogiami, jak twierdza matematycy.
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B: VavyVz (B(z,B(y, 2)) = B(B(z,y), 2))
(y,2)) = W(X(z,y),2))

BY: Vavy (B(X(z,y),y) =)

(z,H
B Vavy¥z (B(z, B
(

BS: VaVy (R(HE
Bi: VaVyVz (B(z,R(y, 2)) = K(B(z, y), B(z, 2)))
B(y, 2)) = B(X(z,y),X(z, 2)))
BY: VaVy (B(X(z,B(2)),y) = y)

Bi’: Vavy (R(B(z,B(x)),y) = y).

(
(@, 9),y) =)
BY: Vavyvz (KR(z,
(z,

Prostymi konsekwencjami tych aksjomatéw sa np.:

o Vz (B(z,z) = x)
o Vx (M(z,x) =2x)
o Vavy ((B(z,y) = B(z,B(z)) AK(z,y) = K(z,¥(z))) — y = B(z)).

Niech ich wyprowadzenia bgda ¢wiczeniem dla czytelniczek. Jako wskazéwke podajemy ciag rownosci dla pierw-
szych dwéch rozwazanych wyzej przypadkow:

T = Bﬂ(m,@(m,y)) = lX(EH(xvx)’EH(xvy)) = Bﬂ(&(x,EE(x’y)), @(Q’J,Eﬁ(m,y))) = Bﬂ(ﬂ?,l‘)

T = &(I,Hﬂ(l‘,y)) = Hﬂ(&(gj,x), &(I,y)) = &(Hﬂ(x, &(x,y)),ﬁﬂ(x,&(x,y))) = &(xvx)

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: DRUGA AKSJOMATYKA.

Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoscia oraz:

e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajacym kres gorny (swoich argumentéw);

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajacym kres dolny (swoich argumentéw);

symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajacym dopetnienie (swojego argumentu);

stata indywiduowa V, nazywajaca jedynke (element najwigkszy) algebry;

stata indywiduowa A, nazywajaca zero (element najmniejszy) algebry.

AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli B, X, H, V oraz A:
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Uwaga. Naprawdg potrzebne sa tylko dwa pierwsze z tych aksjomatéw. Pozostale mozna wyprowadzi¢ z innych
aksjomatow teorii algebr Boole’a.

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:

Bi:
B2:
B3:
Bj:
B3:
BS:
B3:
BS:

Vo (B(z, A) =)

Vo (R(z, V) =)

Vo (B(z,B(z)) = V)

Vo (R(z,B(z)) =4)

VaVy (B(z,y) = By, ))

Vavy (K(z,y) = X(y, ))

VaVyVz (B(z,X(y, 2)) = K(B(x,y), B(z, 2)))

DEFINICJA ALGEBR BOOLE’A PRZEZ CZESCIOWE PORZADKI.

Niech U bedzie dowolnym zbiorem uporzadkowanym czgsciowo przez relacje <. Przypominamy, ze dla dowol-
nego zbioru A C U:

element a € A nazywamy elementem maksymalnym w A, jesli zachodzi implikacja:

Ve ((x €anz <a) — x=a);

element a € A nazywamy elementem minimalnym w A, jesli zachodzi implikacja:

Ve ((z€ana<z)—x=a)

element a € A nazywamy elementem najwigkszym w A, jeSli x < a dla wszystkich = € A;
element a € A nazywamy elementem najmniejszym w A, jeSli a < x dla wszystkich x € A;
element a € U jest kresem gérnym zbioru A, jesli x < a dla wszystkich z € A;

element a € U jest kresem dolnym zbioru A, jesli a < = dla wszystkich z € A,

element a € U jest najmniejszym kresem gérnym zbioru A, jesli a jest elementem najmniejszym zbioru wszyst-
kich kreséw gérnych zbioru A;

element a € U jest najwigkszym kresem dolnym zbioru A, jesli a jest elementem najwigkszym zbioru wszystkich
kres6w dolnych zbioru A.

Moéwimy, ze (U, <) jest kratq, jesli dla dowolnych elementéw z,y € U istnieja: najmniejszy kres gérny oraz
najwigkszy kres dolny zbioru {z,y}. Poniewaz elementy te sa wyznaczone jednoznacznie, wigc mozemy przyjaé
oznaczenia:

e X(x,y)— dla najwigkszego kresu dolnego zbioru {x, y};

e H(x,y) — dla najmniejszego kresu gérnego zbioru {z, y}.

Krata (U, <) jest dystrybutywna, jesli dla dowolnych z,y, z € U zachodza warunki:

o VaVyVz B (z,M(y, 2)) = K(E(z,y), B(z, 2))
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o VaVyvz X (x,8(y, 2)) = B((z,y),M(x, 2)).

Kratg dystrybutywna (U, <) nazywamy algebrq Boole’a, jesli dla dowolnego elementu x € U istnieje jego dopet-
nienie, tj. element H(x) spetniajacy warunki:

o Vavy B (M(z,8B(z)),y) =y
o Vavy X (B(z,B(z)),y) =y.

Z kazdego z podanych wyzej uktadéw aksjomatéw dla teorii algebr Boole’a mozna wywie$¢ wszystkie warunki
charakteryzujace algebry Boole’a jako okreslone przed chwila struktury uporzadkowane, a takze na odwrét: z charak-
terystyki porzadkowej algebr Boole’a mozna wyprowadzi¢ kazda z omawianych wczesniej aksjomatyk.

Uwaga o standardowej notacji. Dla operacji w algebrach Boole’a uzywa si¢ zwykle standardowych oznaczen:

e U — dla kresu gérnego (takze: V);
e (N — dla kresu dolnego (takze: N);

e — — dla operacji dopelnienia (takze: *).

Powyzej celowo nie uzywaliS§my standardowej notacji. Niech bedzie prostym éwiczeniem dla Czytelniczek zapi-
sanie podanych aksjomatyk teorii algebr Boole’a w notacjach standardowych. Wykonanie tego ¢wiczenia nagrodzone
zostanie iluminacja: stwierdzisz, ze przeciez gdzieS juz to widziatas!

Przyklady algebr Boole’a.

o Wszystkie podzbiory dowolnego zbioru U wraz z operacjami teoriomnogosciowymi: sumy (kres gérny), ilo-
czynu (kres dolny), dopetnienia (do U), zbiorem U jako jedynka oraz zbiorem pustym () jako zerem tworza
algebre Boole’a.

e Algebra wartosci logicznych. Tabliczki prawdziwosciowe funktoréw odpowiadajacych spéjnikom zdaniowym
pokazuja, ze w zbiorze wartosci logicznych {0, 1} mozna wprowadzié strukture algebry Boole’a. Zerem tej
algebry jest 0, jej jedynka jest 1. Kres dolny odpowiada koniunkcji, kres gérny alternatywie (nierozlacznej), a
operacja dopetnienia odpowiada negacji.

e Algebra zdarzen. Przestrzen zdarzen jest algebra Boole’a. Jest to, rzecz jasna, szczegdlny przypadek pierw-
szego z rozwazanych przyktadéw. Zdarzenia sg zbiorami (zdarzen elementarnych), a koniunkcji i alternatywie
zdarzen odpowiadaja operacje teoriomnogosciowe na zbiorach zdarzen elementarnych; zdarzeniu przeciwnemu
do danego zdarzenia odpowiada dopetnienie teoriomnogosciowe tego zdarzenia.

e Kraty pojeé. Ten przyktad wykorzystuje kilka pojeé algebraicznych, ktérych tu nie objasniamy. Jest on prze-
znaczony dla tych czytelniczek, ktére sa juz trochg oswojone z algebra, lub tez takich, ktére — zzerane zdrowa
ambicja — zechca odnaleZ¢ owe pojecia w jakim$ podreczniku. Dodajmy, ze algebry z tego przyktadu maja
ciekawe zastosowania, takze lingwistyczne — np. w opisie zaleznosci semantycznych w leksykonie.

Kontekstem nazwiemy dowolny uktad postaci (G, M, I), gdzie G (ogét rozwazanych obiektow) i M (ogét rozwa-
zanych cech) sa zbiorami, a I relacja o dziedzinie G oraz przeciwdziedzinie M. Wyrazenie gI'm czytajmy: obiekt g
ma cechg m. Mozna czyni¢ dalsze zatozenia o tego typu uktadach; w tym miejscu przywotywanie ich jest nieistotne.
Zdefiniujmy dwa operatory na rodzinach zbioré6w obiektéw i cech:

>(A)={meM : (Vg)[ge A— gIm]}
A(B)={ge G : (Vm)[m e B — gIm|}
Para (>, <1) jest odpowiednio$cia Galois. Dla dowolnego kontekstu (G, M, I') nazwiemy pojeciem formalnym

tego kontekstu kazda parg (A, B) taka, ze:
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ACG, BC M, >(A)=B, <(B)=A.

Ekstensjq pojecia formalnego (A, B) jest A, jego intensjq jest B. Rodzing wszystkich pojeé formalnych kontekstu
(G, M, I) oznaczmy przez B(G, M, I). Rodzina ta jest czg$ciowo uporzadkowana przez relacje <:

(A1, B1) < (Ag, Bs) wtedy i tylko wtedy, gdy A; C A (co jest rtéwnowazne temu, ze By C Bj).

Podstawowe dla rozwazanej problematyki twierdzenie wyslowi¢ mozna nastgpujaco (zob. Bernhard Ganter, Ru-
dolf Wille Formal Concept Analysis. Mathematical Foundations. Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York,
1999, str. 20; upraszczam nieco notacjg; wszystkie potrzebne do zrozumienia twierdzenia pojecia znaleZ¢ mozna w
dowolnym solidnym podrgczniku teorii krat; stosujemy tez standardowe niedomdwienia algebraiczne):

Twierdzenie.
Krata pojeé B(G, M, I) jest krata zupetna, w ktorej kresy zdefiniowane sa réwnosciami:

A (A, B)) = (] A, >(<(U By)))

teT teT teT
V (Ae, Br) = (2(>(U Av)), (] Br).
ter ter teT

Krata zupetna V jest izomorficzna z B (G, M, I') wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja odwzorowania~y : G — V oraz
w: M — V takie, ze v(G) jest supremum-gesty w V', p(M) jest infimum-ggsty w V' oraz gI'm jest rtbwnowazne z
vg < pm dla wszystkich g € G i wszystkich m € M. W szczegblnosci, V' = B(V,V, ). Mamy tu oczywiscie:
V= (V).

Jak pisze jeden z autoréw znanego Panstwu Wistepu do jezykoznawstwa na stronie 14, teoria algebr Boole’a jest
powszechnie znana. Mam jednak nadziejg, ze przypomnieniem tych kilku poje¢ nikogo nie urazitem.

16.4.2. Jezyk KRP a jezyki etniczne

Czy ,przeklady” z jezyka KRP na jezyki etniczne (i na odwrét) sa mozliwe? A jesli niemozliwe sa wierne,
»globalne” przektady, to jaka czg$¢ jezyka etnicznego ma swoéj przeklad na jezyk KRP? Ponizej ograniczymy sie
tylko do bardzo ogdlnych uwag dotyczacych zaleznosci miedzy jezykiem KRP a jezykami etnicznymi. Beda to przy
tym uwagi raczej dogmatyczne. Wigcej na ten temat: np. w wyktadzie SEMIOTYKA LOGICZNA przewidzianym w
programie studiéw JEZYKOZNAWSTWA I NAUK O INFORMACII na roku czwartym.

Jezyki etniczne sa uniwersalnymi systemami semiotycznymi. Wszystko, co daje si¢ wyrazié, jest wyrazalne w
jezykach etnicznych. Pomijajac niuanse gramatyczne oraz zasoby stownikowe (ktére zawsze mozna uzupetniac),
wszystkie jezyki etniczne sa zasadniczo rownowazne, jesli chodzi o tresci w nich wyrazalne.

Jezyk Klasycznego Rachunku Zdan jest tworem o wiele mtodszym niz poszczegdlne jezyki etniczne — liczy sobie
zaledwie dwa i pot tysiaca lat. Z kolei, jezyk Klasycznego Rachunku Predykatéw liczy sobie niewiele wigcej niz sto
lat. Inspiracje do zbudowania jezyka KRP byty po czesci logiczne, po czgsci matematyczne.

Jezyk KRP nadaje si¢ do ,,méwienia” o bardzo szerokiej klasie struktur: o uktadach ztozonych z dowolnego zbioru
przedmiotéw oraz okreslonych migdzy tymi przedmiotami relacjach. Dla wigkszos$ci zastosowan, jezyk KRP (a wigc
takze jego dobrze okreSlona semantyka) jest catkowicie wystarczajacy. W szczegdlnosci, poniewaz w jezyku tym
sformutowaé mozna teori¢ mnogosci (ktora stanowi podstawe dla catej matematyki), znakomita wigkszos¢ rozwazan
matematycznych jest wyrazalna w (stosownych fragmentach) jezyka KRP.

Czasami podkresla si¢ fakt, ze formalizacja klasycznego pojecia prawdy (podana przez Tarskiego, w terminach
relacji spetniania oméwionej wyzej) nie jest adekwatna np. dla zdan z r6znego rodzaju modalnoSciami (aletycznymi,
deontycznymi, epistemicznymi, itd.). Tak oczywiscie jest, nalezy jednak zwrdcic¢ uwagg, ze dla kazdej z odpowiednich
logik nieklasycznych (np. modalnych) formutuje si¢ dobrze okreslone pojecie spetniania i prawdy. Przy tym, w
metajezyku opisu korzysta si¢ z teorii mnogosci, a wigc takze z KRP. Podobne uwagi mozna sformutowaé pod adresem
innych logik: np. wielowarto$ciowych, temporalnych, itd.
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Zwraca si¢ réwniez uwagg, ze wiele fenomenéw jezykow etnicznych (np. okazjonalnosé, wyrazenia abstrakcyjne
wymagajace kwantyfikacji wyzszych rzgdéw, elipsa, metafory, idiomy, presupozycje, implikatury, performatywy,
konstrukcje intensjonalne w ogélnosci, akty mowy, mowa zalezna, itd.) wymyka si¢ opisowi z bezpoSrednim zastoso-
waniem semantyki KRP. Takze w tych przypadkach, stosowne ujgcia metalogiczne korzystaja jednak, w ostatecznym
rozrachunku, z teorii mnogosci oraz KRP.

Wreszcie, podkresla si¢ zasadnicza réznice miedzy jezykami etnicznymi a jezykami sztucznymi: w jezykach
etnicznych nie wystgpuja w sposdb wyrazny zmienne (zdaniowe lub nazwowe). Ten fakt jednak nie przesadza, iz
przektady z jezykow etnicznych na jezyki sztuczne (i na odwrdét), zachowujace wlasnosci znaczeniowe, sg niemozliwe.
W istocie, istnieje wiele rozbudowanych systeméw formalnych, w ktérych takie przektady si¢ proponuje.

Czyzby wigc, mimo wszystkich tych (i ewentualnie dalszych) zastrzezen, istnienie globalnego ,,przektadu” wszel-
kich wyrazen dowolnego jezyka etnicznego na jezyk KRP, z zachowaniem wszystkich wiasnosci semantycznych,
bylo przesadzone? Sadzimy, ze nie. Tylko wybrane rodzaje wyrazen (zdan) jezykéw etnicznych mozna ,,rozumnie”
przektadaé na jezyk KRP. Aby taki przektad byl sensowny, musza by¢ spetnione, m.in. nastgpujace warunki:

e rozwazane wyrazenia musza mie¢ porzadnie okreslone kategorie syntaktyczne (odpowiadajace predykatom,
nazwom, funktorom réznych rodzajéw);

e trzeba si¢ ograniczy¢ jedynie do funkcji informacyjnej (deskryptywnej) wyrazen, pomijajac (pierwszorzgdowe
w przypadku jezykéw etnicznych) funkcje pragmatyczne, np. funkcje perswazyjna;

e nalezy si¢ ograniczy¢ do wyrazen, a nie wypowiedzi, w przypadku tych drugich istotna rolg odgrywaja ich
konteksty, a to zmusza do wykroczenia poza klasyczne (w terminach relacji spetniania dla KRP) rozumienie
prawdziwosci.

,Przektady” w druga strong (tj. z jezyka KRP na jezyki etniczne) sa oczywiscie o wiele tatwiejsze. Jednak row-
niez w tym przypadku napotykamy na pewne trudnosci (,,przektady” pewnych kontrukcji logicznych Zle ,,wspétzyja”
gramatycznie, jesli uzy¢ tej niejasnej metafory).

Tak wigc, dla przyktadu, nie sprawia najmniejszych trudnosci dokonanie ,,przektadu” z jezyka polskiego na jezyk
KRP zdan ponizszej postaci, w ktérych jest jasne, co przetozy si¢ na predykat, co na nazwe, z jakimi rodzajami
kwantyfikacji mamy do czynienia, itd.:

e Jan zdradzit Klaudi¢ z Cecylia.

e Z Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Japonii.

e Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja myslg o mnie.

e Kto $pi, nie grzeszy.

Podobnie, nietrudno znalez¢ réznice znaczeniowe w podanych nizej parach wyrazen:

1. | Umart i dostat jakis order. Dostat jaki$ order i umart.

2. | Umart bo dostat jakis order. Dostat jaki$ order bo umart.

3. | Umarl wigc dostat jaki$ order. Dostat jaki$ order wigc umart.

4. | Umart chociaz dostat jakis order. Dostat jaki$ order chociaz umart.

5. | Umart gdy dostat jaki$ order. Dostat jaki$ order gdy umart.

6. | Umart mimo ze dostat jakis order. Dostat jaki$ order mimo ze umart.

7. | Nie dos¢, ze umarl, to dostat jaki$ order. | Nie dos¢, ze dostat jaki$ order, to umart.

Drobnym problemem moze okaza¢ si¢ oddanie tych réznic znaczeniowych w ,,przektadach” tych wyrazefi na jezyk
KRP.

Nie poswigcamy w tych wyktadach specjalnej uwagi problemom znajdowania tego rodzaju przektadéw z powo-
déw, ktoére zostaly juz przedstawione w semestrze zimowym: skoro otrzymatas§ Swiadectwo Dojrzatosci, to nalezy
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przypuszczac, ze sprawnie postugujesz si¢ jezykiem polskim, w Czytaniu ze Zrozumieniem, analizie sktadniowej wy-
powiedzi, itd. Kto jednak taknie tego typu éwiczen, znajdzie je w wielu powszechnie dostgpnych podrgcznikach i
zbiorach zadan.

Pozwdélmy sobie, dla relaksu, przywota¢ w tym miejscu gar§¢ wyrazen o wymowie (W naszym mniemaniu) za-
bawnej. Komizm jest tu wynikiem réznorakich czynnikéw, np.: btedéw sktadniowych i semantycznych, elipsy, wie-
loznacznosci, réznego rodzaju implikaturom, itd. Mozna, dla rozrywki, prébowac znaleZé ,,przektady” podanych
wyrazen na jezyk KRP.

e Uwaga zoierze! Zbidrka przed koSciotem — za kosSciotem, po kosciele — przed koSciotem.

e Nad rzeka dziewcze doito krowe, a w wodzie odbijalo si¢ odwrotnie.

e Jan zakopat skarb razem z tesciowa.

e Mimo staran lekarzy pacjent wyzdrowiat.

e Po wielu staraniach lekarzy pacjent zmart.

e Popieramy program partii (tu wPiSz nazwg partii), oparty na prze§wiadczeniu o wlasnej stusznosci.

e Cata wspdlnota dzigkuje chérowi parafialnemu, ktéry na okres wakacji zaprzestat swojej dziatalnosci.

e Wies byta samowystarczalna: kobiety dostarczaty mleka, migsa i skor.

e Zachowanie dzieci dalece odbiega od rzeczywistosci.

e Temperatura w kraju zalezy od termometru.

e Chory wigzien nie dos¢, ze nie byt leczony, musiat jeszcze niekiedy umierac.

e Nie chce, ale musze.

e Mam swoje zdanie w tej sprawie, ale si¢ z nim nie zgadzam.

e Kara §mierci ma charakter nieodwracalny.

e Na mordy caréw panstwa Europy patrzyly ztym okiem.

e W XVI wieku uprawiano wiele ro§lin, ktérych jeszcze nie znano.

e Dzigki seppuku Japoniczycy mogli pokaza¢ swoje prawdziwe wngtrze.

e Emilia Plater byta putkownikiem o kobiecych piersiach widocznych spod munduru.

e Wietrzenie skat jest pojeciem czysto teoretycznym, bo wszystkie dawno wywietrzaty.

e Meduza zyje w jelicie grubym cztowieka, wigc jest pozytecznym szkodnikiem.

e Beethoven byt gtuchy, ale przynajmniej widziat co komponowat.

e Jontek na swoim zegarze w chalupie znalazt wskazéwki do zycia.

e Harfa jest podobna do tabedzia, tylko gorzej ptywa.

e Jesli podzielimy graniastostup wzdhuz przekatnej podstawy, to otrzymamy dwie trumny.

e Prostokat r6zni si¢ od kwadratu tym, ze raz jest WyZszy a raz Szerszy.

e Przez uderzenia pedzlem malarz uzyskuje smutek na twarzy modelki.

e Gdyby stopniaty lodowce, to Wielka Brytania bytaby cata zalana, a Polska chyba tez, ale kilka dni péznie;j.

e Po bitwie na polu grunwaldzkim zostato wigcej trupdw niz przyszio.

e Polana jest to forma lasu bez lasu.

34



Janko Muzykant ledwie zipat, ale zipat.

Stowacki na swoim pogrzebie widziat tylko garstke najblizszych przyjaciét.

Po ogloszeniu 10 przykazan Mojzesz uznat je za niezyciowe i rzucil w przepas¢.
Kaj i Gerda nie byli ani siostrg ani bratem, tylko rodzefistwem.

W puszczy zyje duzo drapieznikéw, ktére moga cztowieka pozreé, zadusic i zostawic.
Catymi dniami pit po nocach.

Na skutek zatoby swojej matki, Iwona urodzita si¢g w pig¢ lat po §mierci ojca.
Andromaka byla wdowa, jakiej wielu me¢zéw moglo sobie zyczyc¢.

We wsi panowata ciemnota a takze wojt.

Autor w tym wierszu ukazuje nam swoje wnetrze i mowi, ze jest mu niedobrze.
Wiatr wiat tak silny, ze powywracal dzwony na lewa strone.

Spréchniaty zab czasu dotknat go swoim palcem.

Ludzie pierwotni, gdy chcieli rozpali¢ ogien musieli pociera¢ krzemieniem o krzemien, a pod sp6d podktadali
stare gazety.

Bogurodzica Spiewana byta czesto na rozpoczgcie bitwy pod Grunwaldem.
Doprowadzimy do tego, ze kazdy w tym kraju bedzie zarabial wigcej od Sredniej krajowe;.
,,Ruchu nie ma” — rzekl Parmenides i odszedt.

Nie znat zupetnie niczego.

W moim zestawie pojec nie ma pojecia grzechu, a wigc nie mogge grzeszyc.
Przypuszczam, ze sto lat temu nie bylo mnie (jeszcze/juz) na §wiecie.
Beata jest wierna wszystkim swoim narzeczonym.

Nie ulegaj przesadom, bo to przynosi pecha.

Kazdy rzekomy przestepca jest przestepca.

Oskarzenie ministra okazato si¢ bezpodstawne.

Bedzie tak dobrze, ze gorzej juz nie bedzie.

Wszyscy nie zaptacili.

Doprowadzimy do tego, ze kazdy w tym kraju bgdzie robit to, na co ma ochote. A jesli nie, to go do tego
zmusimy.

Kobiety i m¢zczyZni maja takie same prawa przy podejmowaniu i rozwigzywaniu umowy O prace.
Wyjatek potwierdza regute.

Dzigki swemu kalectwu nie moze biedak dostaé pracy.

Z okazji Smierci me¢za Slemy wyrazy glebokiego wspdtczucia.

W zwiazku ze $miercia mojej matki proszg o wyptacenie mi ekwiwalentu pienigznego.
Matzenistwo to zalegalizowana prostytucja.

Wolny jest ten, kto nie siedzi w wigzieniu.
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Kapitat to ta czgs$¢ bogactwa, ktéra poswigca sig, by pomnozy¢ swe bogactwo.

Maz stanu to polityk niezyjacy od pigtnastu lat.

Demokracja to ustrdj, w ktéorym mozesz mowic to co myslisz, nawet wtedy, kiedy nie mySlisz.
Sprawiedliwe jest to, co lezy w interesie silniejszego.

Potrafi¢ si¢ oprzeé wszystkiemu, z wyjatkiem pokusy.

Nietoperze sa ssakami, bo nie maja pior. :)

Zaloze sie, ze nie ma si¢ o co zaktadac.

Jesli zalegalizujemy eutanazjg, to rozwiazemy problem braku pienigdzy na emerytury.
Jesli zalegalizujemy aborcje, to rozwiazemy problem przeludnienia.

Lepsze jutro byto wczoraj.

W teorii nie ma r6znicy migdzy teoria a praktyka. W praktyce jest.

,Nie strzelajcie, towarzysze” — powiedzial Majakowski na chwilg przed swoim urzgdowo stwierdzonym sa-
mobdjstwem.

,Nie ma reguly bez wyjatkow” jest reguta bez wyjatkéw.

Raz ladacznica, zawsze ladacznica.

Kiedy kto$§ méwi, ze chodzi o zasady, a nie o pieniadze, to wiadomo,ze chodzi o pieniadze.
Uczciwy polityk to ten, ktéry, gdy raz zostat kupiony, pozostaje takim na zawsze.

Ekonomista to ekspert, ktéry bedzie wiedziat jutro, dlaczego rzeczy, ktére przepowiedziat wczoraj, nie spraw-
dzity si¢ dzisiaj.

Zamiast wiary w pieniadze, inwestuj w wiarg.

W kapitalizmie cztowiek wykorzystuje cztowieka. W komunizmie odwrotnie.

Oddac¢ zycie za przekonania teologiczne jest najgorszym uzytkiem, jakie cztowiek moze z zycia uczynic.
Pieniadze ma si¢ po to, aby ich nie miec.

W piekle diabet jest postacia pozytywna.

Wiem, skad legenda o bogactwie zydowskim. Zydzi ptaca za wszystko.

Pieniadze utatwiaja znoszenie ubdstwa.

Polityka to bezkrwawa wojna, a wojna to polityka i rozlew krwi.

W wolnym kraju kazdy moze wyglasza¢ wlasne zdanie i nikt nie musi tego stuchac.

Istnieje cenzor, ktéry cenzoruje teksty doktadnie tych autoréw, ktoérzy nie stosuja autocenzury.
Hegel. Cztowiek uczy sig¢ z historii, ze cztowiek niczego nie uczy sie z historii.

Kamien. Istota wszechmogaca moze stworzy¢ kamien, ktérego nie moze podnies¢.
Teodycea. Istnienie zta na §wiecie jest w zgodzie z mitosierdziem bozym.

Hempel. Obserwowanie z6ttych liSci dostarcza konfirmacji, ze wszystkie kruki sa czarne.

Berry. Najmniejsza liczba naturalna niedefiniowalna przez mniej niz 30 stéw jest definiowalna przez mniej niz
30 stéw.
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o Achilles. Jesli Z6tw znajduje sie w odlegtosci np. 1m od Achillesa, to Achilles nigdy go nie dogoni.

e Moment $mierci. Jesli zyjemy, to $mierci nie ma. Jesli nie zyjemy, to nie ma zycia. Moment $mierci nie moze
naleze¢ ani do zycia, ani do §mierci.

e Moore. ,.Bylem wczoraj w kosciele, ale w to nie wierze.”
e Quine. Jedli to zdanie jest prawdziwe, to Pingwiny rzadza Swiatem.

o Tezeusz. Jesli kazdy element Statku zostal co najmniej raz zastapiony nowym, to czy mamy do czynienia wciaz
z tym samym Statkiem?

e Ograniczenia kontroli. Nigdy nie mozemy by¢ pozbawieni kontroli, bowiem niepodleganie czyjejkolwiek
kontroli oznacza samokontrole.

e Rzymskie. Dla zachowania pokoju przygotowuj si¢ do wojny.
e Nihilizm. Jesli prawda nie istnieje, to stwierdzenie ,,Prawda nie istnieje” jest prawda.
e Wszechmoc. Co si¢ stanie, gdy pocisk, ktdry przebija wszystko trafi w tarcze, ktorej nic nie moze przebic?

e Piosenka ontologiczna. ,,To, co si¢ dzieje, naprawde nie istnieje, wigc nie warto mie¢ niczego, tylko karmic¢
zmysty.”

e Niemozliwa odpowiedZ. Spisz? Tak.

e Stopnie nicosci. A im bardziej Puchatek zagladat do srodka, tym bardziej Prosiaczka tam nie byto.
e Sceptycyzm. Nic nie jest poznawalne.

e Solipsyzm. Jestem solipsysta i dziwi mnie to, ze inni nie sa.

e Piotr glosi tolerancjg dla nietolerancji.

e Piotr glosi nietolerancje dla tolerancji.

e Piotr glosi nietolerancje dla nietolerancji.

e Panie doktorze, cierpig na chroniczne niezdecydowanie, ale pewna tego nie jestem.

e Co ma zrobi¢ ateistka, poproszona o odméwienie modlitwy? Odmowic i nie odméwié, czy tez nie odmowic i
odméwié?

e Powoli zaczynamy sig¢ spieszyc.

17. Cwiczenia

Teraz to, co lubicie najbardziej, czyli zadania do samodzielnego rozwiazania. Wszystkie zaopatrzone zostaty w
odpowiedzi.
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17.1. Jezyk KRP

17.1.1. Podaj zmienne wolne i zwiazane formut:
o (@)Vx (P(x,y) — Jy (Qz) A R(z,y)))

o (b) 3z (P(z) AVz (Q(2) — R(z,2)))
e (c) 3z (P(x) AVz (Q(x) — R(x,y))).

17.1.2. Czy term ¢ jest podstawialny za zmienna x w formule «, gdzie:

e (a)t jest postaci f(x), a « jest formuta Vy3z (P(y, z) — Q(z)); « jest jedyna zmienng w termie ¢;
e (b) ¢ jest postaci g(z,y), a a jest formuty VyVz (P(x,y) — Q(z)); 2 i y sa jedynymi zmiennymi w termie ¢;

e (c) t jest postaci f(a), a « jest formuta VaTy (P(z) V Q(y)); t jest termem bazowym.

17.1.3. Podaj warto$¢ S(t, z,t') dla:

e (a) ¢ postaci f(a) oraz t’ postaci g(x, f(x));
e (b) t postaci f(x, f(x,x)) oraz t’ postaci g(z, g(x,y));

e (c) ¢ postaci f(x) oraz t’ postaci g(a,a); g(a,a) jest termem bazowym.
17.1.4. Podaj warto$¢ S(t, z, o) dla:

e (a) ¢ postaci y oraz « postaci Va3z (P(z) — Q(z, 2));
e (b) t postaci f(x,y) oraz v postaci Va3z (P(z) — Q(x, 2));

e (c) t postaci g(z, f(y)) oraz « postaci P(z) — Q(f(z), g(x,x)).
17.1.5. Opisz zbiér wszystkich terméw:

e (a) utworzonych z jednej zmiennej x oraz jednego symbolu funkcyjnego jednoargumentowego f;
e (b) utworzonych z jednej zmiennej x oraz jednego symbolu funkcyjnego dwuargumentowego g;

e (c) utworzonych z jednej zmiennej z, jednego termu bazowego ¢ oraz jednego symbolu funkcyjnego dwuargu-
mentowego g.

17.1.6. Ktére z podanych nizej formut s zdaniami jezyka KRP:

* (@) Vadyvz (P(z,y,2) — Q(z, 7, 7))
e (b) 3z ((P(z) vV Q(y)) ANVaVy (P(z) — Q(y)))
o (©Vady (P(f(y),x) A Q(x, f(y)))-
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17.2. Relacja spelniania

17.2.1. Niech 901 bedzie struktura o uniwersum zlozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych
przez relacje mniejszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Niech w = (1,1,...) bedzie war-
toSciowaniem zmiennych w uniwersum 9J1 o stalej wartosci 1. Czy wartoSciowanie w spetnia formute o w strukturze
I, dla:

e (a) a postaci Iz (z1 < x2) V xo (1 < x2)

e (b) a postaci Vaq (z1 < z2) V Vs (21 < x2)

e (¢) apostaci Iz (z1 < x2) A Jxo (1 < x2)

e (d) a postaci Va1 (21 < z2) AV (21 < x2).
17.2.2. Niech 91 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych
przez relacje mniejszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Jakie wartoSciowania spelniaja
formute o w strukturze 91, dla:

e (a) o postaci Vo (21 < xa V xa < 21)

e (b) v postaci Vxy (1‘1 < T2 Nxg < 1‘1)

e (¢) apostaci Vry (x1 < we) — Vo (1 < 2).

17.2.3. Niech 901 bedzie struktura o uniwersum zlozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych
przez relacje mniejszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Czy formula « jest prawdziwa w
strukturze 9N, dla:

e (a) o postaci VaVydz (x < 2z Az < y)

e (b) a postaci o postaci VaVy3z (z < z Az < y)

e (c) o postaci « postaci VaVy3dz (z < z Ay < z).

Niech teraz 901 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanych

przez relacje niewigkszosci <. Niech < bedzie predykatem denotujacym relacje <. Ktére z powyzszych formut sa
wtedy prawdziwe w strukturze 21?7

17.2.4. Niech 9 bedzie struktura o uniwersum zlozonym ze zbioru wszystkich liczb naturalnych, z operacjami:
dodawania +, mnozenia - i nastgpnika ,,+1” oraz relacjg mniejszosci < i relacja identycznosci = oraz zerem 0 jako
elementem wyréznionym w uniwersum, zdefiniowanymi w zwykty sposéb. Niech:

e & denotuje operacje¢ dodawania

e ® denotuje operacje mnozenia

e S denotuje operacj¢ nastgpnika

e < denotuje relacje mniejszosci

e = denotuje relacje identycznoSci

O denotuje liczbg 0.

A) Zapisaé w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuty, wyrazajace nastgpujace pojecia:
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e (a) x jest podzielna bez reszty przez y

e (b) x jest liczba pierwsza

e (c) z iy sa wzglednie pierwsze

e (d) x jest suma dwdéch kwadratéw

e (e) z jest wigksza od kazdego podzielnika y

e (f) x nie jest nastgpnikiem zadnego podzielnika y

e (g) z jest liczba parzysta

e (h) x jest najwigkszym wspdlnym podzielnikiem y oraz z

e (i) x jest najmniejsza wspdlng wielokrotnoScia y oraz z.

B) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastgpujace zdania i zastanowié sig, ktére z nich sa zdaniami
prawdziwymi w strukturze 1:

e (a) Istnieje najwigksza liczba pierwsza.

e (b) Istnieje bardzo duzo liczb pierwszych.

e (c) Kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw liczb naturalnych.

e (d) Najmniejsza wspdlna wielokrotno§¢ dwdch liczb jest mniejsza od ich najwigkszego wspdlnego podzielnika.

e (e) Istnieja doktadnie dwie rézne liczby, dla ktérych zachodzi: 322 + 2z +1 = 0.

e (f) Dodawanie jest rozdzielne wzglegdem mnozenia.

e (g) Kazda liczba parzysta jest suma dwoch liczb pierwszych.

17.2.5. Niech £ bedzie nieskoficzonym zbiorem L czeSciowo uporzadkowanym przez relacje C. Oznacza to, ze relacja
C jest w zbiorze L zwrotna, przechodnia oraz antysymetryczna. Niech relacja [ bedzie zdefiniowana warunkiem:
x C y wtedy i tylko wtedy, gdy « C y oraz nieprawda, ze y C x. Niech predykat = denotuje relacj¢ identyczno$ci =.
Niech predykat < denotuje relacje C, a predykat < relacje .

A) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuly, wyrazajace nastgpujace pojecia:
e (a) x jest elementem C-minimalnym (nie istnieje element y rézny od z taki, ze x jest nastepnikiem, a y po-
przednikiem w relacji C)

e (b) z jest elementem C-maksymalnym (nie istnieje element y rézny od x taki, Ze y jest nastgpnikiem, a x
poprzednikiem w relacji C)

e (c) z jest elementem C-najmniejszym (x jest poprzednikiem w relacji C wzgledem kazdego y)

e (d) x jest elementem C-najwigkszym (z jest nastgpnikiem w relacji C wzgledem kazdego y)

e (e) x nie jest C-nastepnikiem y oraz nie jest C-poprzednikiem z.

B) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastgpujace zdania i zastanowic sig, ktére z nich sa zdaniami
prawdziwymi w strukturze £:

e (a) Porzadek L jest liniowy (ma dodatkowo wlasno$¢ spdjnosci).

e (b) Porzadek [ jest gesty (istnieja co najmniej dwa elementy pozostajace w relacji C oraz migedzy kazdymi

dwoma elementami pozostajacymi w relacji [ istnieje element [-poSredni).
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e (c) Porzadek C jest dyskretny (kazdy element, ktéry ma C-poprzednik (C-nastgpnik), ma takze bezposredni
C-poprzednik (bezposredni [ -nastepnik)).

e (d) Porzadek C nie jest ani gesty, ani dyskretny.

e (e) Istnieja elementy C-nieporownywalne.

e (f) Kazde dwa elementy maja wspdlny C-poprzednik.
e (g) Kazde dwa elementy maja wsp6lny C-nastepnik.
o (h) Istnieja elementy [ -nieporéwnywalne.

e (i) Kazde dwa elementy maja wspdlny [ -poprzednik.

¢ (j) Kazde dwa elementy maja wspdlny [ -nastepnik.

Niech teraz £ bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb naturalnych, relacja C bedzie inklu-
zja, a C inkluzja wlasciwa. Ktére z powyzszych zdan sa wtedy prawdziwe w £?7

17.3. Tautologie KRP

17.3.1. Wykaz, ze nie sa tautologiami KRP:
e (a) (Vx P(z) — Vz Q(z)) — Va (P(x) — Q(x))
e (b) (3x P(x) Az Q(z)) — 3 (P(x) AQ(x))
e (¢)Vady P(y,x) — JyVa P(y, z).

17.3.2. Wykaz, ze sg tautologiami KRP:

e ()dz (a— ) — (Ve a— Jz )
e (b) (aVVz ) — Va (aV ), oile x nie jest zmienna wolng w cv.

o )V (v — —f) =V (8 — ).

17.3.3. Udowodnij, ze nastgpujaca formuta jest prawdziwa w kazdej strukturze skonczonej, ale nie jest tautologia
KRP:

o (a) Iz Vrodxs ((P(x2,23) — P(x1,23)) — (P(z1,21) — P(22,21)))

17.4. Wynikanie logiczne w KRP

17.4.1. Wykaz, ze ze zbioru X wynika logicznie zbiér Y, dla:

o« @)X = {¥z (a— ), Yo (5—n}Y = ¥z (a — )}
e WX ={Vea, V2 5},Y = {Vz (a A §), Yx (e V ) }.

17.4.2. Wykaz, ze ze zbioru X nie wynika logicznie formuta «, dla:

e (a) X = {Vz3y P(z,y), 3z P(z,z)}, « postaci Vz P(z, )
e (b) X = {3z P(z), Vz (P(z) V Q(x))}, a postaci Q(x).
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17.5. Teoria mnogosci

Uwaga. Stuchacze tych wyktadéw maja za soba kurs WSTEPU DO MATEMATYKI, na ktérym oméwiono rachunek
zbioréw i relacji oraz rozwigzano wiele ¢wiczen dotyczacych tej problematyki. Nie bedziemy wigc tego wszystkiego
raz jeszcze rozpamigtywac. Ponizej podajemy jedynie kilka typowych ¢wiczen.

17.5.1. Zapisz w jezyku teorii mnogosci:

e (a) z jest funkcja réznowartoSciowa z y na z.
e (b) Zaden zbiér nie jest réwnoliczny z rodzina wszystkich swoich podzbioréw.

e (c) Istnieje zbior nieprzeliczalny.
17.5.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastgpujace zdania nie sa prawdziwe o wszelkich zbiorach:

o (a)VaVyVz (r EyAy €2) = x € 2)
o D)VaVyVz ((z € yANy #2) > x ¢ 2)
o ()VaVyVz (x CyAy € z) =z ¢ 2).

17.5.3. Pokaz, ze sa prawami rachunku zbioréw:

o (AQVaVyVz ((x CyAyNz=0)—znNz=10)
e O)VaVy (zx=zNy—x Cy)

e (c) Produkt kartezjariski dowolnej rodziny zbioréw niepustych jest niepusty.

17.5.4. Udowodnij, ze:

e (a) operacje sumy U oraz réznicy — mozna zdefiniowa¢ w terminach operacji: N oraz réznicy symetrycznej =+;

e (b) operacji sumy U nie mozna zdefiniowa¢ w terminach operacji iloczynu N oraz réznicy —.

17.5.5. Pokaz, ze sa prawami rachunku relacji:
e (a) Niech R o S oznacza ztozenie relacji Ri S, a R~! niech oznacza konwers relacji R. Konwers ztozenia
relacji Ri S jest ztozeniem relacji Si R, czyli: (Ro S)™ ! =S"1o R™L

e (b) Relacja R w zbiorze X jest jednocze$nie rownowaznoscia i czgSciowym porzadkiem wtedy i tylko wtedy,
gdy jest relacja identycznosci w X.

e (c) Ztozenie Ry o SR, relacji rtéwnowaznosci R, oraz R, jest relacja réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy:

RloRQZRQORl.
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17.6. Algebry Boole’a

17.6.1. Zapisz w jezyku teorii algebr Boole’a:

e (a) Dopetnienie kresu gérnego elementéw z i y jest réwne kresowi dolnemu dopetnien elementéw x i y.

e (b) Zbidr I elementéw algebry jest jej ideatem, tj.: jest domknigty na operacje kresu gérnego oraz zawiera, wraz
z kazdym swoim elementem, wszystkie elementy od niego mniejsze.

e (c) Zbior F elementow algebry jest jej filtrem, tj.: jest domkniety na operacje kresu dolnego oraz zawiera, wraz
z kazdym swoim elementem, wszystkie elementy od niego wigksze.

17.6.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastgpujace zdania nie sa prawdziwe o wszelkich algebrach Boole’a:

o (a) Istnieja atomy, tj. elementy minimalne algebry rézne od jej zera.
o (b) Istnieja koatomy, tj. elementy maksymalne algebry rézne od jej jedynki.

e (c) Porzadek elementéw algebry nie jest liniowy.

17.6.3. Pokaz, ze sa prawami teorii algebr Boole’a (w drugiej aksjomatyce):

e (a) Kres gérny elementéw x i y jest réwny kresowi gérnemu elementu y oraz réznicy x i y.

e (b) Dopelnienie kresu dolnego elementéw z i y jest réwne kresowi gérnemu dopetnien elementéw x i y.

17.6.4. Niech F bedzie rodzina wszystkich podzbioréw zbioru nieskonczonego X o skoniczonych dopetnieniach i
niech B bedzie algebra Boole’a wszystkich podzbioréw zbioru X ze zwyklymi teoriomnogosSciowymi operacjami
sumy, iloczynu oraz dopelnienia.

e (a) Czy zbidr F jest filtrem, czy ideatem algebry B?

e (b) Czy algebra B zawiera jakie$ atomy lub koatomy?

17.7. Jezyk KRP a jezyki etniczne

17.7.1. Podaj wyrazenie jezyka KRP odpowiadajace strukturze sktadniowej nastgpujacych zdan jezyka polskiego:

e (a) Sa wstretne prawdy i pigkne falsze.

e (b) Kobiety i mgzczyZni maja rowne prawa przy nawiazywaniu lub rozwigzywaniu umowy o prace.
e (c¢) Z Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Japonii.

e (d) Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja mysle o mnie.

e (e) Nikt nigdy nikomu w zadnej sprawie nie ufa.
17.7.2. Odczytaj w jezyku polskim odpowiedniki nastgpujacych formut jezyka KRP, przy podanej interpretacji:

e (a)Vz (P(x) A—Q(x)) — R(x)); P(x) — x wdycha opary rteci, Q(x) — x kona, rzgzac, pocac sig¢ i moczac,
R(x) — x $wiruje jarzabka.
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o (b)Vx (P(x) — (FzVy (Q(z,y) — 3z =R(x)))); P(r) — x jest bezrobotny, Q(z,y) — z jest bogatszy od v,
R(z) — z jest odpowiedzialny za stan gospodarki tego nieszczgsnego kraju.

o () Vo VaoVasVayVes (M(zq, 22, x3) A M (24,23, 25)) — e (M (21,26, 24 N M (25,22, 26); M (2,y, 2)
— y lezy migdzy x oraz z, przy czym nie jest wykluczone, iz y jest identyczny z x lub y jest identyczny z z.

17.7.3. Ktére z ponizszych wyrazen sa prawdami logicznymi lub fatszami logicznymi:

e (a) Zaden papiez nie byt kobieta.

e (b) Dawno, dawno temu wszystkie liczby byly wymierne.

e (c) Wspotzyt z najstarsza mieszkanka naszej wsi, ale mieszkal u jej matki.
e (d) Prawdy wieczne sa odwieczne.

e (e) Elipsy to takie lekko sptaszczone okregi.

Rozwiazania ¢wiczen

17.1. Jezyk KRP

17.1.1.

e (a) Pierwsze z lewej wystapienie y jest wolne w tej formule. Zmienna y jest zmienng wolng tej formuty.
e (b) Ta formuta nie zawiera zmiennych wolnych.

e (c) Zmienna y jest jedyna zmiennga wolna tej formuty.
17.1.2.

e (a) Tak. Zadna zmienna wystgpujaca w termie f(z) nie stanie si¢ zwiazana po podstawieniu tego termu do
rozwazanej formuty.

e (b) Nie. Po wstawieniu termu g(z,y) do formulty VyVz (P(z,y) — Q(z)) zmienna y wystepujaca w tym
termie staje si¢ zwigzana w rozwazanej formule.

e (c) Tak. Term f(a) nie zawiera zmiennych wolnych, a wigc jest podstawialny do kazdej formuty.
17.1.3.

e (@) S(f(a),,g(z, f(x))) jest termem g(f(a), f(f(a))).
o (b) S(f(w, f(x,)),,g(x,g(x,y))) jest termem g(f(, f(=x,)), g(f(z, f(z,2),v))).

e (c) Nie mozna dokonaé podstawienia. Term g(a, a) nie zawiera zmiennej x.
17.1.4.
e (a) S(y,z,VaIz (P(x) — Q(x, 2))) jest formuta Vz3z (P(y) — Q(y, 2)).
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o (b) S(f(z,y),z,YxIz (P(z) — Q(z,z))) jest formuta VaIz (P(f(x,y)) — Q(f(x),z)). Zauwaz, ze
zmienna x stala si¢ zwiazana po podstawieniu!

e (©)S(g(z, fy)),z, P(x) = Q(f(z), g(x, x)) jest formulq:
P(g(x, f(v))) — Q(f(g(x, f())), g(g(=, f(y)), 9(x, f(¥))))-

17.1.5.

e (a) Jest to zbidr: {z, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))),...}.

e (b) Jest to zbiér: {z, g(z, x), g(x, g(x, x)), g(g(x, x), x),...}.

e (c) Jest to zbidr:
{z,t,9(x,2), 9(1,1), g(x, 1), g(t, ) }U
{9(z,9(z,2)), 9(x, 9(t,1)), 9(, 9(, 1)), g(x, g(t, 2)) }U
{9(t, g(x, ), 9(t, (¢, 1)), 9(t, 9(, 1)), g(t, g(t, )} U .. .

17.1.6.

e (a) Tak, jest zdaniem.

e (b) Pierwszy czton koniunkcji zawiera wolne wystapienie zmiennej y, a wigc rozwazana formuta nie jest zda-
niem.

e (c) Tak, jest zdaniem.

17.2. Relacja spelniania

17.2.1.

e (a) Rozwazana formuta jest alternatywa, a wigc ciag staly w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 9
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia co najmniej jeden jej czlon. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze ciag stalty w =
(1,1,1,1,...) spetlnia w strukturze 91 pierwszy czlon tej alternatywy, poniewaz ciag w’ = (0,1,1,1,...) spet-
nia w strukturze 9t formule 1 < xs.

e (b) Rozwazana formula jest alternatywa, a wiec ciag staty w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 9t wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia w strukturze 2T co najmniej jeden jej czlon. Ciag w spetniatby w strukturze 90t
pierwszy czton tej alternatywy, gdyby kazdy ciag w’' = (a,1,1,1,...), gdzie a jest dowolng liczba naturalna,
spetniat w strukturze 90t formufe 21 < x5. Tak jednak nie jest, poniewaz np. ciag (2,1,1,1,...) nie spetnia w
strukturze 9 formuly x1 < 5. Podobnie dla drugiego czionu rozwazanej alternatywy: ciag w spetniatby w
strukturze 9 drugi czlon tej alternatywy, gdyby kazdy ciag w’ = (1,a,1,1,...), gdzie a jest dowolna liczba
naturalna, spetniat w strukturze 9 formule 21 < xo. Tak jednak nie jest, poniewaz np. ciag (1,0,1,1,...)
nie spelnia w strukturze 9 formuty 7 < xo. Widzimy zatem, ze ciag w = (1,1,1,1,...) nie spelnia ja w
strukturze 2 zadnego z czlonéw rozwazanej alternatywy. W konsekwencji, alternatywa ta nie jest spelniona w
strukturze 9N przez ciag w.

e (c) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wigc ciag staty w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 90t
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia obydwa jej cztony. Oba cztony tej koniunkcji sa formutami egzystencjal-
nie skwantyfikowanymi. Ciag w = (1,1,1,1,...) spelnia w strukturze 9t pierwszy czlon tej koniunkcji, czyli
formute dx; 1 < x2 wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden ciag w' = (a,1,1,1,...) spelnia w struk-
turze M formule x1 < x9, gdzie a jest jaka$ liczba naturalng. Wystarczy teraz za a wziaé liczbg 0: ciag
(0,1,1,1,...) spetnia w strukturze 91 formute 21 < xo. Podobnie dla drugiego cztonu rozwazanej koniunkcji:
ciagw = (1,1,1,1,...) spelnia w strukturze 9t drugi czton tej koniunkcji, czyli formute Jzo 21 < z2 wtedy
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i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden ciag w' = (1,a,1,1,...) spelnia w strukturze 91 formule x1 < x5, gdzie
a jest jaka$ liczba naturalng. Wystarczy teraz za a wziaé liczbe 2: ciag (1,2,1,1,...) spelnia w strukturze 91
formule z; < x,. Poniewaz ciag w spelnia w strukturze 9% oba cztony koniunkcji, spetnia tez w strukturze 9t
calg koniunkcje.

e (d) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wige ciag staty w = (1,1,1,1,...) spetnia ja w strukturze 9t wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia obydwa jej cztony. Oba czlony tej koniunkcji sa formutami generalnie skwanty-
fikowanymi. Ciag w = (1,1,1,1,...) spetnia w strukturze 9 pierwszy czton tej koniunkcji, czyli formute
Va, 1 < xo wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag w' = {(a,1,1,1,...) spetnia w strukturze 97 formute
x1 < X9, gdzie a jest dowolng liczba naturalna. Jednak np. ciag (2,1,1,1,...) nie spetnia w strukturze 91
formuty ;1 < z2. Widzimy wigc, ze ciag w nie spetnia w strukturze 901 formuty Vz; x1 < x2, czyli pierwszego
cztonu rozwazanej koniunkcji. Nie spetnia zatem réwniez catej koniunkcji. Szukanie odpowiedzi na pytanie,
czy ciag w spetnia w strukturze 97 drugi czton rozwazanej koniunkcji (a nietrudno pokazaé, ze nie spetnia) nie
jest juz potrzebne.

17.2.2.

e (a) Warto$ciowanie w = (wq, we, ws . ..) spelnia w strukturze MM formute Vy (21 < 22 V 22 < x1) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kaZdego wartoSciowania w' = (a,ws,ws...), gdzie a jest dowolnq liczba naturalna,
w’ spetnia w strukturze 90t formute z1 < xo V x2 < x1. Poniewaz ta ostatnia formula jest alternatywa, wiec
w’ spetnia ja w strukturze 90t wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia co najmniej jeden czton tej alternatywy. Widaé
jednak, ze np. warto$ciowanie (wa,ws,ws ...) nie spelnia Zadnego z cztonéw tej alternatywy. Oznacza to,
ze nie wszystkie warto$ciowania w’ = (a, wa, ws ...) spelniajg alternatywe x; < 2 V 22 < 1, a to z kolei
znaczy, ze nie ma warto§ciowania w = (wy, wa, w3 . . .) spelniajacego w strukturze 9 formute:

Vxl (1’1 < X9V xa < 1’1).

e (b) Wartosciowanie w = (wy, we, ws . ..) spelnia w strukturze M formule V1 (1 < z2 A z2 < x1) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kaZdego warto$ciowania w’ = (a,wq, ws .. .), gdzie a jest dowolnq liczba naturalna, w’
spetnia w strukturze 901 formule 1 < x2 A T2 < 1. Poniewaz ta ostatnia formuta jest koniunkcja, wigc w’
spetnia ja w strukturze 97 wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia obydwa cztony tej koniunkcji. Widac jednak, ze np.
wartoSciowanie (ws, wsg,ws . ..) nie spetnia Zadnego z cztonéw tej koniunkcji. Oznacza to, ze nie wszystkie
warto$ciowania w’ = (a, wq, ws . ..) spetniaja koniunkcje 1 < 29 A X2 < 1, a to z kolei znaczy, ze nie ma
warto$ciowania w = (w1, ws, ws . . .) spetniajacego w strukturze M formule Vy (21 < 2 A 29 < 7).

e (c) Warto$ciowanie w = (wq, wa, ws . ..) spetnia w strukturze 2 formule Va1 (z1 < x2) — Vao(zr < x2)
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi alternatywa: (1) w nie spelnia w strukturze 90t formuty V1 (x1 < x2) lub
(2) w spetnia w strukturze 9 formule Vza(x1 < x2). Punkt (1) oznacza, ze nie dla wszystkich warto$ciowan
w' = {a,ws,ws...) warto§ciowanie w’ spetnia w strukturze 9% formute z1 < x5. Istotnie, tak wtasnie jest:

np. warto$ciowanie (ws, ws, w3 . ..) nie spelnia w strukturze 9 formuly 1 < xo. Poniewaz zachodzi jeden

(pierwszy) z cztonéw alternatywy (1) lub (2), wigc zachodzi cata ta alternatywa. Oznacza to, ze dowolne

warto$ciowanie w = (w1, we, w3 . . .) spetnia w strukturze M formule V1 (1 < x2) — Vro(x1 < x2).

17.2.3.

Najpierw rozwazamy przypadek, gdy < denotuje relacje mniejszosci <.

e (a) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze migdzy kazdymi dwiema liczbami naturalnymi istnieje liczba ,,posred-
nia” (w sensie porzadku <). Formuta ta jest wigc fatszywa w strukturze 9%, poniewaz np. migedzy liczbami 1 i
2 nie ma zadnej liczby naturalnej n takiej, ze 1 < n orazn < 2.

e (b) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze dla kazdych dwdéch liczb naturalnych istnieje liczba mniejsza od nich
obu. Formuta ta jest wigc fatszywa w strukturze 9)1, poniewaz nie istnie np. liczba mniejsza od liczb 0 oraz 1.

e (c) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze dla kazdych dwéch liczb naturalnych istnieje liczba wigksza od nich
obu. Formuta ta jest wigc prawdziwa w strukturze 91: dla dowolnych liczb naturalnych m oraz n np. liczba
m + n + 1 jest wigksza zar6wno od m, jak i od n.
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UWAGA. W powyzszej interpretacji nie mamy mozliwosci stwierdzania, ze rozwazane liczby naturalne sa rézne (nie
dysponujemy predykatem identycznosci).

Rozwazamy teraz przypadek, gdy < denotuje relacje niewigkszosci <.

e (a) Rozpatrywana formuta jest fatszywa w strukturze 90: np. dla liczb 3 oraz 2 nie istnieje liczba n taka, ze
3<norazn < 2.

e (b) Rozpatrywana formuta jest prawdziwa w strukturze 9t. Dla dowolnych dwéch liczb naturalnych m oraz n
istnieje liczba k taka, ze zaréwno k < m, jaki k < n.

e (c) Rozpatrywana formuta jest prawdziwa w strukturze 9. Dla dowolnych dwéch liczb naturalnych m oraz n
istnieje liczba k taka, ze zaréwno m < k, jakin < k.

17.2.4.

A) W przypadku predykatu = bedziemy pisac ¢1 = to zamiast = (¢1,{2). Podobnie, w przypadku predykatu <
bedziemy pisaé t1 < to zamiast < (1, t2). Niech ponadto predykat < bedzie zdefiniowany warunkiem: = < y wtedy
i tylko wtedy, gdy « < y lub z = y. [Oznacza to, ze wyrazenie x < y jest skrotem dla wyrazeniax < y V x = y.]

e (a) 32 (x = ®(y, 2)). Niech skrétem dla tej formuty bedzie div(x,y). Formule div(z,y) czytamy zatem: x
jest podzielna si¢ bez reszty przez y.

e MVy(y=z— ((y=5O)Vy=u1x))V div(z,y)). Niech skrétem dla tej formuty bedzie pr(z). Formute
pr(x) czytamy zatem: x jest liczba pierwsza.

e V2 ((mz=S(O)AN(z =22 Az=y)) — ~(div(z,z) A div(y, z))). Niech skrétem dla tej formuty bedzie
rp(x,y). Formulg rp(x, y) czytamy zatem: z oraz y sg wzglednie pierwsze.

e (d) Iy3z (v = B(®(y,y), ®(z, 2))). Formula ta stwierdza, ze = jest suma dwéch kwadratéw.
e (e)Vz (div(y,z) — z < z). Formuta ta stwierdza, ze x jest wigksza od kazdego podzielnika y.

o (f)Vz (div(y,z) — —x = s(z)). Formuta ta stwierdza, ze liczba z nie jest nastgpnikiem zadnego podzielnika
liczby y.

o (g) 3z (x =®(S(S(0)), 2)). Formuta ta stwierdza, ze x jest liczba parzysta.

e (h) div(y, x) Adiv(z, ) AVu ((div(y, u) Adiv(z,u)) — u =< x). Formula ta stwierdza, ze x jest najwigkszym
wsp6lnym podzielnikiem y oraz z.

o (i) div(z,y) A div(z, z) AVu ((div(u,y) A div(u, z)) — = < u). Formuta ta stwierdza, ze x jest najmniejsza
wspdlng wielokrotnoscia y oraz z.

B)

e (a) dx (pr(z) AVy (pr(y) — y = x)). To zdanie stwierdza, ze istnieje najwigksza liczba pierwsza. Jest ono
fatszywe w strukturze 91.

e (b) Tego nie mozna napisaé¢ w jezyku KRP. ,,Bardzo duzo” jest wyrazeniem niejasnym znaczeniowo. W jezyku
KRP rozwazanej sygnatury mozna zapisac np. to, ze dla kazdej liczby pierwszej istnieje wigksza od niej liczba
pierwsza (por. punkt (a) powyzej). Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

e (0) VzIy1Fy2TFys3ya (= (®(y1,y1), B(® (Y2, ¥2), B(® (Y3, ¥3), ®(ya,y4))))). To zdanie stwierdza, ze
kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw. Jest ono prawdziwe w strukturze 9.

o (d) VaVovyVz (((div(z,y) A div(x, z) AVu ((div(u, y) A div(u, 2)) — & =2 u)) A (div(y,v) A div(z,v) A
Yu ((div(y,u) A div(z,u)) — u =< v))) — x < v). Ta formuta stwierdza, Ze najmniejsza wspélna wielo-
krotno$¢ dwdch liczb jest mniejsza od ich najwigkszego wspdlnego podzielnika. Jest ona falszywa w strukturze
m.
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e (e) Zapiszmy najpierw formute R(z) wyrazajaca fakt, ze 322 + 2z + 1 = 0:
B(@(5(5(5(0))), @(x, x)), 8(©(5(5(0)), x), 5(O))) = O-
Napiszemy teraz, Ze istnieja doktadnie dwie liczby, dla ktérych zachodzi 322 + 2z + 1 = 0:
Jz13zs (R(21) A R(22)) A VY (R(y) — (y = 21 Vy = 22))).
To zdanie jest falszywe w strukturze 1.

o (f) VavVyVz (®(®(z,y), 2) = &(®(x, ), ®(y, 2))). To zdanie wyraza (prawostronna) rozdzielnos¢ dodawania
wzgledem mnozenia. Jest ono prawdziwe w strukturze 91. Podobnie zapisujemy lewostronna rozdzielnos§é
dodawania wzgledem mnozenia (Cwiczenie: zapisz).

e (g)Vz (3z (z = ®(S(S(0)),2)) — Judv ((pr(u) Apr(v)) Az = &(u,v))). To zdanie stwierdza, ze kazda
liczba parzysta jest sumg dwdch liczb pierwszych. W chwili, gdy pisane sa te stowa, nie wiadomo, czy to zdanie
jest prawdziwe w strukturze 991. Jest to tzw. hipoteza Goldbacha.

17.2.5.
A)

e (a) =Jy (—y = z Ay < x). Formula ta stwierdza, ze z jest elementem C-minimalnym.

e (b) ~Jy (-y = x Az < y). Formuta ta stwierdza, ze x jest elementem C-maksymalnym.
e (¢) Vy (r < y). Formuta ta stwierdza, ze x jest elementem C-najmniejszym.

e (d)Vy (y < x). Formula ta stwierdza, ze x jest elementem C-najwigkszym.

e (e) 'y < z A -z < x. Formuta ta stwierdza, Ze x nie jest C-nastgpnikiem y oraz nie jest C-poprzednikiem z.
B)

e (a) Trzeba zapisaé, ze predykat < denotuje relacje zwrotna, przechodnia, antysymetryczna i spdjna:
Vo (x < x)
VaVyVz (z K< y ANy € 2) — ¢ < 2)
Vavy (e <y ANy < x) = x = y)
VaVy (e =y — (e < yVy < x)).

Koniunkcja tych formut stwierdza, ze C (czyli denotacja predykatu <) jest liniowym porzadkiem.

e b)Jzdy (- =yAx <y AVaVydz (r <y — (& < 2z Az < y)). Formula ta stwierdza, ze C (czyli
denotacja predykatu <) jest porzadkiem gestym.

e OV (yr<y—-Tz(x<2A2=<y)AVe (Fyz <y — -3z (y < 2 Az < x)). Formula ta stwierdza,
ze C (czyli denotacja predykatu <) jest porzadkiem dyskretnym: kazdy element, ktéry ma C-poprzednik (C-
nastepnik) ma tez bezposredni C-poprzednik (bezposredni [ -nastepnik).

¢ (d) Koniunkcja zaprzeczen formut z (b) i (c) powyzej stwierdza, ze C (czyli denotacja predykatu <) nie jest ani
porzadkiem gestym, ani porzadkiem dyskretnym.

e (¢) Izdy (—x < y A ~y < z). Formuta ta stwierdza, Ze istniej elementy C-nieporéwnywalne.
o (f) VaVy3z (z € = A z < y). Formula ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wsp6lny C-poprzednik.
e (2)VaVy3z (r <€ z Ay < z). Formuta ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wspdlny C-nastepnik.

e (h) JzJy (- < y A —y < x). Formuta ta stwierdza, ze istnieja elementy C-nieporéwnywalne.
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e (i) VzVy3dz (2 < = A z < y). Formula ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wsp6lny C-poprzednik.

e (j) VaVydz (z < z Ay < z). Formula ta stwierdza, ze kazde dwa elementy maja wspélny C-nastgpnik.

Dla kazdego z powyzszych zdan znalez¢é mozna zbidr czgSciowo uporzadkowany, w ktérym zdanie to jest fatszywe.
Innymi stowy, zdania te nie sa prawdziwe o wszystkich zbiorach czgsciowo uporzadkowanych.

Jesli L jest rodzing wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb naturalnych, a relacja C jest relacjg inkluzji i
relacja C jest relacjg inkluzji wlasciwej, to w strukturze £ = (L, C, C):

e (a) Nie jest prawdziwe. Inkluzja nie jest porzadkiem liniowym w L.

e (b) Nie jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej. Inkluzja wlasciwa nie jest porzadkiem gestym w rozwazanym
zbiorze. Dla przyktadu, nie istnieje zbidr A taki, ze {1,2} C A oraz A C {1,2,3}.

e (c) Jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej. Inkluzja wtasciwa jest porzadkiem dyskretnym w rozwazanym zbiorze.
e (d) Nie jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej: zobacz punkty (b) i (c) powyzej.

e (e) Jest prawdziwe. Istnieja zbiory A, B liczb naturalnych takie, ze ani A C B ani B C A.

o (f) Jest prawdziwe. Dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi: AN B C Aoraz ANB C B.

o (g) Jest prawdziwe. Dla dowolnych zbioré6w A i B zachodzi: A C AU Boraz B C AU B.

e (h) Jest prawdziwe. Istnieja zbiory A, B liczb naturalnych takie, ze ani A C B ani B C A.

e (i) Nie jest prawdziwe. Zbidr pusty ) oraz dowolny zbiér niepusty A nie maja wspSlnego C-poprzednika.

e (j) Nie jest prawdziwe. Zbior wszystkich liczb naturalnych oraz dowolny jego podzbiér A nie maja wspdlnego
C-nastgpnika.

17.3. Tautologie KRP

17.3.1.

e (a) Aby pokazac, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy znalez¢ taka strukture 901, w ktdrej
poprzednik tej implikacji jest prawdziwy, a jej nastgpnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich
liczb naturalnych i niech denotacje predykatéw P oraz () odpowiadaja wtasnosciom:

— by¢ liczba podzielna przez 2
— by¢ liczba podzielna przez 4.

Witedy:

— Poprzednik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy: Jesli wszystkie liczby sq podzielne
przez 2, to wszystkie liczby sq podzielne przez 4. Ta implikacja jest prawdziwa w rozwazanej interpretacji,
poniewaz ma fatszywy poprzednik.

— Nastepnik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy: Kazda liczba podzielna przez 2 jest
tez podzielna przez 4. Ta implikacja jest falszywa w rozwazanej interpretacji, poniewaz np. liczba 2 jest
podzielna przez 2, a nie jest podzielna przez 4.

e (b) Aby pokazaé, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy znalez¢ taka strukturg 9, w ktorej
poprzednik tej implikacji jest prawdziwy, a jej nastgpnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich

liczb naturalnych i niech denotacje predykatéw P oraz ) odpowiadaja wtasnosciom:

— by¢ liczbg parzysta
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— by¢ liczba nieparzysta.

Wtedy poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy (istnieja liczby parzyste oraz istnieja liczby nieparzy-
ste), a jej nastgpnik jest fatszywy (nie istnieje liczba, ktdra jest jednoczesnie parzysta i nieparzysta).

e (c) Aby pokazaé, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy znalez¢ taka strukturg 9, w ktorej
poprzednik tej implikacji jest prawdziwy, a jej nastgpnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich
liczb naturalnych i niech denotacja predykatu P bedzie relacja ,,by¢ nastgpnikiem”. Wtedy poprzednik rozwa-
zanej implikacji jest prawdziwy (kazda liczba ma nastepnik), a jej nastepnik jest falszywy (nie istnieje liczba,
bedaca nastepnikiem wszystkich liczb naturalnych).

17.3.2. Przyjmiemy nastgpujaca konwencje notacyjna: jesli w jest wartoSciowaniem w zbiorze M i m € M, ax
jest zmienng indywiduowa, to przez w}* oznaczamy wartoSciowanie powstajace z wartosciowania w przez zastapienie
wartoSci przypisanej przez w zmiennej x elementem m.

e (a) Dow6d przeprowadzamy metoda nie wprost. Przypus$émy, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP.
Wtedy istnieje interpretacja 9 taka, ze: M | Iz (o — §) oraz M ¥ Vo @« — Jz B. Oznacza to, ze
M = Vo « oraz M ¥ Jz 4. Stad istnieje wartosciowanie w takie, ze MM ¥, Jx G (oraz M =, Jx (o — B)).
Na mocy definicji relacji spetniania oznacza to, ze dla wszystkich m € M mamy: I ¥ ,m 3.

Na mocy M = Va o mamy: M =, Vo a. Oznacza to, na mocy definicji relacji spetniania, ze dla wszystkich
m € M mamy: M =,m a.

Zatozenie M |=,, Iv (v — ) oznacza, ze dla pewnego mo € M mamy: MM =, mo o — f3.
Poniewaz dla wszystkich m € M mamy 90 |=,m a, wigc mamy takze w szczegélnosci: M f=,,mo .

Poniewaz reguta odrywania jest niezawodna, z powyzszego otrzymujemy: 90 |=,mo (3, co jest sprzeczne z
otrzymanym poprzednio 9t ¥,,m (3. Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba wigc odrzucic. Ostatecznie,
rozwazana formuta jest tautologia KRP.

e (b) Dowdd przeprowadzamy metoda nie wprost. Zatézmy, Ze = nie jest zmienng wolng w «. Przypusémy, ze
rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP. Wtedy istnieje interpretacja 90 taka, ze: 9 = « V Vz [ oraz
M E Vz (aV ). Oznacza to, ze istnieje wartosciowanie w takie, ze: I ¥, Vo (aV 3) (oraz M =, aVVz F).
Na mocy definicji relacji spetniania istnieje element mq € M taki, ze MM ¥ mo oV B. Stad, mamy: M ¥ mo o
oraz M ¥, mo (3. : )

Z zatozenia, M =, a V Va 5. Oznacza to, na mocy definicji relacji spetniania, ze zachodzi alternatywa:

— ()M alub
- @My, Vo B.

Kazdy z tych przypadkéw nalezy rozpatrzy¢ oddzielnie.

Jesli zachodzi (1), to — poniewaz x nie jest zmienng wolng formuly @ — na mocy twierdzenia 16.2.5.3.,
M =, « wtedy i tylko wtedy, gdy 9 ':w;"o a. Ale M E,,mo a, na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost.
Stad przypadek (1) jest wykluczony.

Jesli zachodzi (2), to M |=,m (3 dla wszystkich m € M, na mocy definicji relacji spetniania. W szczegélnosci
zatem: M |=,,mo (1 otrzymujemy sprzecznos¢. Tak wiec, réwniez przypadek (2) zostat wykluczony.

Przypuszczenie dowodu nie wprost nalezy zatem odrzuci¢. Ostatecznie, rozwazana formuta jest tautologia KRP.

e (c) Wystarczy zauwazyc, ze formuty o — —(3 oraz  — -« sa semantycznie réwnowazne, co widoczne jest
stad, ze tautologiami KRZ sa:

—Cy—>—\ﬂ = —\0[\/—|ﬂ
- [B—a = 2fV-a

- —aV-g = -fV oo
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Formuty semantycznie rownowazne spetniane sa przez doktadnie te same warto§ciowania.

17.3.3.

e (a) Trzeba pokazaé, ze rozwazana formuta jest prawdziwa we wszystkich strukturach skoficzonych, ale nie jest
prawdziwa w co najmniej jednej strukturze nieskoniczone;j.

Po pierwsze, pokazemy, ze jesli podana formuta jest fatszywa w jakiej$ strukturze 9t = (M, R), gdzie relacja
R jest denotacja predykatu P, to zbiér M jest nieskoficzony. Stad oczywiScie wynika, ze rozwazana formuta
jest prawdziwa we wszystkich modelach skoriczonych.

Jesli 1 Vaodzs ((P(ze,23) — P(x1,23)) — (P(x1,21) — P(x2,21))) jest falszywa w 91 = (M, R), to
istnieje funkcja f : M — M taka, ze:

- dlakazdego m € M zachodzi R(m,m)

— dla zadnego m € M nie zachodzi R(f(m), m)

— dlakazdych m,n € M mamy: jesli R(f(m),n), to R(m,n).

Wezmy dowolny element m € M. Konstruujemy ciag (m;) w sposéb nastepujacy:
= mip1 = f(my).
Niech ¢ < j. Mamy wtedy:

- zachodzi R(m;, mj_1)

- nie zachodzi R(m;,m;j_1),

co oznacza, ze m; # m;. Tak wigc, ciag (m;) jest rtéznowartosciowy. Stad zbiér M jest nieskoficzony.

Po drugie, zauwazmy, ze rozwazana formuta nie jest prawdziwa w strukturze nieskoniczonej 91, ktdrej uniwer-
sum stanowia wszystkie liczby naturalne, a denotacja predykatu P jest relacja niewigkszosci <.

17.4. Wynikanie logiczne w KRP

17.4.1. Przyjmiemy nastgpujaca konwencj¢ notacyjna: jesli w jest wartoSciowaniem w zbiorze M im € M, ax
jest zmienng indywiduowa, to przez w;" oznaczamy wartoSciowanie powstajace z wartoSciowania w przez zastgpienie
wartoSci przypisanej przez w zmiennej x elementem m.

e (a) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze nie zachodzi X Fy,p, Y. Wtedy istnieje
struktura 97 taka, ze 9 = X oraz MM ¥ Y. Oznacza to, ze: M |= Vo (o — (), M = Vo (6 — ) oraz
M ¥ Vo (e — ). Stad, dla pewnego wartosciowania w mamy: 9 ¥, Vo (o — «). Na mocy definicji relacji
spelniania istnieje wtedy mo € M taki, ze M E, mo v — 7.

Poniewaz M |= Vo (o — (), wiec M [=ym a — (B dla wszystkich m € M, a wigc w szczegdlnosci réwniez
M =m0 a — (3. Podobnie, poniewaz M = VY (3 — 7), wige M [=ym B — 7 dla wszystkich m € M, a
wige w szczegdlnosci rowniez I =, mo 3 — 7. Skoro M =, mo o — B oraz M |=,,mo B — 7, to oczywiscie
takze N ':w;"o a — y, poniewaz regula sylogizmu hipotetycznego jest regula niezawodna. OtrzymaliSmy
zatem sprzeczhoéé. Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba wigc odrzuci¢. Ostatecznie, zachodzi wynikanie
logiczne: X =irp Y.

e (b) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze nie zachodzi X |=,, Y. Wtedy istnieje
struktura 91 taka, ze M = X oraz ME Y.

Oznacza to, ze: M =V a, M = Vo G oraz M E {Va (a A 8),Vx (o V (§)}. Zachodzi zatem alternatywa:

- ()M EVe a, M E Vo foraz ME Ve (aAS) lub
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- QM EVYe a, M Vo foraz M E Ve (aV f).

Kazdy z tych przypadkéw nalezy rozpatrzy¢ oddzielnie.

Jesli zachodzi (1), to istnieje warto$ciowanie w takie, ze M ¥, Va (a A 3). Na mocy definicji relacji spetniania
istnieje wtedy element mg € M taki, ze MM ¥ ,mo (a A 3). Poniewaz M |= Va a, wiec dla wszystkich m € M
zachodzi M [=,m «. W szczegélnosci zatem, mamy: M =, mo . Podobnie, poniewaz M |= Vz 3, wiec
dla wszystkich m € M zachodzi M f=,,m B. W szczegdlnosci zatem, mamy: 9 |=,mo (3. Oznacza to, na
mocy definicji relacji spetniania, ze: 9 |=,,mo0 a A 3. OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, a zatem przypadek (1) zostat
wykluczony. ‘

Jesli zachodzi (2), to istnieje warto$ciowanie w takie, ze M ¥, Va («V 3). Na mocy definicji relacji spetniania
istnieje wtedy element mo € M taki, ze 9 ¥, mo (o V 3). Stad: M ¥ ,mo « oraz M ¥, mo (. Poniewaz
M = Vx a, wiec dla wszystkich m € M zachodzi 90 Fuwm a. W szczeg6lnosci, mamy: O Fypmo .
Podobnie, poniewaz M |= Vx [, wige dla wszystkich m € M zachodzi M Fwm B. W szczegdlnosci, mamy:
m ):wzlo (. OtrzymaliSmy sprzeczno$¢ (nawet dwie), a zatem réwniez przypadek (2) zostat wykluczony.

Ostatecznie, przypuszczenie dowodu nie wprost nalezy odrzucié. Zachodzi wynikanie logiczne X =g, Y.

17.4.2.

e (a) Wystarczy znalez¢ interpretacje 91 taka, ze 9 = X oraz 9 ¥ «, czyli w tym przypadku znalez¢ zbiér M
oraz poda¢ odpowiednig interpretacje Agy(P) predykatu P w tym zbiorze. Niech:

- M ={1,2,3}
- ADLTI(P) = {(17 1)7 (2’ 1)7 (37 1)}
Wtedy M = X oraz M K a.

e (b) Wystarczy znaleZ¢ interpretacje 91 taka, ze 9 = X oraz M ¥ «, czyli w tym przypadku znalezé zbiér M
oraz poda¢ odpowiednig interpretacje Agy(P) predykatu P oraz Agy(Q) predykatu Q w tym zbiorze. Niech:

— M bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych
— Agy(P) bedzie zbiorem wszystkich liczb parzystych
- A (Q) bedzie zbiorem wszystkich liczb nieparzystych.

Wtedy I = X oraz M ¥ .

17.5. Teoria mnogoSci

17.5.1. Definicje wszystkich rozpatrywanych poje¢ musza by¢ sformulowane jedynie w terminach relacji € oraz
relacji identycznosci =.

e (a) Definiujemy najpierw pojecia: singletonu, pary nieuporzadkowanej i pary uporzadkowane;j:
r={y} = Vz(zexz=z=y)

r={y,z} =Vuluer=(u=yVu=z))

(2, y) = H{z} {z, y}}

Predykat ,,by¢ funkcja” ma nastgpujaca definicje:
Fn(z) = (Vy(y € x — Fudv(y = (u,v))) AVyVuVo(({y, u) € A (y,v) € ) — u = v)).
Definiujemy pojecia dziedziny i przeciwdziedziny:

y=46(x) = Vz(z € y = Ju((z,u) € x))
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y=p(z) = Vz(z € y = Fu((u, 2) € x)).
Definiujemy wtasnos$¢ ,,by¢ funkcjg réznowartosSciowa’:

In(z)

Fn(z) AVyVzVuVo(({y,u) € z A (z,v) Ex) Au=v) =y

Wreszcie, wtasnosc¢ ,,by¢ funkcja réznowartosciowa z y na z” definiujemy nastgpujaco:

Bi(z,y,2) = In(z) A (0(z) =y A p(z) = 2)
e (b) Definiujemy relacje inkluzji oraz inkluzji wiasciwe;j:

xCy =Vz(z€x—2z€y)

rCy =zCyA—aT=y.
Definiujemy wtasnos¢ ,,by¢ zbiorem potggowym zbioru x”:

y=p(r) = Vz(zey=zCux).
Fakt, ze zbiory y oraz z s réwnoliczne ma zapis nastgpujacy:
3z Bi(x, y, 2).
Wtedy twierdzenie Cantora, gtoszace, ze zaden zbidr nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich pod-
zbioréw otrzymuje zapis nastepujacy:

—Jx3y Bi(z,y, p(y))-
e (c) Definiujemy zbidr pusty oraz operacj¢ sumy zbioréw:

r=0 = Vy-wyex

z=z2zUy = Vu(u€ez=(u€xVuecy)).
Definiujemy liczby porzadkowe oraz graniczne liczby porzadkowe:

Ord(z) = (VyVz((zeyAhyex) mzex) AVyVz(lyexAzex) = (z€yVy=2VyE2)))

Lim(z) = ((Ord(z) A —z = 0) AVy—z =y U {z}).
Definiujemy najmniejsza graniczng liczbe porzadkowa w:

x=w = (Lim(z) AVy(y € v — —Lim(y))).
Definiujemy wtasnos¢ ,,by¢ zbiorem przeliczalnym”:

Ctb(z) = Jy Bi(y,z,w).
Definiujemy wtasnosc¢ ,,by¢ zbiorem nieskoiczonym”:

Inf(z) = Jy3z (2 € p(z) ABi(y, x, 2)).
Wreszcie, definiujemy wlasnos¢ ,,by¢ zbiorem nieprzeliczalnym™:

Uct(z) = Inf(z) A - Ctb(z).
Zdanie Istnieje zbior nieprzeliczalny ma zatem postaé:

Jz Uct(x).

Zwré¢my uwage, ze w definicji wlasnosci ,,by¢ zbiorem nieprzeliczalnym” piszemy, ze nie istnieje funkcja
ustalajaca rownoliczno$¢ pewnych zbioréw.
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17.5.2.

(a) Wystarczy znalez¢ zbiory A, B oraz C' takie, ze poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy, a jej
nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

- A=1{1,2}
- B={{1,2},3}
- C = {{{1,2},3},4}.
Mamy wtedy: A € B, B € Coraz A ¢ C.

(b) Wystarczy znalez¢ zbiory A, B oraz C takie, ze poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy, a jej
nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

CA={1,2)
- B= {{172}73}
- O = {{1,2},4}.

Mamy wtedy: A € B, B # C oraz A € C.

(c) Wystarczy znalezé zbiory A, B oraz C' takie, ze poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy, a jej
nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

A={1,2}
B ={1,2,3}
C = {{1,2,3},{1,2},4}.

Mamy wtedy: A C B, B€ Coraz A € C.

17.5.3.

(a) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypu$émy, ze rozwazana implikacja nie jest prawem ra-
chunku zbioréw. Wtedy istnieja zbiory A, B oraz C takie, ze:

- ACB
- BnC=1
- ANnC #0.

Z ostatniej nieréwnosci otrzymujemy, ze istnieje x € ANC, czyliz € Aorazx € C. Skoro A C B,tox € B.
Poniewaz BN C = (), to x ¢ C i otrzymujemy sprzeczno$é. Tak wigc, poczynione przypuszczenie nalezy
odrzucié. Ostatecznie, jeSli A C Boraz BN C = (), to AN C = (, dla dowolnych zbioréw A, B oraz C.

(b) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze rozwazana implikacja nie jest prawem ra-
chunku zbioréw. Wtedy istnieja zbiory A oraz B takie, ze:

-A=ANB
_A¢B.

Z drugiego z powyzszych warunkéw otrzymujemy, ze istnieje © € A taki, ze © ¢ B. Stad i z warunku
pierwszego, skoro x € Aoraz A = AN B, tox € AN B, czyli takze x € B. OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, a
zatem poczynione przypuszczenie nalezy odrzucié. Ostatecznie, je§li A = AN B, to A C B, dla dowolnych
zbioréw A oraz B.

(c) Dla dowodu, ze produkt kartezjanski dowolnej niepustej rodziny {A4; : ¢ € I} zbioréw niepustych jest
niepusty wystarczy skorzysta¢ z pewnika wyboru: wybieramy po jednym elemencie a; z kazdego ze zbioréw
A;. Wtedy ciag (a;)ics jest elementem produktu kartezjanskiego rodziny {A; : i € I}.
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17.5.4.

e (a) Przypominamy, ze réznica symetryczna zbioréw A i B zdefiniowana jest wzorem:
A+B=(AUB)—-(ANDB).

Operacja ta jest taczna, tzn.: A= (B+C) = (A= B)+C, mozna wigc pisa¢ A+ B+ C w miejsce A= (B=C)
lub (A + B) =+ C. Mamy:
- AUB=A+B-+(ANB)
-A-B=A+(ANB).
e (b) Niech zbiér C otrzymany bedzie ze zbioréw A i B z pomocg operacji N i —. Liczbe zastosowan operacji N i

— potrzebnych do otrzymania C' z A i B nazwiemy wysokosciq zbioru C'. Przez indukcje po wysokosci zbioru
C pokazemy, ze C jest podzbiorem albo A albo B.

Jesli wysokosé C' wynosi 0, to C' = A lub C' = B i twierdzenie jest udowodnione.

Niech C' ma wysokos$¢ n+1 i zatézmy, ze twierdzenie zostalo udowodnione dla wszystkich zbioré6w o mniejszej
wysokosci. Wtedy C' = DN E lub C' = D — E dla pewnych zbioréw D i E, ktérych wysokos¢ jest mniejsza
nizn + 1.

W obu przypadkach C' C D, a z zatozenia indukcyjnego D jest podzbiorem albo A, albo B. Zatem réwniez C'
jest podzbiorem albo A, albo B.

Tak wige, z A i B z pomocg operacji N i — otrzymaé mozna tylko podzbiory A lub podzbiory B. Ale AU B
nie zawsze jest podzbiorem A lub podzbiorem B. Stad, operacji sumy U nie mozna zdefiniowaé w terminach
operacji iloczynu N i réznicy —.

17.5.5.

e (a) Nastgpujace warunki sa rownowazne, dla dowolnych relacji R oraz .S oraz dowolnych z i y:

z(RoS) 1y

y(Ro S)x

3z (yRz A zSx)

3z (2Sz AyRz)

3z (zS712 A RST1y)
- z(S7to R 1y

Otrzymujemy stad zatem: (Ro S)~! = S~ 1o R™1,

e (b) Jesli R jest relacja identycznosci, to oczywiscie jest relacja rownowaznosci, a takze jest czgsciowym porzad-
kiem (bo jest zwrotna i przechodnia, a nastgpnik implikacji charakteryzujacej warunek antysymetrii jest zawsze
spetniony, wigc R jest rGwniez antysymetryczna).

Z drugiej strony, skoro R jest jednocze$nie réwnowaznoscia i czgSciowym porzadkiem, to poniewaz R jest
zarazem symetryczna i antysymetryczna, to dla dowolnych x oraz y, z R(x, y) otrzymujemy x = y. Poniewaz
R jest w dodatku zwrotna, wigc R musi by¢ relacja identycznosci.

e (c) Przypominamy, ze:

operacja zlozenia relacji jest taczna, tj.: Ry o (Ra 0 R3) = (R1 0 Ry) o R3
jesli Ry € Ry, to Ro Ry C Ro Ry oraz Ry o R C Ry o R dla dowolnych relacji R, Ry i R
relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R™1

relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R

— jeslirelacje R i S sa zwrotne, to relacja R o .S tez jest zwrotna.
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Niech teraz R; i Ro beda relacjami réwnowaznoSci.
Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o Ry jest rdwnowaznoscia, to Ry o Re = Ry o Ry.

Jesli Ry o Ry jest rtéwnowaznoScia, to zachodza nastgpujace réwnosci:
RioRy=(RioRy) '=Ry'oR;' = Ry0Ry.

Niech Ry o Re = Ry o R;. Pokazemy, ze R; o Ry jest rtownowaznoscia.

Po pierwsze, mamy:
(RioRy) ' =(RyoRy) " =R{'oR;' =Ry 0R,,

tj. k1 o Ry jest symetryczna.

Po drugie, mamy:
(RioRs)o(RioRy) =Rio(RyoRi)oRy=Ri0(Ri0Ry)0oRy=(Ri0R;1)o(Re0Ry) C RyoRy,

tj. R1 o Ry jest przechodnia.

Zwrotno$¢ R; o Ry jest oczywista, poniewaz R, oraz R, sa zwrotne z zatozenia.

17.6. Algebry Boole’a

17.6.1.

e (a) B(B(z,y)) = X(B(x),B(y)).

e (b) Zbidr I elementéw algebry Boole’a jest jej ideatem, gdy:

- VaVy (e Inyel)— Bx,y) €l)
- VaVy (e Iny<z)—yel).

e (c) Zbior F elementéw algebry Boole’a jest jej filtrem, gdy:

- VaVy ((x e FAy e F) — K(x,y) € F)
- VaVy (€ FAz<y) -y €EF).

17.6.2. Niech ®B bedzie algebra Boole’a o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich liczb rzeczywistych z odcinka
[0, 1] wraz z operacjami:
o B(z,y) = max{z,y}

o X(z,y) = min{z,y}
e Hxz)=1-=z,

gdzie jedynka algebry jest 1, a jej zerem jest 0. Wtedy:

e (a) Algebra B nie zawiera atoméw.
e (b) Algebra B nie zawiera koatomow.

e (c) Porzadek algebry ‘B jest liniowy.
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17.6.3.

e (a) Przez réznicg elementéw z oraz y rozumiemy element X(z,H(y)). Oto dowdd (w drugiej aksjomatyce),
ze kres gérny elementéw z i y jest réwny kresowi gérnemu elementu y oraz réznicy z i y, czyli ze zachodzi:

B(w,y) = By, ¥(z,B(y))):

1. B(y,N(z,B(y))) = ®(B(y, z), By, B(y)))  aksjomat Bj

2. B(y,X(z,B(y))) = X(B(y, x), A) 1, aksjomat B2

3. B(y,X¥(xz,B(y))) = By, z) 2, aksjomat B3

4. H(y,X(z,B(y))) = B(z,y) 3, aksjomat BS

5. H(z,y) =8y, X(z,8(y))) 4, symetryczno$¢ identycznoscei.

e (b) Mamy pokazac, ze dopelnienie kresu dolnego elementéw x i y jest réwne kresowi gérnemu dopetnien
elementéw x iy, czyli ze: B(X(z,y)) = B(B(x),B(y)).

Po pierwsze, przypomnijmy, ze nastgpujace warunki sa réwnowazne:

- (DHDX(z,y) ==
- @8(,y) =y

Po drugie, zauwazmy, ze zachodzi implikacja:
(3) jesli K(z, z) =A oraz B(x, z) = V, to z = B(x).
Istotnie, nastgpujace dwa ciagi réwnosci, wraz z (1) oraz (2) uzasadniaja (3):

z=H(A,z) = B(X(z,H(z)),2) = K(H(z, 2), B(B(z), 2)) = X(v,B(B(z), 2)) = B(B(z), 2).

z=N(V,z) = KB (z,H(z)),2) = B(X(z, 2), X(B(z), 2)) = B(a,K(B(z), 2)) = X(B(z), 2).
Pokazemy teraz, ze:

- ) XX(z,y), BB(x),B(v)))
- (5 B(X(x,y), BB(z), B(y)))

Wtedy, na mocy (3), (4) oraz (5) otrzymamy poszukiwang réwnos¢ B(X(z,y)) = B(B(z), B(y)).

A
V.

Dowdd (4) jest nastgpujacym ciggiem rownosci:

X(X(z, y), B(B(z),B(y))) =

BX(X(z, y),B(r)), ®(X(z, y),B(y))) =
EE(&(&(y,x),E x)),&(%ﬁ(y,El(y)))) =
B(X(y, X(z,B(z))),K(z, ) =B(X(y, 2),4) =
B(A,A) =

A.

Dowdd (5) jest nastgpujacym ciagiem réwnosci:

X(X(z,y), BE(x),B(y))) =

X(8(x, B(B(x), B(y))), By, B(B(x),B(y)))) =
X(H(8B(z,B(x)),B(y)), By, B(B(y), B(x)))) =
X(H(V,B(y)), B(EB(y, B(y)), B(x))) =
X(v,8(v,8(z))) =

&(V, V) =

V.
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17.6.4.

e (a) Zbior F jest filtrem rozwazanej algebry.

e (b) Atomami algebry B sa doktadnie wszystkie zbiory jednoelementowe. Koatomami algebry B sa dokladnie
wszystkie zbiory, ktérych dopetnienia sa jednoelementowe.

17.7. Jezyk KRP a jezyki etniczne

17.7.1.

e (a) Wybieramy predykaty:

— P(z) — z jest prawda
— F(z) — x jest falszem
- B(x) — x jest pigkne

- U(x) — x jest wstretne.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Sq wstretne prawdy i pigkne fatsze jest nastgpujaca:

Jz (U(z) A P(z)) ATz (B(x) A F(x)).

e (b) Wybieramy predykaty:

=

- K(z) — x jest kobieta
- M(x) — x jest mgzczyzna

=

x) — 2 moze nawigza¢ umowe o prace

=

x) — 2 moze rozwiazaé umowe o prace.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Kobiety i meZczyZni majq rowne prawa przy nawiqzywaniu lub rozwiqzywa-
niu umowy o prace jest nastepujaca:

Vo (K(x)V M(x)) — (N(z) A R(x))).

Zwrd¢ uwage, ze w powyzszym przyktadzie stowu ,,i” odpowiada alternatywa, a stowu ,,lub” odpowiada ko-
niunkcja.

e (c) Mamy tu nastgpujace predykaty:

- P(z,y,u,v) —z x do y jest dalej niz z u do v

(
— Q(x) — x jest miejscowoscia
— R(x,y) — x jest niewigksza od y
S

(z) — x jest wioskg w Japonii.

Mamy ponadto dwie state indywiduowe: a — denotujaca Kutno oraz b — denotujaca Paryz. Struktura skia-
dniowa zdania Z Kutna dokqdkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Japonii jest zatem nastg-
pujaca:

Vavy (((Q(x) AS(y) AVz (S(2) = R(y, 2))) — Pla, ,b,y)).

e (d) Mamy tu jeden predykat dwuargumentowy: P(x,y)— = mysli o y. Mamy ponadto jedna statg indywiduowa
a, ktérej denotacja jest wypowiadajacy rozwazane zdanie. Trzeba réwniez uzy¢ predykatu identycznosci =.
Struktura sktadniowa zdania Wszyscy myslq tylko o sobie, tylko ja mysle o mnie jest zatem nastgpujaca:

VaVy (P(z,y) — x = y) A P(a,a).
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e (e) Zal6ézmy, ze predykatem istotnym dla rekonstrukcji budowy sktadniowej tego zdania jest:
- P(z,y,2,t) — x ufa y w sprawie z w czasie t.
Wtedy struktura sktadniowa zdania Nikt nigdy nikomu w Zadnej sprawie nie ufa jest nastgpujaca:
—3JxIy3z3t P(x,y, 2, t).

Mozna tez proponowac inne rekonstrukcje logiczne tego zdania, wprowadzajac dodatkowo predykaty dla ozna-
czania wlasnosci: ,,by¢ momentem”, ,,by¢ sprawg”, ,,by¢ osoba”, itd. W istocie, nie zawsze jest jasne, kiedy w
jezyku naturalnym mamy do czynienia z predykatem prostym (,,nierozktadalnym” na inne predykaty).

17.7.2.

e (a) Ktokolwiek nie kona, rzeZqc, pocqc sig i moczqc przy wdychaniu oparow rteci, ten Swiruje jarzabka.

o (b) Jesli wszyscy sq bezrobotni, to o ile ktos jest bogatszy od wszystkich, to co najmniej jedna osoba nie jest
odpowiedzialna za stan gospodarki tego nieszczesnego kraju.

e (c) Dla dowolnych pieciu (punktow), jesli Drugi lezy miedzy Pierwszym a Trzecim, a Trzeci leZy migdzy Czwar-
tym a Pigtym, to istnieje Szosty, lezqcy miedzy Pierwszym a Czwartym taki, ze Drugi leZy miedzy Pigtym a
Szostym.

17.7.3.

e (a) To nie jest prawda logiczna. Nie jest to tez prawda faktualna. Jak dotad, (co najmniej ) jeden z papiezy byt
kobietag.

e (b) Najpierw trzeba ustali¢ semantyke zwrotu dawno, dawno temu. Moze to oznacza¢ np. milion lat temu,
albo sto lat temu, itp. Moze tez oznaczaé np. rok przed twoim urodzeniem — zauwaz, ze rok przed twoim
urodzeniem to dla ciebie przeszio$¢ nieskoriczenie odlegta, podobnie jak minuta po twoim zgonie bedzie dla
ciebie przysztoscia nieskonczenie odlegta. Dos¢ zartéw. Niech dawno, dawno temu znaczy np. milion lat i dwa
tygodnie temu. Po pierwsze, wiadomo, ze istnieja liczby niewymierne, a wigc nie wszystkie liczby sa wymierne.
Po drugie istnienie liczb jest niezalezne od czasu. Tak wigc, rozwazane zdanie nie jest ani prawda logiczna, ani
prawda faktualna. Oczywiscie inaczej rzecz si¢ ma np. ze zdaniem stwierdzajacym, ze 3000 lat temu sqdzono,
Ze wszystkie liczby sq wymierne. To zdanie zawiera jednak modalnos$¢ (doksastyczna) i jego analiza wykracza
poza Elementarz Logiczny.

e (c) Ta koniunkcja jest falszem logicznym, cho¢ kazdy z jej cztonéw z osobna moze by¢ prawda faktualng. Nikt
nie jest (biologicznie) starszy od wtasnej matki.

e (d) Przypomnijmy:

— ODWIECZNOSC PRAWDY: Sqd A jest prawdziwy w czasie t wtedy i tylko wtedy, gdy A jest prawdziwy w
dowolnym czasie wczesniejszym t'.

— WIECZNOSC PRAWDY: Sqd A jest prawdziwy w czasie t wtedy i tylko wtedy, gdy A jest prawdziwy w
dowolnym czasie pézniejszym t'.

Tak wigc, zdanie Prawdy wieczne sq odwieczne nie jest prawda logiczna. Latwo zbudowaé zdanie, wyrazajace
prawde wieczna, ktora nie jest odwieczna.

e (e) Temu zdaniu nie mozna przypisa¢ wartosci logicznej. Termin lekko sptaszczony nie jest terminem ostrym.
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