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1 Wstep

Niniejszy tekst to pierwsza czgs¢ notatek do pigciu wyktadow dla Studium Dokto-
ranckiego Wydziatu Neofilologii UAM. Wyktady maja na celu ukazanie — w wiel-
kim skrécie — wybranych pojec i twierdzen wspotczesnej logiki. Omawiane tematy
to kolejno:

1. Klasyczna logika pierwszego rzedu
2. Wybrane logiki nieklasyczne

3. Metalogika

4. Semiotyka logiczna

5. Ogélna metodologia nauk.

Forma wyktadéw podyktowana jest tym, ze audytorium stanowig filolodzy.
Skupiamy si¢ zatem na wprowadzeniu wybranych waznych pojeé logicznych oraz
informacjach o niektérych twierdzeniach, pomijajac szczegéty dowodéw formal-
nych.

Logika jest fenomenem kulturowym specyficznym dla cywilizacji Zachodu —
w zadnym innym kregu kulturowym rozwazania logiczne nie przybraty tak rozwi-
nigtej postaci jak wilasnie na Zachodzie. W najszerszym rozumieniu tego terminu,
logika (logica magna) obejmuje trzy dzialy:



1. logike formalna (obecnie: matematyczna),
2. semiotyke logiczna,
3. og6lna metodologi¢ nauk.

Pomijamy w naszym przedstawieniu aspekty historyczne, skupiajac sig¢, zgod-
nie z tytutem wyktad6w, na ustaleniach wspétczesnych.

Logika wyrasta z analizy rozumowan przeprowadzanych w jezykach etnicz-
nych (niektérzy wola mowié: w jezyku naturalnym, badz w jezyku potocznym).
Przeksztalca si¢ péZniej w analize jezyka nauki. Logika formalna, w jej obecnej
szacie matematycznej, moze by¢ traktowana jako galaz matematyki. W istocie,
jest dos¢ Scisle powiazana z réznymi dyscyplinami matematycznymi. Analiza jg-
zyka nauki oraz rozumowan w naukach przeprowadzanych stanowi trzon ogolnej
metodologii nauk. Wspéiczesna semiotyka logiczna wykorzystuje natomiast Srodki
pojeciowe oraz metody badawcze logiki formalnej w analizie jezykow etnicznych.

Logika matematyczna to stosunkowo mtoda dyscyplina — jej poczatki siggaja
potowy XIX wieku, ustalenie pewnych paradygmatéw to pierwsza potowa wieku
XX, a bardzo intensywny rozwdj i dywersyfikacja badan to druga potowa poprzed-
niego stulecia. W catym wieku XX logika matematyczna byla inspirowana pro-
blemami samej matematyki, po czg$ci rowniez zagadnieniami wyrostymi z analiz
filozoficznych oraz jezykoznawczych.

Czy mamy do czynienia z jedna logika, czy tez z wieloScia logik? Nalezy od-
rézniaé termin logika oznaczajacy dyscypling naukowa od terminu logika, rozu-
mianego jako system logiczny. W tym drugim rozumieniu jest wiele logik. Czasami
podaje si¢ lapidarne okreSlenia w rodzaju:

1. Logika to usystematyzowany zespot niezawodnych regut wnioskowania.
2. Logika to jezyk wraz z okreslonq w nim operacjq konsekwencji.

3. Logika to tréjka uporzqdkowana (L,C\S), gdzie L jest jezykiem, C' okre-
slong w nim operacjq konsekwencji, a S semantykq jezyka L.

Jak zobaczymy, operacja konsekwencji to funkcja, ktéra kazdemu zbiorowi
przestanek przyporzadkowuje zbior wszystkich wnioskow z tych przestanek. In-
teresujemy si¢ przede wszystkim operacjami konsekwencji wyznaczonymi przez
niezawodne reguty wnioskowania (ewentualnie takze przyjmowane aksjomaty). Re-
guta wnioskowania jest kazdy zbiér par uporzadkowanych, ztozonych ze zbioru
formut (przestanek) oraz formuty (wniosku). W praktyce przyjmujemy ponadto, ze
rozwazane reguly zbudowane sg wedle pewnych ustalonych schematéw, odnosza-
cych sig do ksztaltu (sktadniowego) przestanek oraz wniosku. Wreszcie, niezawod-
no$¢ reguty oznacza, ze zachowuje ona wybrane wartosci logiczne. W popularnym



sformutowaniu, wnioskujac wedle niezawodnej reguty wnioskowania od prawdzi-
wych przestanek nie dojdziemy do falszywego wniosku. NajczgSciej rozwazamy
dwie wartos$ci logiczne, ktérymi moga by¢ dowolne dwa rézne przedmioty, ozna-
czane np. 0 oraz 1 i nazywane — jesli kto$ lubi nazywa¢ — odpowiednio: fatszem
oraz prawdaq.

Formalny charakter logiki polega m.in. na tym, ze abstrahuje si¢ od tresci
wyrazen. Wyrazenia jezykow systeméw logicznych zbudowane sa wylacznie ze
zmiennych (réznych typow) oraz statych logicznych (pomijajac nieistotne symbole
pomocnicze). Zmienne sa wartosciowane; dla przyktadu:

1. zmienne zdaniowe za wartosci przyjmowac moga 01 1;

2. zmienne nazwowe za wartosci przyjmowaé moga denotacje nazw ogodlnych,
czyli zbiory elementéw (z ustalonego uniwersum);

3. zmienne indywidualne za warto$ci przyjmowac¢ moga elementy (ustalonego
uniwersum).

Mozliwe jest podanie definicji stalych logicznych, ale najczgSciej okresla sig je
po prostu poprzez wyliczenie, dla kazdego rozwazanego systemu logicznego. Do
statych logicznych zaliczamy m.in.:

1. funktory prawdziwosciowe (cztery jednoargumentowe oraz szesnascie dwu-
argumentowych ekstensjonalnych funktoréw zdaniotwoérczych od argumen-
tow zdaniowych);

2. kwantyfikatory (og6lny, szczegbétowy, tzw. kwantyfikatory uogélnione);

3. wybrane funktory réznych kategorii syntaktycznych — np. funktory modalne,
epistemiczne, inne funktory intensjonalne;

4. czasem réwniez predykat identycznosci.

Opis sktadniowy jezykoéw systemow logicznych polega na podaniu indukcyj-
nych definicji zbioréw wyrazen ustalonych kategorii syntaktycznych (termow, for-
mut). Zasada jest zawsze taka sama: ustalamy najpierw zbior wyrazen prostych
danej kategorii, a potem reguly otrzymywania wyrazen zfoZonych z wyrazen prost-
szych. W ten sposob okresla si¢ kazdy zbidr wyrazen (ustalonej kategorii) jako
najmniejszy zbior zawierajacy wyrazenia proste oraz domknigty na owe reguly
tworzenia wyrazen zlozonych. Wyrazenia jezykow systeméw logicznych sa jed-
noznaczne sktadniowo.

Gdy dany jest juz zbidér F' formut jezyka L, to przez (finitystyczna) operacje
konsekwencji w tym jezyku rozumiemy dowolna funkcje C' : (F') — p(F), ktéra
spetnia nastgpujace warunki, dla dowolnych X C ForazY C F"



1. X C C(X) (zwrotnos¢)
2. jesli X CY,to C(X) C C(Y) (monotonicznosc)
3. C(C(X)) € C(X) (idempotencja)

4. C(X) jest sumg wszystkich C'(Z), gdzie Z przebiega wszystkie skoficzone
podzbiory X (finitarnosc).

Kazda operacja konsekwencji jest pewnym operatorem domknigcia. Punkty
state operacji konsekwencji C' nazywaja si¢ jej systemami dedukcyjnymi (teoriami).
Powyzsza definicja pochodzi od Alfreda Tarskiego. Wspédtczesnie rozwaza si¢ —
gtéwnie w celach aplikacyjnych (informatyka, filozofia, lingwistyka) — takze inne
rodzaje operacji konsekwencji (w szczegdlnosci, tzw. konsekwencje niemonoto-
niczne). Definicja Tarskiego pozwala uwzglednié zaréwno konsekwencje polega-
jace na uznawaniu zdan, jak tez na ich odrzucaniu.

W praktyce rozwazamy zwykle operacje konsekwencji wyznaczone przez po-
dany wyraZnie zestaw regut wnioskowania (ewentualnie réwniez aksjomaty — cho¢
aksjomaty zawsze traktowa¢ mozemy jako bezprzestankowe reguly wnioskowa-
nia). Niech zatem, dla ustalonych L (jezyk) oraz F' (zbiér wszystkich formut),
R bedzie zbiorem (finitarnych) regul wnioskowania, czyli zbiorem relacji » C
©rin(F) x F, gdzie gy (F) oznacza zbiér wszystkich skoriczonych podzbiorow
zbioru F'. Poprzedniki kazdej relacji r nazywamy przestankami reguty r, a jej na-
stepniki — wnioskami reguty r. Zaklada si¢ przy tym ponadto, ze dla kazdej takiej
relacji r liczebno$¢ jej zbioréw przestanek jest ustalona. Reguly wnioskowania
moga mie¢ zatem jedna, dwie, trzy, itd. przestanki. Zwykle regulty wnioskowania
zapisujemy w postaci schematycznej: jesli przestankami reguty r sa oy, ..., an, a
jej wnioskiem /3, to schematycznym zapisem r jest:

A,y ...,0p

B

Elementy reguly r nazywa si¢ czasem jej sekwentami.
Moéwimy, ze formuta B jest wyprowadzalna ze zbioru formut X za pomocq
regut ze zbioru R, gdy istnieje skoriczony ciag formut (a1, aa, . . ., ay,) taki, ze:

1. (3 jestidentyczna z oy,

2. dladowolnej ¢ < n, albo q; jest elementem zbioru X, albo istnieja wskazniki
11, ..., < 1 oraz istnieje reguta r nalezaca do R takie, ze para ztozona ze
zbioru przestanek {«;,, ..., a;, } oraz wniosku «; nalezy do r.



Jesli formuta 3 jest wyprowadzalna ze zbioru formut X za pomoca regut ze
zbioru R, to piszemy € Cr(X). Kazdy ciag (a1, ao, ..., ay) spetniajacy po-
dane wyzej warunki nazywamy dowodem formuty 3 ze zbioru (zatozen) X (przy
uzyciu regut wnioskowania ze zbioru R). Zbior Cr(X) to zatem zbiér wszyst-
kich formut posiadajacych dowdd ze zbioru zatozen znajdujacych si¢ w X. Mozna
sprawdzi¢, ze tak okreSlona operacja Cr : p(F) — @(F') jest operacja konse-
kwencji w sensie Tarskiego. Podobnie zdefiniowa¢ mozna operacje C'r 4 Wypro-
wadzalnosci formut ze wzgledu na zbidr regut wnioskowania R oraz zbidr aksjo-
matow A C I

Croa(X) = Cr(AUX).

Zbiér Cr(0) (lub, odpowiednio, zbiér C'r 4(()) nazywany jest zbiorem rez operacji
konsekwencji C'r (odpowiednio, operacji Cr _4). Dla pewnych celéw wygodne jest
réwniez rozwazanie wyprowadzalnosci w stopniu k, ktérego (indukcyjna) definicja
jest nastepujaca:

L C%X)=X
2. ORFHX) = CEI(X)u{B e F: (3re R)(3Y C CL(X)) (Y,8) €7}

3. O (X) = ng Ch(X).

Definicja ta formalizuje pojecie posiadania dowodu o dtugosci co najwyzej k i
jest szczeg6lnie uzyteczna w metodzie dowodow zatozeniowych.

Wszystkie operacje konsekwencji dla ustalonego jezyka L i zbioru wszyst-
kich jego formut F' tworza pewng strukture porzadkowa (tzw. krate). Ow porzadek
jest okreslony nastepujaco: C7; < Co doktadnie wtedy, gdy C1(X) C Cy(X) dla
wszystkich X C F'. Jesli C1 =X Cs, to méwimy, ze Cy jest nadkonsekwencjq C
(oraz ze C'1 jest podkonsekwencjq C2).

Gdy rozwazamy system logiczny z operacja konsekwencji Cr (lub Cg 4), to
reguty nalezace do R nazywamy regutami pierwotnymi. Warto wspomnieé o in-
nych jeszcze rodzajach regut zwiazanych z dowolna operacja konsekwencji Cr
(Iub Cg, 4, odpowiednio):

1. Regula r jest dopuszczalna ze wzgledu na Cr (lub Cr 4, odpowiednio),
gdy — méwiac intuicyjnie — dotaczenie jej do zbioru regul pierwotnych nie
zmienia zbioru tez. Gdy r jest dopuszczalna ze wzgledu na Cg,_4, to piszemy
r € Perm(R, A). Formalnie: »r € Perm(R, A) doktadnie wtedy, gdy dla
wszystkich Y C F oraz § € F,jesli (Y,() € rorazY C Cgr(A), to
B € Cr(A). Reguta dopuszczalna w jakim$ systemie logicznym to zatem
taka regula, ze wzgledu na ktéra zbidr tez tego systemu jest domkniety.



2. Regula r jest wyprowadzalna ze wzgledu na Cr (lub Cr 4), gdy — méwiac
intuicyjnie — dotaczenie do aksjomatéw A przestanek Y z pary (Y, 3) naleza-
cej do r powoduje wyprowadzalno$¢ formuty 5. Gdy r jest wyprowadzalna
ze wzgledu na Cp 4, to piszemy 7 € Der(R, A). Formalnie: r € Der(R, A)
doktadnie wtedy, gdy dla wszystkich Y C F oraz § € F, jesli (Y,f) € r,
to 5 € Cr(XUY).

Zamiast mowié: r jest dopuszczalna ze wzgledu na (R, A), méwmy: r jest
(R, A)-dopuszczalna (i podobnie dla wyprowadzalnosci). Kazda reguta (R, A)-
wyprowadzalna jest (R, A)-dopuszczalna, lecz nie na odwrét. Reguta jest (R, A)-
wyprowadzalna doktadnie wtedy, gdy jest dopuszczalna ze wzgledu na dowolne
rozszerzenie zbioru regul R oraz zbioru aksjomatéw A. Stuchacze zapewne ze-
tkneli si¢ z pojeciem regut wyprowadzalnych podczas elementarnego kursu kla-
sycznego rachunku zdan, bazujacego na metodzie dowodoéw zatozeniowych.

Wreszcie, wazne jest takze pojecie reguty strukturalnej. W dydaktyce logiki
uzywa si¢ wlasciwie wylacznie takich regut wnioskowania. Jednak dla — chocby
intuicyjnego — okre§lenia wlasnosci strukturalnosci potrzebne sa pewne dodatkowe
pojecia. Niech e : At — F bedzie dowolna funkcja przyporzadkowujaca kazdej
formule prostej (w przypadku rachunkéw zdaniowych: kazdej zmiennej zdanio-
wej) jaka$ formute ze zbioru F'. Wtedy e mozna jednoznacznie rozszerzy¢ w na-
turalny sposéb do homomorfizmu A€ : F' — F. Méwimy, ze regula r jest struk-
turalna, gdy dla wszystkich X C F, 5 € F oraze : At — F:jesli (X,5) € r,
to (h¢[X], h¢(B)) € r, gdzie h°[X] oznacza obraz X wzgledem h°. Intuicyjnie
moéwiac, reguta strukturalna zawiera wszystkie pary: (zbidér przestanek, wniosek),
bedace podstawieniami jakiejkolwiek pary nalezacej do tej reguly.

Na zakoficzenie tego wstgpu rozwazmy prosty przyktad — znany by¢ moze stu-
chaczom implikacyjno-negacyjny klasyczny rachunek zdan, w jednej z wersji ak-
sjomatycznych i w nieco innej notacji niz zwykle rozwazana. Alfabet jezyka Lo
zawiera wyltacznie:

1. wszystkie elementy nieskoriczonego zbioru Ay = {01, Oy, O3, ...} (zmien-
ne zdaniowe);

2. dwa symbole: § oraz % (odpowiednio: symbol implikacji oraz symbol nega-
cji).

Zbioér Foy wszystkich formut jezyka Lo definiujemy przez indukcje:

1. AQQ C Foy

2. Jeslia, B € Fo,to§ap € Fo



3. Jedlia € Fo, to ko € Fo

4. Kazdy element w Fo jest badZ elementem Ao, badZ powstaje z elementéw
Fo przez zastosowanie reguly (2) lub reguty (3).

Formuta jezyka Lo jest np. ciag: §§01 028k Ok ©;. Jej budowe sktadniowa
mozna reprezentowaé poprzez drzewa sktadniowe, np. tak:

Q2 Oy

Na lisciach tego drzewa umieszczono elementy zbioru Ao, w jego pozostatych
wierzchotkach symbole § lub v, w korzeniu funktor gtéwny rozwazanej formuty.
Inny sposéb drzewowej reprezentacji struktury sktadniowej tej samej formuty,

czyli §§01 028 % Ok Oy
§801 028 % Dok O

§@1©2 §*@2*@1
S TN
P91 D2 %0y %O,

| |
02 O1

Wierzchotki tego drzewa oznakowano wszystkimi podformutami rozwazanej
formuty.

Aksjomatami naszego systemu sa wszystkie formuty o postaci (tu «, 3, sa
elementami Fo):

1. §8af888v8ay
2. §8kaaa
3. Sas¥kapf.

Reguta odcinania ogona' to zbi6r wszystkich par postaci ({§a3, a}, B), gdzie
a, B € Fo. Dowodem formuly « ze zbioru wyrazen X nazywamy kazdy skon-
czony ciag aq, g, . . ., oy taki, Ze a jest identyczne z av,, a kazdy element oy, tego

!To tylko nazwa wprowadzona dla zabawy. Naprawde uzywa si¢ nazwy reguta odrywania.



ciagu jest badZ aksjomatem Lo, badZ elementem X, badZ drugim elementem pary
w regule odcinania ogona, gdzie pierwszy element tej pary sklada si¢ z formut
wystepujacych w tym ciagu wczedniej niz ag. Dla dowolnego X C Fo niech:

Co(X) ={a € Fy : istnieje dowod o z X }.

Wtedy Co jest operacja konsekwencji w sensie Tarskiego. Tezg systemu (Lo, Co)
jest kazda formuta « taka, ze istnieje dowdd « z aksjomatéw (Lo, Co).

Formuty jezyka Lo zapisywane byty w notacji polskiej (prefiksowej): symbol
funktora przed symbolami jego argumentéw. W notacji infiksowej symbol funktora
dwuargumentowego wystgpuje migdzy symbolami swoich argumentéw (podobnie
jak czynimy to np. w zapisach arytmetycznych). Notacja infiksowa wymaga doda-
nia do alfabetu symboli pomocniczych: nawiasu lewego ( oraz nawiasu prawego ).
W notacji infiksowej formuta §§0108% Oy O przyjmuje nastgpujaca postac:
(©1802)8((HD2)§(H 1)), a podane wyzej aksjomaty maja postac:

1. (a88)8((887)8(a8y))
2. ((ka)sa)sa
3. a§((ka)§s).

Semantyka jezyka Lo opisana jest w sposob nastgpujacy. Niech dane beda do-
wolne dwa rézne przedmioty: 0 oraz 1. Wartosciowaniem (zmiennych zdaniowych)
nazywamy dowolny nieskoficzony (przeliczalny) ciag tych przedmiotéw. Warto-
Sciowania to zatem ciagi o postaci w = (wy, wy, . . .), gdzie kazdy element w; jest
réwny 0 badz 1. Wartos¢é val(a, w) formuty a przy wartosciowaniu w definiujemy
indukcyjnie:

1. val(QV;,w) = wg;

2. jesli val(a, w) = 0, to val (ka,w) =1,

ajesli val(a, w) = 1, to val(ka,w) = 0;

3. val(§aB,w) = 0 tylko wtedy, gdy val(o,w) = 1 oraz val(f,w) = 0;
natomiast w pozostatych (trzech) przypadkach val(§a3, w) = 1.

Formuta o jest prawem (tautologiq) tego systemu logicznego, gdy val (o, w) =
1 dla wszystkich warto§ciowan w. Formuta 8 wynika logicznie ze zbioru formut
X, gdy: dla wszystkich wartosciowan w, jesli val(a,w) = 1 dla kazdej a € X,
to val(f,w) = 1. Rozwazany system ma wlasnos¢ rozstrzygalnosci: istnieja algo-
rytmy, pozwalajace rozstrzygnaé o dowolnej formule, czy jest ona prawem, czy tez
nie jest. Podstawowy zwiazek migdzy sktadnia a semantyka wyraza twierdzenie o
petnosci: dla dowolnego X C Foy oraz o € Fo zachodzi réwnowazno$¢é



a € Co(X) (czyli @ ma dowdd z X) wtedy i tylko wtedy, gdy o wynika
logicznie z X.

Gdy w tej réwnowaznosSci za X weZmiemy pusty zbidr formut, to otrzymu-
jemy:

« jest teza (rozwazanego systemu) doktadnie wtedy, gdy « jest tautologia (tego
systemu).

2 Klasyczna logika pierwszego rzedu FOL

Klasyczna logika pierwszego rzedu (FOL — first order logic) to wspoéiczesny ele-
mentarz logiczny. Jego poczatki siegaja drugiej potowy XIX wieku, a inspiracje do
jego rozwoju byty natury zaréwno matematycznej, jak i filozoficznej oraz lingwi-
stycznej. Ponizej wyslowimy niektére najwazniejsze definicje oraz przytoczymy
(bez dowodéw) pewne podstawowe twierdzenia dotyczace FOL. Notatka niniejsza
nie jest, rzecz jasna, zadnym podrecznikiem FOL; liste wybranych podrgcznikéw
podano na konicu tekstu.

2.1 Skladnia

Niech I, J, K beda dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet 3 = 3 U¥o U 33U
>4 U X5 U X, gdzie:

¥ =A{wo,z1,22,...} —  zmienne indywiduowe,
Yo ={P" }icr (n; €N) —  predykaty,

Y3 = {ffj Yies (nj € N)  —  symbole funkcyjne,
Y4 = {ak}rer —  state indywiduowe,
Y5 ={N,V,—,~, =V, 3} — stale logiczne,
S=1{,,(,)} —  symbole pomocnicze.

Stosujemy nastgpujaca terminologig:

1. P/ nazywamy n;-argumentowym predykatem,

2. f]m nazywamy n;-argumentowym symbolem funkcyjnym,



3. symbol V nazywamy kwantyfikatorem generalnym,
4. symbol J nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym,

5. symbole: A (koniunkcja), V (alternatywa), — (implikacja), — (negacja) i =
(rownowaznosc) to znane stuchaczom funktory prawdziwosciowe,

6. symbole pomocnicze to: przecinek oraz lewy i prawy nawias.

Zbiér ¢ = ¥ U X3 U X4 nazwiemy sygnaturq. W dalszym ciggu mowié
bedziemy o pewnej ustalonej sygnaturze o. Zwykle rozwaza si¢ przypadek, gdy
I = J = K = N (= zbidr wszystkich liczb naturalnych).

Wyrazeniem jezyka FOL nazywamy kazdy skorficzony ciag symboli alfabetu
tego jezyka. Interesuja nas jednak nie dowolne ciagi symboli jezyka FOL, lecz
jedynie niektére, o budowie sktadniowej dopuszczajacej sensowne interpretacje, a
mianowicie termy oraz formuty.

Definicja termu jezyka FOL jest indukcyjna:

1. wszystkie zmienne indywiduowe x,, oraz wszystkie stale indywiduowe ay
sg termami;

2. jesli ty,...,t,, sa dowolnymi termami, to wyrazenie f;lj (t1,. .. tn,;) jest
termem;

3. nie ma innych terméw (jezyka FOL) précz zmiennych indywiduowych, sta-
tych indywiduowych oraz tych terméw, ktére mozna skonstruowaé wedle
reguty 2.

Termy, w ktérych nie wystgpuja zadne zmienne nazywamy termami bazowymi.

Formutq atomowq jezyka FOL nazywamy kazde wyrazenie tego jezyka o po-
staci P;"(t1,...,ty,), gdzie t1,. .., t,, sa dowolnymi termami. Definicja formuty
jezyka FOL jest indukcyjna:

1. kazda formuta atomowa jest formuta;

2. jesli « jest dowolna formuta, to wyrazenia —(«), Vx,, («), 3z, («) sa for-
mutami;

3. jesli a i B sa dowolnymi formutami, to wyrazenia (a) A (8), («) V (B),
() = (B8), (o) = (B) sa formutami;

4. nie ma innych formut (jezyka FOL) procz tych, ktére mozna utworzy¢ wedle
regut 1-3.
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W praktyce stosujemy zwykle pewne konwencje, ktére pozwalaja pomijaé nie-
ktére nawiasy, zwigkszajac czytelnos¢ — zwtaszcza dtugich — formut.

Wyrazenie o w dowolnej formule o postaci Vx,, («) lub o postaci Iz, ()
nazywamy zasiggiem odpowiedniego kwantyfikatora.

Zmienna z,, wystepujaca na danym miejscu w formule « jest na tym miejscu
zwiqzana, jezeli jest ona podpisana pod ktérym$ z kwantyfikatoréw lub tez znaj-
duje si¢ w zasiggu jakiegos kwantyfikatora, pod ktérym podpisana jest rowniez
zmienna x,. Jezeli zmienna z,,, wystgpujaca na danym miejscu w formule o, nie
jest na tym miejscu zwigzana, to moéwimy, ze jest ona na tym miejscu wolna w .
Moéwimy, ze ,, jest zmienng wolng w o wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej na
jednym miejscu zmienna ta jest wolna w a.

Moéwimy, ze term t jest podstawialny za zmienna x; do formuly o wtedy i
tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje si¢ W « jako zmienna wolna w zasiggu
zadnego kwantyfikatora wigzacego ktdéra§ ze zmiennych wystgpujacych w ¢. Jesli
term ¢ jest podstawialny za x; do «, to zadna zmienna wystgpujaca w ¢ nie stanie
si¢ zwigzana po podstawieniu ¢ za wszystkie wolne wystapienia x; w formule «.
W szczegblnosci, zmienna x; jest podstawialna za zmienna x; W «, jezeli po pod-
stawieniu x; w miejscach wolnych wystapiefi x; w «, zmienna x; nie stanie si¢ na
tych miejscach zwigzana w . Tak wigc, zmienna x; jest podstawialna za zmienng
x; do formuty o wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje si¢ w a jako
zmienna wolna w zasiggu zadnego kwantyfikatora wiazacego zmienng x;.

Formuly nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami
(jezyka FOL).

Definicja operacji S(t, x, A) podstawiania termu t za zmienng x; (W dowolnym
termie A lub formule A jezyka FOL) ma posta¢ indukcyjng (ponizej ¢ jest termem,
x; jest zmienna, a; jest stafa, o i 3 sa formutami, a reszta oznaczen jest oczywista):

1. S(t,x;,x;) jest termem x, gdy 7 # j

2. S(t,x;,x;) jest termem ¢, gdy i = j
t,x;, a;) jest termem a;

t7$i7 f]nj (t17 cee 7tn‘j))jeSt termem f]nj (S(t7xi7tl)7 ) S(t7 xi7tnj))
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9. S(t,x;,3z; («)) jest formuty 3z; S(t, x;, a), gdy i # j
10. S(t,x;,3z; (o)) jest formuta Jz; (o), gdy i = j
11. S(t,z;, A B) jest formuta S(¢, z;, o) A S(t, x4, )

(t,
(t,
(
12. S(t,x;, a0V B) jest formuta S (¢, x;, ) V S(t, x;, )
13. S(t,x;, a0 — () jest formuty S(t, z;, ) — S(t, x;, )
S(t,

14. S(t,xz;, o = ) jest formuta S(t, z;, o) = S(t, x4, B).

2.2 Semantyka

W odréznieniu od semantyki klasycznego rachunku zdar, ktérego semantyka jest
stosunkowo uboga (dwa przedmioty i dwadzieScia funkcji prawdziwosciowych),
semantyka FOL jest znacznie bogatsza. Rozwaza si¢ w niej catkiem dowolne uni-
wersa (zbiory) catkiem dowolnych przedmiotéw, ktére moga by¢ wzajem powia-
zane catkiem dowolnymi relacjami.

Nazwiemy interpretacjq jezyka o sygnaturze o dowolny uktad (M, o, A), gdzie
M jest niepustym zbiorem, a A funkcja (funkcjq denotacji) o dziedzinie o, ktéra
przyporzadkowuje:

1. kazdej stalej indywiduowej a element
A(ar) € M;
2. kazdemu predykatowi P;" relacje n;-argumentowsa
AP € M
3. kazdemu symbolowi funkcyjnemu f]@j funkcje nj-argumentowa
A(f;7) : M — M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury o sa dowolne uktady (M, Alo]),
gdzie A jest funkcja denotacji, a Ao] oznacza ciag (indeksowany elementami
zbioru [ U J U K) wszystkich wartosci funkcji o. Jesli 0 = (M, A[o]) jest struk-
turg relacyjna, to M nazywamy uniwersum 9.

Dla 9t = (M, Alo]) jest czasem wygodnie uzywaé nastgpujacych oznaczen:

1. |9 dla oznaczenia uniwersum struktury 9%, czyli dla oznaczenia zbioru M;
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2. A™ dla oznaczenia funkcji denotacji struktury Ot

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny nieskon-
czony przeliczalny ciag w = (wy,) elementéw zbioru M. Gdy

w = (wn) - (w()a w1,y ..., Wi—1, Wy, wi-‘rlu .. )
jest wartoSciowaniem w M oraz m € M, to przez w;" oznaczamy wartosciowanie:
(wo, Wiy ooy Wi—1, My Wi41, - - )

Jesli ¢ jest termem sygnatury o, a (M, Alo]) struktura relacyjng sygnatury o
oraz w = (w;) jest warto§ciowaniem zmiennych w M, to wartos¢ termu t w struk-
turze (M, \[o]) przy wartosciowaniu w, oznaczana przez AXt(t) okreslona jest
indukcyjnie:

1. gdy t jest zmienng z;, to AT (t) = wy;

2. gdy t jest stata ay, to AT(t) = A(a);

3. gdy t jest termem ztozonym postaci f;” (t1, ... tn,), gdzie t1,... ty; sa

termami, to AN (t) = A(f]7) (AN (t), .- -, A?,(tnj)).

Mozna pokazaé, ze wartos$¢ termu przy danym wartoSciowaniu zmiennych za-
lezy jedynie od wartosci nadanych przy tym warto§ciowaniu zmiennym wystgpu-
jacym w rozwazanym termie.

Niech 9t = (M, A[o]) bedzie struktura relacyjna sygnatury o, w wartosciowa-
niem w M, a o formuta sygnatury o. Definicja relacji MM |=,, « spetniania formuty
o w strukturze N przez wartosciowanie w ma nastgpujaca postac indukcyjna:

L. M=y P (t1,. .., ty,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

A(sz)(AgT(tl)v R A?ﬁ(tm))a

2. My a A B wtedy i tylko wtedy, gdy O =, « oraz M =y, S;
3. M =y a VB wtedy i tylko wtedy, gdy I =y, o lub M =y, 5;

4. M =, a — B wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 9 =, « lub zachodzi
Mm ':w B

5. M =, a = [ wtedy i tylko wtedy, gdy badz 9 =, o oraz M =, [, badz
nie zachodzi M |=,, « ani nie zachodzi M |=,, 5;

13



6. M =, —a wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi MM =, «;
7. M £y Vr; a wtedy i tylko wtedy, gdy 90t ):w;n « dla kazdego m € M;
8. M =y Jz; o wedy i tylko weedy, gdy M =y o dla pewnego m € M.

Jesli M |, « dla kazdego wartoSciowania w, to méwimy, ze formuta « jest
prawdziwa w 9 i piszemy wtedy 9 = «a. Piszemy DM}~a, gdy nie zachodzi
M = a. Mowimy, ze formuta « jest fatszywa w O, gdy nie jest ona prawdziwa w
.

Prawem (lautologiq) FOL (sygnatury o) nazywamy kazda formulg (sygnatury
0), ktéra jest prawdziwa we wszystkich strukturach relacyjnych (sygnatury o).

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru X, to méwimy, ze 9 jest modelem X
i piszemy O = X. Méwimy, ze o wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy model zbioru X jest tez modelem {a}. Piszemy wtedy X =y, a. Ogélniej,
moéwimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie FOL) zbiér Y wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem zbioru Y. Piszemy wtedy
X Eto Y. Jesli nie zachodzi X =y Y, to piszemy X ¥y Y. Podobnie, jesli
nie zachodzi X =y, «, to piszemy X ¥ ¢, cv.

Mozna pokazaé, ze:

1. warto$¢ termu w ustalonej interpretacji zalezy tylko od warto§ciowan zmien-
nych wolnych tego termu;

2. spelnianie formuty w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od wartoScio-
wan zmiennych wolnych tej formuty (w szczegdlnosci zatem zdania — for-
muly bez zmiennych wolnych — albo spetnione sa w danej interpretacji przez
wszystkie warto$ciowania, albo nie sa spetnione przez zadne wartoSciowa-
nie).

Definicje powyzszych poje¢ semantycznych pochodza od Alfreda Tarskiego.
Sa formalizacja klasycznego pojecia prawdy, wywodzacego si¢ od Arystotelesa.
Rozwaza sig réwniez inne propozycje definiowania prawdziwosci (koherencyjna,
pragmatyczna), ale dominujace jest przedstawione wyzej ujecie.

Warto moze przypomnieé, ze Tarski pokazat réwniez, iz nie jest mozliwe poda-
nie trafnej merytorycznie oraz poprawnej formalnie definicji pojecia prawdy dla je-
zykow etnicznych (jezyka naturalnego, potocznego). Kazdy jezyk etniczny zawiera
swoj wlasny metajezyk. Jest to konsekwencja uniwersalnosci jezykéw etnicznych:
w kazdym z nich mozna méwié¢ o nich samych (w kazdym takim jezyku mozna
méwié o jego wyrazeniach). Ma to jednak réwniez i t¢ konsekwencje, ze w jezyku
etnicznym sformutowaé mozna antynomie ktamcy, co — jak wiasnie wykazat Tar-
ski — blokuje mozliwos$¢ podania dla takiego jezyka definicji prawdy spetniajace;j
wymogi merytorycznej trafnosci i formalnej poprawnosci.
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23

Operacje konsekwencji

Wspoétczesnie rozwaza si¢ wiele réznych operacji konsekwencji w jezyku FOL. Do
najbardziej popularnych naleza:

1.
2.

3.
4.

5

konsekwencje aksjomatyczne (w stylu Hilberta)

konsekwencje bazujace na dedukcji naturalnej (w stylu Gentzena lub Jas-
kowskiego)

konsekwencje bazujace na tablicach analitycznych (w stylu Smullyana)
konsekwencje bazujace na rezolucji (wraz z procedurami unifikacji)

. konsekwencje bazujace na rachunkach sekwentow Gentzena.

Wszystkie wymienione operacje konsekwencji sa rownowazne, w tym sensie,
Ze wyznaczone przez nie zbiory tez pokrywaja sig. W zaleznosci od celu, stosuje
si¢ w praktyce te lub inng operacj¢ konsekwencji. Niektére zalecaja si¢ szczegdlnie
ze wzgledoéw dydaktycznych (jak np. dedukcja naturalna), inne maja pozyteczne
zastosowania w automatycznym dowodzeniu twierdzen (jak np. rezolucja lub ta-
blice analityczne).

Dla przyktadu, podamy (bardzo tradycyjna) konsekwencj¢ aksjomatyczna dla
FOL. Niech a, 3 1 v bgda dowolnymi formutami jezyka FOL. Schematami aksjo-
matow dla FOL sa wszystkie formuty nastepujacej postaci:

o (Al (a—=pB) = ((6—=7) = (@=7))

e (A2) (a — (a—p)) = (a—P)

e (A3)a— (f— «)

o (A (aNp) =«

o (AS) (@A B) =
e (A6) (= ) = (=) = (@ = (BA7)))

e (A7) a— (aVp)

e (AB) B — (aVp)

e (A9) (a—B) = ((v—=B) = ((aVvy) = B))
e (A10) (a=p8) = (a— B)
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e Al) (a=p) = (B — )

e (A12) (a = ) = ((B = ) = (a=p))

o (A13) (=3 = ~a) = (a — B)

o (Al4)Vx, a — S(t, zy, ), oile t jest podstawialny za x,, w «

e (A15) S(t,zp, ) — Jz, , 0 ile ¢ jest podstawialny za x,, w «

e (A16) VY, (o = B) — (o = Vz, ), 0 ile x,, nie jest wolna w «

e (A17)Vx, (a = B) = (Fz,, a — ), o ile z, nie jest wolna w [3.

Mozna sprawdziC, ze wszystkie te schematy sa tautologiczne — sa prawami
FOL.

Podobnie jak aksjomaty, réwniez reguty wnioskowania dobiera¢ mozna na r6z-
norakie sposoby. W tym wyktadzie przyjmiemy, ze regutami pierwotnymi (aksjo-
matycznego ujecia) FOL sa:

Reguta odrywania:

(RO) w
s
Reguta generalizacji:
RG .
(RG) Va, a

Zauwazmy, ze szczegélnymi przypadkami schematéw (A14) oraz (A15) sa,
odpowiednio:

o (Al4)Vz, a — «

o (A15") o — dx,, .

Jest tak oczywiscie dlatego, ze dowolna zmienna x,, jest podstawialna sama za
siebie w dowolnej formule.
Moéwimy, ze:

e Formuta « jest fezq FOL wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoiczony ciag
formut (81, ..., (), ktérego ostatnim elementem jest formuta « (tj. « jest
formuta f3,,), a kazdy z elementéw tego ciagu jest albo aksjomatem opartym
na ktéryms ze schematéw (A1)—(A17), albo powstaje ze wczesniejszych wy-
razow tego ciagu jako wniosek reguty odrywania badzZ reguly generalizacji.
Kazdy taki ciag (f1, . . ., 8,) nazywamy dowodem formuty .

16



e Formuta « jest wyprowadzalna w FOL ze zbioru formut X wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoficzony ciag formut (f,. .., B,), ktérego ostatnim
elementem jest formuta « (tj. « jest formuta 3,,), a kazdy z elementéw tego
ciagu jest albo elementem zbioru X, albo aksjomatem opartym na ktéryms
ze schematéw (A1)—(A17), albo powstaje ze wczesniejszych wyrazéw tego
ciagu jako wniosek reguty odrywania badz reguty generalizacji. Jesli « jest
wyprowadzalna z X, to piszemy X Fr, «. W przeciwnym przypadku pi-
szemy X ¥ o .

e 7Zbiér formut Y jest wyprowadzalny ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy,
gdy X . « dlakazdej formuty o ze zbioru Y. Jesli Y jest wyprowadzalny
z X, to piszemy X ¢y Y. W przeciwnym przypadku piszemy X ¥ ¢y Y.

e Regula R jest wyprowadzalna (wtérna) w FOL, jesli X+, a dla kazdego
sekwentu (X, ) nalezacego do R.

Operacja C'y, konsekwencji aksjomatycznej w FOL jest zdefiniowana nastepu-
jaco dla dowolnego zbioru formut X jezyka FOL:

Cro(X) ={a: X by a}.

Tak zdefiniowana operacja C'y, spetnia warunki z definicji ogdlnej operacji kon-
sekwencji.
Nastepujace reguty sa wyprowadzalne w FOL:

e (R14)
Vo, o
S(t, xn,a)’
o ile term ¢ jest podstawialny za x, w a.
e (R15)
S(t, xn, @)
Jx, a

o ile term ¢ jest podstawialny za x, w a.

e (R16)
Va, (o — f)

a— VY, B

)

o ile z,, nie jest wolna w a.
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(R17)
Va, (o — f)

Jr,a— B

o ile x,, nie jest wolna w (5.

e Reguta opuszczania kwantyfikatora generalnego ROV:

a — Vx, B
a—fB

e Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego RO4:

dz, a —
a— B

e Reguta dotaczania kwantyfikatora generalnego RDV:

a8
a — vV, B’

o ile =, nie jest wolna w a.

e Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego RD3:

a8
Az, a — B’

o ile x,, nie jest wolna w f3.

Mozna pokazaé, ze formula « jest wyprowadzalna ze zbioru X wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoriczony ciag formut (51, .. ., 5,), ktérego ostatnim elemen-
tem jest formuta « (tj. « jest formula 5,,), a kazdy z elementéw tego ciagu jest
albo elementem zbioru X, albo teza FOL, albo powstaje ze wczesniejszych wy-
razéw tego ciagu jako wniosek reguty odrywania badZ reguly generalizacji badz
jakiejkolwiek reguty wyprowadzalnej w FOL.

Zauwazmy, ze z kazdej tezy klasycznego rachunku zdafi mozna otrzymac tezg
FOL, poprzez konsekwentne zastapienie zmiennych zdaniowych dowolnymi for-
mutami jezyka FOL. Czasami méwi si¢ krétko, choc nie catkiem precyzyjnie (gdyz
méwimy o tezach w réznych jezykach), ze kazda teza klasycznego rachunku zdan
jest takze teza FOL.

Nastgpujace formuty sa tezami FOL, dla dowolnych formut « oraz § (stosu-
jemy tu zwyczajowa konwencj¢ — piszemy np. x, y, z zamiast Ty, Ty, Tk, itp.
gdy nie prowadzi to do nieporozumiefi; zapis «(x/t) oznacza wynik podstawienia
termu ¢ za zmienng x w formule «):
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AN

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.

.V a— .

Vz a — a(x/t), oile term ¢ jest podstawialny za x w cv.
a — Jz a.

a(z/t) — Jx a, o ile term t jest podstawialny za z w av.
Ve a — Jx .

Vzr a = Vy a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest podsta-
wialna za zmienng x W «.

Jr o = Jy a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest podsta-
wialna za zmienng x W «.

. Vx a = a, o ile « nie zawiera x jako zmiennej wolne;j.

. dxr a = @, o ile « nie zawiera x jako zmiennej wolne;j.

VaVy a = VyVe a.

drdy o = dydz a.

JaVy a — Vy3dx a.

VzVy a — Vo a(x/y), o ile  jest podstawialna za y w av.
Jz a(x/y) — Iy «, o ile x jest podstawialna za y w a.
—Vr a = 3z -a.

—Jdr a = Vr a.

Vo o = -3z —a.

dr a = =Vx —a.

(Va (o — B) ANa) = B.

(Vz (a = B) Na(x/t)) — B(x/t), oile t jest podstawialny za x do v i do
B.

Ve (a — B) = (Vz o — fB).
Ve (o — ) = (Vz a — Yz §).
(Vx (o = B) Aa) = Tz S.
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31. dx

24. Vz (a = B) = (o — Fz B).

25. Yz (o« — B) = (Fr o — Jz B).

26. Vz (o — f) = (3 a — B), o ile z nie jest wolna w [3.
27. Vz (o« — B) = (o — Yz f3), o ile x nie jest wolna w .
28. 3z (a — B) = (Vx a — B), o/ile x nie jest wolna w 3.
29. 3z (o« — B) = (o — Tz B), o ile x nie jest wolna w a.
30. Vz (e A B) = (Vo a AVz B).

(

aVp) =3z aV Iz p).

32. (VxaVVe ) — (VxaVVep).

33. dz (a A ) = (Fx a Az B).

34. Vx (a A B) = (Vz o A ), o ile x nie jest wolna w (3.
35. Vz (e A B) = (e AVzx ), o ile z nie jest wolna w av.
36. Vz (aV ) = (Vx aV (), oile x nie jest wolna w 3.
37. Vz (aV B) = (aV Vz ), oile x nie jest wolna w c.
38. 3z (a A B) = (Fx a A B), o ile x nie jest wolna w 3.
39. 3z (a A B) = (e A Jz B), o ile z nie jest wolna w av.
40. 3z (aV B) = (3z a Vv B), o ile z nie jest wolna w [3.
41. Jz (aV p) = (aV Jz B), o ile z nie jest wolna w av.
42. Vx (a = B) = (Vx (o = B) AVx (8 — «)).

43. Yz (a = f) = (Vo a =Vz B).

4. Vr (a = p) —» (3x a = Jzx §).

Podamy, dla przyktadu, dowdd jednej z tez. Stosujemy przy tym zwykle uzy-
wana konwencj¢: kroki dowodowe sa numerowane z lewej strony, komentarze
wskazujace, jak powstaje dany krok dowodowy podane sa z prawej strony. Ko-
mentarz o postaci: (An) «/ oznacza, ze w schemacie aksjomatéw o numerze n
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piszemy formute S w miejsce wystepujacej w nim formuly a.. Warto moze pamig-
tac, ze kazdy dowdd ma takze strukture drzewa, w ktérego korzeniu znajduje si¢
dowodzona formuta, ktérego liscie sa aksjomatami, a pozostate wierzchotki odpo-
wiadaja krokom dowodowym.

DowOD TEZY 5.Vz o — dx a.

1. Vzia—« (A14%)

2. a— Iz« (A15%)

3. Mra—a)— (a—=3Ira)— (Vea—Iza)) Al)ra/Vza,
Bla, /3 a

4. (a—Jra)— (Vra— Iz a) RO: 3, 1

5. Vea— dr o RO: 4, 2.

Dowody w aksjomatycznym ujeciu FOL moga by¢ klopotliwe dla oséb bez
nalezytej wprawy (od jakich aksjomatéw zacza¢ dowdd?). Utatwieniem jest m.in.
mozliwos¢ korzystania z twierdzenia o dedukcji w wersji syntaktycznej (patrz ni-
7€j).

2.4 Kilka wlasnoSci

Mowimy, ze zbidr formul X jest (syntaktycznie) niesprzeczny wtedy i tylko wtedy,
gdy nie istnieje formuta « taka, ze X k¢, « oraz X 5, —a. W przeciwnym
przypadku méwimy, ze X jest (syntaktycznie) sprzeczny.

Inna wazna wlasnoScig metalogiczng jest zupetno$¢. Méwimy, ze zbiér formut
jezyka FOL (o sygnaturze o) jest zupetny (ze wzgledu na tg sygnaturg) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania e (w jezyku sygnatury o) badZ « jest elemen-
tem C'ypy(X), badZ - jest elementem C'ro;(X).

Punkty state operacji C'y,;, czyli takie zbiory X formut, dlaktérych Crq(X) =
X nazywamy teoriami lub systemami dedukcyjnymi.

Do najwazniejszych metatwierdzeri dotyczacych aksjomatycznego (w stylu Hil-
berta) ujecia FOL nalezq m.in.:

1. Lemat Lindenbauma. Jesli X jest zbiorem niesprzecznym, to istnieje nie-
sprzeczna i zupelna teoria Y taka, ze X C Y.

2. Twierdzenie o petnosci. Formula « jest wyprowadzalna ze zbioru formut X
wtedy i tylko wtedy, gdy o wynika logicznie z X. W szczegdlnosci, tezy
FOL pokrywaja si¢ z tautologiami FOL.

3. Twierdzenie o istnieniu modelu. Zbiér formut jest niesprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy ma model.
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10.

11.

. Twierdzenie o zwartosci (w wersji semantycznej). Zbiér formut X ma mo-

del wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skoficzony podzbiér ma model. Tak
wigc, X nie ma modelu doktadnie wtedy, gdy co najmniej jeden jego skon-
czony podzbidr nie ma modelu.

. Twierdzenie o niesprzecznosci. Zbior wszystkich tez FOL jest niesprzeczny.

. Twierdzenie Lowenheima-Skolema. Je§li X jest niesprzecznym zbiorem for-

mul, to X ma model przeliczalny (czyli o uniwersum réwnolicznym ze zbio-
rem wszystkich liczb naturalnych).

. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja syntaktyczna). Dla dowolnego zbioru

formut X oraz formut «v i S, przy zatozeniu, ze « jest zdaniem (formuta bez
zmiennych wolnych) jezyka FOL zachodzi nastgpujaca réwnowaznosc:

o X U{a} Fsu B wtedy i tylko wtedy, gdy X ko a0 — .

. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja syntaktyczna). Dla dowolnego

zbioru formut X oraz formutly a, przy zalozeniu, ze « jest zdaniem (formuta
bez zmiennych wolnych) jezyka FOL zachodza nastgpujace réwnowaznosci:

o (1) X Fyy —a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze
X U{a} Fra {8, -8}

o (2) X Fyy o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze
X U{~a} o {8, -8}

. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna). Dla dowolnego zbioru

formut X oraz formut « i 8 zachodzi nastgpujaca réwnowaznos¢:
X U{a} E=yq B wtedy i tylko wtedy, gdy X o oo — .

Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna). Dla dowolnego
zbioru formut X oraz formut « i 5 zachodza nastgpujace réwnowaznosci:

o (a) X U{a} [=fa {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X =y 0.
o (b) X U{—a} [=fa {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X =4 a.

Twierdzenie Churcha. Zbiér wszystkich praw FOL nie jest rozstrzygalny.
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Podreczniki podaja dziesiatki dalszych twierdzen, ustalajacych wiasnosci FOL
— nie wymieniamy ich tutaj, gdyz w wielu przypadkach dla ich sformutowania po-
trzeba najpierw wprowadzi¢ szereg dodatkowych pojeé. Zainteresowani stuchacze
zechca zwrdécei¢ uwage np. na twierdzenia: Herbranda, Betha, Craiga, twierdzenie o
prefiksowych postaciach normalnych, twierdzenie o neutralnosci logiki wobec sta-
tych indywiduowych, predykatéw oraz symboli funkcyjnych — kazde z nich wyraza
fundamentalne wtasnosci FOL.

Niektdre zestawy powyzszych wtasnosci charakteryzuja jednoznacznie logike
FOL, w tym sensie, ze jest ona maksymalng logika o tychze wlasnosciach. Dla
przyktadu, I twierdzenie Lindstroma ustala, ze kazda logika, ktéra ma wiasnosé
zwartoSci 1 w ktérej zachodzi twierdzenie Lowenheima-Skolema jest rownowazna
z FOL. Trzeba oczywiscie nadaé tu precyzyjny sens takim terminom jak réwno-
waznos¢ logik (i kilku innym). Powiemy o tym wigcej na trzecim wykladzie.

2.5 Teorie elementarne

W jezyku FOL formulowa¢ mozna tzw. teorie elementarne. Gdy wyréznimy pe-
wien zbidr statych pozalogicznych (predykatéw, symboli funkcyjnych, statych in-
dywidualnych) S oraz zbiér Ax zdan, zwanych aksjomatami rozwazanej teorii ele-
mentarnej 7, to sama formalna definicja 7" jest nastgpujaca.

Teoriq elementarng w jezyku FOL o sygnaturze S oraz zbiorze aksjomatow Az
nazywamy zbidr wszystkich formut wyprowadzalnych na gruncie FOL ze zbioru
aksjomatow Azx. Tak wigc, T jest teorig elementarng, gdy

T={a:Azxtjsy a}.

Jesli T jest teorig elementarna, to C'¢, (1)) = T, co wynika wprost z powyz-
szej definicji. Przypomnijmy, ze w przypadku dowolnego operatora konsekwencji
C, teoriami (tego operatora) nazywamy jego punkty stale, tj. takie zbiory X, dla
ktorych X = C'(X).

Dla przyktadu, waznymi teoriami elementarnymi s3:

1. teoria mnogosSci Zermelo-Fraenkla (z aksjomatem wyboru) ZFC
2. arytmetyka Peana PA

3. teoria algebr Boole’a

teoria grup

teoria gestych liniowych porzadkéw bez elementu pierwszego i ostatniego

A

geometria elementarna.

23



2.5.1 Teoria mnogosSci Zermelo-Fraenkla

Jest to teoria w jezyku FOL z identycznoScia. Jedyna stata pozalogiczna tej teorii
jest dwuargumentowy predykat €. Formule x € y czytamy: z jest elementem .
AKSJOMATY TEORII MNOGOSCI ZF.

Aksjomat ekstensjonalnosci:

VaVy (Vz (z €x=z€y) > x=y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbidr jest jednoznacznie wyznaczony po-
przez swoje elementy.

Aksjomat pary:

VaVy3zVu (u € z=u=xVu=y)

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VedyVz (z €ey=TFu(z €uNu € x))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potegowego:

VedyVz (z €y =Vu(u € z > u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony doktad-
nie ze wszystkich jego podzbioréw.

Schemat wyrdzniania:

Vo Ves .. Vo,VyFu (u € z=u € y A p(u,x1,72,...,7,))
gdzie ¢ jest formutg jezyka teorii mnogoSci ZF taka, ze z nie jest zmienng wolng
W, zas X1, X2, . .., Ty Sa zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz w.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzody zbioru utworzyé
jego podzbiodr, ztozony z tych elementéw, ktére maja jakas wtasnos¢, wyrazalng w
jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wtasnie ze schematem
nieskoniczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskoriczonosci:

Ty yeaxn-Tz(zey)AVy(yex—=>Vz(Vu (u€z=u=y)—
z € 7))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru nieskoriczonego.
Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii mnogosci.

Schemat zastgpowania:

Vu(VaVyVz (x € u A p(z,y) A p(z,2) = y = 2z) - JuwVo (v € w =
dz (z € u N p(z,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru wzgle-
dem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formula jezyka teorii mnogosci) takze jest
zbiorem.
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Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze schematem
nieskoniczenie wielu aksjomatéw.
Aksjomat ufundowania:

Ve(Fu (v € x) - Jy(ly ez AVz (2 €y = -z € 1))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskoficzonych &-zstepujacych cia-
g6w zbiordéw, tj. takich ciagéw (z1, z2, 3, T4, . . .), Z€:

X9 € X1, T3 € T9, T4 € T3,...

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Ve(Vy (yex =3Iz (z€y) AVyVu (yexzAuecxr —»y=uV - (ve
yANveu))) - JwMVMy(yer —3Iz(zeyhzew AV (veEyAv ew —
v =2)))))
to otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla identycznosci:

o Vz (z=ux)

VaVy (x =y — y = x)

VeVyVz (x =y Ay =2z — x = 2)

VaVyVz (x =y Az €z =y € 2))

VeVyVz (x =y ANz €x — z € y)).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyrézniania i zastgpowania) terminy: nie-
skoriczony 1 przeliczalny naleza do metajezyka.

Fundamentalne znaczenie teorii mnogosci dla wspéiczesnej matematyki po-
lega m.in. na tym, ze wszystkie konstrukcje matematyczne wyrazié mozna za po-
mocg pojecia zbioru oraz relacji nalezenia elementu do zbioru.

% 3k 3k

Oczywistym wymogiem, ktéremu sprosta¢ powinna teoria jest jej niesprzecz-
nos¢. Teorie sprzeczne nie sa interesujace (z formalnego punktu widzenia), gdyz
wszystko (kazda formuta jezyka FOL) daje si¢ w nich udowodni¢. Na mocy twier-
dzenia o petnosci, teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy ma model.
Jednak czysto syntaktyczne dowody niesprzecznosci teorii sa, w ogdélnosci, trudne
do uzyskania. Stosuje si¢ w nich np. takie techniki, jak: metoda interpretacji syn-
taktycznej, metoda relatywizacji kwantyfikatoréw. Odnotujmy kilka faktéw doty-
czacych niesprzecznosci:
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1. Zbiér X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Cq;(X) jest nie-
sprzeczny.

2. Podzbidr zbioru niesprzecznego jest niesprzeczny. Nadzbidr zbioru sprzecz-
nego jest sprzeczny.

3. Zbidér X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta « taka,
ze o nie jest elementem zbioru Cro(X).

4. Zbior X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skonczony
podzbidr jest niesprzeczny. W konsekwencji, zbiér X jest sprzeczny wtedy i
tylko wtedy, gdy co najmniej jeden jego skoniczony podzbidr jest sprzeczny.
[To takze jedna z postaci twierdzenia o zwartoSci.]

5. Jezeli (X1, Xa, X3, ...) jest nieskoficzonym ciagiem niesprzecznych zbio-
réw formut oraz
XiCcXoCX3C...,

to zbior J X; jest niesprzeczny.
i
6. Jesli « jest zdaniem (nie zawiera zmiennych wolnych) oraz —« nie nalezy
do zbioru Cfq(X), to zbiér X U {a} jest niesprzeczny.

Gdy X jest zbiorem aksjomatéw jakiejS teorii 7' (w jezyku o okreSlonej sygna-
turze), a a zdaniem (tego jezyka) takim, ze ani «, ani -« nie nalezy do Cq (X )s
to méwimy, ze « jest zdaniem nierozstrzygalnym na gruncie aksjomatéw X (lub:
w teorii T'). Jedli teoria jest zupelna, to nie istnieja w niej zdania nierozstrzygalne.
Oznacza to, ze w teorii zupelnej kazdy problem sformutowany w jej jezyku znaj-
duje rozstrzygnigcie na gruncie tej teorii.

Wigkszos$¢ waznych, interesujacych teorii matematycznych to teorie, ktére nie
sg zupetne. Nalezy przy tym pamigtaé, ze nie zawsze zupetnos¢ jest pozadang wia-
snoscia teorii: dla przyktadu teoria algebr Boole’a (niezupetna) zostata zbudowana
z myS$la o wielu bardzo réznych interpretacjach. Zupetnos¢ jest natomiast wtasno-
Scia pozadana, gdy budujemy teori¢ z mysla o jakiejs jednej, ustalonej interpretacji
(jak np. w przypadku arytmetyki Peana). Jednak wtasnie w przypadku arytmetyki
Peana (oraz, ogdlniej, w przypadku wszelkich teorii zawierajacych stosowna czgs$é
tej arytmetyki) mamy do czynienia z brakiem zupetnosci.

Teoria zupelna jest natomiast wymieniona powyzej elementarna teoria linio-
wego gestego porzadku bez elementu pierwszego i ostatniego. Fakt ten moze zo-
staé udowodniony przy pomocy techniki zwanej eliminacjq kwantyfikatorow. Oto
kilka faktéw dotyczacych pojecia zupetnosci (pomijamy wszedzie okreSlenie: ,,ze
wzgledu na dany jezyk”):
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1. Zbiér X jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy C'o(X) jest zupetny.

2. Zbiér X jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej formuly « nie
nalezacej do C'y, (X)) zbiér X U {a} jest sprzeczny.

2.6 Pozytki z FOL

Wymogiem, ktéry stawia si¢ wspolczesnym teoriom matematycznym jest przed-
stawienie ich w postaci aksjomatycznej. Kazda teoria matematyczna ma pewien
zestaw poje pierwotnych, charakteryzowanych przez aksjomaty. Pamigtamy, ze
teorie, ktére formutujemy w jezyku FOL nazywamy elementarnymi. Tak si¢ akurat
obecnie sktada, ze bodaj wszystkie rozwazania matematyczne mozna w ostatecz-
nym rozrachunku sprowadzi¢ do teorii mnogosci. Najczgsciej uzywana jest teoria
mnogosci Zermelo-Fraenkla (z aksjomatem wyboru), ktéra jest teorig elementarna.
Tak wiec, pierwszy pozytek z FOL jest wyraZznie widoczny: mozna w jej jezyku
sformutowac teori¢ mnogosci, ktéra z kolei stanowi podstawe dla prawie wszyst-
kich rozwazaih matematycznych.

Dalej, FOL ma wiele wtasnosci, ktére uwazamy za ,,porzadne” wilasnosci lo-
giczne, jest bardzo zgrabnym systemem logicznym pod wzgledem dedukcyjnym.
Stanowi to powazny argument na rzecz tzw. tezy pierwszego rzedu, ktéra gtosi, iz
to wtasnie FOL jest wtasciwq logika — the logic. Istnieja tez argumenty przeciw tej
tezie — o niektérych ograniczeniach FOL piszemy nize;.

FOL jest powszechnie uzywanym standardem, jesli chodzi o logiczne rekon-
strukcje teorii naukowych, w tym takze teorii lingwistycznych, ktérymi moze naj-
bardziej zainteresowani sa stuchacze tego cyklu wyktadéw. Ponadto — a jest to bar-
dzo wazki argument — we wszelkich rozwazaniach metateoretycznych, a wigc gdy
méwimy o teoriach, uzywamy przy tym FOL, raczej niz jakiej$ logiki nieklasycz-
nej. Tak wigc, FOL kréluje w rozwazaniach prowadzonych w ogélnej metodologii
nauk, ktoérej po§wigcony bedzie ostatni z wyktadéw tego kursu.

2.7 Ograniczenia FOL

Jednym z waznych ograniczenn FOL jest nikczemnie mata — jak na potrzeby np.
matematyki — ,,moc wyrazania” jej jezyka. W samym jezyku FOL (nie méwimy tu
o jezykach teorii formutowanych w jezyku FOL) nie mozna wyrazi¢ wielu pojec,
ktére sa podstawowe dla uprawiania matematyki. Dla przyktadu:

1. Pojecie nieskoriczonosci. Przypominamy, ze zbidr jest nieskoriczony (w sen-
sie Dedekinda), gdy jest réwnoliczny z jakim§ swoim podzbiorem wtasci-
wym. W przeciwnym razie jest skoriczony. Pojecia nieskoficzonosci (a wigc
takze pojecia skoriczono$ci) nie mozna zatem wyrazi¢ w jezyku FOL, gdyz
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w jezyku tym mozemy kwantyfikowaé jedynie zmienne indywiduowe, a nie
symbole funkcyjne (ani tez predykaty).

2. Pojecie ciqgtosci. Kazdy zbiér liczb rzeczywistych, ktéry ma ograniczenie
gbérne, ma tez kres gorny (czyli najmniejsze ograniczenie gérne). Rowniez
tego faktu nie mozna wyrazi¢ w jezyku FOL, gdyz mowa w nim o dowol-
nych zbiorach, a w jezyku FOL mozemy kwantyfikowa¢ jedynie zmienne
indywiduowe.

Matematycy badaja struktury ,,z doktadnosScia do izomorfizmu”. Bez przyta-
czania precyzyjnych definicji mozna powiedzieé, ze istotna jest tu wewnetrzna bu-
dowa rozwazanych struktur, cala sie¢ powigzan miedzy elementami uniwersum.
Tak wigc, dla matematyka nieodréznialne (izomorficzne) sa struktury o ,,takiej sa-
mej” wewnetrznej budowie, niezaleznie od natury elementéw uniwersum. Struk-
tury izomorficzne musza mie¢ réwnoliczne uniwersa.

Jesli wszystkie modele danej teorii sa izomorficzne, to méwimy, ze teoria jest
kategoryczna. Ta wlasnos¢ jest jednak zbyt rygorystyczna — nie ma interesujacych
teorii (w jezyku FOL), ktére bylyby kategoryczne. Nieco ciekawsza jest wtasnos¢
zZwigzana z moca uniwersum rozwazanej teorii. MOwimy mianowicie, ze teoria T’
jest kategoryczna w mocy k, gdzie k jest (nieskoniczona) liczbg kardynalna, gdy
wszystkie modele teorii 7', ktérych uniwersa maja moc x sa izomorficzne. Katego-
ryczno$¢ w ustalonej mocy oznacza zatem, ze wszystkie modele tej mocy branej
pod uwagg teorii sg strukturalnie nieodréznialne, sg ,,tak samo zbudowane”.

Przyktadem teorii kategorycznej w mocy Ny jest podana powyzej elementarna
teoria liniowego gestego porzadku bez elementu pierwszego i ostatniego. Nie jest
natomiast kategoryczna w mocy N arytmetyka Peana. A zatem aksjomaty tej aryt-
metyki nie charakteryzuja doktadnie jednej (z doktadnoscia do izomorfizmu) struk-
tury.

Poréwnuje si¢ jednak réwniez modele pod wzgledem semantycznym, ze wzgle-
du na to, co prawdziwie mozna o nich powiedzie¢ w jezyku ustalonej teorii. Tak
wiec, modele elementarnie rownowazne danej teorii to te, w ktérych prawdziwe sa
doktadnie te same zdania (jezyka owej teorii). Teoria 1" jest zupetna, jesli wszyst-
kie jej modele sa elementarnie rownowazne, czyli nieodréznialne pod wzgledem
semantycznym. Ta definicja zupetnosci zgodna jest z podang poprzednio. Jesli dwa
modele sa izomorficzne, to sa tez elementarnie rOwnowazne, ale nie na odwrot.

Poniewaz wigkszo§¢ waznych, interesujacych teorii matematycznych nie jest
zupelna, wigc nie posiadaja one tez jakiego§ wyrdznionego jednego ,,z doktadno-
Scig do elementarnej réwnowaznoSci” modelu. Dla przyktadu, arytmetyka Peana
ma kontinuum przeliczalnych, wzajemnie elementarnie nieréwnowaznych modeli.

Z pewnego twierdzenia udowodnionego przez Alfreda Tarskiego (tzw. gérnego
twierdzenia Lowenheima-Skolema) wynika, ze jesli teoria w jezyku FOL jest nie-
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sprzeczna (i nie ma modeli skoficzonych), to ma modele dowolnych mocy. Widaé
zatem, ze jezyk FOL nie nadaje si¢ do odrozniania modeli teorii niesprzecznych,
ktére interesuje matematykow, czyli do odrézniania ,,z doktadnos$cia do izomorfi-
zmu”.

W wielu zastosowaniach filozoficznych — np. w analizie przekonari i wiedzy,
podstawowych dla epistemologii — musimy wyj$¢ poza logike klasyczna. Takie
funktory jak np.: jest konieczne, jest mozliwe, jest nakazane, jest dozwolone, wie-
rze, Ze, wiem, Ze oraz wiele innych sa wszystkie intensjonalne — ustalenie prawdzi-
wosci zdan zawierajacych te wyrazenia wymaga uwzglednienia czego$ wigcej niz
tylko wartoSci logiczne zdan opatrzonych tymi funktorami. Powiemy o tym wigcej
na nastgpnym wyktadzie.

Wreszcie, FOL ma takze ograniczenia, jesli chodzi o jej aplikacje lingwistyczne.
Niewatpliwie, jaka$ czg¢§¢ rozumowan przeprowadzanych w jezykach etnicznych
daje si¢ dobrze reprezentowa¢ w jezyku FOL. Z pewnoscia FOL bardziej precy-
zyjnie oddaje ,,strukturg logiczng” wielu konstrukcji w jezykach etnicznych niz
tradycyjna sylogistyka Arystotelesa. Niemniej jednak poglad, ze FOL w ostatecz-
nym rozrachunku wystarcza do reprezentacji owej struktury jezykéw etnicznych
wydaje si¢ watpliwy.

Czy ,,przeklady” z jezyka FOL na jezyki etniczne (oraz na odwrét) sa moz-
liwe? A jesli niemozliwe sa wierne, ,,globalne” przektady, to jaka cze$¢ jezyka
etnicznego ma swoj przeklad na jezyk FOL? Ponizej ograniczymy si¢ tylko do
bardzo ogdlnych uwag dotyczacych zalezno$ci migdzy jezykiem FOL a jezykami
etnicznymi. Beda to przy tym uwagi raczej dogmatyczne.

Jezyki etniczne sa uniwersalnymi systemami semiotycznymi. Wszystko, co
daje si¢ wyrazié, jest wyrazalne w jezykach etnicznych. Pomijajac niuanse gra-
matyczne oraz zasoby stownikowe (ktére zawsze mozna uzupetniac), wszystkie
jezyki etniczne sa zasadniczo réwnowazne, jesli chodzi o tresci w nich wyrazalne.

Jezyk klasycznego rachunku zdar jest tworem o wiele mtodszym niz poszcze-
gblne jezyki etniczne — liczy sobie zaledwie dwa i pét tysiaca lat. Z kolei, jezyk
FOL (klasycznego rachunku predykatdw, klasycznego rachunku kwantyfikatoréw)
liczy sobie niewiele wigcej niz sto lat. Inspiracje do zbudowania jezyka FOL byty
po czesci logiczne, po czgsSci matematyczne.

Czasami podkresla si¢ fakt, ze formalizacja klasycznego pojecia prawdy (po-
dana przez Tarskiego, w terminach relacji spetniania omowionej wyzej) nie jest
adekwatna np. dla zdan z r6znego rodzaju modalnoSciami (aletycznymi, deontycz-
nymi, epistemicznymi, itd.). Tak oczywiscie jest, nalezy jednak zwrécié uwage, ze
dla kazdej z odpowiednich logik nieklasycznych (np. modalnych) formutuje si¢ do-
brze okreslone pojecie spetniania i prawdy. Przy tym, w metajezyku opisu korzysta
si¢ z teorii mnogosci, a wigc takze z FOL. Podobne uwagi mozna sformutowac pod
adresem innych logik: np. wielowartoSciowych, temporalnych, itd.
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Zwraca si¢ rOwniez uwage, ze wiele fenomenéw jezykow etnicznych (np. oka-
zjonalno$¢, wyrazenia abstrakcyjne wymagajace kwantyfikacji wyzszych rzgdéw,
elipsa, metafory, idiomy, presupozycje, implikatury, performatywy, konstrukcje in-
tensjonalne w ogdlnosci, akty mowy, mowa zalezna, itd.) wymyka si¢ opisowi
z bezposrednim zastosowaniem semantyki FOL. Takze w tych przypadkach, sto-
sowne ujecia metalogiczne korzystaja jednak, w ostatecznym rozrachunku, z teorii
mnogosci oraz FOL.

Wreszcie, podkresla si¢ zasadnicza réznicg migdzy jezykami etnicznymi a jg-
zykami sztucznymi: w jezykach etnicznych nie wystepuja w sposéb wyrazny zmien-
ne (zdaniowe lub nazwowe). Ten fakt jednak nie przesadza, iz przektady z jezykéw
etnicznych na jezyki sztuczne (i na odwrdt), zachowujace wlasnoSci znaczeniowe,
sa niemozliwe. W istocie, istnieje wiele rozbudowanych systeméw formalnych, w
ktérych takie przektady si¢ proponuje.

Czyzby wigc, mimo wszystkich tych (i ewentualnie dalszych) zastrzezen, ist-
nienie globalnego ,przektadu” wszelkich wyrazefi dowolnego jezyka etnicznego
na jezyk FOL, z zachowaniem wszystkich wtasnosci semantycznych, bylo przesa-
dzone? Sadzimy, ze nie. Tylko wybrane rodzaje wyrazen (zdan) jezykow etnicz-
nych mozna ,,rozumnie” przektada¢ na jezyk FOL. Aby taki przeklad byt sen-
sowny, musza by¢ spelnione, m.in. nastgpujace warunki:

1. rozwazane wyrazenia muszg mie¢ porzadnie okreslone kategorie syntak-
tyczne (odpowiadajace predykatom, nazwom, funktorom réznych rodzajéw);

2. trzeba si¢ ograniczy¢ jedynie do funkcji informacyjnej (deskryptywnej) wy-
razen, pomijajac (pierwszorzgdowe w przypadku jezykow etnicznych) funk-
cje pragmatyczne, np. funkcje perswazyjna;

3. nalezy si¢ ograniczy¢ do wyrazen, a nie wypowiedzi, w przypadku tych dru-
gich istotng rolg odgrywaja ich konteksty, a to zmusza do wykroczenia poza
klasyczne (w terminach relacji spetniania dla FOL) rozumienie prawdziwo-
sci.

,»Przektady” w druga strong (tj. z jezyka FOL na jezyki etniczne) sa oczywiscie
o wiele latwiejsze. Jednak réwniez w tym przypadku napotykamy na pewne trud-
nosci (,,przektady” pewnych konstrukcji logicznych Zle ,,wspétzyja” gramatycznie,
jesli uzy¢ tej niejasnej metafory).

Tak wigc, dla przyktadu, nie sprawia najmniejszych trudnosci dokonanie ,,prze-
ktadu” z jezyka polskiego na jezyk FOL zdan ponizszej postaci, w ktdérych jest
jasne, co przetozy si¢ na predykat, co na nazwe, z jakimi rodzajami kwantyfikacji
mamy do czynienia, itd.:
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3.
4.

. Jan zdradzit Klaudig¢ z Cecylia.

. Z Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Ja-

ponii.
Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja mySle o mnie.

Kto $pi, nie grzeszy.

Podobnie, zaréwno jezykoznawca, jak i zwykly uzytkownik jezyka polskiego
tatwo znajdzie réznice znaczeniowe w podanych nizej parach wyrazen:

1. | Umart i dostat jakis order. Dostat jaki$ order i umart.

2. | Umarl bo dostat jaki$ order. Dostat jaki$ order bo umart.

3. | Umart wigc dostat jakis order. Dostat jaki$ order wigc umart.

4. | Umart chociaz dostat jakis$ order. Dostat jaki$ order chociaz umart.

5. | Umart gdy dostat jaki$ order. Dostat jaki$ order gdy umart.

6. | Umart mimo ze dostat jakis order. Dostat jaki§ order mimo ze umarl.

7. | Nie dos¢, ze umarl, to dostat jakis order. | Nie dos¢, ze dostat jaki$ order, to umart.

Drobnym problemem moze okaza¢ si¢ oddanie tych réznic znaczeniowych w
»przektadach” tych wyrazen na jezyk FOL — to, ze sg to wszystko koniunkcje zdan
w réznym szyku nie oddaje przeciez owych réznic znaczen.

Pozwdlmy sobie, dla relaksu, przywota¢ w tym miejscu garS¢ wyrazen o wy-
mowie (w naszym mniemaniu) zabawnej. Komizm jest tu wynikiem réznorakich
czynnikéw, np.: btedéw sktadniowych i semantycznych, elipsy, wieloznacznosci,
obecnosci réznego rodzaju implikatur, itd. Mozna, dla rozrywki, probowaé znalez¢é
»przektady” podanych wyrazen na jezyk FOL.

1.

Uwaga zotnierze! Zbiérka przed koSciotem — za koSciotem, po kosSciele —
przed koSciotem.

. Nad rzeka dziewczg doito krowe, a w wodzie odbijato si¢ odwrotnie.
. Jan zakopat skarb razem z tesciowa.
. Mimo staran lekarzy pacjent wyzdrowiat.

. Po wielu staraniach lekarzy pacjent zmarl.

Popieramy program partii (tu wPiSz nazwe partii), oparty na przeSwiadcze-
niu o wtasnej stusznosci.

. Przez uderzenia pedzlem malarz uzyskuje smutek na twarzy modelki.
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8. Catymi dniami pit po nocach.

9. Nie ulegaj przesadom, bo to przynosi pecha.
10. Bedzie tak dobrze, ze gorzej juz nie bedzie.
11. Wszyscy nie zaplacili.

12. Doprowadzimy do tego, ze kazdy w tym kraju bedzie robit to, na co ma
ochote. A jesli nie, to go do tego zmusimy.

13. Potrafig si¢ oprze¢ wszystkiemu, z wyjatkiem pokusy.

14. Panie doktorze, cierpige na chroniczne niezdecydowanie, ale pewna tego nie
Jjestem.

15. Co ma zrobi¢ ateistka, poproszona o odméwienie modlitwy? Odméwic i nie
odméwic, czy tez nie odméwicé i odmowic?

Inng — powazna — sprawa jest to, czy same jezyki etniczne wyposazone sg w
jakie$ wilasne, wewngtrzne mechanizmy inferencyjne. Czy istnieje cos$ takiego jak
logika jezykow etnicznych (logika jezyka naturalnego)? Z odpowiedzig na to pyta-
nie zmierzymy si¢ na czwartym z tej serii wyktadéw.

% 3k %k

Jako uzupelnienie powyzszych — bardzo przeciez ogélnych — uwag o logice
pierwszego rzedu pozwalamy sobie zataczyé dwa dodatki, traktujace, kolejno, o
jej: semantyce oraz aksjomatycznym ujeciu. Konsekwencja aksjomatyczna jest
tylko jedna z wielu wykorzystywanych operacji konsekwencji w logice pierwszego
rzgdu. Stuchaczy zainteresowanych innymi takimi operacjami (tablice analityczne,
dedukcja naturalna, metoda rezolucji) uprzejmie zachgcamy do zajrzenia do wy-
ktadéw o nich traktujacych, przeznaczonych dla pierwszego roku studidéw i po-
wszechnie dostgpnych na stronach Zaktadu Logiki Stosowanej UAM:

http://www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

Nie zataczamy tych informacji bezposrednio do niniejszych notatek, gdyz wtedy
ich objetos¢ (obecnie wynoszaca okoto 600 stron) musiataby wzrosnaé znacznie
ponad tysigc stron, a to byloby chyba przesada, jak na notatki do pigciu wykla-
déw. Ponadto — niejako z przekory — nie wlaczamy do niniejszych notatek obszer-
niejszego opisu Klasycznego Rachunku Zdan. Zainteresowany stuchacz znajdzie
te informacje np. na wskazanych wyzej stronach internetowych. Uwazamy, ze stu-
chacze — ktorzy przeciez ukonczyli studia — 6w podstawowy fragment Elementarza
Logicznego musza juz znac. Jakze bowiem przystegpowac do pisania doktoratu bez
znajomosci rudymentéw Logiki?!

32



Zalecana literatura

Adamowicz, Z., Zbierski, P. 1991. Logika matematyczna. PWN, Warszawa.
Batég, T. 1999. Podstawy logiki. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan.

Cori, R., Lascar, D. 2000. Mathematical Logic. A Course with Exercises. Oxford
University Press, Oxford. Part I: Propositional Calculus, Boolean Algebras,
Predicate Calculus, Completeness Theorems. Part I1: Recursion Theory, Go-
del’s Theorems, Set Theory, Model Theory.

Grzegorczyk, A. 1975. Zarys logiki matematycznej. PWN, Warszawa.

Hedman, S. 2004. A First Course in Logic. An Introduction to Model Theory,
Proof Theory, Computability, and Complexity. Oxford University Press,
Oxford.

Hinman, P.G. 2005. Fundamentals of Mathematical Logic. A K Peters, Wellesley,
Massachusetts.

Hunter, G. 1982. Metalogika. PWN, Warszawa.

Lawrow, [.A., Maksimowa, L.L. 2004. Zadania z teorii mnogosci, logiki matema-
tycznej i teorii algorytmoéw. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

Marciszewski, W. 1987. Logika formalna. Zarys encyklopedyczny. PWN, War-
szawa.

Marek, 1. 2002. Elementy logiki formalnej. Wydawnictwo Uniwersytetu Slqskiego,
Katowice.

Mendelson, E. 1964. Introduction to mathematical logic. Princeton, N.J.
Mostowski, A. 1948. Logika matematyczna. Warszawa-Wroctaw.
Pogorzelski, W.A. 1975. Klasyczny rachunek zdan. Zarys teorii. PWN, Warszawa.

Pogorzelski, W.A. 1981. Klasyczny rachunek predykatow. Zarys teorii. PWN,
Warszawa.

Pogorzelski, W.A. 1992. Elementarny stownik logiki formalnej. Uniwersytet War-
szawski, Filia w Biatymstoku, Biatystok.

Porebska, M., Suchoni, W. 1991. Elementarne wprowadzenie w logike formalng.
PWN, Warszawa.

33



Shoenfield, J. 1967. Mathematical logic. Reading, Massachusetts.
Smullyan, R. 1968. First-Order Logic. Springer Verlag, Berlin.
Stanosz, B. 2005. Cwiczenia z logiki. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

Surma, S. (ed.) 1973. Studies in the history of mathematical logic. Zaktad Naro-
dowy imienia Ossolifiskich, Wydawnictwo Polskiej Akademii Nauk, Wro-
ctaw, Warszawa, Krakow, Gdansk.

Tarski, A. 1965. Introduction to logic and to the methodology of deductive scien-
ces. Oxford University Press.

Woleriski, J. 1993. Metamatematyka a epistemologia. Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa.

34



3 Dodatek A: Semantyka FOL

Niniejszy dodatek zawiera tekst wyktadéw 16 i 17 w ramach dwusemestralnego
kursu Logika Matematyczna. Stanowia one poczatek tych wyktadéw w semestrze
letnim. Semestr zimowy poSwigcony byt oméwieniu kilku operacji konsekwencji
w klasycznym rachunku zdah. Wszystkie wyklady sa powszechnie dostgpne na
stronach Zaktadu Logiki Stosowanej UAM:

http://www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

Zaréwno w Dodatku A, jak i w nastgpujacym po nim Dodatku B uzywamy
skrétu KRP dla Klasycznego Rachunku Predykatow. W tekScie wyktadéw uzywa-
liSmy skrétu FOL zamiast KRP.

16.1. Skladnia jezyka KRP

16.1.1. Alfabet jezyka KRP

Niech I, J, K beda dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet > = > UX UX3 U
>4 U X5 U X, gdzie:

¥ = {0, z1,22,...} — zmienne indywiduowe,
Yo ={P"}icr (ni € N) — predykaty,

Y3 = {f;j }ies (nj € N)  — symbole funkcyjne,
Y4 ={ak}rer —  state indywiduowe,

X5 ={A,V,—,~,=,V,3} — stale logiczne,
Se={,,(,)} — symbole pomocnicze.

Stosujemy nastgpujaca terminologig:

e P!"' nazywamy n;-argumentowym predykatem,

f;bj nazywamy n;-argumentowym symbolem funkcyjnym,

symbol V nazywamy kwantyfikatorem generalnym,

symbol 3 nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym,
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e symbole: A (koniunkcja), vV (alternatywa), — (implikacja), — (negacja) i =
(rownowaznosc) znane sa z wyktadu semestru zimowego,

e symbole pomocnicze to: przecinek oraz lewy i prawy nawias.
Zbiér o = X9 U X3 U X4 nazwiemy sygnaturq. W dalszym ciagu méwié

bedziemy o pewnej ustalonej sygnaturze o. Zwykle rozwaza si¢ przypadek, gdy
I = J = K = N (= zbiér wszystkich liczb naturalnych).

Wyrazeniem jezyka KRP nazywamy kazdy skornczony ciag symboli alfabetu
tego jezyka. Interesuja nas jednak nie dowolne ciagi symboli jezyka KRP, lecz
jedynie niektére, o budowie sktadniowej dopuszczajacej sensowne interpretacje.

16.1.2. Termy jezyka KRP
Definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna:

(1) wszystkie zmienne indywiduowe x,, oraz wszystkie state indywiduowe ay, sa
termami;

(i) jesli t1,...,t,, sa dowolnymi termami, to wyrazenie f;Lj (t1, ... tn;) jest
termem;

(iii) nie ma innych terméw (jezyka KRP) précz zmiennych indywiduowych oraz
stalych indywiduowych oraz tych terméw, ktére mozna skonstruowaé wedle
reguly (ii).

Termy, w ktorych nie wystgpuja zadne zmienne nazywamy termami bazowymi.

16.1.3. Formuly jezyka KRP

Formutq atomowq jezyka KRP nazywamy kazde wyrazenie postaci P, (t1, ..., tp,),
gdzie t1,. . .,ty, sa dowolnymi termami.

Definicja formutly jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) kazda formuta atomowa jest formuta;

(ii) jesli « jest dowolng formuta, to wyrazenia —(«), Vx,, («), 3z, () sa formu-
tami;
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(iii) jesli « i 8 sa dowolnymi formutami, to wyrazenia (a) A (8), () V (B),
() = (B8), (o) = (B) sa formutami;

(iv) nie ma innych formut (jezyka KRP) précz tych, ktére mozna utworzy¢ wedle
regut (1)—(ii).

Wyrazenie o w dowolnej formule o postaci Vz,, («) lub o postaci 3z, ()
nazywamy zasiggiem odpowiedniego kwantyfikatora.

Zmienna x,, wystgpujaca na danym miejscu w formule « jest na tym miejscu
zZwiqzana, jezeli jest ona podpisana pod ktéryms z kwantyfikatoréw lub tez znaj-
duje si¢ w zasiggu jakiego$ kwantyfikatora, pod ktérym podpisana jest rowniez
zmienna I,.

Jezeli zmienna x,,, wystgpujaca na danym miejscu w formule «, nie jest na tym
miejscu zwigzana, to méwimy, ze jest ona na tym miejscu wolna w o.

Moéwimy, ze z,, jest zmienng wolng w o wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej
na jednym miejscu zmienna ta jest wolna w a.

Mowimy, ze term t jest podstawialny za zmienng xz; do formuly o wtedy i
tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje si¢ w « jako zmienna wolna w zasiggu
zadnego kwantyfikatora wigzacego ktéra$ ze zmiennych wystgpujacych w £.

Jesli t jest podstawialny za x; do «, to zadna zmienna wystepujaca w ¢ nie sta-
nie si¢ zwiagzana po podstawieniu ¢ za wszystkie wolne wystapienia x; w formule
.

W szczeg6lnosci, zmienna x; jest podstawialna za zmienna x; w «, jezeli po
podstawieniu z; w miejscach wolnych wystapief z; w «, zmienna x; nie stanie si¢
na tych miejscach zwigzana w a.

Tak wigc, zmienna x; jest podstawialna za zmienna x; do formuly o wtedy i
tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje si¢ w « jako zmienna wolna w zasiggu
zadnego kwantyfikatora wiazacego zmienna x;.

Formuty nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami
(jezyka KRP).

Definicja operacji S(t,z, A) podstawiania termu t za zmiennq x; (w dowol-
nym termie A lub formule A jezyka KRP) ma posta¢ indukcyjna (ponizej ¢ jest
termem, x; jest zmienna, a; jest stata, o i 3 sa formutami, a reszta oznaczefi jest
oczywista):
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S(t,z;, x;) jest termem x5, gdy @ # j

)
S(t,xi, xj) jest termem ¢, gdy ¢ = j
S(t, xi, a;) jest termem a;
S(t,x;, fi(t1,...,ty)) jest termem f;(S(¢,xs,t1),...,S(t, zi, ty))

nn

t,xi, Pj(t1,...,t,)) jest formula P;(S(t, xi, t1),...,S(t, i, tn))

n

t,x;, ~()) jest formutg =S(¢, z;, @)

W

jest formuta V; S(t, x;, «), gdy i # j

W

t,xi, Vo (o

nn

t,x;, Jx; (o)) jest formuta Jx; S(t, x4, o), gdy i # j

nn

(t,

(t,

(

(t,

(

(

(t, 2, Vj (o))

( )) jest formuta Va; (o), gdy i = j
( )

(t,x;,3z; (o)) jest formuta Ix; (), gdy i = j
S(t, i, a A B) jest formuta S(t, x;, o) A S(t, x;, )
S(t,z;, oV ) jest formuta S(t, z;, ) V S(t, x4, )
S(t,x;, « — () jest formuta S(¢, z;, o) — S(t, x;, )
(t,

S(t,x;, « = B) jest formuta S(t, x;, o) = S(¢t, 24, B).

Cwiczenie. Wzorujac si¢ na powyzszej definicji, podaj definicje operacji podsta-
wiania zmiennej za zmienna w formule.

16.2. Semantyka jezyka KRP

16.2.1. Interpretacje

Nazwiemy interpretacjaq jezyka o sygnaturze o dowolny uktad (M, o, ), gdzie
M jest niepustym zbiorem, a A funkcja (funkcjq denotacji) o dziedzinie o, ktéra
przyporzadkowuje:

e kazdej statej indywiduowej ay, element A(ay) € M;

e kazdemu predykatowi P relacje n;-argumentowa A(P;") C M™;
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e kazdemu symbolowi funkcyjnemu f;-lj funkcje n;-argumentowa A ( f;j) :

M"™ — M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury o sa dowolne uktady (M, Alo]),
gdzie A jest funkcja denotacji, a A[o] oznacza ciag (indeksowany elementami
zbioru [ U J U K) wszystkich wartosci funkcji 0. Jesli 0 = (M, A[o]) jest struk-
tura relacyjna, to M nazywamy uniwersum 91.

Jesli M = (M, A[o]) jest strukturg relacyjna, to czasem wygodnie jest uzywac
nastgpujacych oznaczefi:

e |M1| dla oznaczenia uniwersum struktury 90, czyli dla oznaczenia zbioru M

e A dla oznaczenia funkcji denotacji struktury 91.

16.2.2. WartoSciowania

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum ) nazywamy dowolny nieskonczony
przeliczalny ciag w = (w,,) elementéw zbioru M. Gdy

W = (wn) = (W0, W1, - - ., Wi—1, Wi, Wit1, - . -)
jest wartoSciowaniem w M oraz m € M, to przez w;" oznaczamy wartosciowanie:
<w07 Wiy e ey Wi—1, M Wit 1, - - >

Jesli t jest termem sygnatury o, a (M, Alo]) strukturg relacyjna sygnatury o
oraz w = (w;) jest wartoSciowaniem zmiennych w M, to wartos¢ termu t w struk-
turze (M, A\|o]) przy wartosciowaniu w, oznaczana przez A2 (t) okreslona jest
indukcyjnie:

e gdy ¢ jest zmienna z;, to AP (t) = wy;

e gdy t jest stata ay, to ATNt) = A(ag);

e gdy ¢ jest termem ztozonym postaci f;j (t1, .- tn;), gdzie t1,... ty; sa
termami, to

NR(E) = A AR (), -, A (En)))-

Mozna pokazaé, ze warto$¢ termu przy danym warto§ciowaniu zmiennych za-
lezy jedynie od wartos$ci nadanych przy tym warto§ciowaniu zmiennym wystgpu-
jacym w rozwazanym termie (zobacz nizej, twierdzenie 16.2.5.1.).
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16.2.3. Spelnianie

Niech 9 = (M, A[o]) bedzie struktura relacyjng sygnatury o, w warto$ciowa-
niem w M, a o formuta sygnatury o. Definicja relacji 9 |=,, « spetniania formuty
a w strukturze N przez wartosciowanie w ma nastgpujaca posta¢ indukcyjna:

M =y P (t1,. .., t,,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

A(RLHZ)(A?OH)? SRR A?@m))a

M =y (@) A (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, o oraz M =y, 5;

M =, () V (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, a lub M =, S5;

M =y () — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 9 |=,, « lub zachodzi
M = B

M =, —(a) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 9 =, a;

M =y Vi (o) weedy i tylko wtedy, gdy 9 =y « dla kazdego m € M;

M =y Jzi (o) wiedy i tylko weedy, gdy 9 =, o dla pewnego m € M.

Cwiczenie. Podaj definicje dla przypadku 90t |=,, (o) = (5).

Jesli M =, « dla kazdego wartosciowania w, to méwimy, ze formuta « jest
prawdziwa w O i piszemy wtedy 9t = . Piszemy 9Mp~a, gdy nie zachodzi
M = «. Méwimy, ze zdanie « jest fatszywe w 9, gdy nie jest ono prawdziwe w
M.

16.2.4. Tautologie i wynikanie logiczne

Tautologiq (klasycznego rachunku predykatéw sygnatury o) nazywamy kazda for-
mule¢ (sygnatury o), ktéra jest prawdziwa we wszystkich strukturach relacyjnych

(sygnatury o).

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru X, to méwimy, ze 91 jest modelem X
i piszemy M = X. Mowimy, ze « wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy model zbioru X jest tez modelem {«}. Piszemy wtedy X |=p,, a. Ogélniej,
méwimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie KRP) zbiér Y wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem zbioru Y. Piszemy wtedy
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X Ekrp Y. Jedli nie zachodzi X =i, Y, to piszemy X ¥, Y. Podobnie, jesli
nie zachodzi X |=p,p o, to piszemy X ¥y, «

Uwaga terminologiczna. W polskiej literaturze przedmiotu terminéw struktura
relacyjna, system relacyjny oraz struktura algebraiczna uzywa si¢ wymiennie.
Gdy sygnatura nie zawiera predykatéw, to mowimy o algebrach, gdy zas sygna-
tura nie zawiera ani stalych, ani symboli funkcyjnych, to méwimy o strukturach
relacyjnych czystych.

Uwaga notacyjna. W dalszym ciagu bedziemy czasem uzywaé pewnych, powszech-
nie stosowanych, uproszczefi notacyjnych. Omdéwione zostana one podczas wy-
ktadu. W tym miejscu zwré6émy natomiast uwage na rézne konteksty uzycia sym-
bolu ,,=" i na znaczenia odnosnych wyrazen zawierajacych ten symbol (tu X i YV’
sa dowolnymi zbiorami formut jezyka KRP, o dowolna formula tego jezyka, 9 do-
wolng struktura relacyjna (ustalonej sygnatury), a w dowolnym warto§ciowaniem):

M = o wtedy i tylko wtedy, gdy I =, « dla wszystkich w.
o M F a wtedy i tylko wtedy, gdy 971 #,, a dla co najmniej jednego w.
e M = X wtedy i tylko wtedy, gdy 9 = « dla wszystkich « € X.

o M = X wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich o € X oraz dla wszystkich
w: M =, a.

o M F X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje o € X taka, ze M ¥ a.
e M ¥ X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja @ € X oraz w takie, ze IMM ¥, «.

o X ppp Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 91: jesli M = X,
toMpEY.

o X Ky, Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 9t taka, ze: I = X
oraz ME Y.

e X =ppp o wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej struktury 91: jesli 9t = X,
to M |= a.

o X Ky, a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje struktura 91 taka, ze: M = X
oraz M ¥ o

o X Fpp oo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja struktura 9t oraz wartoSciowanie
w takie, ze: M =, X oraz M, a.
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Z podanych wyzej rownowaznosci bedziemy czgsto korzystaé.

16.2.5. Kilka prostych wlasnosci poje¢ semantycznych

Wyrazimy teraz precyzyjnie intuicyjne sformutowania:

e wartos¢ termu w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od warto§ciowan zmien-
nych wolnych tego termu

e spetnianie formuty w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od wartoSciowan
zmiennych wolnych tej formuty.

Witasnosci te zostang wykorzystane w dowodach dalszych twierdzen.
TWIERDZENIE 16.2.5.1.

Niech w = (wy,) oraz v = (v,) beda wartoSciowaniami w uniwersum M
struktury 9t = (M, Alo]). Jezeli (wy,) oraz (v,) nie réznia si¢ na miejscach o
wskaZnikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wystepujacych w ter-
mie ¢, to:

A () = AT(E).

DowOD.
Przez indukcje¢ strukturalng wzglgdem budowy termu ¢.
Niech ¢ bedzie pojedyncza zmienna, np. x;. Wtedy zatozenie twierdzenia glosi,
ze w; = v;. Mamy wigc:
A?Uﬁ(wz) = W; = V; = A?jn(xl)
Jesli ¢ jest nazwa indywiduowa a;, to mamy:
AR (@) = Dai) = AT ai).

Niech zatozenie indukcyjne zachodzi dla terméw ¢4, . . . , t,, oraz niech ¢ bedzie ter-
mem f;(t1,...,t,). Skoro warto§ciowania w = (wy,) oraz v = (v,,) nie réznia si¢
na miejscach o wskaznikach pokrywajacych sig¢ ze wskaZnikami zmiennych wyste-
pujacych w termie ¢, to dla kazdego termu ¢; (gdzie j < n) wartoSciowania te nie
r6znig si¢ takze na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaZnikami
zmiennych wystepujacych w ¢;. Na mocy zatozenia indukcyjnego mamy zatem dla
wszystkich 5 < n:
AT () = V().
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Zachodza wtedy réwnoSci:

AR () = D)LY (f), - AT (Ea)) = AUS)AT (), -, AT () = ATH(D).

v
Nastgpne twierdzenie wykorzystuje operacj¢ podstawiania termu za zmienng
(w termie).
TWIERDZENIE 16.2.5.2.

Jezeli w = (wy) iv = (v,) sa wartoSciowaniami w uniwersum M struktury
M = (M, Alo]) oraz:

v = (wl,wg, e, W1, A?Un(t), Wi+1, - - .>,
to:
Agt(s(ta Ly, t/)) = Agﬂ(t/)
DowOD.

Przez indukcje strukturalng wzgledem budowy termu ¢'.
Niech t' bedzie zmienng x. Mozliwe sa dwa przypadki:
o k=1
o kF£i.
Jeslik =i, to S(t,z;,t'") = S(t, z;, x;) = t. Mamy wtedy:
AN (St t) = AT = v = AT a) = AT (ax) = AT(E).

Jesli k # i, to S(t,x;,t") = S(t, x4, x1), a S(t, 24, x)) jest, z definicji, zmienng
. Mamy wtedy:

AD(S(t, @i, ) = AN (k) = wy = v, = A () = AP(H).

Niech teraz ¢’ bedzie nazwa indywiduowa ay. Wtedy S(t,z;,t") jest stala ag.
Otrzymujemy stad:

AR (S(t @i 1) = AT (ar) = Dlag) = A ay) = A (H').

Wreszcie, niech ¢y, . . ., t, beda dowolnymi termami, dla ktérych, na mocy zatoze-
nia indukcyjnego, twierdzenie zachodzi. Mamy wigc dla wszystkich j < n:

AD(S(t, miy ) = A ().

Musimy pokazad, ze twierdzenie zachodzi takze dla termu ztozonego t' postaci
fr(t1, ..., tn), gdzie fi jest dowolnym n-argumentowym symbolem funkcyjnym.
Mamy nastgpujacy ciag rownosci:
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o ATNS(t,a;,t)) =

w

o AP(S(t, i, fulty, ... tn))) =

o AP (fu(S(t,wi,t1),...,S(t,x5,t))) =

o Af)(AT (St wintr)), ..., AT (S(t 23 t0))) =
o A(f)(AT (1), ..., AT (tn)) =

o AT fr(ty,...  ty)) =

o ATH.

Nastepne twierdzenie dotyczy formut oraz relacji spetniania (formut w struk-
turach przez wartoSciowania).

TWIERDZENIE 16.2.5.3.

Niech w = (wy,) oraz v = (v,) beda wartosciowaniami w uniwersum M
struktury 9 = (M, Alo]). Jezeli (wy,) oraz (v,) nie réznia si¢ na miejscach o
wskaZnikach pokrywajacych si¢ ze wskaZnikami zmiennych wolnych formuty «,
to:

M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy I =, .

DowOD.
Przez indukcje strukturalng wzgledem budowy .

Niech « bedzie formuta atomowa postaci Py (t1, ..., t,), gdzie Py jest predy-
katem n-argumentowym, a t1, . . ., t, sa termami. Skoro wartos$ciowania (w,) oraz
(vyn,) nie réznig sig na miejscach o wskaznikach pokrywajacych sig¢ ze wskaznikami
zmiennych wolnych formuly « (a wigc ze wskaznikami dowolnych zmiennych
wystepujacych w Py (t1, ..., t,)), to dla kazdego wskaznika i < n, warto$ciowa-
nia (wy,) oraz (v,) nie réznia si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych sig
ze wskaZnikami zmiennych wystepujacych w termie ¢;. Korzystajac z twierdzenia
16.2.5.1., otrzymujemy stad, ze dla wszystkich ¢ < n:

A (L) = DY (k).
Z definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag réwnowaznosci:
o M =y Pr(ty,...,t,) wtedy i tylko wtedy, gdy
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o AP (AT (ty),..., AT (t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy

o A(P)(AT(t),..., AT t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=, Prlts,... tn).

Niech teraz o i g beda dowolnymi formutami, dla ktérych (na mocy zato-

zenia indukcyjnego) zachodzi teza twierdzenia. Pokazemy, ze wtedy zachodzi ona
rowniez dla formut: a1 A o, a1 V aig, ap — a9, v = g Oraz .

1. Niech « bedzie formutg o Acve. Zaktadamy zatem, ze warto$ciowania (w,,) oraz
(vn,) nie réznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami
zmiennych wolnych formuty a.. Poniewaz twierdzenie zachodzi dla 1 i e, mamy:

o M =, g wtedy i tylko wtedy, gdy M =, a1

o M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy M =, as.

Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciagg rOwnowaznosci:

M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy

M |=, v oraz M |=,, e wtedy i tylko wtedy, gdy
e M =, oy oraz M =, ag wtedy i tylko wtedy, gdy
e M =, a1 A ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e M, a.

2. Niech « bedzie formuta o V ag. Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (wy,) oraz
(vy,) nie réznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych sig¢ ze wskaznikami
zmiennych wolnych formuty «.. Poniewaz twierdzenie zachodzi dla o1 i e, mamy:

o M =, g wtedy i tylko wtedy, gdy M =, a1

o M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy M =, as.
Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciagg rownowaznosci:
o M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy
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o M =, a lub M =, ag wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, ar lub M =, as wtedy i tylko wtedy, gdy

e M =, a1 V ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e Mk, a.
3. Niech « bedzie formuta o — . Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (w,)
oraz (v,) nie r6znig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaz-
nikami zmiennych wolnych formuty a. Poniewaz twierdzenie zachodzi dla oy i
(g, mamy:

e M =, oy wtedy i tylko wtedy, gdy M =, aq

o M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy M =, as.
Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag réwnowaznosci:

o M =, «a wtedy i tylko wtedy, gdy

o jesli M =, aq, to M =, ag wedy i tylko wtedy, gdy

o jesli M =, aq, to M =, e wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 — ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.
4. Niech « bedzie formutg oy = . Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (w;, )
oraz (v,,) nie rznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych si¢ ze wskaz-
nikami zmiennych wolnych formuty «. Poniewaz twierdzenie zachodzi dla «; i
(g, mamy:

o M =, g wtedy i tylko wtedy, gdy I =, oy

o M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy M =, as.
Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag rOwnowaznosci:
o M =, o wtedy i tylko wtedy, gdy
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M =, a1 wtedy i tylko wtedy, gdy M |=,, ag wtedy i tylko wtedy, gdy
o M =, a; wtedy i tylko wtedy, gdy I =, o wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 = ag wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, a.

5. Niech « bedzie formuty —«v;. Zaktadamy zatem, ze wartoSciowania (w,,) oraz
(vy,) nie réznig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych sig¢ ze wskaznikami
zmiennych wolnych formuly . Poniewaz twierdzenie zachodzi dla 1, mamy:

o M =, oy wtedy i tylko wtedy, gdy M =, aq

Na mocy definicji spetniania otrzymujemy z powyzszego ciag rOwnowaznosci:

M =, « wtedy i tylko wtedy, gdy

nie zachodzi M =, a1 wtedy i tylko wtedy, gdy

nie zachodzi M =, ay wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, —a; wtedy i tylko wtedy, gdy
o M, a.

Niech teraz 3 bedzie formuta, dla ktérej (na mocy zatozenia indukcyjnego)
zachodzi teza twierdzenia. Pokazemy, ze zachodzi ona réwniez dla formut Vx; £
oraz dz; 5.

6. Niech « bedzie formuta Vz; 3. Skoro wartosciowania (wy,) oraz (v, ) nie r6z-
nig si¢ na miejscach o wskaZnikach pokrywajacych si¢ ze wskaZnikami zmiennych
wolnych formuly «;, to dla dowolnego elementu m nalezacego do uniwersum struk-
tury 901 ciagi:
<’U]1, ceey Wi—1, M, Wit 1, - - >
(V155 Vim1, M, Vi1, - -2
nie réznig si¢ na miejscach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych

w formule 5. Mamy wigc:

M =y B wiedy i tylko weedy, gdy M =, B.

i

47



Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji relacji spelniania, otrzymujemy
ciag r6wnowaznosci:

o M =, «a wtedy i tylko wtedy, gdy

dla wszystkich m z uniwersum 9t: 9 =,,m [ wtedy i tylko wtedy, gdy

%

dla wszystkich m z uniwersum 9J1: 9t ):Uim 5 wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, Vo, B wtedy i tylko wtedy, gdy
e Mk, a.

7. Niech « bedzie formuta J3x; 8. Skoro wartosciowania (w,,) oraz (v,) nie roz-
nia si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywajacych sig ze wskaznikami zmiennych
wolnych formuly «, to dla dowolnego elementu m nalezacego do uniwersum struk-
tury 90 ciagi:
<'UJ]_, sy Wi—1, MM, Wi, - - >
(V1,5 Vim1, My Vg1, - )

nie r6znig si¢ na miejscach pokrywajacych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych
w formule 8. Mamy wigc:

M =y B weedy i tylko wtedy, gdy M =,m B.

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji relacji spelniania, otrzymujemy
ciag réwnowaznosci:

o M =, « wtedy i tylko wtedy, gdy

dla pewnego m z uniwersum 9 M =,,;m B weedy i tylko wtedy, gdy

dla pewnego m z uniwersum 9T: O ):U;n B wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, Jz; B wtedy i tylko wtedy, gdy
e ME, a.

TWIERDZENIE 16.2.5.4.

Jezeli a jest zdaniem, a w = (wy,) oraz v = (v,,) sa dowolnymi warto§ciowa-
niami w uniwersum struktury 991, to:
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M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy I =, a.

DoOwOD.

Poniewaz w « nie ma zmiennych wolnych, wigc wartoSciowania w = (wy,)
oraz v = (vy) oczywiscie nie r6znig si¢ na miejscach o wskaznikach pokrywaja-
cych si¢ ze wskaznikami zmiennych wolnych w a. Teza twierdzenia wynika zatem
z twierdzenia poprzedniego.

TWIERDZENIE 16.2.5.5.

Jesli « jest zdaniem, to nastgpujace warunki sa rOwnowazne:

e (1) Istnieje wartoSciowanie w = (w,) w uniwersum struktury 9t takie, ze
M=, a.

e (2) Dlakazdego wartoSciowania w = (w,,) w uniwersum struktury 9Jt mamy:

M =, a.

DowOD.

(1) = (2). Jesli co najmniej jedno warto$ciowanie w uniwersum struktury 9t
spetnia zdanie «, to, na mocy poprzedniego twierdzenia, dowolne inne warto$cio-
wanie w uniwersum struktury 9t spelnia zdanie a.

(2) = (1). Poniewaz, z definicji, uniwersum interpretacji 2t jest niepuste,
wigc istnieje co najmniej jedno warto$ciowanie w uniwersum struktury 91, Jezeli
zatem wszystkie warto§ciowania w uniwersum struktury 91 spetniaja «, to istnieje
wartosciowanie w uniwersum struktury 991, ktére spetnia a.

TWIERDZENIE 16.2.5.6.

Jesli ¢ jest termem podstawialnym za zmienna z; do o, a w = (w,,) oraz
v = (vy,) sa wartosciowaniami w uniwersum struktury 9t oraz

v = <’w1,w2, e ,wi,l,A?(t),le, . .>,

to:

M =y S(t,x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, «.

DoOwWOD.

Przez indukcje¢ strukturalng wzgledem c.
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Niech « bedzie formuta atomowa postaci Py (t1, ..., t,), gdzie Py jest predy-
katem n-argumentowym, a t1, ..., %, sa termami. Na mocy twierdzenia 16.2.5.2.
mamy:

AR (S(t i ty)) = A7 (t),

dla wszystkich j < n. Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji pod-
stawiania oraz relacji spetniania otrzymujemy ciag réwnowaznosci:
o M, S(t,x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M, S(t,x;, Py(t1,...,t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =y Pe(S(t, i, t1),...,S(t, x;,t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy

A(Pk)(A?(S(t, Tiyt1), .-, A?(S’(t, x;, ty))) wtedy i tylko wtedy, gdy

AP (AT ty), ..., AT (t,)) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, Pr(t1,...,t,) wtedy i tylko wtedy, gdy

M=, a

Niech teraz a1 1 o beda dowolnymi formutami, dla ktérych (na mocy zato-
zenia indukcyjnego) zachodzi teza twierdzenia. Pokazemy, ze wtedy zachodzi ona
rowniez dla formut: aq A ag, a1 V a9, o — a9, ) = g oraz —ovy.

1. Niech « bgdzie formula a; A . Zatézmy, ze t jest podstawialny za x; do a.
Wtedy t jest takze podstawialny za x; do oy oraz az. Na mocy zatozenia indukcyj-
nego mamy:

o M =y S(t, x4, aq) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(t, z;, a1)

o M =, S(t,x;, az) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, S(¢, zi, a2).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji
spetniania, otrzymujemy ciag rownowaznosci:

o M =, S(t,x;, a) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=y S(t, x5, 010) AS(t, zi, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=y S(t, x5, 1) oraz M =, S(t, x4, ag) wtedy i tylko wtedy, gdy
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e M =, oy oraz M =, ag wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 A ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e Mk, a.
2. Niech « bedzie formula o V aw. Zalézmy, ze ¢ jest podstawialny za x; do a.
Wtedy ¢ jest takze podstawialny za z; do oy oraz as. Na mocy zalozenia indukceyj-
nego mamy:

o M =, S(t,x;, ar) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(t, zi, 1)

o M =, S(t,x;, az) wtedy i tylko wtedy, gdy I (=, S(¢, zi, a2).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji
spetniania, otrzymujemy ciag rownowaznosci:

M =, S(t, x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =y S(t, i, 00) V S(t, zi, ag) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =y S(t, i, aq) lub M =y, S(t, x4, ) wtedy i tylko wtedy, gdy
o M =, a1 lub M =, as wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 V ay wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.

3. Niech « bedzie formuta oy — ap. Zalézmy, ze t jest podstawialny za x; do a.
Wtedy ¢ jest takze podstawialny za x; do a;; oraz aro. Na mocy zalozenia indukcyj-
nego mamy:

o M =y S(t, xi, o) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(t, zi, 1)

o M =, S(t, x4, ag) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(t, z;, ag).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji
spetniania, otrzymujemy ciag rownowaznosci:

o M =, S(t,x;, a) wtedy i tylko wtedy, gdy
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e ME, S(t,x;, a1) = S(t, zi, ag) wtedy i tylko wtedy, gdy

o jesli M =y S(t, x5, 1), to M =y, S(t, x4, az) wtedy i tylko wtedy, gdy

e jesli M =, ay, to M =, e wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, a1 — ag wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.
4. Niech « bgdzie formuta oy = a. Zatézmy, ze t jest podstawialny za x; do a.
Wtedy ¢ jest takze podstawialny za x; do a; oraz aro. Na mocy zalozenia indukcyj-
nego mamy:

o M =, S(t,x;, ar) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(t, zi, 1)

o M =, S(t,x;, az) wtedy i tylko wtedy, gdy M (=, S(¢, zi, a2).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji
spetniania, otrzymujemy ciag rownowaznosci:

o M =, S(t,x;, a) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M=y S(t, i, a1) = S(t, x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M E, S(t,x;, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(¢, x4, ag) wtedy i
tylko wtedy, gdy

M =, a1 wtedy i tylko wtedy, gdy I =, ao wtedy i tylko wtedy, gdy
e M =, a1 = ag wtedy i tylko wtedy, gdy
e ME, a.

5. Niech « bedzie formuta -« . Zalézmy, ze ¢ jest podstawialny za z; do . Wtedy
t jest takze podstawialny za x; do a;;. Na mocy zatozenia indukcyjnego mamy:

o M =, S(t,x;,aq) wtedy i tylko wtedy, gdy I =, S(t, 2, aq).

Na mocy powyzszego, korzystajac z definicji operacji podstawiania oraz relacji
spetniania, otrzymujemy ciagg rOwnowaznosci:
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M =, S(t, x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, S(t, z;, ~ap) wtedy i tylko wtedy, gdy

nie zachodzi M =, S(t, z;, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy

nie zachodzi M =, a; wtedy i tylko wtedy, gdy

M =, —a; wtedy i tylko wtedy, gdy
e M=, a.
Niech teraz 8 bedzie formuta, dla ktérej (na mocy zatozenia indukcyjnego)

teza twierdzenia zachodzi. Pokazemy, ze wtedy zachodzi ona réwniez dla formut
Vaxj [ oraz dx; 3.

6. Niech « bedzie formula Vz; (. Zatézmy, ze dla formuly 3 twierdzenie za-
chodzi. Niech ¢ bedzie termem podstawialnym za x; do «. Nalezy rozwazy¢ dwa
przypadki:

e (a) x; nie jest wolna w «

e (b) z; jest wolna w «.

W przypadku (a) S(t,x;, ) jest formuta «, a wigc mamy wtedy ciag réwno-
waznosci:

o M =, S(t,x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

e M =, « wtedy i tylko wtedy, gdy

o ME, a.

W przypadku (b) mamy: ¢ # j, a stad nastgpujace formuty sa identyczne:

o S(t,zi, )
° S(t,mi,Va;j ,8)
° V{L‘j S(t,xi,ﬁ).
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Poniewaz term ¢ jest podstawialny za zmienna x; do formuty «, wigc ¢ jest
tez oczywiscie podstawialny za x; do formuty 3. Tak wigc, zatozenie indukcyjne
przybiera postac:

Dla kazdego wartosciowania u = (uy,): M =, B wtedy i tylko wtedy, gdy
m ’:u_A%”m B.

L. L, . . ATt . L, . .
Dla wyjasnienia: wartoSciowanie u, powstaje z wartoSciowania u = (uy,)

przez zastapienie elementu u; wartosciag AJ(¢).

Poniewaz t jest podstawialny za x; do « i x; jest wolna w «, wigc W « nie
wystepuje zmienna ;. Stad, na mocy twierdzenia 16.2.5.1., mamy dla dowolnego
elementu m uniwersum struktury 901:

AT () = AP (1),

Dla uniknigcia stosowania bardzo ztozonych indekséw, przyjmiemy nastgpujace
oznaczenia:

w(g,i,m,t) = (Wi, ..., Wj—1, M, Wjt1,. .., Wi-1, A?Jm(t),wi_i_l, .
w*(j,4,m,t) = (Wi, ..., Wj—1, M, Wjt1,... cwis1, AT, wiy1, .. ).
Tak wiec:

e w(j,i,m,t) powstaje z wartoSciowania w = (w,,) poprzez zastapienie x;
przez m oraz zastapienie w; przez AY5, (t)

e w*(j,i,m,t) powstaje z wartoSciowania w = (w,) poprzez zastapienie z

przez m oraz zastapienie w; przez AX(t).

Uwzgledniajac powyzsze oraz definicj¢ relacji spetniania otrzymujemy naste-
pujacy ciag réwnowaznosci:

o M =, S(t,x;, a) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, Va; S(t, x4, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

e dla wszystkich m w uniwersum struktury 9: 9 |=,m S(t, 2;8) wtedy i
tylko wtedy, gdy

e dla wszystkich m w uniwersum struktury 9U: 0 |=y,(j5.m ) B wtedy i tylko
wtedy, gdy
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e dla wszystkich m w uniwersum struktury 900 90T =« (j i m.¢) B Weedy i tylko
wtedy, gdy

o M= A% Vz; B wtedy i tylko wtedy, gdy
Wy

o ME, a.

7. Niech « bedzie formula Jz; 3. Zat6zmy, ze dla formuty 3 twierdzenie za-
chodzi. Niech ¢ bedzie termem podstawialnym za x; do a. Nalezy rozwazy¢ dwa
przypadki:

e (a) x; nie jest wolna w «

e (b) x; jest wolna w «.

W przypadku (a) S(t, z;, o) jest formuta «, a wigc mamy wtedy ciag réwno-
waznosci:

o M =, S(t,x;, a) wtedy i tylko wtedy, gdy

e M =, a wtedy i tylko wtedy, gdy

e ME, a.

W przypadku (b) mamy: 7 # j, a stad nastgpujace formuty sa identyczne:
b S(t7 Zi, Oé)
° S(t,a:i,Elxj ,8)

L] VLU]' S(t,xi,ﬁ).

Poniewaz term t jest podstawialny za zmienna x; do formulty «a, wigc ¢ jest
tez oczywiscie podstawialny za x; do formuty 3. Tak wigc, zatozenie indukcyjne
przybiera postaé:

Dla kazdego wartoSciowania u = (uy,): M =, B wtedy i tylko wtedy, gdy
m ’:ué%w p.

55



L. L, . . ATt . L, . .
Dla wyjasnienia: wartoSciowanie u; powstaje z wartoSciowania u = (u,,)

przez zastapienie elementu u; wartosciag A2 (¢).

Poniewaz t jest podstawialny za x; do « i x; jest wolna w «, wigc W « nie
wystepuje zmienna ;. Stad, na mocy twierdzenia 16.2.5.1., mamy dla dowolnego
elementu m uniwersum struktury 901:

AT (E) = AT (1),

Tak jak poprzednio, dla uniknigcia stosowania bardzo ztozonych indekséw, przyj-
miemy nastgpujace oznaczenia:

w(g,i,m,t) = (Wi, ..., Wj—1, M, Wjt1,. .., Wi-1, A?Jm(t),ﬂ]i_}.l, .
w*(j,4,m,t) = (Wi, ..., Wj—1,M, Wjt1, ... cwis1, AT, wiy1, .. ).
Tak wiec:

e w(j,i,m,t) powstaje z wartosciowania w = (w,) poprzez zastapienie
przez m oraz zastapienie w; przez A, (t)

e w*(j,4,m,t) powstaje z wartoSciowania w = (w,,) poprzez zastapienie x;

przez m oraz zastapienie w; przez AX(t).

Uwzgledniajac powyzsze oraz definicj¢ relacji spelniania otrzymujemy naste-
pujacy ciag réwnowaznosci:

o M, S(t,x;, ) wtedy i tylko wtedy, gdy

o M =, Jx; S(t, z;, B) wtedy i tylko wtedy, gdy

e dla pewnego m w uniwersum struktury 0t: M =y, S(t, x;8) weedy i tylko
wtedy, gdy

e dla pewnego m w uniwersum struktury 0 M =y, im.¢) B weedy i tylko
wtedy, gdy

e dla pewnego m w uniwersum struktury 908 O =, (i 1m0y B Wiedy i tylko
wtedy, gdy

e ME % Jx; 5 wtedy i tylko wtedy, gdy
e ME, a.
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To koniczy dowdd twierdzenia.

Podane wyzej twierdzenia miaty charakter pomocniczy. Kolejne twierdzenie
podaje pewne wlasnosci relacji |=.

TWIERDZENIE 16.2.5.7.

Relacja =4, ma nastgpujace wlasnosci:

o (1) Eprp jest zwrotna: X =g, X dla kazdego X.

® (2) Erp jest przechodnia: jesli X =g, Y oraz Y =iy Z, to X =y Z,
dla wszystkich X, Y, Z.

® (3) =krp jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli X =
YorazX C Z,t0Z |=prp Y.

e (4) Fkyrp jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli X =g,
YorazZ CY,t0 X Fpyp Z.

o (5) 0 Ekrp a wtedy i tylko wtedy, gdy « jest tautologia KRP.

DOwWOD.
(1). Wynika wprost z definicji.

(2). Dow6d nie wprost. Przypusémy, ze istnieja zbiory formut X, Y i Z takie,
26 X Eprp Y 1Y |Eprp Z ale X By, Z. Skoro X Ky, Z, to istnieje struktura
9 oraz wartosciowanie w takie, ze M =, X i M ¥, Z. Poniewaz X =i, ¥V
oraz M =, X, to M =, Y. Poniewaz Y =5, Z oraz M =, Y, wiec M =,
Z i otrzymujemy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucic.
Ostatecznie: relacja |=p,, jest przechodnia.

(3). Dowdd nie wprost. Przypusémy, ze istnieja zbiory formut X, Y oraz Z
takie, ze: X =gy Y oraz X C Z, lecz Z ¥y, Y. Skoro Z ¥y, Y, to istnieje
struktura 9t oraz warto$ciowanie w takie, ze 9 =, Z oraz M ¥,, Y. Skoro
M = Z, to kazdy element zbioru Z jest spelniony przez w w 901. Poniewaz
X C Z, wigc réwniez kazdy element zbioru X jest spelniony przez w w 9, co
oznacza, ze M =, X. Skoro M =, X oraz X =4, YV, to M =, Y i otrzymu-
jemy sprzecznoS$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucic. Ostatecznie:
relacja = jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu.

(4). Dowdéd nie wprost. Przypu§émy, ze istnieja zbiory formut X, Y oraz Z
takie, ze X |=prp Y oraz Z C Y, lecz X Fy,, Z. Wtedy istnieje struktura 9
i wartoSciowanie w takie, ze M |=,, X oraz M ¥, Z. Skoro X |=j,p, Y oraz
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M = X, to M =, Y. Z definicji, jesli M =, Y, to wszystkie elementy zbioru
Y sa spetlnione przez w w 9. Poniewaz Z C Y, wigc réwniez wszystkie ele-
menty Z sg spelnione przez w w 9, czyli M |=,, Z i otrzymujemy sprzecznosc.
Trzeba wigc odrzuci¢ poczynione przypuszczenie. Ostatecznie: relacja =y, jest
antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu.

(5). Wynika z definicji tautologii KRP. Zauwazmy, ze zbidr pusty ) jest praw-
dziwy w kazdej interpretacji.

Pokazemy teraz, ze nastgpujace formuty sa tautologiami KRP. Formuty te sa
szczegblnie wazne, jako iz moga one stanowiC (jak si¢ przekonamy w wyktadach
20-21) aksjomatyke dla KRP.

TWIERDZENIE 16.2.5.8.

Niech «, (B oraz vy beda dowolnymi tautologiami KRP. Wtedy tautologiami
KRP sa réwniez wszystkie formuty postaci:

o (Al (a =) = ((B—=7) = (=)

e (A2) (a = (a = ) = (a = f)

e (A3)a— (f—a)

o (Ad) (aNp) =«

° (AS) (anpB)—p

* (A6) (a = B) = ((a =) = (= (BA9)))
o (A7) a— (aVp)

* (A8) B — (aVp)

e (A9 (a—=p)=((y=B) = (avy) = 5))
e (A10) (=p) = (a— B)

B) = (B —a)

e (A12) (@ = B) = (= a) = (a=p))

(
o (Al) (a
(

e (A13) (=8 — —a) = (o — f)
e (Al4)Vzx, a — S(t, zy, a), oile t jest podstawialny za x,, w «

e (A15) S(t,zp, ) — Tz, @, 0 ile ¢ jest podstawialny za x,, w «
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e (A16) VY, (o = B) = (o = Vzy, ), 0 ile x,, nie jest wolna w «

e (A17)Vx, (a = B) = (Fz,, a — ), o ile z, nie jest wolna w f3.

DowoOD.
Dowody wszystkich punktéw przeprowadza si¢ metoda nie wprost.

(A1). Przypusémy, ze (A1) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 907 i
wartoSciowanie w takie, ze:

MEy (a = B) = (B —=7) = (a=7)

Mamy wtedy: M =, o — B oraz M ¥, (8 — v) — (o — 7). Dalej, mamy:
M =y B — v oraz M, a — 7. Wreszcie: M =, « oraz M ¥, . Skoro
M =y a — Boraz M =y, a, to M =, 5. Skoro M =, f — 7 oraz M =, 5,
to M =, v i otrzymalisSmy sprzecznos$é. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem
odrzucié. Ostatecznie: (A1) jest tautologia KRP.

(A2). Przypusémy, ze (A2) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 971 i
wartoSciowanie w takie, ze:

ME, (= (a—P) = (a— P).

Mamy wtedy: M =, o — (o — ) oraz M ¥, o — (. Stad: M =, «
oraz M ¥, B. Skoro M =, a — (o — f) oraz M =, o, to M = a —
B 1 otrzymujemy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucic.

Ostatecznie: (A2) jest tautologia KRP.

(A3). Przypusémy, ze (A3) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i
warto§ciowanie w takie, ze:

ME, a— (8= a).

Oznacza to, ze M =, « oraz M ¥, f — «. Stad: M =, B oraz M ¥, «
i otrzymaliSmy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié.
Ostatecznie: (A3) jest tautologia KRP.

(A4). Przypusémy, ze (A4) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 907 i
wartoSciowanie w takie, ze:

ME, (N p) = a.

Wtedy: M =, a A 5 oraz M ¥, «. Z definicji relacji = mamy wtedy: 9 =, «
oraz M =, [ i otrzymaliSmy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba
zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (A4) jest tautologia KRP.
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(AS). Przypusémy, ze (AS) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i
wartoSciowanie w takie, ze:

ME, (aNB) = B.

Wtedy: M =, a A 5 oraz M ¥, 5. Z definicji relacji = mamy wtedy: I =, «
oraz M |, [ i otrzymaliSmy sprzecznos¢. Poczynione przypuszczenie trzeba
zatem odrzuci€. Ostatecznie: (AS) jest tautologia KRP.

(A6). Przypusémy, ze (A6) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i
warto§ciowanie w takie, ze:

MFE, (@ = F) = (0= 7) = (@ = (BA9))).

Oznacza to, ze: M =, a« — Poraz M F, (a — v) — (o — (B A 7)). Dalej,
mamy stad, ze: M =, a — vy oraz M ¥, o« — (S A 7). To z kolei oznacza,
ze: M =y « oraz M ¥, B A . Poniewaz M =, o — S oraz M =, a,
wigc M =, B. Poniewaz M =, a — 7 oraz M =, «a, wigc M =, 7. Skoro
M =, [ oraz M =, 7, to M =, B A 1 otrzymujemy sprzeczno$é. Poczynione
przypuszczenie trzeba zatem odrzucic. Ostatecznie: (A6) jest tautologia KRP.

(A7). Przypusémy, ze (A7) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i
warto$ciowanie w takie, ze:

ME, a— (aVP).

Wtedy: M =, « oraz M ¥, a V 5. Z definicji relacji = mamy wtedy: 9t ¥,
o oraz 9 ¥, B 1 otrzymujemy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba
zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (A7) jest tautologia KRP.

(A8). Przypusémy, ze (A8) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 971 i
wartoSciowanie w takie, ze:

ME, B— (aVp).

Wtedy: I |=,, [ oraz M ¥, oV [B. Z definicji relacji = mamy wtedy: 9t #,,
« oraz M K, B 1 otrzymujemy sprzecznos¢. Poczynione przypuszczenie trzeba
zatem odrzucié. Ostatecznie: (A8) jest tautologiag KRP.

(A9). Przypusémy, ze (A9) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 91 i
warto§ciowanie w takie, ze:

MFEy (= B) = (v = B) = ((a V) = B)).

Mamy wtedy: I =, a — Boraz M ¥y, (v — 5) — (V) — ). To oznacza,
ze: M =y v — BorazMFEy, (aVy) — [.Stad: M =, oV yorazMFE,, 5. Z
definicji relacji = mamy wtedy:
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e skoro M =, o — Soraz MK, B, to ME,, «
e skoro M =, v — [ oraz My, B, to M E,, 7.

Z powyzszego, znowu na mocy definicji relacji =, mamy: 9t ¥, oV v i otrzy-
mujemy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucic. Ostatecz-
nie: (A9) jest tautologia KRP.

(A10). Przypusémy, ze (A10) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9J7 i
wartoSciowanie w takie, ze:

ME, (a=0) = (a— B).

Wtedy: M =, o = S oraz M ¥, a« — S. Stad: M =, « oraz M ¥, 5 i otrzy-
mujemy sprzeczno$¢ z warunkiem definicyjnym dla spetiania formuly a@ = 3.
Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (A10) jest tauto-
logia KRP.

(A11). Przypusémy, ze (A11) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 97 i
wartoSciowanie w takie, ze:

ME, (a=0) = (8= a).

Wtedy: MM =, o = foraz M Ky, f — «. Stad: M =, [ oraz M ¥, « i otrzy-
mujemy sprzeczno$¢ z warunkiem definicyjnym dla spetniania formuly a = 3.
Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie: (Al1) jest tauto-
logia KRP.

(A12). Przypusémy, ze (A12) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 97 i
warto$ciowanie w takie, ze:

MEy (@ = P) = (B = a) = (a= D))

Wtedy: M E, o — Boraz M ¥, (b — a) = («
M =y B — aoraz M ¥, o = (. Warunek M ¥, «
chodzi alternatywa:

B). Dalej, mamy:
(8 oznacza, ze za-

o M =, aworaz M ¥, [ lub
e M, Boraz MK, a.

To z kolei jest alternatywa warunkéw:

o ()M |y aoraz M =y, —F lub
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e (i) M |y, BorazM =, ~a

Jednak warunek (i) jest sprzeczny z tym, ze MM =, a — [, a warunek (ii)
jest sprzeczny z tym, ze MM =, B — «. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem
odrzucic. Ostatecznie: (A12) jest tautologia KRP.

(A13). Przypusémy, ze (A13) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 97 i
wartoSciowanie w takie, ze:

MFEy (-8 — —a) = (a— B).

Wtedy: M |=,, = — -« oraz M ¥, « — S. Stad: M =, a oraz M ¥, 5, czyli
M =, —B. Skoro M =, «, to M ¥y, —~a. Jesli M =, - oraz M ¥, —a, to
M ¥, —f — —a i otrzymujemy sprzecznos$é. Poczynione przypuszczenie trzeba
zatem odrzucic. Ostatecznie: (A13) jest tautologia KRP.

(A14). Zalézmy, ze t jest podstawialny za x,, w « i przypusémy, ze Vx, o —
S(t, xy, «) nie jest tautologia KRP. Istnieje zatem struktura 9 oraz wartosciowa-
nie w = (w;) takie, ze:

M Ey YV, o — S(t, xn, ).

Stad: M =, Vz,, « oraz M ¥, S(t, zy, ). Poniewaz t jest podstawialny za x,,
W «, wigc (na mocy twierdzenia 16.2.5.6.) otrzymujemy: 91 ¥ s 20 a. Dalej,

skoro M |=,, Vz,, «, to dla kazdego elementu a uniwersum struktury N zachodzi:

M Epe a. W szezegdlnosei, dla a = AP (t) otrzymujemy: 9 |= AM(py O CO
Wy ¥

daje sprzeczno$¢ z poprzednimi ustaleniami. Poczynione przypuszczenie trzeba

zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (A14) jest tautologia KRP.

(A15). Zat6zmy, ze t jest podstawialny za x,, w « i przypusémy, ze S(t, x,, ) —
Jx,, « nie jest tautologia KRP. Istnieje zatem struktura 9 oraz wartoSciowanie
w = (w;) takie, ze:
ME, St zy,a) = Iz, «
Mamy stad: M =, S(t, z,, «) oraz M ¥, Iz, «. Poniewaz ¢ jest podstawialny
za T, W , wigc (na mocy twierdzenia 16.2.5.6.) otrzymujemy: I = ,m,, o
Wy ¥
Skoro I ¥, dz,, a, to nie istnieje element a w uniwersum struktury 91 taki, ze
M e . Ale, jak przed chwila pokazalismy, dla elementu a = AYY(t) (ktdry
oczywiscie jest elementem uniwersum struktury 901) zachodzi: M = o,y .
wy,
OtrzymaliSmy wigc sprzecznoS$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzu-
cié. Ostatecznie: (A15) jest tautologia KRP.
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(A16). Zat6zmy, ze x,, nie jest zmienng wolna w « i przypusémy, ze Vz,, (o —
B) — (o — Yz, () nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 90t oraz
warto$ciowanie w = (wj;) takie, ze:

M Ey Ve, (a— B) = (a =V, 5).

Wtedy: M =, Vo, (o« — §) oraz M ¥, o — Va,, 8. Stad: M =, « oraz
M ¥, Vo, B. Oznacza to, ze istnieje element ¢ uniwersum struktury 91 taki, ze
M Fya (. Z definicji relacji |=, skoro M =y, Vo, (a0 = B), to M [=ye (o — ).
Z zatozenia, x,, nie jest zmienng wolng w «, skoro wigc MM =, «, to takze M )ng
« (na mocy twierdzenia 16.2.5.3.). Skoro I |=,¢ o oraz M |=ye (@ — f3), to
réwniez M =y (1 otrzymaliSmy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba
zatem odrzuci¢. Ostatecznie: (A16) jest tautologia KRP.

(A17). Zat6zmy, ze x,, nie jest zmienng wolna w 3 i przypusémy, ze Vz,, (o —
B) — (Jz, a — [) nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9 oraz
warto$ciowanie w = (w;) takie, ze:

M E, Ve, (o — p) = (Fz, o — P).

Wtedy M =, Vo, (« — B) oraz M ¥, Ix,, « — [. Skoro M ¥, Iz, a« — G,
to M = Iz, aoraz M ¥, . Z definicji relacji = mamy wtedy: istnieje element a
uniwersum struktury 9 taki, ze M =y . Skoro M =y, Vo, (a — B), to takze
M Fya a — B.Skoro M |=ye o oraz M |=ypa o — B, t0 M |=ya 5. Z zato-
Zenia, x,, nie jest zmienng wolna formuty 5. Stad, na mocy twierdzenia 16.2.5.3.,
skoro M |=ya B, to réwniez M =, B, i otrzymaliSmy sprzecznos¢. Poczynione
przypuszczenie trzeba zatem odrzucic. Ostatecznie: (A17) jest tautologia KRP.

Komentarza wymagaja warunki umieszczone w punktach (A14)—(A17). Po-
damy mianowicie przyklady wskazujace, ze jeSli warunki te nie sa spetnione, to
odnos$ne formuty nie sa tautologiami KRP.

1. Pokazemy, ze istnieje formula «, dla ktérej ¢ nie jest podstawialny za x, w o i
dla ktérej
Va, a — S(t, xn, @)

nie jest tautologia KRP.

Niech « bedzie formuta: 3z, P(xy, ., ), gdzie P jest dowolnym predykatem
dwuargumentowym. Wtedy S (., zn, «) jest formuta 3x,,, P(xy,, ., ). Formuta
(A14) ma wtedy postac:

Va,3xm P(Tn, Tm) — 3xm P(Tm, Tm).
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Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 2, w ktérych
jest ona fatszywa. Dla przyktadu: niech uniwersum 91 bedzie zbiorem wszystkich
liczb naturalnych, a interpretacja P w 91 niech bedzie relacja mniejszosci. Wtedy
poprzednik powyzszej implikacji jest prawdziwy w 90, a jej nastgpnik jest w 901
fatszywy.

2. Pokazemy, ze istnieje formuta «, dla ktérej ¢ nie jest podstawialny za x,, w « i
dla ktérej
S(t,xpn,a) = I,

nie jest tautologia KRP.

Niech « bedzie formuta: Va,, P(2y, ., ), gdzie P jest dowolnym predykatem
dwuargumentowym. Wtedy S(z,, zn, «) jest formuta Va,, P(x,, T, ). Formuta
(A14) ma wtedy postac:

VI P(Tm, Tm) — 32,V P(Xn, Tm).

Powyzsza formuta nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 9, w ktérych
jest ona fatszywa. Dla przyktadu: niech uniwersum 97 bedzie zbiorem wszystkich
liczb catkowitych, a interpretacja P w 91 niech bedzie relacja mniejszosci. Wtedy
poprzednik powyzszej implikacji jest prawdziwy w 9, a jej nastepnik jest w 901
fatszywy.

3. Pokazemy, ze istnieja formuly « oraz [ takie, ze x,, jest wolna w « i dla ktérych
Vo, (a = B) = (a = Va, 8)

nie jest tautologia KRP.

Niech P oraz () beda dowolnymi predykatami jednoargumentowymi. Niech «
bedzie formuta P(z,,), a 8 formuta Q(x, ). Zauwazmy, ze x,, jest zmienng wolng
formuty «. Formuta (A16) ma w tym przypadku postac:

Vin (P(2n) = Q(#n)) = (P(2n) = Y, Qzn)).

Zauwazmy, ze powyzsza formula zawiera wolne wystapienie zmiennej x,. Po-
wyzsza formula nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 90, w ktérych nie
jest ona spelniona przez pewne wartoSciowania. Dla przyktadu, niech struktura 97
oraz warto$ciowanie w bgda okreSlone w sposéb nastepujacy:

e uniwersum 9 jest zbidr wszystkich liczb naturalnych

e interpretacja predykatu P jest zbiér wszystkich liczb podzielnych bez reszty
przez 4
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e interpretacja predykatu @ jest jest zbior wszystkich liczb podzielnych bez
reszty przez 2

e warto$ciowanie w okreslone jest nastepujaco: w; = 0, dla wszystkich 7.

Wtedy M #, Vo, (P(zn) = Q(xn)) — (P(xn) — Va, Q(zn)).

4. Pokazemy, ze istnieja formuty « oraz j3 takie, ze x,, jest wolna w 3 i dla ktérych
Vo, (a« = f) = (Fz, a — B)

nie jest tautologia KRP.

Niech P oraz () beda dowolnymi predykatami jednoargumentowymi. Niech «
bedzie formuta P(x,,), a 8 formula Q(x,). Zauwazmy, ze x,, jest zmienng wolng
formuty 5. Formuta (A17) ma w tym przypadku postac:

YV, (P(xy) = Q(zy)) — (Fz, P(zyn) — Q(xn)).

Zauwazmy, ze powyzsza formuta zawiera wolne wystapienie zmiennej x,. Po-
wyzsza formula nie jest tautologia KRP: istnieja interpretacje 90, w ktérych nie
jest ona spelniona przez pewne wartosciowania. Dla przyktadu, niech struktura 97
oraz wartosciowanie w bgda okre§lone w sposéb nastepujacy:

e uniwersum 9 jest zbidr zbiér wszystkich liczb naturalnych

e interpretacja predykatu P jest zbior wszystkich liczb podzielnych bez reszty
przez 4

e interpretacja predykatu () jest zbior wszystkich liczb podzielnych bez reszty
przez 2

e wartoSciowanie w okreSlone jest nastgpujaco: w; = 1, dla wszystkich i.
Wtedy M #,, Vo, (P(x,) — Q(zy)) = (Fz, P(x,) — Q(xy)).

Reguta odrywania:
a— B, «

B

jest znana z wyktadéw semestru zimowego. Zdefiniujemy teraz jeszcze jedng re-
gute wnioskowania.

(RO)

DEFINICJA 16.2.5.1.
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Przez regute generalizacji rozumiemy nastgpujaca regute wnioskowania:

RG .
(RG) VY, a

Tak jak w przypadku KRZ, méwimy, ze reguta (o schemacie) (X, ) zacho-
wuje wtasnos¢ bycia tautologiq, wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli wszystkie elementy
zbioru X sg tautologiami, to réwniez « jest tautologia.

TWIERDZENIE 16.2.5.9.

Reguta odrywania i regula generalizacji zachowuja wtasno$¢ bycia tautologia.
DowOD.

1. REGULA ODRYWANIA.

Dowdd nie wprost. Zatézmy, ze formuty o« — 3 oraz « sa tautologiami KRP,
i przypusémy, ze [ nie jest tautologia KRP. Istnieje wtedy struktura 9 taka, ze
9 ¥ . Poniewaz o — [3 oraz « sa tautologiami KRP, wigc 9 = o — [ oraz
M = «. Stad, na mocy definicji relacji =, otrzymujemy 90 = [, sprzecznos¢.
Poczynione przypuszczenie nalezy zatem odrzucié. Ostatecznie: reguta odrywania
zachowuje tautologicznosc.

2. REGULA GENERALIZACII.

Dowdd nie wprost. Zatézmy, Ze « jest tautologia KRP i przypusémy, ze Vz,, «
nie jest tautologia KRP. Istnieje zatem struktura 9 taka, ze Vx,, « nie jest praw-
dziwa w 9. Z definicji relacji spelniania, istnieje wtedy element a uniwersum
struktury 901 taki, ze 9t ¥« « dla pewnego wartosciowania (w;) w uniwersum
struktury 9. Jednak o jest, z zatozenia, tautologia KRP, wigc M |=,,a « i otrzymu-
jemy sprzeczno$¢. Poczynione przypuszczenie trzeba zatem odrzucié. Ostatecznie:
regula generalizacji zachowuje tautologicznos¢.

Bezposrednim wnioskiem z powyzszych twierdzen jest nastgpujace twierdze-
nie.

TWIERDZENIE 16.2.5.10.
Schematy tautologii KRZ sa schematami tautologii KRP.
DowOD.

Kazdy schemat aksjomatéw KRZ jest schematem tautologii KRP (na mocy
twierdzenia 16.2.5.5.). Reguta odrywania zachowuje tautologiczno$¢ (na mocy twier-
dzenia 16.2.5.6.). Stad wynika teza obecnego twierdzenia.
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Mozna rozwazaé wiele dalszych regut wnioskowania w KRP. W szczegdlnosci,
punkty (A14)—-(A17) twierdzenia 16.2.5.5. moga sugerowac rozpatrzenie nastepu-
jacych regut:

o (R14)
Va, o
S(t, xn,a)’
o ile term ¢ jest podstawialny za x,, w a.
e (R15)
S(ta x'fh Oé)
Iz, o

o ile term ¢ jest podstawialny za z,, w a.

e (R16)
Va, (o — f)
a— vV, B’
o ile =, nie jest wolna w a.
e (R17)
Va, (o — f)
Az, a0 — B

o ile z,, nie jest wolna w 3.

Z twierdzenia o dedukcji wprost, ktére udowodnimy za chwile, bedzie wyni-
kato, ze reguty (R14)—(R17) sa wszystkie regutami niezawodnymi.

Przypominamy, ze reguta R jest niezawodna, wtedy i tylko wtedy, gdy z prze-
stanek dowolnego sekwentu tej regulty wynika logicznie wniosek tego sekwentu.
W przypadku KRP definicja ta przyjmuje posta¢ nastgpujaca.

DEFINICJA 16.2.5.2. Reguta niezawodna w KRP.

Niech R bedzie reguta wnioskowania w KRP. Méwimy, ze R jest niezawodna
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego sekwentu (X, «) € R zachodzi: X =i,
o.

Podobnie jak reguty (RO), (RG), (R14)—(R17) réwniez nastgpujaca reguta
podstawiania jest reguta niezawodng w KRP:
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e (RS)
(6]

S(ta .’L'n, Oé)’

o ile term ¢ jest podstawialny za x, w a.

Rozwazmy jeszcze pewne (pouczajace) przyklady. Wiecej przyktadéw (za-
réwno elementarnych, jak i bardziej zaawansowanych podajemy nizej, w Cwicze-
niach).

PRZYKEAD 16.2.5.1.

Niech w sygnaturze rozwazanego jezyka bedzie dwuargumentowy predykat <.
Niech interpretacja tego predykatu w zbiorze wszystkich liczb naturalnych bedzie
relacja < mniejszoSci. Zastanowmy sig, jakie warto§ciowania (czyli ciagi liczb
naturalnych) spetniaja kazda z podanych nizej formut:

e (Nxy <z

e (2)xg (11 < x2)

o 3)Vry (1 < x2)

o (4)Vai3zs (21 < x2)

e (5) dxaVry (21 < 2).

Warto$ciowania to nieskonczone ciagi liczb naturalnych. Niech w; oznacza i-ty
element ciagu w. Rozwazmy, jakie ciagi spelniaja kazda z podanych formut.

Formuta (1) jest spetniona przez wszystkie ciagi w, dla ktérych: wy < ws.

Formuta (2) jest spetniona przez takie ciagi w, ktére réznia si¢ od ciagdéw
spetniajacych formule (1) co najwyzej na drugim miejscu. Poniewaz dla dowol-
nej liczby w; mozemy znaleZ¢ liczbg c taka, ze w1 < ¢, wigc formule (2) spetniaja
wszystkie ciagi liczb naturalnych.

Formutly (3) nie spetnia Zaden ciag. Przypus¢my bowiem, ze jakie§ warto-
Sciowanie w spelnia (3). Wtedy kaZdy ciag v rézniacy si¢ od w na pierwszym
miejscu (tj. taki, ze wy # wv1) musiatby spetnia¢ formute (1). Ale np. ciag staty
(wa, wa, wa, . . .) nie spetnia formuty (1) — sprzecznos¢. Nie ma zatem ciagu spet-
niajacego (3).
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Jakis$ ciag w spetnia formule (4), gdy kazdy ciag v otrzymany z w przez zasta-
pienie wi dowolng liczba naturalng spetnia formutg (2). Ale formutg (2) spetniaja
wszystkie ciagi. Zatem rowniez formule (4) spetniaja wszystkie ciagi.

Poniewaz Zaden ciag nie spetnia formuly (3), wigc réwniez Zaden ciag nie
spetnia formuly (5) (bo ciagi spetniajace (5) miatyby sie r6zni¢ od jakiego$ ciagu
spetniajacego (3) co najwyzej na drugim miejscu).

PRZYKEAD 16.2.5.2.

Niech N bedzie predykatem jednoarumentowym, .S jednoargumentowym sym-
bolem funkcyjnym, a () stata. Nadto, niech = bgdzie predykatem dwuargumento-
wym. Zamiast = (t1,t2), dla terméw t; oraz to piszemy: t; = to. Rozwazmy
nastgpujace zdania:

e N(O)

o vz (O = S(z))

e Vz (N(x) — N(S(x)))

o Vavy (S(z) = S(y) — z=y)

o Vzr (z =2x)

o VaVy (z =y —y=ux)

o VaVyVz (z =yAy=2) >z =2)

o Vavy ((N(z) Az =y) = N(y))

o VaVy (x =y — S(z) = S(y)).

Wtedy modelem powyzszego zbioru zdan bedzie kazda struktura 9T o uniwer-

sum M oraz nastgpujacej interpretacji statej (), symbolu funkcyjnego .S, predykatu
N oraz predykatu =:

e () denotuje liczbg 0;

e S denotuje¢ funkcje nastgpnika, tj. S(t) oznacza liczbg o jeden wigksza liczby
oznaczanej przez t;

e predykat N denotuje wtasnos¢ ,,by¢ liczba naturalng’;
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e predykat = denotuje relacj¢ identycznosci =.

Prosz¢ podumaé nad nastgpujacym pytaniem: czy w takim modelu 9 praw-
dziwe jest zdanie: Vx N (x)? Oczywiscie, dla dowolnego modelu 91 powyzszego
zbioru zdafi, denotacja predykatu N w 91 bedzie zbiorem nieskoficzonym. Ale czy
musi to by¢ zbiér pokrywajacy si¢ z calym uniwersum modelu?

PrRZYKEAD 16.2.5.3.

Rozwazmy nastgpujace formuty, zawierajace predykat dwuargumentowy R:

o VavyVz ((R(z,y) A R(y, z)) = R(z,2)) (R jest przechodni)
o VzVy (R(z,y) — —R(y,x)) (R jest asymetryczny)

e Vzdy R(z,y) (R jest serialny).

Wtedy kazda interpretacja, w ktérej prawdziwe sa powyzsze zdania, ma uni-
wersum nieskonczone.

16.3. Twierdzenia o dedukcji

TWIERDZENIE 16.3.1. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 5 zachodzi nastgpujaca réw-
nowaznos¢:

X U{a} Eirp 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X =i, a — S

DowOD.
Dowody implikacji: prostej i odwrotnej przeprowadzimy metoda nie wprost.

1. (=) Zatézmy, ze X U{a} |=kyp O 1 przypusémy, ze X ¥y, oo — 5. Wtedy
istnieje struktura 9t oraz wartosciowanie w takie, ze MM |=,, X oraz M ¥, o — S.
Mamy stad: I |=,, o oraz M ¥, 5.

Poniewaz MM =, X oraz M, = «, wiec M =, X U {a}. Stad oraz z
zatozenia X U {a} |=kyp B otrzymujemy, ze M |=,, [, co jest sprzeczne z poczy-
nionym przypuszczeniem. Musimy wigc przypuszczenie to odrzucié. Ostatecznie:
X ’:krp a— f.
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2. (<) Zatézmy, ze X |=pp o — [ i przypusémy, ze X U {a} Fpyp B.
Wtedy istnieje struktura 9t oraz warto$ciowanie w takie, ze M =, X U {a} oraz
M ., B. Skoro M =, X U{a}, to M =, X oraz M =, . Jesli M =, a oraz
M, B, toMFE, o — . Ale, poniewaz X =y, o — oraz M =, X, wiec
M ¥, a — [ i otrzymujemy sprzeczno$C. Trzeba zatem odrzuci¢ poczynione
przypuszczenie. Ostatecznie: X U {a} =gy B

TWIERDZENIE 16.3.2. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 8 zachodza nastgpujace réw-
nowaznosci:

o (a) X U{a} Eprrp {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X =iy —v.

o (b) X U{—a} Eprp {8, B} wtedy i tylko wtedy, gdy X =5y .

DowOD.

Dowody implikacji: prostej i odwrotnej przeprowadzimy w kazdym przypadku
metoda nie wprost.

ROWNOWAZNOSC (a).

1. (=) Zatézmy, ze X U {a} f=krp {8, B} i przypusémy, ze X Fj,p, -
Skoro X ., «, to istnieje struktura 90T i wartoSciowanie w takie, ze MM =, X
oraz M ¥, —a, czyli M =, «. Tak wige, M =, X U {a}. Z zalozenia mamy
X U{a} Frp {8,768}, a wiec gdy M k=, X U{a}, to M |=, {B,-6}. To
jednak oznacza sprzecznos¢, bo implikuje, ze I |=,, B oraz M =, —5. Tak wiec,
musimy odrzuci¢ poczynione przypuszczenie. Ostatecznie: X =g, .

2. («) Zatézmy, ze X =y, o i przypusémy, ze X U {a} Fpp {5, 5}.
Skoro X U {a} Fiyp {8, 76}, to istnieje struktura 9T i wartosciowanie w takie,
ze: M =, X U{a} oraz M ¥, {B,-S}. Poniewaz M =, X U {a}, wiec
M =, X oraz M =, «. Dalej, mamy M |=,, «, co oznacza, ze M ¥, —«. Skoro
M =, X oraz M ¥, ~a, to nie zachodzi X =, —ovi otrzymujemy sprzeczno$é
z zatozeniem X |=;,,, —ca. Tak wigc, poczynione przypuszczenie nalezy odrzucic.
Ostatecznie: X U {a} =iy {6, 76}

ROWNOWAZNOSC (b).

1. (=) Zatézmy, ze X U {—~a} Fpyp {6, 6} 1 przypusémy, ze X Fp,p o
Skoro X ., —a, to istnieje struktura 9t i wartosciowanie w takie, ze M =, X
oraz M ¥, a, czyli M =, —a. Tak wiee, M =, X U {—-a}. Z zalozenia mamy
X U{-a} Erp {8, -0}, awiec gdy M =y X U{-a}, oM =y {6, -6} To
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jednak oznacza sprzecznos¢, bo implikuje, ze I |=,, B oraz M =, —5. Tak wiec,
musimy odrzuci¢ poczynione przypuszczenie. Ostatecznie: X =g, o

2. («) Zatézmy, ze X =y, o i przypusémy, ze X U {—a} Fp.p, {5, 5}.
Skoro X U {—a} Ey.p, {5, 75}, to istnieje struktura 9T i wartoSciowanie w takie,
ze: M =y X U {—a} oraz M ¥, {B, -5} Poniewaz M = X, U {—a}, wiec
M =, X oraz M |= . Dalej, mamy M =, -, co oznacza, ze M ¥, a. Skoro
M =, X oraz M ¥, «, to nie zachodzi X =i, « i otrzymujemy sprzeczno$é

z zatozeniem X |=j,, a. Tak wigc, poczynione przypuszczenie nalezy odrzucic.
Ostatecznie: X U {—a} =i {5, 28}

16.4. Jezyk KRP w zastosowaniach

Klasyczny Rachunek Predykatéw wyznacza pewien standard logiczny. Rozumiemy
przez to m.in. dwie rzeczy:

e wazne teorie naukowe formutowane sa w jezyku KRP (lub mogg zostaé
»przettumaczone” na jezyk KRP);

e argumentacje przeprowadzane w jezykach etnicznych moga by¢ rekonstru-
owane w KRP.

Tym dwom problemom poswigcone sa uwagi w dwéch punktach nastgpnych.

16.4.1. Teorie elementarne

Podamy aksjomatyki dwéch waznych teorii elementarnych:

e teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla

e teorii algebr Boole’a.

Sa to teorie fundamentalne dla wielu dzialéw matematyki. Cata wspotczesna
matematyke mozna ugruntowac na bazie teorii mnogosci. Z kolei, algebry Boole’a
(i inne, podobne do nich struktury) sa nie tylko bardzo waznym rodzajem struktur
algebraicznych, ale rowniez znajduja wszechobecne zastosowania (np. w kazdym
komputerze ,,pracuje” algebra Boole’a bramek logicznych).
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16.4.1.1. Teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla

Jest to teoria w jezyku KRP z identycznos$cia. Jedyna stala pozalogiczna tej teorii
jest dwuargumentowy predykat €. Formule x € y czytamy: z jest elementem .

AKSJOMATY TEORII MNOGOSCI ZF.
Aksjomat ekstensjonalnosci:
VaVy (Vz (z €x ¢ 2z €y) > x=1y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbidr jest jednoznacznie wyznaczony po-
przez swoje elementy.

Aksjomat pary:
VaeVydzVu (u € z <> u =z Vu=y)

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VedyVz (z € y <> Ju (z EuAu € 1))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potegowego:

VzayVz (z € y <> Yu(u € z = u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbidr ztozony doktad-
nie ze wszystkich jego podzbioréw.

Schemat wyroZniania:
Vo Vg .. Ve,Vydu (u € z &> u € y A p(u,x1,x2,...,2,))

gdzie ¢ jest formutla jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienng wolng
W @, za$ X1, T3, . . . , T, $& Zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz u.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzédy zbioru utworzyé
jego podzbidr, ztozony z tych elementéw, ktére maja jakas wlasnosé, wyrazalng w
jezyku (pierwszego rzgdu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wtasnie ze schematem
nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskoriczonosci:
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Ty (yeaxN-TFz(zey) AVy(yecz—->VzVu (u€ez+u=y) —
z €x)))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru nieskoriczonego.
Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii mnogosci.

Schemat zastgpowania:

Vu(VaVyVz (x € u A p(x,y) AN p(z,2) =y = 2) = JwVv (v € w
dz (z € u N p(z,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru wzgle-
dem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formula jezyka teorii mnogosci) takze jest
zbiorem.

Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze schematem
nieskonczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat ufundowania:
Ve(Ju (v € xz) - Jy(ly ez AVz (2 €y = -z € 1))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskoiiczonych €-zstgpujacych cia-
g6w zbiordw, tj. takich ciagéw (x1, x2, 3, 24, . . .), Z€:

X9 € T1, T3 € T2, T4 €T3,...

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Ve(Vy (yex =Tz (ze€y)) AVyVu (y ez ANuecxr —y=uV-Jv (v e
yAvew)) = JwMVy(yex = Iz(zeyhzewAYo (WeEyAv Ew —

v =2)))))

to otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla identycznosci:

Vo (z = x)

VaVy (x =y = y = x)

VaVyVz (x=yANy=2z =z = z);

VaVyVz (x=yANx €z >y € 2));
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o VaVyVz ((r=yAzex— 2z €vy)).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyrdzniania i zastgpowania) terminy: nie-
skoriczony 1 przeliczalny naleza do metajezyka.

Fundamentalne znaczenie teorii mnogosci dla wspoétczesnej matematyki po-
lega m.in. na tym, ze wszystkie konstrukcje matematyczne wyrazié mozna za po-
mocg pojecia zbioru oraz relacji nalezenia elementu do zbioru.

) 3k %k

Teoria mnogosci jest takze zaktadana w metajezyku, w ktérym méwimy o sys-
temach logicznych, w tym oczywiscie takze o KRZ oraz KRP.

16.4.1.2. Teoria algebr Boole’a

Znajdowanie analogii miedzy réznymi twierdzeniami to szczegélna umiejetnosé.”

Mozesz posias¢ tg umiejetnosé, nawet na (stosunkowo niskim) poziomie elementa-
rza logicznego. Z pewnoScia zauwazylas, ze jest odpowiednio$¢ migdzy pewnymi
prawami KRZ a niektérymi prawami rachunku zbioréw.

Dla teorii algebr Boole’a poda¢ mozna rézne (rownowazne) aksjomatyki. Ogra-
niczymy si¢ do dwoch aksjomatyk oraz jednej definicji algebr Boole’a (przez cze-
Sciowe porzadki).

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: PIERWSZA AKSJOMATYKA.
Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoscia oraz:
e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajacym kres gérny (swo-
ich argumentéw);

e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajacym kres dolny (swo-
ich argumentéw);

e symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajacym dopetnienie
(swojego argumentu);
AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli HH, X, H, vV oraz A:

2Jeszcze ciekawsza jest umiejetnos§é znajdowania analogii migdzy réznymi analogiami, jak twier-
dza matematycy.
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Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:

By, 2))
)
B}: Vayvz (B, B(y, 2)) = B(B(z, ), 2))

Bl: VaVy (8(z,y) =
B?: Vavy (M(z,y) = K(y

Bi: Vavy¥z (M(z,N(y, 2)) = K(X¥(z,y), 2))
BY: VaVy (B(R(z,y),y) = y)

BY: Vavy (R(B(z,y),y) = y)

B: VaVyvz (B(z,

X(y
BY: Vavyvz (K(z,B(y, 2)) = B(X(z,y), X(x,
B(x

BY: Vavy (B(X(x,
By": Vay (M(B(z,8(x)),y) = y).

Prostymi konsekwencjami tych aksjomatéw sa np.:

o Vz (B(z,x) =x)
o Vz (K(z

@) = a)

o Vavy ((B(z,y) =
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Niech ich wyprowadzenia beda ¢wiczeniem dla czytelniczek. Jako wskazéwke
podajemy ciag réwnosci dla pierwszych dwéch rozwazanych wyzej przypadkéw:

L= EH(a:,X(w,y)) - &(Bﬂ(x’x)v Eﬂ(a;,y)) = Eﬂ(@(x,ﬁﬂ(z,y)), @(a:, Bﬂ('%ZU))) = Eﬂ(a;,x)

z = R(z,B(z,y)) = BX(z, 2),M(z, y)) = R(B(z, ¥(z,y)), Bz, ¥(z,y))) = Kz, z).

TEORIA ALGEBR BOOLE’A: DRUGA AKSJIOMATYKA.
Jezyk teorii algebr Boole’a jest jezykiem KRP z identycznoScia oraz:
e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym H, nazywajacym kres gérny (swo-
ich argumentéw);

e symbolem funkcyjnym dwuargumentowym X, nazywajacym kres dolny (swo-
ich argumentéw);

e symbolem funkcyjnym jednoargumentowym H, nazywajacym dopetnienie
(swojego argumentu);

e stalg indywiduowgq V, nazywajaca jedynke (element najwigckszy) algebry;

e stalg indywiduowa A, nazywajaca zero (element najmniejszy) algebry.

AKSJOMATY:

Aksjomaty identycznosci dla symboli H, X, H, V oraz A:
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Uwaga. Naprawde potrzebne sa tylko dwa pierwsze z tych aksjomatéw. Pozostate
mozna wyprowadzié z innych aksjomatéw teorii algebr Boole’a.

Aksjomaty specyficzne teorii algebr Boole’a:

Bi:
B2:
B3:
Bj3:
BS:
BS:

Bg:

B3

:VaVyVz

Va (B(z, A) = x)

Ve (R(z, V) = )

vz (B(z,8(z)) = V)

vz (M(z,B(z)) =4)
Vavy (B(z,y) = B(y, z))
Vavy (R(z,y) = Ry, z))

B(z, My, 2)) = W(B(z,y),B(, 2)))

<C
8
<C
<
<C
)

&(l‘, EE(y> Z)) = Hﬂ(&(.ﬂ:‘, y): &(1‘7 Z)))

DEFINICJA ALGEBR BOOLE’ A PRZEZ CZESCIOWE PORZADKI.

Niech U begdzie dowolnym zbiorem uporzadkowanym czg$ciowo przez relacje
<. Przypominamy, ze dla dowolnego zbioru A C U:

element a € A nazywamy elementem maksymalnym w A, jesli zachodzi
implikacja:

Ve ((r €ahx<a)—=x=a)

element a € A nazywamy elementem minimalnym w A, jesli zachodzi im-
plikacja:

Ve ((zx€aNa<z)—z=a);

element a € A nazywamy elementem najwigkszym w A, je§li x < a dla
wszystkich z € A;

element a € A nazywamy elementem najmniejszym w A, jesli a < z dla
wszystkich z € A;

element a € U jest kresem gornym zbioru A, jesli x < a dla wszystkich
T € A;
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e clement a € U jest kresem dolnym zbioru A, jesli a < = dla wszystkich
z € A;

e clement a € U jest najmniejszym kresem gornym zbioru A, jesli a jest ele-
mentem najmniejszym zbioru wszystkich kreséw gérnych zbioru A;

e clement a € U jest najwigkszym kresem dolnym zbioru A, jesli a jest ele-
mentem najwigkszym zbioru wszystkich kreséw dolnych zbioru A.

Moéwimy, ze (U, <) jest kratq, jesli dla dowolnych elementéw z,y € U ist-
nieja: najmniejszy kres gérny oraz najwigkszy kres dolny zbioru {z, y}. Poniewaz
elementy te sa wyznaczone jednoznacznie, wigc mozemy przyjaé oznaczenia:

o X(z,y) — dla najwigkszego kresu dolnego zbioru {z, y};

e HH(x,y) — dla najmniejszego kresu gérnego zbioru {x, y}.

Krata (U, <) jest dystrybutywna, jesli dla dowolnych x,y,z € U zachodza
warunki:

o V¥V B (2, K(y, ) = R(B(z,y), Bz, 2))

o Va¥y¥: B (2,B(y,2) = BE(z,y), Kz, 2)).

Krate dystrybutywna (U, <) nazywamy algebrq Boole’a, jesli dla dowolnego
elementu = € U istnieje jego dopetnienie, tj. element H(x) spetniajacy warunki:

o Vavy B (M(z,B(x)),y) =y

e Vavy X (H(z,B(2)),y) = y.

Z kazdego z podanych wyzej uktadéw aksjomatéw dla teorii algebr Boole’a
mozna wywie$¢ wszystkie warunki charakteryzujace algebry Boole’a jako okre-
Slone przed chwilg struktury uporzadkowane, a takze na odwrét: z charakterystyki

porzadkowej algebr Boole’a mozna wyprowadzi¢ kazda z omawianych wcze$niej
aksjomatyk.

Uwaga o standardowej notacji. Dla operacji w algebrach Boole’a uzywa si¢ zwy-
kle standardowych oznaczen:
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e U — dla kresu gérnego (takze: V);
e N — dla kresu dolnego (takze: A);

e — — dla operacji dopeienia (takze: ).

Powyzej celowo nie uzywaliSmy standardowej notacji. Niech bedzie prostym
¢wiczeniem dla Czytelniczek zapisanie podanych aksjomatyk teorii algebr Boole’a
w notacjach standardowych. Wykonanie tego é¢wiczenia nagrodzone zostanie ilu-
minacja: stwierdzisz, ze przeciez gdzie$ juz to widziatas!

Przyklady algebr Boole’a.

o Wszystkie podzbiory dowolnego zbioru U wraz z operacjami teoriomnogo-
Sciowymi: sumy (kres gérny), iloczynu (kres dolny), dopetnienia (do U),
zbiorem U jako jedynka oraz zbiorem pustym () jako zerem tworzg algebre
Boole’a.

e Algebra wartosci logicznych. Tabliczki prawdziwosciowe funktoréw odpo-
wiadajacych spdjnikom zdaniowym pokazuja, ze w zbiorze wartosci logicz-
nych {0, 1} mozna wprowadzi¢ strukturg algebry Boole’a. Zerem tej algebry
jest 0, jej jedynka jest 1. Kres dolny odpowiada koniunkcji, kres gérny alter-
natywie (nieroztacznej), a operacja dopelnienia odpowiada negacji.

e Algebra zdarzen. Przestrzeri zdarzer jest algebra Boole’a. Jest to, rzecz ja-
sna, szczeg6lny przypadek pierwszego z rozwazanych przyktadéw. Zdarze-
nia sa zbiorami (zdarzen elementarnych), a koniunkcji i alternatywie zdarzen
odpowiadaja operacje teoriomnogoSciowe na zbiorach zdarzei elementar-
nych; zdarzeniu przeciwnemu do danego zdarzenia odpowiada dopetnienie
teoriomnogosciowe tego zdarzenia.

e Kraty pojeé. Ten przyktad wykorzystuje kilka pojeé algebraicznych, kt6-
rych tu nie objasniamy. Jest on przeznaczony dla tych czytelniczek, ktére sa
juz trochg oswojone z algebra, lub tez takich, ktére — zzerane zdrowa am-
bicja — zechca odnaleZ¢ owe pojecia w jakim$ podreczniku. Dodajmy, ze
algebry z tego przyktadu maja ciekawe zastosowania, takze lingwistyczne
— np. w opisie zaleznosci semantycznych w leksykonie.

Kontekstem nazwiemy dowolny uktad postaci (G, M, I), gdzie G (0gét rozwa-
zanych obiektéw) i M (ogét rozwazanych cech) sa zbiorami, a I relacjg o dziedzi-
nie G oraz przeciwdziedzinie M. Wyrazenie g/ m czytajmy: obiekt g ma cechg m.
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Mozna czyni¢ dalsze zatozenia o tego typu uktadach; w tym miejscu przywotywa-
nie ich jest nieistotne. Zdefiniujmy dwa operatory na rodzinach zbioréw obiektéw
i cech:

>(A)={meM : (Vg)[g € A— gIm]}
A(B)={9g€G : (Vm)[m e B — gIm]}
Para (I>, <) jest odpowiednioscia Galois. Dla dowolnego kontekstu (G, M, I)
nazwiemy pojeciem formalnym tego kontekstu kazda pare (A, B) taka, ze:
ACG, BC M, >(A) =B, <(B)=A.

Ekstensja pojecia formalnego (A, B) jest A, jego intensjq jest B. Rodzing
wszystkich poje¢ formalnych kontekstu (G, M, I) oznaczmy przez B(G, M, I).
Rodzina ta jest czg§ciowo uporzadkowana przez relacje <:

(A1, B1) < (Ag, By) wtedy i tylko wtedy, gdy A1 C A (co jest rtownowazne
temu, ze By C B).

Podstawowe dla rozwazanej problematyki twierdzenie wystowi¢ mozna naste-
pujaco (zob. Bernhard Ganter, Rudolf Wille Formal Concept Analysis. Mathema-
tical Foundations. Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1999, str. 20;
upraszczam nieco notacjg; wszystkie potrzebne do zrozumienia twierdzenia poje-
cia znalez¢ mozna w dowolnym solidnym podrgczniku teorii krat; stosujemy tez
standardowe niedoméwienia algebraiczne):

Twierdzenie.

Krata pojeé B(G, M, I) jest krata zupetna, w ktdrej kresy zdefiniowane sa
réwnosciami:

A (Ai, B)) = () A, >(<(U Bi)))

teT teT teT
V (Ar, B) = (2(>(U Ar)), N By).
teT teT tel

Krata zupetna V' jest izomorficzna z B(G, M, I) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja odwzorowania~y : G — V oraz u : M — V takie, ze () jest supremum-
gesty w V, u(M) jest infimum-gesty w V' oraz gI'm jest rtGwnowazne z yg < pm
dla wszystkich g € G i wszystkich m € M. W szczegblnosci, V = B(V, V, ).
Mamy tu oczywiscie: V' = (V, <).

Jak pisze jeden z autor6w znanego Pafistwu Wstegpu do jezykoznawstwa na stro-
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nie 14, teoria algebr Boole’a jest powszechnie znana. Mam jednak nadzieje, ze
przypomnieniem tych kilku pojgé nikogo nie urazitem.

16.4.2. Jezyk KRP a jezyki etniczne

Czy ,,przektady” z jezyka KRP na jezyki etniczne (i na odwrot) sa mozliwe? A jesli
niemozliwe sa wierne, ,,globalne” przektady, to jaka czgs¢ jezyka etnicznego ma
swdj przektad na jezyk KRP? Ponizej ograniczymy si¢ tylko do bardzo ogdélnych
uwag dotyczacych zaleznosci migdzy jezykiem KRP a jezykami etnicznymi. Beda
to przy tym uwagi raczej dogmatyczne. Wigcej na ten temat: np. w wykladzie SE-
MIOTYKA LOGICZNA przewidzianym w programie studiow JEZYKOZNAWSTWA
I NAUK O INFORMACII na roku czwartym.

Jezyki etniczne sa uniwersalnymi systemami semiotycznymi. Wszystko, co
daje si¢ wyrazié, jest wyrazalne w jezykach etnicznych. Pomijajac niuanse gra-
matyczne oraz zasoby stownikowe (ktére zawsze mozna uzupetniac), wszystkie
jezyki etniczne sg zasadniczo rownowazne, jesli chodzi o tresci w nich wyrazalne.

Jezyk Klasycznego Rachunku Zdan jest tworem o wiele mtodszym niz po-
szczegdlne jezyki etniczne — liczy sobie zaledwie dwa i p6t tysiaca lat. Z kolei,
jezyk Klasycznego Rachunku Predykatéw liczy sobie niewiele wigcej niz sto lat.
Inspiracje do zbudowania jezyka KRP byly po czgsci logiczne, po czgsSci matema-
tyczne.

Jezyk KRP nadaje si¢ do ,,méwienia” o bardzo szerokiej klasie struktur: o ukta-
dach ztozonych z dowolnego zbioru przedmiotéw oraz okreslonych migdzy tymi
przedmiotami relacjach. Dla wigkszoSci zastosowan, jezyk KRP (a wigc takze jego
dobrze okreslona semantyka) jest catkowicie wystarczajacy. W szczegdlnosci, po-
niewaz w jezyku tym sformutowaé mozna teori¢ mnogosci (ktéra stanowi pod-
stawe dla catej matematyki), znakomita wigkszos$¢ rozwazain matematycznych jest
wyrazalna w (stosownych fragmentach) jezyka KRP.

Czasami podkresdla si¢ fakt, ze formalizacja klasycznego pojecia prawdy (po-
dana przez Tarskiego, w terminach relacji spetniania oméwionej wyzej) nie jest
adekwatna np. dla zdan z r6znego rodzaju modalnos$ciami (aletycznymi, deontycz-
nymi, epistemicznymi, itd.). Tak oczywiscie jest, nalezy jednak zwréci¢ uwagg, ze
dla kazdej z odpowiednich logik nieklasycznych (np. modalnych) formutuje si¢ do-
brze okreslone pojgcie spetniania i prawdy. Przy tym, w metajezyku opisu korzysta
si¢ z teorii mnogosci, a wigc takze z KRP. Podobne uwagi mozna sformutowac pod
adresem innych logik: np. wielowarto§ciowych, temporalnych, itd.
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Zwraca si¢ rOwniez uwage, ze wiele fenomenéw jezykow etnicznych (np. oka-
zjonalno$¢, wyrazenia abstrakcyjne wymagajace kwantyfikacji wyzszych rzgdéw,
elipsa, metafory, idiomy, presupozycje, implikatury, performatywy, konstrukcje in-
tensjonalne w ogdlnosci, akty mowy, mowa zalezna, itd.) wymyka si¢ opisowi
z bezposrednim zastosowaniem semantyki KRP. Takze w tych przypadkach, sto-
sowne ujecia metalogiczne korzystaja jednak, w ostatecznym rozrachunku, z teorii
mnogosci oraz KRP.

Wreszcie, podkresla si¢ zasadnicza réznicg migdzy jezykami etnicznymi a jeg-
zykami sztucznymi: w jezykach etnicznych nie wystgpuja w sposéb wyrazny zmienne
(zdaniowe lub nazwowe). Ten fakt jednak nie przesadza, iz przektady z jezykow
etnicznych na jezyki sztuczne (i na odwrdét), zachowujace wlasnosci znaczeniowe,
sgq niemozliwe. W istocie, istnieje wiele rozbudowanych systeméw formalnych, w
ktérych takie przektady si¢ proponuje.

Czyzby wigc, mimo wszystkich tych (i ewentualnie dalszych) zastrzezen, ist-
nienie globalnego ,przektadu” wszelkich wyrazenn dowolnego jezyka etnicznego
na jezyk KRP, z zachowaniem wszystkich wlasno$ci semantycznych, bylo przesa-
dzone? Sadzimy, ze nie. Tylko wybrane rodzaje wyrazen (zdan) jezykow etnicz-
nych mozna ,,rozumnie” przektada¢ na jezyk KRP. Aby taki przeklad byt sen-
sowny, musza by¢ spelnione, m.in. nastgpujace warunki:

e rozwazane wyrazenia musza mie¢ porzadnie okreSlone kategorie syntak-
tyczne (odpowiadajace predykatom, nazwom, funktorom réznych rodzajéw);

e trzeba si¢ ograniczy¢ jedynie do funkcji informacyjnej (deskryptywnej) wy-
razen, pomijajac (pierwszorzedowe w przypadku jezykéw etnicznych) funk-
cje pragmatyczne, np. funkcje perswazyjnaq;

e nalezy si¢ ograniczy¢ do wyrazen, a nie wypowiedzi, w przypadku tych dru-
gich istotna rolg odgrywaja ich konteksty, a to zmusza do wykroczenia poza
klasyczne (w terminach relacji spetniania dla KRP) rozumienie prawdziwo-
$ci.

,Przektady” w druga strong (tj. z jezyka KRP na jezyki etniczne) sa oczywiscie
o wiele tatwiejsze. Jednak rowniez w tym przypadku napotykamy na pewne trud-
nosci (,,przektady” pewnych kontrukcji logicznych Zle ,,wsp6izyja” gramatycznie,
jesli uzy¢ tej niejasnej metafory).

Tak wigc, dla przyktadu, nie sprawia najmniejszych trudnosci dokonanie ,,prze-
ktadu” z jezyka polskiego na jezyk KRP zdan ponizszej postaci, w ktérych jest
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jasne, co przetozy si¢ na predykat, co na nazwe, z jakimi rodzajami kwantyfikacji
mamy do czynienia, itd.:

Jan zdradzit Klaudig¢ z Cecylia.

e 7 Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Ja-
ponii.

Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja mysle o mnie.

Kto $pi, nie grzeszy.

Podobnie, nietrudno znalez¢ réznice znaczeniowe w podanych nizej parach
wyrazen:

1. | Umart i dostat jakiS order. Dostat jakis order i umart.

2. | Umart bo dostat jaki$ order. Dostat jaki$ order bo umart.

3. | Umart wigc dostat jakis order. Dostat jakis$ order wigc umart.

4. | Umart chociaz dostat jakis$ order. Dostat jaki$ order chociaz umart.

5. | Umart gdy dostat jaki$ order. Dostat jakis$ order gdy umart.

6. | Umart mimo ze dostat jakis order. Dostat jaki$ order mimo ze umart.

7. | Nie dos¢, ze umart, to dostat jakis order. | Nie dos¢, ze dostat jakis order, to umart.

Drobnym problemem moze okazaé si¢ oddanie tych réznic znaczeniowych w
,przektadach” tych wyrazefi na jezyk KRP.

Nie poswigcamy w tych wyktadach specjalnej uwagi problemom znajdowania
tego rodzaju przektadéw z powodow, ktére zostaty juz przedstawione w semestrze
zimowym: skoro otrzymatas Swiadectwo Dojrzatosci, to nalezy przypuszczaé, ze
sprawnie postugujesz si¢ jezykiem polskim, w Czytaniu ze Zrozumieniem, analizie
sktadniowej wypowiedzi, itd. Kto jednak taknie tego typu ¢wiczen, znajdzie je w
wielu powszechnie dostgpnych podrgcznikach i zbiorach zadaf.

Pozwolmy sobie, dla relaksu, przywotaé w tym miejscu gar§¢ wyrazen o wy-
mowie (W naszym mniemaniu) zabawnej. Komizm jest tu wynikiem réznorakich
czynnikéw, np.: bledéw skladniowych i semantycznych, elipsy, wieloznacznosci,
réznego rodzaju implikaturom, itd. Mozna, dla rozrywki, probowac znalez¢ ,,prze-
ktady” podanych wyrazefi na jezyk KRP.
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Uwaga zotnierze! Zbioérka przed kosciolem — za koSciotem, po koSciele —
przed koSciotem.

Nad rzeka dziewczg doito krowe, a w wodzie odbijato si¢ odwrotnie.
Jan zakopat skarb razem z teSciowa.

Mimo staran lekarzy pacjent wyzdrowial.

Po wielu staraniach lekarzy pacjent zmart.

Popieramy program partii (tu wPiSz nazweg partii), oparty na przeSwiadcze-
niu o wilasnej stusznosci.

Cata wspoélnota dzigkuje chérowi parafialnemu, ktéry na okres wakacji za-
przestal swojej dziatalnosci.

Wies byta samowystarczalna: kobiety dostarczaty mleka, migsa i skor.
Zachowanie dzieci dalece odbiega od rzeczywistoSci.

Temperatura w kraju zalezy od termometru.

Chory wigzieni nie dos¢, ze nie byt leczony, musiat jeszcze niekiedy umierad.
Nie chce, ale musze.

Mam swoje zdanie w tej sprawie, ale si¢ z nim nie zgadzam.

Kara Smierci ma charakter nieodwracalny.

Na mordy caréw panstwa Europy patrzyly ztym okiem.

W XVI wieku uprawiano wiele ro§lin, ktérych jeszcze nie znano.

Dzigki seppuku Japoriczycy mogli pokazaé swoje prawdziwe wnetrze.

Emilia Plater byta putkownikiem o kobiecych piersiach widocznych spod
munduru.

Wietrzenie skat jest pojeciem czysto teoretycznym, bo wszystkie dawno wy-
wietrzaty.

Meduza zyje w jelicie grubym cziowieka, wigc jest pozytecznym szkodni-
kiem.

Beethoven byt gluchy, ale przynajmniej widziat co komponowat.
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Jontek na swoim zegarze w chatupie znalazt wskazéwki do zycia.
Harfa jest podobna do tabgdzia, tylko gorzej ptywa.

Jesli podzielimy graniastostup wzdluz przekatnej podstawy, to otrzymamy
dwie trumny.

Prostokat rézni si¢ od kwadratu tym, ze raz jest wyzszy a raz Szerszy.
Przez uderzenia pedzlem malarz uzyskuje smutek na twarzy modelki.

Gdyby stopniaty lodowce, to Wielka Brytania bytaby cata zalana, a Polska
chyba tez, ale kilka dni pdZnie;.

Po bitwie na polu grunwaldzkim zostato wigcej trupdw niz przyszto.
Polana jest to forma lasu bez lasu.

Janko Muzykant ledwie zipat, ale zipat.

Stowacki na swoim pogrzebie widziat tylko garstke najblizszych przyjaciét.

Po ogtoszeniu 10 przykazafh Mojzesz uznat je za niezyciowe i rzucit w prze-
pasé.

Kaj i Gerda nie byli ani siostra ani bratem, tylko rodzenstwem.

W puszczy zyje duzo drapieznikéw, ktére moga cztowieka pozrec, zadusic i
zostawic.

Catymi dniami pit po nocach.

Na skutek zatoby swojej matki, Iwona urodzita si¢ w pig¢ lat po §mierci ojca.
Andromaka byta wdowa, jakiej wielu m¢zéw mogto sobie zyczy¢.

We wsi panowata ciemnota a takze wojt.

Autor w tym wierszu ukazuje nam swoje wngtrze i mowi, ze jest mu niedo-
brze.

Wiatr wiat tak silny, ze powywracal dzwony na lewa strong.
Spréchniaty zab czasu dotknat go swoim palcem.
Ludzie pierwotni, gdy chcieli rozpali¢ ogien musieli pociera¢ krzemieniem

o krzemien, a pod spéd podktadali stare gazety.
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Bogurodzica $piewana byla czgsto na rozpoczecie bitwy pod Grunwaldem.

Doprowadzimy do tego, ze kazdy w tym kraju bedzie zarabial wigcej od
Sredniej krajowe;j.

,,Ruchu nie ma” — rzekl Parmenides i odszedt.

Nie znat zupelnie niczego.

W moim zestawie poje¢é nie ma pojecia grzechu, a wigc nie moge grzeszy¢.
Przypuszczam, ze sto lat temu nie bylo mnie (jeszcze/juz) na Swiecie.
Beata jest wierna wszystkim swoim narzeczonym.

Nie ulegaj przesadom, bo to przynosi pecha.

Kazdy rzekomy przestgpca jest przestgpca.

Oskarzenie ministra okazato si¢ bezpodstawne.

Bedzie tak dobrze, ze gorzej juz nie bedzie.

Wszyscy nie zaptacili.

Doprowadzimy do tego, ze kazdy w tym kraju bedzie robit to, na co ma
ochotg. A jesli nie, to go do tego zmusimy.

Kobiety i m¢zczyZni maja takie same prawa przy podejmowaniu i rozwiazy-
waniu umowy o prace.

Wyjatek potwierdza regute.
Dzigki swemu kalectwu nie moze biedak dostaé pracy.
Z okazji Smierci m¢za Slemy wyrazy glebokiego wspoéiczucia.

W zwiazku ze Smiercia mojej matki prosz¢ o wyplacenie mi ekwiwalentu
pienigznego.

Maltzenistwo to zalegalizowana prostytucja.
Wolny jest ten, kto nie siedzi w wigzieniu.

Kapitat to ta czg¢$¢ bogactwa, ktéra po§wigca sig, by pomnozy¢ swe bogac-
two.
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Maz stanu to polityk niezyjacy od pigtnastu lat.

Demokracja to ustréj, w ktérym mozesz méwic to co myslisz, nawet wtedy,
kiedy nie mys§lisz.

Sprawiedliwe jest to, co lezy w interesie silniejszego.
Potrafi¢ si¢ oprze¢ wszystkiemu, z wyjatkiem pokusy.
Nietoperze sa ssakami, bo nie maja pior. :)

Zalozg sig, ze nie ma si¢ o co zaktadac.

Jedli zalegalizujemy eutanazjg, to rozwiazemy problem braku pienigdzy na
emerytury.

Jesli zalegalizujemy aborcje, to rozwiazemy problem przeludnienia.
Lepsze jutro bylo wczoraj.
W teorii nie ma réznicy migdzy teoria a praktyka. W praktyce jest.

,Nie strzelajcie, towarzysze” — powiedzial Majakowski na chwilg przed
swoim urzedowo stwierdzonym samobdjstwem.

,»Nie ma regulty bez wyjatkéw” jest reguta bez wyjatkow.
Raz ladacznica, zawsze ladacznica.

Kiedy kto§ méwi, ze chodzi o zasady, a nie o pieniadze, to wiadomo,ze cho-
dzi o pieniadze.

Uczciwy polityk to ten, ktéry, gdy raz zostat kupiony, pozostaje takim na
zawsze.

Ekonomista to ekspert, ktéry bedzie wiedziat jutro, dlaczego rzeczy, ktére
przepowiedzial wczoraj, nie sprawdzity si¢ dzisiaj.

Zamiast wiary w pieniadze, inwestuj w wiarg.

W kapitalizmie cztowiek wykorzystuje czlowieka. W komunizmie odwrot-
nie.

Odda¢ zycie za przekonania teologiczne jest najgorszym uzytkiem, jakie
cztowiek moze z zycia uczynié.

Pieniadze ma si¢ po to, aby ich nie mie¢.
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W piekle diabet jest postacia pozytywna.

Wiem, skad legenda o bogactwie zydowskim. Zydzi ptaca za wszystko.
Pieniadze utatwiaja znoszenie ubdstwa.

Polityka to bezkrwawa wojna, a wojna to polityka i rozlew krwi.

W wolnym kraju kazdy moze wygtasza¢ wtasne zdanie i nikt nie musi tego
stuchad.

Istnieje cenzor, ktéry cenzoruje teksty doktadnie tych autoréw, ktérzy nie
stosuja autocenzury.

Hegel. Cztowiek uczy si¢ z historii, ze cztowiek niczego nie uczy si¢ z hi-
storil.

Kamien. Istota wszechmogaca moze stworzy¢ kamien, ktérego nie moze
podnies¢.

Teodycea. Istnienie zta na Swiecie jest w zgodzie z mitosierdziem bozym.

Hempel. Obserwowanie zo6ttych liSci dostarcza konfirmacji, ze wszystkie
kruki sa czarne.

Berry. Najmniejsza liczba naturalna niedefiniowalna przez mniej niz 30 stéw
jest definiowalna przez mniej niz 30 stéw.

Achilles. Jesli Z6tw znajduje sie w odlegtosci np. 1m od Achillesa, to Achil-
les nigdy go nie dogoni.

Moment $Smierci. Jesli zyjemy, to Smierci nie ma. Jesli nie zyjemy, to nie
ma zycia. Moment Smierci nie moze naleze¢ ani do zycia, ani do $Smierci.

Moore. ,,Bytem wczoraj w koSciele, ale w to nie wierze.”
Quine. Jesli to zdanie jest prawdziwe, to Pingwiny rzadza Swiatem.

Tezeusz. Jesli kazdy element Statku zostal co najmniej raz zastapiony no-
wym, to czy mamy do czynienia wciaz z tym samym Statkiem?

Ograniczenia kontroli. Nigdy nie mozemy by¢ pozbawieni kontroli, bo-
wiem niepodleganie czyjejkolwiek kontroli oznacza samokontrolg.

Rzymskie. Dla zachowania pokoju przygotowuj si¢ do wojny.
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o Nihilizm. Jesli prawda nie istnieje, to stwierdzenie ,,Prawda nie istnieje” jest
prawda.

e Wszechmoc. Co si¢ stanie, gdy pocisk, ktéry przebija wszystko trafi w tar-
czg, ktdrej nic nie moze przebic?

e Piosenka ontologiczna. ,,To, co si¢ dzieje, naprawdg nie istnieje, wigc nie
warto mieC niczego, tylko karmi¢ zmysty.”

e Niemozliwa odpowiedz. Spisz? Tak.

e Stopnie nicosci. A im bardziej Puchatek zagladat do Srodka, tym bardziej
Prosiaczka tam nie byto.

e Sceptycyzm. Nic nie jest poznawalne.

e Solipsyzm. Jestem solipsysta i dziwi mnie to, Ze inni nie sa.
e Piotr glosi tolerancj¢ dla nietolerancji.

e Piotr glosi nietolerancj¢ dla tolerancji.

e Piotr glosi nietolerancje¢ dla nietolerancji.

e Panie doktorze, cierpige na chroniczne niezdecydowanie, ale pewna tego nie
Jjestem.

e Co ma zrobi¢ ateistka, poproszona o odméwienie modlitwy? Odmoéwic i nie
odmoéwié, czy tez nie odmowié i odméwié?

e Powoli zaczynamy si¢ spieszyc.

17. Cwiczenia

Teraz to, co lubicie najbardziej, czyli zadania do samodzielnego rozwiazania. Wszyst-
kie zaopatrzone zostaty w odpowiedzi.
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17.1. Jezyk KRP

17.1.1. Podaj zmienne wolne i zwigzane formut:

e (a)Vz (P(z,y) = Jy (Q(z) A R(z,y)))
e (b)dz (P(x) AVz (Q(z) — R(z,2)))
e (¢c)Jz (P(z) ANVx (Q(z) — R(z,v))).

17.1.2. Czy term ¢ jest podstawialny za zmienng x w formule «, gdzie:

e (a) t jest postaci f(x), a « jest formula Vy3z (P(y,z) — Q(x)); x jest
jedyna zmienna w termie ¢;

e (b) t jest postaci g(z,y), a « jest formuta VyVz (P(z,y) — Q(2)); ziy sa
jedynymi zmiennymi w termie ;

e (c) t jest postaci f(a), a a jest formuta Yy (P(z) V Q(y)); t jest termem
bazowym.

17.1.3. Podaj wartos¢ S(t, z,t') dla:

e (a)t postaci f(a) oraz t' postaci g(z, f(x));
e (b) t postaci f(x, f(x,x)) oraz t’ postaci g(z, g(z,y));

e (c) t postaci f(z) oraz t’ postaci g(a, a); g(a, a) jest termem bazowym.
17.1.4. Podaj wartos$¢ S(t, x, o) dla:

e (a) t postaci y oraz « postaci Va3z (P(z) — Q(z, 2));
e (b) t postaci f(x,y) oraz « postaci Vx3z (P(x) — Q(x, 2));

e (c) t postaci g(x, f(y)) oraz a postaci P(z) — Q(f(x), g(z,)).
17.1.5. Opisz zbidér wszystkich termow:

e (a) utworzonych z jednej zmiennej x oraz jednego symbolu funkcyjnego jed-
noargumentowego f;
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e (b) utworzonych z jednej zmiennej x oraz jednego symbolu funkcyjnego
dwuargumentowego g;

e (c) utworzonych z jednej zmiennej x, jednego termu bazowego t oraz jed-
nego symbolu funkcyjnego dwuargumentowego g.

17.1.6. Ktére z podanych nizej formut sa zdaniami jezyka KRP:

e (a)Vryvz (P(z,y,2) = Q(z,z,x))
e (b)Jz (P(z) vV Q(y)) AVavy (P(z) — Q(y)))
o () Vady (P(f(y),z) A Q(x, f(y)))-

17.2. Relacja spelniania

17.2.1. Niech 991 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacj¢ mniejszosci <. Niech < bedzie
predykatem denotujacym relacje <. Niech w = (1, 1, .. .) bedzie wartoSciowaniem
zmiennych w uniwersum 9t o stalej wartosci 1. Czy wartoSciowanie w spelnia
formute o w strukturze 901, dla:

e (a) apostaci dxr; (x1 < x2) V dzg (21 < X2

( ) (

e (b) a postaci Vz; (561 < :132) V Vo (xl < X2

e (c) apostaci Iz (x1 < x2) A Jzg (1 < T2
( ) (

)
)
)
e (d) a postaci Vx; (21 < x2) AVaa (x1 < $2).
17.2.2. Niech 901 bedzie struktura o uniwersum zlozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje mniejszosci <. Niech < bedzie
predykatem denotujacym relacj¢ <. Jakie wartoSciowania spelniaja formute o w
strukturze 9, dla:

e (a) apostaci Vr (x1 < 22 V x2 < 1)

e (b) a postaci Va1 (z1 < w2 A xg < 21)

e (¢) apostaci Vry (x1 < x2) = Vg (x1 < x2).

92



17.2.3. Niech 9t bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacj¢ mniejszosci <. Niech < bedzie
predykatem denotujacym relacje <. Czy formuta « jest prawdziwa w strukturze
oM, dla:

e (a) a postaci VzVy3z (z < 2 Az < y)

e (b) a postaci v postaci VaVy3z (z < x Az < y)

e (c) a postaci « postaci VaVy3z (z < z Ay < 2).

Niech teraz 91 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacje niewigkszosci <. Niech < be-
dzie predykatem denotujacym relacje <. Ktére z powyzszych formul sa wtedy
prawdziwe w strukturze 971?

17.2.4. Niech 91 bedzie struktura o uniwersum ztozonym ze zbioru wszystkich
liczb naturalnych, z operacjami: dodawania 4, mnozenia - i nastepnika ,,+1” oraz
relacja mniejszosci < i relacja identycznosci = oraz zerem 0 jako elementem wy-
réznionym w uniwersum, zdefiniowanymi w zwykty sposéb. Niech:

e @ denotuje operacj¢ dodawania

® denotuje operacj¢ mnozenia

S denotuje operacjg¢ nastgpnika

< denotuje relacje mniejszoSci

= denotuje relacj¢ identycznosci

(O denotuje liczbg 0.

A) Zapisaé w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuty, wyrazajace naste-
pujace pojecia:

e (a) x jest podzielna bez reszty przez y
o (b) x jest liczba pierwsza

e (¢) x iy sa wzglednie pierwsze
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e (d) x jest sumg dwo6ch kwadratéw

o (e) x jest wigksza od kazdego podzielnika y

e (f) x nie jest nastgpnikiem zadnego podzielnika y

o (g) x jest liczba parzysta

e (h) x jest najwigkszym wspdlnym podzielnikiem y oraz z

e (i) = jest najmniejsza wspdlna wielokrotnoscia y oraz z.

B) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastgpujace zdania i zasta-
nowi¢ sig, ktore z nich sg zdaniami prawdziwymi w strukturze 1:

o (a) Istnieje najwigksza liczba pierwsza.

e (b) Istnieje bardzo duzo liczb pierwszych.

e (c) Kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw liczb naturalnych.

e (d) Najmniejsza wspolna wielokrotno§¢ dwdch liczb jest mniejsza od ich
najwigkszego wspdlnego podzielnika.

e (e) Istnieja doktadnie dwie rézne liczby, dla ktérych zachodzi: 322 4-2x+1 =
0.

e (f) Dodawanie jest rozdzielne wzglegdem mnozenia.

e (g) Kazda liczba parzysta jest suma dwdch liczb pierwszych.

17.2.5. Niech £ bedzie nieskoficzonym zbiorem L czeSciowo uporzadkowanym
przez relacje C. Oznacza to, ze relacja C jest w zbiorze L zwrotna, przechodnia
oraz antysymetryczna. Niech relacja C bedzie zdefiniowana warunkiem: z C y
wtedy i tylko wtedy, gdy * C y oraz nieprawda, ze y = x. Niech predykat =
denotuje relacj¢ identycznosci =. Niech predykat < denotuje relacje C, a predykat
< relacje C.

A) Zapisaé w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze formuty, wyrazajace naste-
pujace pojecia:

e (a) x jest elementem C-minimalnym (nie istnieje element y rézny od x taki,
ze x jest nastgpnikiem, a y poprzednikiem w relacji C)
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e (b) x jest elementem C-maksymalnym (nie istnieje element y rézny od x
taki, Ze y jest nastgpnikiem, a = poprzednikiem w relacji C)

e (c) x jest elementem C-najmniejszym (z jest poprzednikiem w relacji T
wzgledem kazdego y)

e (d) x jestelementem C-najwigkszym (x jest nastgpnikiem w relacji C wzgle-
dem kazdego y)

e (e) z nie jest C-nastgpnikiem y oraz nie jest C-poprzednikiem z.
B) Zapisa¢ w jezyku KRP o powyzszej sygnaturze nastgpujace zdania i zasta-
nowi¢ sig, ktore z nich sg zdaniami prawdziwymi w strukturze £:

e (a) Porzadek C jest liniowy (ma dodatkowo wiasnosé sp6jnosci).

e (b) Porzadek [ jest gesty (istnieja co najmniej dwa elementy pozostajace w
relacji C oraz migdzy kazdymi dwoma elementami pozostajacymi w relacji
C istnieje element [-posredni).

e (c) Porzadek [ jest dyskretny (kazdy element, ktéry ma C-poprzednik (C-
nastepnik), ma takze bezposredni C-poprzednik (bezposredni C-nastgpnik)).

e (d) Porzadek [ nie jest ani gesty, ani dyskretny.

o (e) Istnieja elementy C-nieporéwnywalne.

o (f) Kazde dwa elementy maja wspdlny C-poprzednik.

e (g) Kazde dwa elementy maja wspdélny C-nastepnik.

e (h) Istnieja elementy C-nieporéwnywalne.

e (i) Kazde dwa elementy maja wspdlny -poprzednik.

e (j) Kazde dwa elementy maja wspdlny [_-nastgpnik.

Niech teraz £ bedzie rodzina wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb

naturalnych, relacja C bedzie inkluzja, a  inkluzja wiasciwa. Ktére z powyzszych
zdan sa wtedy prawdziwe w £?
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17.3. Tautologie KRP

17.3.1. Wykaz, ze nie sa tautologiami KRP:

e (a) (Vx P(z) = Vz Q(x)) = Vz (P(z) — Q(x))
e (b) (Fz P(x) Az Q(x)) — Jx (P(x) A Q(x))

e (¢)Vzdy P(y,z) — JyVz P(y,x).

17.3.2. Wykaz, ze sa tautologiami KRP:

e () dx (o« = f) = (Vx a— 3z )
e (b) (aVVz f) = Vz (aV ), oile x nie jest zmienng wolng w «.

e (0)Vx (a« = =f) = Va (8 — —a).

17.3.3. Udowodnij, ze nastgpujaca formuta jest prawdziwa w kazdej strukturze
skoniczonej, ale nie jest tautologia KRP:

e (a) 3z VxoTdws ((P(x2,x3) — P(x1,23)) — (P(x1,21) = P(22,21)))

17.4. Wynikanie logiczne w KRP
17.4.1. Wykaz, ze ze zbioru X wynika logicznie zbiér Y, dla:

o @X ={Vz(a—p), Vo (B —=7)}hY ={Vz(a—1)}
e b) X ={Vza, Ve },Y ={Vz (a A B), Vz (aV 5)}.

17.4.2. Wykaz, ze ze zbioru X nie wynika logicznie formuta «, dla:

o (a) X = {Vz3dy P(x,y), 3z P(x,x)}, o postaci Vz P(x,z)
e (b) X = {3z P(z), Vx (P(z) V Q(x))}, a postaci Q(x).
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17.5. Teoria mnogosci

Uwaga. Stuchacze tych wyktadéw maja za soba kurs WSTEPU DO MATEMATYKI,
na ktérym omoéwiono rachunek zbioréw i relacji oraz rozwiazano wiele ¢wiczen
dotyczacych tej problematyki. Nie bedziemy wigc tego wszystkiego raz jeszcze
rozpamigtywaé. Ponizej podajemy jedynie kilka typowych éwiczen.

17.5.1. Zapisz w jezyku teorii mnogosci:

e (a) x jest funkcja réznowartoSciowa z y na z.

e (b) Zaden zbiér nie jest réwnoliczny z rodzina wszystkich swoich podzbio-
réw.

e (c) Istnieje zbiodr nieprzeliczalny.

17.5.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastgpujace zdania nie sa prawdziwe o wszel-
kich zbiorach:

o ()VaVyVz ((r€EyAy € z) > x € 2)
o b)VaVyvVz (r e yANy#2) = ¢ 2)

o ()VaVyVz ((x CyAy € z) = a ¢ z).
17.5.3. Pokaz, ze sa prawami rachunku zbioréw:

e QVaVyVz ((x CyAynNz=0)—>zxzNz=0)
e b)VaVy (x=xzNy—z Cy)

e (c) Produkt kartezjanski dowolnej rodziny zbior6w niepustych jest niepusty.

17.5.4. Udowodnij, ze:

e (a) operacje sumy U oraz réznicy — mozna zdefiniowa¢ w terminach opera-
cji: N oraz réznicy symetrycznej +;

e (b) operacji sumy U nie mozna zdefiniowa¢ w terminach operacji iloczynu
M oraz réznicy —.
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17.5.5. Pokaz, ze sa prawami rachunku relacji:

e (a) Niech Ro S oznacza zlozenie relacji Ri S, a R~! niech oznacza konwers
relacji R. Konwers ztozenia relacji R i .5 jest ztozeniem relacji S i R, czyli:
(RoS)t=S5"1oRr™L

e (b) Relacja R w zbiorze X jest jednocze$nie réwnowaznoscia i czgSciowym
porzadkiem wtedy i tylko wtedy, gdy jest relacja identycznosci w X.

e (c) Ztozenie R o SRy relacji rownowaznosci Ry oraz Rs jest relacja row-
nowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy:

Rio Ry = Roo R;.

17.6. Algebry Boole’a
17.6.1. Zapisz w jezyku teorii algebr Boole’a:
e (a) Dopelnienie kresu gérnego elementéw z i y jest rdwne kresowi dolnemu
dopetnieni elementéw x 1 y.

e (b) Zbior I elementow algebry jest jej ideatem, tj.: jest domknigty na opera-
cje kresu gérnego oraz zawiera, wraz z kazdym swoim elementem, wszystkie
elementy od niego mniejsze.

e (c) Zbior F elementéw algebry jest jej filtrem, tj.: jest domknigty na operacje
kresu dolnego oraz zawiera, wraz z kazdym swoim elementem, wszystkie
elementy od niego wigksze.

17.6.2. Podaj przyktady ukazujace, ze nastgpujace zdania nie sa prawdziwe o wszel-
kich algebrach Boole’a:

e (a) Istnieja atomy, tj. elementy minimalne algebry r6zne od jej zera.
o (b) Istnieja koatomy, tj. elementy maksymalne algebry rézne od jej jedynki.

o (c) Porzadek elementéw algebry nie jest liniowy.

17.6.3. Pokaz, ze sa prawami teorii algebr Boole’a (w drugiej aksjomatyce):
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e (a) Kres gérny elementéw x i y jest rowny kresowi gérnemu elementu y oraz
réznicy x i y.

e (b) Dopetnienie kresu dolnego elementéw z 1 y jest rowne kresowi gérnemu
dopetnieni elementéw x 1 y.

17.6.4. Niech F bedzie rodzina wszystkich podzbioréw zbioru nieskoiiczonego X
o skoriczonych dopetnieniach i niech B bedzie algebra Boole’a wszystkich pod-
zbioréw zbioru X ze zwyklymi teoriomnogo$ciowymi operacjami sumy, iloczynu
oraz dopetnienia.

e (a) Czy zbidr F jest filtrem, czy idealem algebry 87?

e (b) Czy algebra *B zawiera jakie§ atomy lub koatomy?

17.7. Jezyk KRP a jezyKki etniczne

17.7.1. Podaj wyrazenie jezyka KRP odpowiadajace strukturze sktadniowej naste-
pujacych zdan jezyka polskiego:
e (a) Sa wstretne prawdy i pigkne falsze.

o (b) Kobiety i mgzczyZni maja réwne prawa przy nawiazywaniu lub rozwia-
zZywaniu umowy o praceg.

e (c) Z Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w
Japonii.

e (d) Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja mys$le o mnie.

e (e) Nikt nigdy nikomu w zadnej sprawie nie ufa.

17.7.2. Odczytaj w jezyku polskim odpowiedniki nastgpujacych formut jezyka
KRP, przy podanej interpretacji:

o (a)Vz ((P(x) A —~Q(z)) = R(x)); P(x) — x wdycha opary rteci, Q(z) —
x kona, rzezac, pocac si¢ i moczac, R(z) — x Swiruje jarzabka.
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e (b)Vx (P(z) = (F2Vy (Q(z,y) — Tz —R(x)))); P(x) — x jest bezro-
botny, Q(x,y) — = jest bogatszy od y, R(z) — x jest odpowiedzialny za
stan gospodarki tego nieszczgsnego kraju.

e (c)VrVaroVasVa, Vs ((M(xl, o, .7}3)/\M(£C4, s, x5)) — dxg (M(.Tl, T, Lo\
M (x5, x2,x6); M(x,y, z) — y lezy migdzy x oraz z, przy czym nie jest wy-
kluczone, iz y jest identyczny z x lub y jest identyczny z z.

17.7.3. Ktére z ponizszych wyrazen sa prawdami logicznymi lub fatszami logicz-
nymi:
e (a) Zaden papiez nie byt kobieta.
e (b) Dawno, dawno temu wszystkie liczby byly wymierne.
o (c) Wspdlzyt z najstarsza mieszkanka naszej wsi, ale mieszkat u jej matki.
e (d) Prawdy wieczne sg odwieczne.

o (e) Elipsy to takie lekko sptaszczone okregi.

Rozwiazania ¢wiczen

17.1. Jezyk KRP
17.1.1.

o (a) Pierwsze z lewej wystapienie y jest wolne w tej formule. Zmienna y jest
zmienng wolng tej formuty.

e (b) Ta formuta nie zawiera zmiennych wolnych.

e (c) Zmienna y jest jedyna zmienng wolng tej formuty.
17.1.2.

e (a) Tak. Zadna zmienna wystepujaca w termie f(x) nie stanie si¢ zwigzana
po podstawieniu tego termu do rozwazanej formuly.
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e (b) Nie. Po wstawieniu termu g(z,y) do formuty VyVz (P(z,y) — Q(z))
zmienna y wystgpujaca w tym termie staje si¢ zwiazana w rozwazanej for-
mule.

e (c) Tak. Term f(a) nie zawiera zmiennych wolnych, a wigc jest podstawialny
do kazdej formuty.

17.1.3.

e (@) S(f(a),z,9(x, f(x))) jest termem g(f(a), f(f(a))).
o b) S(f(z, f(x,2)),z,9(x, g(x,y))) jesttermem g(f (z, f(z,z)), g(f (, f(z, %), y))).

e (c) Nie mozna dokonaé podstawienia. Term g(a, a) nie zawiera zmiennej .

17.14.

e () S(y,z,VzIz (P(x) — Q(x, 2))) jest formuta Vz3z (P(y) — Q(y, 2)).

o (b)S(f(x,y),x,VaxIz (P(x) — Q(z,2))) jest formuta VaIz (P(f(x,y)) —
Q(f(x),z)). Zauwaz, ze zmienna x stala si¢ zwigzana po podstawieniu!

e (©)S(g(z, f(y)),z, P(x) = Q(f(z), g(x,x)) jest formuta:
P(g(z, f(y)) — ( (9(z, f())), 9(g(x, £(y)), 9(x, f(y))))-

17.1.5.

e (a)Jestto zbior: {z, f(z), f(f(2)), f(f(f(2))),...}.

e (b) Jest to zbiér: {z, g(z, x), g(x, g(z,x)), 9(g9(x,z),x),...}.

e (c) Jest to zbidr:
{z.t,9(z,2),9(t, 1), 9(x,1), g(t, z) }U
{9(z,9(z,2)), 9(x, 9(t, 1)), 9(x, 9(x,1)), g(x, g(¢, x)) }U
{9(t, 9(z, ), 9(t, 9(t,1)), 9(t, g(z, 1)), 9(t, g(t, 2))} U ...

17.1.6.
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e (a) Tak, jest zdaniem.

e (b) Pierwszy czton koniunkcji zawiera wolne wystapienie zmiennej y, a wigc
rozwazana formuta nie jest zdaniem.

e (c) Tak, jest zdaniem.

17.2. Relacja spelniania
17.2.1.

e (a) Rozwazana formuta jest alternatywa, a wigc ciag staty w = (1,1,1,1,...)
spetnia ja w strukturze 9t wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia co najmniej je-
den jej czton. Wystarczy teraz zauwazyé, ze ciag staty w = (1,1,1,1,...)
spelnia w strukturze 9 pierwszy czlon tej alternatywy, poniewaz ciag w’' =
(0,1,1,1,...) spetnia w strukturze 9% formute 1 < 3.

e (b) Rozwazana formuta jest alternatywa, a wigc ciag staty w = (1,1,1,1,...)
spetnia ja w strukturze 9 wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia w strukturze 9
co najmniej jeden jej czton. Ciag w spetnialby w strukturze 91 pierwszy
czlon tej alternatywy, gdyby kazdy ciag w' = (a,1,1,1,...), gdzie a jest
dowolng liczba naturalna, spelniat w strukturze 91 formute x; < xo. Tak
jednak nie jest, poniewaz np. ciag (2, 1,1, 1,...) nie spelnia w strukturze 90t
formuly 7 < x2. Podobnie dla drugiego czlonu rozwazanej alternatywy:
ciag w spetnialby w strukturze 9 drugi czton tej alternatywy, gdyby kazdy
ciag w' = (1,a,1,1,...), gdzie a jest dowolng liczba naturalna, spetniat
w strukturze 9T formute 1 < 9. Tak jednak nie jest, poniewaz np. ciag
(1,0,1,1,...) nie spetnia w strukturze 9t formuty x; < xo. Widzimy za-
tem, ze ciag w = (1,1,1,1,...) nie spetnia ja w strukturze 9t zadnego z
cztonéw rozwazanej alternatywy. W konsekwencji, alternatywa ta nie jest
spetniona w strukturze 91 przez ciag w.

e (c) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wigc ciag staty w = (1,1,1,1,...)
spetnia ja w strukturze 90t wtedy i tylko wtedy, gdy speilnia obydwa jej
cztony. Oba cztony tej koniunkcji sa formutami egzystencjalnie skwantyfiko-
wanymi. Ciagw = (1,1,1,1,...) spelnia w strukturze 9t pierwszy czton tej
koniunkcji, czyli formute 3x1 z; < z2 wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej
jeden ciag w' = (a,1,1,1,...) spetnia w strukturze 9 formute x1 < o,
gdzie a jest jaka$ liczba naturalna. Wystarczy teraz za a wzia¢ liczbe O:
ciag (0,1,1,1,...) spetnia w strukturze 9t formute z; < x2. Podobnie dla
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drugiego cztonu rozwazanej koniunkcji: ciag w = (1,1,1,1,...) spelnia w
strukturze 91 drugi czton tej koniunkcji, czyli formute 3z 1 < x wtedy
i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden ciag w' = (1,a,1,1,...) spetnia w
strukturze 91 formule x1 < x9, gdzie a jest jaka$ liczba naturalna. Wy-
starczy teraz za a wziaé liczbe 2: ciag (1,2,1,1,...) spetnia w strukturze
M formule x1 < x2. Poniewaz ciag w spetnia w strukturze 91 oba czlony
koniunkcji, spetnia tez w strukturze 91 cata koniunkcje.

e (d) Rozwazana formuta jest koniunkcja, a wige ciag staty w = (1,1,1,1,...)
spetnia ja w strukturze 9t wtedy i tylko wtedy, gdy speilnia obydwa jej
cztony. Oba czlony tej koniunkcji sg formutami generalnie skwantyfikowa-
nymi. Ciag w = (1,1,1,1,...) spetnia w strukturze 91 pierwszy czton tej
koniunkcji, czyli formute Vz; 1 < 2o wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag
w' = (a,1,1,1,...) spelnia w strukturze 9 formule 21 < x4, gdzie a jest
dowolna liczba naturalna. Jednak np. ciag (2,1, 1,1,...) nie spelnia w struk-
turze M formuty 1 < zo. Widzimy wigc, ze ciag w nie spetnia w strukturze
M formuly V1 21 < z2, czyli pierwszego czlonu rozwazanej koniunkcji.
Nie spetnia zatem réwniez catej koniunkcji. Szukanie odpowiedzi na pyta-
nie, czy ciag w spetnia w strukturze 9t drugi czton rozwazanej koniunkcji
(a nietrudno pokazaé, ze nie spetnia) nie jest juz potrzebne.

17.2.2.

e (a) Warto$ciowanie w = (w1, wz, ws...) spetnia w strukturze 9t formute
Vay (1 < 22 V 29 < x1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdego wartoscio-
waniaw’ = (a,wq, w3 . . .), gdzie a jest dowolnq liczba naturalna, w’ spetnia
w strukturze 991 formute z1 < xo V 29 < x1. Poniewaz ta ostatnia formuta
jest alternatywa, wigc w’ spelnia ja w strukturze 91 wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia co najmniej jeden czton tej alternatywy. Wida¢ jednak, ze np. war-
tosciowanie (wq, we, ws . . .) nie spelnia Zadnego z cztonéw tej alternatywy.
Oznacza to, Ze nie wszystkie wartoSciowania w’ = (a, wy, ws . ..) spetniaja
alternatywe x1 < x2 V x2 < x1, a to z kolei znaczy, ze nie ma wartosciowa-
nia w = (wy, wg, ws .. .) spetniajacego w strukturze 9 formute:

Vay (1 < 22 Vxg < 27).
e (b) Wartosciowanie w = (wy, wa,ws . ..) spetnia w strukturze 9t formute

Vay (1 < x9 A zo < x1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego warto-
Sciowania w’' = (a,ws,ws...), gdzie a jest dowolnq liczba naturalna, w’
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spetnia w strukturze 9 formule x; < x2 A z9 < x1. Poniewaz ta ostat-
nia formuta jest koniunkcja, wigc w’ spelnia ja w strukturze 9 wtedy i
tylko wtedy, gdy spetnia obydwa cztony tej koniunkcji. Wida¢ jednak, ze
np. warto§ciowanie (wg, wo,ws . ..) nie spetnia Zadnego z cztonéw tej ko-
niunkcji. Oznacza to, ze nie wszystkie warto$ciowania w’ = (a, wa, w3 . . .)
spetniaja koniunkcje 1 < z2 A x2 < x1, a to z kolei znaczy, ze nie ma war-
toSciowania w = (wy,we, w3 ...) spetniajacego w strukturze 9 formute
V1 (a:l < x2 ATy < x1).

e (c) Wartosciowanie w = (w1, wa, ws...) spelnia w strukturze 9t formute
Vai(xy < x2) — Vre(xp < x2) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi al-
ternatywa: (1) w nie spetnia w strukturze 9t formuty Vzq(x; < x2) lub
(2) w spelnia w strukturze 9 formute Vra(z1 < x2). Punkt (1) ozna-
cza, ze nie dla wszystkich wartosciowain v’ = (a,ws,ws...) wartoscio-
wanie w’ spetnia w strukturze 91 formule z; < 9. Istotnie, tak whasnie
jest: np. wartoSciowanie (ws,ws,ws . ..) nie spelnia w strukturze O for-
muly x; < x2. Poniewaz zachodzi jeden (pierwszy) z cztonéw alterna-
tywy (1) lub (2), wigc zachodzi cala ta alternatywa. Oznacza to, ze do-
wolne wartoSciowanie w = (wy, wo, w3 . . .) spetnia w strukturze 9% formutg
V.Tl(ilil < $2) — ng(xl < $2).

17.2.3.

Najpierw rozwazamy przypadek, gdy < denotuje relacje mniejszosci <.

e (a) Rozpatrywana formula stwierdza, ze migdzy kazdymi dwiema liczbami
naturalnymi istnieje liczba ,,posrednia” (w sensie porzadku <). Formuta ta
jest wigc fatszywa w strukturze 90, poniewaz np. migdzy liczbami 1 i 2 nie
ma zadnej liczby naturalnej n takiej, ze 1 < norazn < 2.

e (b) Rozpatrywana formuta stwierdza, ze dla kazdych dwéch liczb natural-
nych istnieje liczba mniejsza od nich obu. Formutla ta jest wigc falszywa w
strukturze 9, poniewaz nie istnie np. liczba mniejsza od liczb 0 oraz 1.

e (c) Rozpatrywana formula stwierdza, ze dla kazdych dwoch liczb natural-
nych istnieje liczba wigksza od nich obu. Formuta ta jest wigc prawdziwa w
strukturze 91 dla dowolnych liczb naturalnych m oraz n np. liczba m—+n+1
jest wigksza zaréwno od m, jak i od n.

UWAGA. W powyzszej interpretacji nie mamy mozliwosci stwierdzania, ze rozwa-
zane liczby naturalne sa ré6zne (nie dysponujemy predykatem identycznos$ci).
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Rozwazamy teraz przypadek, gdy < denotuje relacje niewigkszosci <.

e (a) Rozpatrywana formuta jest falszywa w strukturze 21 np. dla liczb 3 oraz
2 nie istnieje liczba n taka, ze 3 < norazn < 2.

e (b) Rozpatrywana formuta jest prawdziwa w strukturze 9J7. Dla dowolnych
dwoch liczb naturalnych m oraz n istnieje liczba & taka, ze zaréwno k < m,
jakik < n.

e (c) Rozpatrywana formuta jest prawdziwa w strukturze 91. Dla dowolnych
dwéch liczb naturalnych m oraz n istnieje liczba k taka, ze zaréwno m < k,
jakin < k.

17.2.4.

A) W przypadku predykatu = bedziemy pisaé t; = to zamiast = (t1,t2).
Podobnie, w przypadku predykatu < bedziemy pisa¢ ¢; < to zamiast < (¢, t2).
Niech ponadto predykat < bgdzie zdefiniowany warunkiem: x = y wtedy i tylko
wtedy, gdy © < y lub x = y. [Oznacza to, ze wyrazenie x < ¥ jest skr6tem dla
wyrazeniax <y VT = y.]

e (a) 3z (z = ®(y, 2)). Niech skrétem dla tej formuty bedzie div(z,y). For-
mule div(z,y) czytamy zatem: z jest podzielna si¢ bez reszty przez y.

e MYy (y =z — ((y =S(Q)Vy = z)) V ~div(x,y)). Niech skrétem
dla tej formuty bedzie pr(z). Formule pr(z) czytamy zatem: x jest liczba
pierwsza.

o ©)Vz ((mz=S(O)AN(z 2 zAz 2 y)) = ~(div(z, 2) Adiv(y, 2))). Niech
skrétem dla tej formuty bedzie rp(z, y). Formule rp(z, y) czytamy zatem: =
oraz y sa wzglednie pierwsze.

e (d) Jy3z (x = B(®(y,y),®(z, 2))). Formuta ta stwierdza, ze = jest suma
dwoéch kwadratow.

e (e) Vz (div(y,z) — z < z). Formutla ta stwierdza, ze x jest wigksza od
kazdego podzielnika y.

o (f) Vz (div(y, z) — —x = s(z)). Formula ta stwierdza, ze liczba = nie jest
nastgpnikiem zadnego podzielnika liczby y.

e (g) 3z (x = ®(5(5(0)), 2)). Formuta ta stwierdza, ze x jest liczba parzy-
sta.
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o (h) div(y,z) A div(z,x) AVu ((div(y,u) A div(z,u)) — u < x). Formuta
ta stwierdza, ze x jest najwigkszym wspdélnym podzielnikiem y oraz z.

o (i) div(z,y) A div(z, z) AVu ((div(u,y) A div(u, z)) = x < u). Formuta
ta stwierdza, ze x jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia y oraz z.

B)

e (a) dx (pr(z) AVy (pr(y) — y = x)). To zdanie stwierdza, ze istnieje
najwigksza liczba pierwsza. Jest ono fatszywe w strukturze 1.

e (b) Tego nie mozna napisa¢ w jezyku KRP. , Bardzo duzo” jest wyrazeniem
niejasnym znaczeniowo. W jezyku KRP rozwazanej sygnatury mozna za-
pisaé np. to, ze dla kazdej liczby pierwszej istnieje wigksza od niej liczba
pierwsza (por. punkt (a) powyzej). Liczb pierwszych jest nieskoficzenie wiele.

o (0) VaIy13y2TysIya (= D(@(y1,y1), D(® (Y2, ¥2), B(@(y3,y3), ®(y4,y4)))))-
To zdanie stwierdza, ze kazda liczba naturalna jest sumg czterech kwadra-
tow. Jest ono prawdziwe w strukturze 9.

o (d) VaVovyVz (((div(z,y) Adiv(z, z) AVu ((div(u, y) Adiv(u, z)) — = <
w))A(div(y, v) Adiv(z, v) AVu ((div(y, u) Adiv(z,u)) = u 2 v))) = x <
v). Ta formuta stwierdza, Ze najmniejsza wsp6lna wielokrotno$é dwach liczb
jest mniejsza od ich najwigkszego wspolnego podzielnika. Jest ona fatszywa
w strukturze 1.

e (e) Zapiszmy najpierw formute R(x) wyrazajaca fakt, ze 322 + 2z +1 = 0:

B(@(S(5(5(0))), &(z, 2)), a(@(5(5(0)), 2), S(O))) = O-

Napiszemy teraz, ze istnieja doktadnie dwie liczby, dla ktérych zachodzi
322 + 2z +1=0:

Jz13zy ((R(21) A R(z2)) A VY (R(y) — (y = 21 Vy = 22))).
To zdanie jest falszywe w strukturze 9.

o (N VaVyvz (@(d(z,y),2) = &(Q(z, 2),®(y, 2))). To zdanie wyraza (pra-
wostronng) rozdzielno$¢ dodawania wzglegdem mnozenia. Jest ono praw-
dziwe w strukturze 991. Podobnie zapisujemy lewostronng rozdzielno$¢ do-
dawania wzgledem mnozenia (Cwiczenie: zapisz).
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e (2) Vz (Fz (z = ®(S(S(Q0)),2)) — Fudv ((pr(u) Apr(v)) Nz =
@(u,v))). To zdanie stwierdza, ze kazda liczba parzysta jest sumg dwéch
liczb pierwszych. W chwili, gdy pisane s3 te stowa, nie wiadomo, czy to
zdanie jest prawdziwe w strukturze 9. Jest to tzw. hipoteza Goldbacha.

17.2.5.
A)

e (a) ~Jy (-y = z Ay < z). Formufa ta stwierdza, ze x jest elementem
C-minimalnym.

e (b) -y (-y = x A x < y). Formula ta stwierdza, ze x jest elementem
C-maksymalnym.

e (¢)Vy (z < y). Formuta ta stwierdza, ze x jest elementem C-najmniejszym.
e (d)Vy (y < z). Formuta ta stwierdza, ze x jest elementem C-najwigkszym.

e (¢) 'y < x A —x < z. Formuta ta stwierdza, ze x nie jest C-nastgpnikiem
y oraz nie jest C-poprzednikiem z.

B)

e (a) Trzeba zapisaé, ze predykat < denotuje relacj¢ zwrotna, przechodnia,
antysymetryczng i spojna:
Vr (v < )
VaVyVz (z K y ANy < 2) = ¢ < 2)
VaVy (x K y ANy < x) =z =y)
VaVy (rz =y — (< yVy < x)).
Koniunkcja tych formut stwierdza, ze C (czyli denotacja predykatu <) jest

liniowym porzadkiem.

e (b)IxJy (mx = yAx < y)AVaVydz (x <y — (x < zAz < y)). Formuta
ta stwierdza, ze  (czyli denotacja predykatu <) jest porzadkiem gestym.

e OV (Fyax<y—-Tz(x<zAz<y)AVe Gyzr<y— -3z (y <
z A z < z)). Formuta ta stwierdza, ze T (czyli denotacja predykatu <)
jest porzadkiem dyskretnym: kazdy element, ktéry ma [C-poprzednik (-
nastgpnik) ma tez bezposredni [ -poprzednik (bezposredni C-nastgpnik).
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e (d) Koniunkcja zaprzeczen formut z (b) i (c) powyzej stwierdza, ze C (czyli
denotacja predykatu <) nie jest ani porzadkiem gestym, ani porzadkiem dys-
kretnym.

e (e) Jxdy (—r < y A —y < x). Formula ta stwierdza, ze istnieja elementy
C-nieporéwnywalne.

o () VzVy3dz (2 < x Az < y). Formuta ta stwierdza, ze kazde dwa elementy
maja wspdlny C-poprzednik.

e (g)VaVy3dz (z < zAy < z). Formuta ta stwierdza, ze kazde dwa elementy
maja wspdlny C-nastgpnik.

e (h) dz3y (—z < y A —y < z). Formutfa ta stwierdza, ze istnieja elementy
C-nieporéwnywalne.

e (i) VaVy3dz (z < ¢ A z < y). Formula ta stwierdza, ze kazde dwa elementy
maja wspolny C-poprzednik.

e (j) VaVy3dz (x < z Ay < z). Formuta ta stwierdza, ze kazde dwa elementy
maja wspolny C-nastepnik.

Dla kazdego z powyzszych zdan znaleZzé mozna zbiér czgSciowo uporzadko-
wany, w ktérym zdanie to jest falszywe. Innymi stowy, zdania te nie sq prawdziwe
o wszystkich zbiorach czg$ciowo uporzadkowanych.

Jesli L jest rodzina wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb natural-
nych, a relacja C jest relacja inkluzji i relacja C jest relacja inkluzji wtasciwej, to
w strukturze £ = (L, C, C):

e (a) Nie jest prawdziwe. Inkluzja nie jest porzadkiem liniowym w L.

e (b) Nie jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej. Inkluzja wtasciwa nie jest po-
rzadkiem gestym w rozwazanym zbiorze. Dla przyktadu, nie istnieje zbiér
Ataki, ze {1,2} C Aoraz A C {1,2,3}.

e (c) Jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej. Inkluzja wtasciwa jest porzadkiem
dyskretnym w rozwazanym zbiorze.

e (d) Nie jest prawdziwe o inkluzji wlasciwej: zobacz punkty (b) i (c) powyzej.

o (e) Jest prawdziwe. Istnieja zbiory A, B liczb naturalnych takie, ze ani A C
Bani B C A.
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o (f) Jest prawdziwe. Dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi: AN B C A
oraz AN B C B.

e (g) Jest prawdziwe. Dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi: A C AU B
oraz B C AU B.

e (h) Jest prawdziwe. Istnieja zbiory A, B liczb naturalnych takie, ze ani A C
Bani B C A.

e (i) Nie jest prawdziwe. Zbiér pusty () oraz dowolny zbiér niepusty A nie
maja wspolnego C-poprzednika.

e (j) Nie jest prawdziwe. Zbior wszystkich liczb naturalnych oraz dowolny
jego podzbiér A nie maja wspélnego C-nastepnika.

17.3. Tautologie KRP
17.3.1.

e (a) Aby pokazaé, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy
znalez¢ taka strukture 91, w ktdrej poprzednik tej implikacji jest prawdziwy,
a jej nastepnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich liczb natu-
ralnych i niech denotacje predykatéw P oraz () odpowiadaja wtasnosciom:

— by¢ liczba podzielna przez 2
— by¢ liczba podzielna przez 4.

Witedy:

— Poprzednik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy:
Jesli wszystkie liczby sq podzielne przez 2, to wszystkie liczby sq po-
dzielne przez 4. Ta implikacja jest prawdziwa w rozwazanej interpreta-
cji, poniewaz ma falszywy poprzednik.

— Nastegpnik rozwazanej implikacji jest zdaniem, ktére odczytujemy: Kazda
liczba podzielna przez 2 jest tez podzielna przez 4. Ta implikacja jest
falszywa w rozwazanej interpretacji, poniewaz np. liczba 2 jest po-
dzielna przez 2, a nie jest podzielna przez 4.
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e (b) Aby pokazaé, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy
znalez¢ taka strukturg 9T, w ktérej poprzednik tej implikacji jest prawdziwy,
a jej nastepnik falszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich liczb natu-
ralnych i niech denotacje predykatéw P oraz () odpowiadaja wtasnoSciom:

— by¢ liczbg parzysta
— by¢ liczba nieparzysta.

Wtedy poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy (istnieja liczby pa-
rzyste oraz istnieja liczby nieparzyste), a jej nastgpnik jest falszywy (nie
istnieje liczba, ktéra jest jednocze$nie parzysta i nieparzysta).

e (c) Aby pokazaé, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP wystarczy
znaleZ¢ taka strukturg 9T, w ktdrej poprzednik tej implikacji jest prawdziwy,
a jej nastepnik fatszywy. Niech np. M bedzie zbiorem wszystkich liczb na-
turalnych i niech denotacja predykatu P bedzie relacja ,,by¢ nastgpnikiem”.
Wtedy poprzednik rozwazanej implikacji jest prawdziwy (kazda liczba ma
nastgpnik), a jej nastgpnik jest falszywy (nie istnieje liczba, bedaca nastgp-
nikiem wszystkich liczb naturalnych).

17.3.2. Przyjmiemy nastgpujaca konwencj¢ notacyjna: jesli w jest wartosciowa-
niem w zbiorze M i m € M, a x jest zmienna indywiduowa, to przez w!' ozna-
czamy warto$ciowanie powstajace z warto§ciowania w przez zastapienie wartoSci
przypisanej przez w zmiennej x elementem m.

e (a) Dowdd przeprowadzamy metoda nie wprost. Przypusémy, ze rozwazana
implikacja nie jest tautologia KRP. Wtedy istnieje interpretacja 9t taka, ze:
M = Jx (o — f) oraz M ¥ Ve o« — Jz (. Oznacza to, ze M = Vo «
oraz M ¥ dx (. Stad istnieje wartoSciowanie w takie, ze 9t ¥, Jx [ (oraz
M =, Iz ( — B)). Na mocy definicji relacji spetniania oznacza to, ze dla
wszystkich m € M mamy: I Fm (.

Na mocy M |= Vo o mamy: M =, Vo «. Oznacza to, na mocy definicji
relacji spetniania, ze dla wszystkich m € M mamy: I =,m a.

Zatozenie M =, 3x (a« — [) oznacza, ze dla pewnego my € M mamy:
m liw;no a — ,3

Poniewaz dla wszystkich m € M mamy I |=,m o, wigc mamy takze w
szczegblnosei: M = mo av.
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Poniewaz reguta odrywania jest niezawodna, z powyzszego otrzymujemy:
Mm ):w;no f3, co jest sprzeczne z otrzymanym poprzednio I ¥,m (3. Przy-
puszczenie dowodu nie wprost trzeba wigc odrzucié. Ostatecznie, rozwazana
formula jest tautologia KRP.

o (b) Dowdd przeprowadzamy metoda nie wprost. Zalézmy, ze x nie jest zmienng
wolna w «a. Przypusémy, ze rozwazana implikacja nie jest tautologia KRP.
Wtedy istnieje interpretacja 90t taka, ze: M = aVVx B oraz M ¥ Vz (aVp).
Oznacza to, ze istnieje wartoSciowanie w takie, ze: 0 ¥, Vx («a V () (oraz
M =, oV Vr [). Na mocy definicji relacji spelniania istnieje element
mo € M taki, ze M F mo oV B. Stad, mamy: M ¥ mo o oraz M K mo f.

Z zatozenia, M |=,, oV Vz B. Oznacza to, na mocy definicji relacji spetnia-
nia, ze zachodzi alternatywa:

- (LM Ey, alub
- My Vz 6.

Kazdy z tych przypadkéw nalezy rozpatrzy¢ oddzielnie.

Jesli zachodzi (1), to — poniewaz x nie jest zmienna wolng formuly oo — na
mocy twierdzenia 16.2.5.3., M |=,, a wtedy i tylko wtedy, gdy M =, mo o
Ale M~ mo o, na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost. Stad przypa-
dek (1) jest wykluczony.

Jesli zachodzi (2), to 90t ):wp 6 dla wszystkich m € M, na mocy defini-
cji relacji spelniania. W szczegdlnosci zatem: 90t |:w;ﬂ0 B 1 otrzymujemy
sprzecznos¢. Tak wigc, réwniez przypadek (2) zostal wykluczony.

Przypuszczenie dowodu nie wprost nalezy zatem odrzuci¢. Ostatecznie, roz-
wazana formuta jest tautologia KRP.

e (c) Wystarczy zauwazy¢, ze formuly « — —f oraz 5 — —« sa semantycznie
réwnowazne, co widoczne jest stad, ze tautologiami KRZ sa:

- O(—)ﬁﬁ = —|O(\/—|ﬂ
-f—=a = V-«
- aV g = =V

Formuty semantycznie rownowazne spetniane sa przez doktadnie te same war-
toSciowania.

17.3.3.
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e (a) Trzeba pokazaé, ze rozwazana formuta jest prawdziwa we wszystkich
strukturach skoficzonych, ale nie jest prawdziwa w co najmniej jednej struk-
turze nieskonczone;j.

Po pierwsze, pokazemy, ze jeSli podana formula jest falszywa w jakiej$
strukturze M = (M, R), gdzie relacja R jest denotacja predykatu P, to
zbiér M jest nieskoniczony. Stad oczywiScie wynika, ze rozwazana formuta
jest prawdziwa we wszystkich modelach skoficzonych.

Jesli 3x1Vaodxs ((P(x2,x3) — P(x1,23)) — (P(x1,21) — P(22,21)))
jest fatszywa w 0t = (M, R), to istnieje funkcja f : M — M taka, ze:

- dla kazdego m € M zachodzi R(m,m)

- dla zadnego m € M nie zachodzi R(f(m), m)
- dla kazdych m,n € M mamy: jesli R(f(m),n), to R(m,n).

Wezmy dowolny element m € M. Konstruujemy ciag (m;) w sposéb naste-
pujacy:

- my=m

= mip1 = f(mq).

Niech ¢ < j. Mamy wtedy:

- zachodzi R(m;,mj_1)

- nie zachodzi R(m;, mj_1),

co oznacza, ze m; 7# m; . Tak wiec, ciag (m;) jest réznowartosciowy. Stad
zbidr M jest nieskoriczony.
Po drugie, zauwazmy, ze rozwazana formula nie jest prawdziwa w strukturze

nieskoniczonej 91, ktérej uniwersum stanowia wszystkie liczby naturalne, a
denotacja predykatu P jest relacja niewigkszosci <.

17.4. Wynikanie logiczne w KRP

17.4.1. Przyjmiemy nastgpujaca konwencj¢ notacyjna: jesli w jest warto§ciowa-
niem w zbiorze M im € M, a x jest zmienna indywiduowa, to przez w.' ozna-
czamy warto$ciowanie powstajace z warto§ciowania w przez zastapienie wartosci
przypisanej przez w zmiennej x elementem m.
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e (a) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze nie zachodzi
X FEirp Y. Wtedy istnieje struktura 91 taka, ze 9 = X oraz 9 £ Y.
Oznacza to, ze: M = Vo (a — B), M = Vo (8 — ) oraz M ¥ Vo (o —
7). Stad, dla pewnego wartosciowania w mamy: 9t ¥,, Vx (o — 7). Na
mocy definicji relacji spetniania istnieje wtedy mo € M taki, ze I &~ mo
a— 7.

Poniewaz M |= Vx (a — ), wiec M =ym a — [ dla wszystkichm € M,
a wigc w szczegolnosci rowniez I ):w;no «a — . Podobnie, poniewaz
M = Ve (B — v), wieec M =ym B — 7 dla wszystkich m € M, a
wigc w szczeg6lnosci réwniez I ):w;no B — ~. Skoro M |:ng a—f
oraz M =m0 B — 7, to oczywiscie takze M =, mo o — 7, poniewaz
reguta sylogizmu hipotetycznego jest reguta niezawodna. OtrzymaliSmy za-
tem sprzeczno$¢. Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba wigc odrzucié.
Ostatecznie, zachodzi wynikanie logiczne: X =g, Y.

e (b) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze nie zacho-
dzi X |=prp Y. Wtedy istnieje struktura 91 taka, ze 901 = X oraz M E Y.

Oznacza to, ze: M |= Vo o, M =V foraz M E {Vz (aAp),Vz (aVS)}.
Zachodzi zatem alternatywa:

- (H)MEVe a, M= Ve foraz ME Ve (a A B) lub
- Q2QMEVe a, M Ve foraz M EVr (aV ).

Kazdy z tych przypadkéw nalezy rozpatrzy¢ oddzielnie.

Jesli zachodzi (1), to istnieje warto$ciowanie w takie, ze I ¥, Va (a A B).
Na mocy definicji relacji spetniania istnieje wtedy element mg € M taki, ze
M ¥ ,mo (a A B). Poniewaz M = Vo a, wige dla wszystkich m € M za-
chodzi M |=m a. W szczegblnodci zatem, mamy: Dt ):w;no «. Podobnie,
poniewaz M = Vz A3, wige dla wszystkich m € M zachodzi M Fuwm B.
W szczegdlnosci zatem, mamy: 9T \:w;no B. Oznacza to, na mocy definicji
relacji spetniania, ze: 901 ’ng‘o a A . OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, a zatem
przypadek (1) zostat wykluczony.

Jesli zachodzi (2), to istnieje wartoSciowanie w takie, ze M ¥, Va (a V B).
Na mocy definicji relacji spetniania istnieje wtedy element my € M taki, ze
M, mo (aV B). Stad: M ¥ mo o oraz M ¥ mo (. Poniewaz M = Vz «,
wigc dla wszystkich m € M zachodzi M |=ym a. W szczegdlnosci, mamy:
Mm ):w;no «. Podobnie, poniewaz 9t |= Vz 3, wigc dla wszystkich m € M
zachodzi M =y B. W szczegdlnosci, mamy: M =, mo (3. Otrzymali-
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Smy sprzeczno$¢ (nawet dwie), a zatem rowniez przypadek (2) zostat wy-
kluczony.

Ostatecznie, przypuszczenie dowodu nie wprost nalezy odrzucié. Zachodzi
wynikanie logiczne X =5, Y.

17.4.2.

e (a) Wystarczy znalez¢ interpretacje 9 taka, ze 9t = X oraz MM ¥ «, czyli
w tym przypadku znaleZ¢ zbiér M oraz poda¢ odpowiednia interpretacje
Agp(P) predykatu P w tym zbiorze. Niech:

- M=1{1,2,3}
- Am(P) ={(1,1),(2,1), (3, D}

Wtedy Mt |= X oraz M ¥ a.

e (b) Wystarczy znalez¢ interpretacje 9 taka, ze 0 = X oraz M ¥ «, czyli
w tym przypadku znaleZ¢ zbiér M oraz poda¢ odpowiednia interpretacje
Agn(P) predykatu P oraz Agp(Q) predykatu @ w tym zbiorze. Niech:

— M bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych
— Agp(P) bedzie zbiorem wszystkich liczb parzystych
- Agp(Q) bedzie zbiorem wszystkich liczb nieparzystych.

Wtedy Mt = X oraz M ¥ a.

17.5. Teoria mnogosci

17.5.1. Definicje wszystkich rozpatrywanych poje¢ musza by¢ sformutowane je-
dynie w terminach relacji € oraz relacji identycznosci =.

e (a) Definiujemy najpierw pojecia: singletonu, pary nieuporzadkowane;j i pary
uporzadkowanej:

r={y} = Vz(zex=z=y)

r={y,z} =Vu(uecr=(u=yVu=2))
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(@, y) = {{z}, {2, y}}.
Predykat ,,by¢ funkcja” ma nastgpujaca definicje:
Fn(z) = (Vy(y € x — Fuv(y = (u,v)))A
VyVuvo(((y,u) € z A (y,v) € x) = u="0)).

Definiujemy pojecia dziedziny i przeciwdziedziny:
y=90(z) = Vz(z € y = Ju((z,u) € x))

y=p(x) = Vz(z € y = Ju((u, 2) € )).

Definiujemy wtasnos¢ ,,by¢ funkcja réznowarto$ciowa”:
In(x) = Fn(z) AVyvvuvo((((y,u) € 2A(2,v) € 2)Au=1v) =y = 2).

Wreszcie, wtasnos¢ ,,by¢ funkcja réznowartosciowa z y na z” definiujemy
nastgpujaco:

Bi(z,y,2) = In(z) A (0(x) =y A p(x) = 2).

e (b) Definiujemy relacje inkluzji oraz inkluzji wtasciwej:
xCy = Vz(z€x— 2z€Y)

rCy=xCyAN-z=1y.

Definiujemy wiasnos¢ ,,by¢ zbiorem potggowym zbioru z”’:
y=p(x) = Vz(zey=z2Cux).
Fakt, ze zbiory y oraz z sa rownoliczne ma zapis nastgpujacy:
Jdz Bi(z, y, 2).

Wtedy twierdzenie Cantora, gloszace, ze zaden zbidr nie jest réwnoliczny z
rodzing wszystkich swoich podzbioréw otrzymuje zapis nastepujacy:

~3a3y Bi(z,y, p(y))-
e (c) Definiujemy zbior pusty oraz operacj¢ sumy zbiorow:
r=0=Vyyeux

z=zUy = Vuluez=(uexVuey)).
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Definiujemy liczby porzadkowe oraz graniczne liczby porzadkowe:
Ord(z) = (VyVz((zr €y Ay €ex) =z €x)A
VVz((yeaxzNzex) = (z€yVy=2VyeE z)))

Lim(z) = ((Ord(z) A =z = 0) AVy—x =y U {x}).

Definiujemy najmniejsza graniczna liczbe porzadkowa w:
r=w = (Lim(z) AVy(y € x — —Lim(y))).
Definiujemy wiasnos¢ ,,by¢ zbiorem przeliczalnym”:
Ctb(z) = Jy Bi(y, z,w).
Definiujemy wiasnos¢ ,,by¢ zbiorem nieskoficzonym”:
Inf(z) = Fy3z (2 € p(z) ABi(y, z, 2)).
Wreszcie, definiujemy wilasnos¢ ,,by¢ zbiorem nieprzeliczalnym”:
Uct(z) = Inf(xz) A = Ctb(x).
Zdanie Istnieje zbior nieprzeliczalny ma zatem postac:
Jz Uct(z).

Zwr6émy uwage, ze w definicji wtasnosci ,,by¢ zbiorem nieprzeliczalnym”

piszemy, ze nie istnieje funkcja ustalajaca réwnolicznos$¢ pewnych zbioréw.

17.5.2.
e (a) Wystarczy znalez¢é zbiory A, B oraz C' takie, ze poprzednik rozwazanej
implikacji jest prawdziwy, a jej nastgpnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

- A={1,2)
- B= {{172}73}
- C ={{{1,2},3},4}.

Mamy wtedy: A € B, B€ Coraz A ¢ C.

e (b) Wystarczy znalez¢ zbiory A, B oraz C takie, ze poprzednik rozwazanej
implikacji jest prawdziwy, a jej nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:
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~A={12)
- B= {{172}73}
- O = {{1,2},4).

Mamy wtedy: A € B, B# Coraz A € C.

e (c) Wystarczy znalez¢ zbiory A, B oraz C takie, ze poprzednik rozwazanej
implikacji jest prawdziwy, a jej nastepnik fatszywy. Takie sa np. zbiory:

o A=1{1,2}
e B={1,2,3}
o C=1{{1,2,3},{1,2},4}.
Mamy wtedy: A C B, Be Coraz A e C.
17.5.3.
e (a) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypu$émy, ze rozwazana

implikacja nie jest prawem rachunku zbioréw. Wtedy istnieja zbiory A, B
oraz C' takie, ze:

- ACB
-BNC=10
- ANC #0.

Z ostatniej nieréwnosci otrzymujemy, ze istnieje z € AN C, czyliz € A
orazx € C.Skoro A C B,tox € B.Poniewaz BNC = 0, tox ¢ C
i otrzymujemy sprzeczno$¢. Tak wigc, poczynione przypuszczenie nalezy
odrzucié. Ostatecznie, jeSli A C Boraz BNC = 0, to ANC = (), dla
dowolnych zbioréw A, B oraz C.

e (b) Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze rozwazana
implikacja nie jest prawem rachunku zbioréw. Wtedy istnieja zbiory A oraz
B takie, ze:

-A=ANB
_A¢B.
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Z. drugiego z powyzszych warunkéw otrzymujemy, ze istnieje x € A taki,
ze ¢ ¢ B. Stad i z warunku pierwszego, skoro x € A oraz A = AN B,
to x € AN B, czyli takze x € B. OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, a zatem
poczynione przypuszczenie nalezy odrzuci¢. Ostatecznie, jesli A = AN B,
to A C B, dla dowolnych zbioréw A oraz B.

e (c) Dla dowodu, ze produkt kartezjaiiski dowolnej niepustej rodziny {A4; :
i € I} zbioréw niepustych jest niepusty wystarczy skorzystac z pewnika wy-
boru: wybieramy po jednym elemencie a; z kazdego ze zbioréw A;. Wtedy
ciag (ai)ier jest elementem produktu kartezjariskiego rodziny {A; : ¢ € I}.

17.5.4.

e (a) Przypominamy, ze r6znica symetryczna zbioréw A i B zdefiniowana jest
wzorem:
A+-B=(AUB)—-(ANB).

Operacja ta jest faczna, tzn.: A + (B +~ C) = (A + B) + C, mozna wigc
pisaé A+ B + C w miejsce A + (B + C) lub (A + B) =+ C. Mamy:

- AUB=A+B-=+(ANDB)
- A-B=A+(ANB).

e (b) Niech zbiér C otrzymany bedzie ze zbiorow A i B z pomocg operacji N
i —. Liczbg zastosowan operacji N i — potrzebnych do otrzymania C' z A i
B nazwiemy wysokoscig zbioru C. Przez indukcj¢ po wysokosci zbioru C
pokazemy, ze C' jest podzbiorem albo A albo B.

Jesli wysoko$¢é C wynosi 0, to C = A lub C' = B i twierdzenie jest udo-
wodnione.

Niech C' ma wysokos$¢ n + 1 i zalézmy, ze twierdzenie zostatlo udowodnione
dla wszystkich zbioréw o mniejszej wysokosci. Wtedy C' = D N E lub
C = D — FE dla pewnych zbioréw D i F, ktérych wysoko$¢ jest mniejsza
nizn + 1.

W obu przypadkach C' C D, a z zalozenia indukcyjnego D jest podzbiorem
albo A, albo B. Zatem réwniez C' jest podzbiorem albo A, albo B.

Tak wigc, z A i B z pomoca operacji N i — otrzymac mozna tylko podzbiory
A Tub podzbiory B. Ale A U B nie zawsze jest podzbiorem A lub podzbio-
rem B. Stad, operacji sumy U nie mozna zdefiniowa¢ w terminach operacji
iloczynu N i réznicy —.
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17.5.5.

e (a) Nastgpujace warunki sa réwnowazne, dla dowolnych relacji R oraz S
oraz dowolnych x i y:

z(RoS) 1y

y(Ro S)x

3z (yRz A zSx)

3z (2Sx AyRz)

3z (xS7'2 A RS~ ly)
- z(S7to R Yy

Otrzymujemy stad zatem: (Ro )™t = S~1o R7L,

e (b) Jedli R jest relacja identycznoSci, to oczywiscie jest relacja rownowaz-
nosci, a takze jest czgSciowym porzadkiem (bo jest zwrotna i przechodnia,
a nastepnik implikacji charakteryzujacej warunek antysymetrii jest zawsze
spelniony, wigc R jest réwniez antysymetryczna).
Z drugiej strony, skoro R jest jednoczesnie réwnowaznoscia i czg§ciowym
porzadkiem, to poniewaz R jest zarazem symetryczna i antysymetryczna, to
dla dowolnych z oraz y, z R(z,y) otrzymujemy = = y. Poniewaz R jest w
dodatku zwrotna, wigc R musi by¢ relacja identycznosci.

e (c) Przypominamy, ze:

operacja ztozenia relacji jest faczna, tj.: Rjo(ReoR3) = (R10R3)oR3

jesli Ry € Rg,to RoRy C RoRyoraz RjoR C Ryo R dladowolnych
relacji R, R1 i1 Ro

relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R~}

relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R

— jeSlirelacje R 1S sa zwrotne, to relacja R o S tez jest zwrotna.

Niech teraz R; i R» beda relacjami réwnowaznosci.

Najpierw pokazujemy, ze jesli R o Ry jest rOwnowaznoscia, to Ry o Ry =
R2 e} Rl.

Jesli Ry o Ry jest rtbwnowaznoscia, to zachodza nastgpujace rownosci:

RioRy=(RioRy) ' =R;'oR;' = RyoRy.
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Niech R; o Ry = Ry o R;. Pokazemy, ze R; o R jest rtbwnowaznoscia.

Po pierwsze, mamy:
(RioRy)™ ' =(RaoRy)"'=R{'oR;' = Ry o Ry,

tj. R1 o Ry jest symetryczna.

Po drugie, mamy:

(RioR3)o(RioRy)=Rjo(RyoR1)oRy=Rj0(Ry0Ry)0 Ry =
(RloRl)O(RQORQ) QRloRg,

tj. R1 o Ry jest przechodnia.

Zwrotno$¢ Ry o Ry jest oczywista, poniewaz Ry oraz Ry sa zwrotne z zato-
zenia.

17.6. Algebry Boole’a
17.6.1.

* () B(B(z,y)) =X(B(z),B(y)).
o (b) Zbior I elementéw algebry Boole’a jest jej idealem, gdy:

- VaVy ((x € INy e I)— B(x,y) €1)
-VaVy (relNy<z)—yel).

e (c) Zbidr F elementow algebry Boole’a jest jej filtrem, gdy:
- VaVy (r e FAy e F) = X(z,y) € F)

- VaVy ((r € FAz <y) >y €EF).

17.6.2. Niech ‘B bedzie algebra Boole’a o uniwersum zlozonym ze zbioru wszyst-
kich liczb rzeczywistych z odcinka [0, 1] wraz z operacjami:

o H(x,y) = max{x,y}
o X(z,y) = min{z,y}
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e H(z)=1-=z,

gdzie jedynka algebry jest 1, a jej zerem jest 0. Wtedy:

e (a) Algebra B nie zawiera atomow.
e (b) Algebra ‘B nie zawiera koatoméw.

e (c) Porzadek algebry ‘B jest liniowy.

17.6.3.

e (a) Przez réznice elementéw x oraz y rozumiemy element X(z,H(y)). Oto
dowdd (w drugiej aksjomatyce), ze kres gérny elementéw x i y jest réwny
kresowi gérnemu elementu y oraz réznicy z iy, czyli ze zachodzi: B(z,y) =
By, ¥(z,B(y))):

1. B(y,®(z,B(y))) = R(B(y, z),B(y, B(y))) aksjomat B

2. B(y,X(x,B(y))) = X(BH(y,x),r) 1, aksjomat B2

3. B(y,X(z,B(y))) = By, x) 2, aksjomat B3

4. B(y,X(z,B(y))) = B(z,v) 3, aksjomat BS

5. B(z,y) =By, X(z,8(y))) 4, symetryczno$¢ identycznosci.

e (b) Mamy pokazad, ze dopetnienie kresu dolnego elementéw x i y jest réwne
kresowi gérnemu dopetnien elementéw z iy, czyli ze: B(K(z,y)) = B(B(x), B(y)).

Po pierwsze, przypomnijmy, ze nastgpujace warunki sa rdwnowazne:

- QB(z,y) =y

Po drugie, zauwazmy, ze zachodzi implikacja:
(3) jesli X(x, z) =A oraz B(z, 2) = V, to z = BH(z).

Istotnie, nastgpujace dwa ciagi réwnosci, wraz z (1) oraz (2) uzasadniaja (3):
z=H(A,z) =B(X(z,B(x)),z) =

= X(B(z, 2), BH(x), 2)) = R(v,B(BE(z), 2)) = B(B(x), 2).
z=N(v,z2) =X(H(z,B(x)),z) =

= B(X(z, 2), X(H(x), 2)) = B(A,X(B(z), 2)) = K(B(x), 2).

Pokazemy teraz, ze:
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- (5 B(X(z,y),B(B(2),B(y))) = v.
Wtedy, na mocy (3), (4) oraz (5) otrzymamy poszukiwang réwnosé¢ H(X(z, y)) =
B(B(x),B(y)).

Dowdd (4) jest nastgpujacym ciagiem réwnosci:

X(X(z,y), BB(z),B(y))) =

BXX(z, y),B(z)), ®(X(z,y),B(y))) =
B(X(X(y, z), B(z)), W(z,W(y, B(y)))) =
EH(&(:% X(x, E(x)))v &(m, A)) - Ea(g(% A)? A) =
B(a,A) =

A.

Dowdd (5) jest nastgpujacym ciagiem réwnosci:

X(X(z,y), BE(z),B(y))) =

&(EB(:C, £ E](I‘), EI(Z/)))? Bﬂ(yv BH(El(x>v El(y)))) -
X(B(8B(z,B(z)), B(y)), By, B(B(y),B()))) =
X(E(V,B(y)), B(HB(y, B(y)), B(2))) =
X(v,8(v,8B(z))) =

@(V’ V) =

V.

17.6.4.

e (a) Zbidr I jest filtrem rozwazanej algebry.

e (b) Atomami algebry ‘B sa dokladnie wszystkie zbiory jednoelementowe.
Koatomami algebry ‘B sa dokladnie wszystkie zbiory, ktérych dopetnienia
sq jednoelementowe.

17.7. Jezyk KRP a jezyki etniczne
17.7.1.

e (a) Wybieramy predykaty:
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- P
- F

x) — x jest prawda

x) — x jest falszem

(I
S W

()
(2)
(x) — x jest pigkne
(2)

) — x jest wstretne.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Sq wstretne prawdy i pigkne fatsze jest
nastgpujaca:

dz (U(z) A P(z)) A3z (B(z) A F(x)).

(b) Wybieramy predykaty:

|
=

(x) — x jest kobieta
- M(x) — x jest mezczyzng

|
=

(x) — = moze nawigza¢ umowg o prace

I
ay

(z) — = moze rozwigza¢ umowe o prace.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Kobiety i mezczyZni majq rowne prawa
przy nawiqzywaniu lub rozwiqzywaniu umowy o prace jest nastgpujaca:

Vo (K(z)VM(x)) = (N(z) A R(x))).

Zwré¢ uwage, ze w powyzszym przyktadzie stowu ,,i” odpowiada alterna-
tywa, a stowu ,,Jlub” odpowiada koniunkcja.

(c) Mamy tu nastgpujace predykaty:

- P(z,y,u,v) —z x do y jest dalej niz z v do v

[
2y

(
- Q(x) — x jest miejscowoscia
(

x,y) — x jest niewigksza od y

|
05)

(x) — « jest wioska w Japonii.

Mamy ponadto dwie state indywiduowe: a — denotujaca Kutno oraz b —
denotujaca Paryz. Struktura sktadniowa zdania Z Kutna dokqdkolwiek jest
dalej niz 7 Paryza do najmniejszej wioski w Japonii jest zatem nastgpujaca:

Vavy (((Q(z) A S(y)) AVz (S(2) = R(y, 2))) = Pla, z,b,y)).
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e (d) Mamy tu jeden predykat dwuargumentowy: P(x,y) — x mySsli o y.
Mamy ponadto jedng stala indywiduowa a, ktérej denotacja jest wypowia-
dajacy rozwazane zdanie. Trzeba réwniez uzy¢ predykatu identyczno$ci =.
Struktura sktadniowa zdania Wszyscy myslq tylko o sobie, tylko ja mysle o
mnie jest zatem nastgpujaca:

VaVy (P(x,y) — = =y) A P(a,a).

e (e) Zat6zmy, ze predykatem istotnym dla rekonstrukcji budowy sktadniowe;j
tego zdania jest:

- P(z,y,z,t) — x ufa y w sprawie z w czasie t.

Wtedy struktura sktadniowa zdania Nikt nigdy nikomu w Zadnej sprawie nie
ufa jest nastgpujaca:

—3xIy3z3t P(x,y, 2, 1).

Mozna tez proponowac inne rekonstrukcje logiczne tego zdania, wprowa-
dzajac dodatkowo predykaty dla oznaczania wtasnosci: ,,by¢ momentem”,
,,byC sprawa”, ,.by¢ osoba”, itd. W istocie, nie zawsze jest jasne, kiedy w
jezyku naturalnym mamy do czynienia z predykatem prostym (,,nierozkta-
dalnym” na inne predykaty).

17.7.2.
e (a) Ktokolwiek nie kona, rzezqc, pocqc sig i moczqc przy wdychaniu oparéw
rteci, ten Swiruje jarzabka.

o (b) Jesli wszyscy sq bezrobotni, to o ile ktoS jest bogatszy od wszystkich, to
co najmniej jedna osoba nie jest odpowiedzialna za stan gospodarki tego
nieszczesnego kraju.

e (c) Dla dowolnych pieciu (punktow), jesli Drugi lezy miedzy Pierwszym a
Trzecim, a Trzeci lezy miedzy Czwartym a Pigtym, to istnieje Szosty, leZgcy
miedzy Pierwszym a Czwartym taki, Ze Drugi lezy migdzy Pigtym a Széstym.

17.7.3.

e (a) To nie jest prawda logiczna. Nie jest to tez prawda faktualna. Jak dotad,
(co najmniej ) jeden z papiezy byl kobieta.
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e (b) Najpierw trzeba ustali¢ semantyke zwrotu dawno, dawno temu. Moze to
oznacza¢ np. milion lat temu, albo sto lat temu, itp. Moze tez oznaczaé np.
rok przed twoim urodzeniem — zauwaz, ze rok przed twoim urodzeniem to
dla ciebie przesztoS¢ nieskoriczenie odlegta, podobnie jak minuta po twoim
zgonie bedzie dla ciebie przyszioScia nieskoficzenie odlegta. Dos¢ zartéw.
Niech dawno, dawno temu znaczy np. milion lat i dwa tygodnie temu. Po
pierwsze, wiadomo, ze istnieja liczby niewymierne, a wigc nie wszystkie
liczby sa wymierne. Po drugie istnienie liczb jest niezalezne od czasu. Tak
wigc, rozwazane zdanie nie jest ani prawda logiczna, ani prawda faktualna.
OczywiScie inaczej rzecz si¢ ma np. ze zdaniem stwierdzajacym, ze 3000
lat temu sqdzono, ze wszystkie liczby sq wymierne. To zdanie zawiera jed-
nak modalnos$¢ (doksastyczna) i jego analiza wykracza poza Elementarz Lo-
giczny.

e (c) Ta koniunkcja jest falszem logicznym, cho¢ kazdy z jej cztonéw z osobna
moze by¢ prawda faktualna. Nikt nie jest (biologicznie) starszy od wlasnej
matki.

e (d) Przypomnijmy:

— ODWIECZNOSC PRAWDY: Sqd A jest prawdziwy w czasie t wtedy i
tylko wtedy, gdy A jest prawdziwy w dowolnym czasie wczesniejszym
.

— WIECZNOSC PRAWDY: Sad A jest prawdziwy w czasie t wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest prawdziwy w dowolnym czasie pézniejszym t'.

Tak wigc, zdanie Prawdy wieczne sq odwieczne nie jest prawda logiczng. La-
two zbudowac zdanie, wyrazajace prawde wieczna, ktéra nie jest odwieczna.

e (e) Temu zdaniu nie mozna przypisaé wartosci logicznej. Termin lekko sptasz-
czony nie jest terminem ostrym.
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4 Dodatek B: Aksjomatyczne ujecie logiki pierwszego rzedu

Niniejszy dodatek zawiera tekst wyktadéw 20-21 w ramach dwusemestralnego
kursu Logika Matematyczna. Oprocz — podanej nizej — konsekwencji aksjoma-
tycznej dla logiki pierwszego rzedu w semestrze tym oméwiono takze operacje
konsekwencji wyznaczone przez: tablice analityczne, reguty systemu dedukcji na-
turalnej oraz regule rezolucji wraz z algorytmami unifikacji. Wszystkie wyktady
sg powszechnie dostgpne na stronach Zaktadu Logiki Stosowanej UAM:

http://www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

20.1. Aksjomaty, reguly i konsekwencja aksjomatyczna

20.1.1. Aksjomaty i reguly

Mozna na wiele sposobéw podaé aksjomatyke dla KRP. Jedna z mozliwosci jest
przyjecie za aksjomaty KRP wszystkich formut powstajacych z dowolnych tauto-
logii KRZ przez konsekwentne zastapienie zmiennych zdaniowych jakimikolwiek
formutami jezyka KRP. Aksjomatyka jest wtedy nieskoriczona, ale efektywna: taki
zbiér aksjomatow jest obliczalny, istnieje algorytmiczna procedura sprawdzania,
czy dowolna formuta jezyka KRP jest aksjomatem.

Inna z mozliwosci to podanie skoriczonej liczby schematéw aksjomatéw. Owe
schematy dobiera¢ mozna na rézne sposoby. Wybierzemy wtasnie jeden z nich. O
niektérych innych informujemy na koncu tego wyktadu.

% 3k 3k

Niech «, 31y beda dowolnymi formutami jezyka KRP. Schematami aksjoma-
tow dla KRP sa wszystkie formuty nastgpujacej postaci:

o (A (a—=pB) = ((B—=7) = (@=1))
e (A2) (a = (v = B)) = (v — B)

e (A3)a— (f— «a)

e (Ad) (aNp) =«

o (AS)(anp)—=p

e (A6) (@ = f) = (e =) = (a = (BA9)))
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e (ATYa— (aV )

e (AB) B = (aVp)

* (A9) (a = B) = ((y = B) = ((aVy) = B))
e (A10) (a=0) = (a— B)

B) = (6—a)

o (A12) (o= ) = ((B—=a) = (a=p))

(
e (All) («
(

e (A13) (=8 = —a) = (o — B)

e (Al4)Vx, a — S(t, zy, @), oile t jest podstawialny za x,, w «

e (A15) S(t,zp, ) — Jz,, , 0 ile ¢ jest podstawialny za x,, w «

e (A16) VY, (o = B) = (o = Vzy, ), o ile x,, nie jest wolna w «
e (A17)Vx, (a = B) = (Fzy, a — ), o ile z, nie jest wolna w f3.

Przypominamy, ze wszystkie powyzsze schematy sa schematami tautologii
KRP, co pokazane zostato na wyktadzie dotyczacym semantyki KRP.

Podobnie jak aksjomaty, réwniez reguty wnioskowania dobiera¢ mozna na r6z-
norakie sposoby. W tym wykladzie przyjmiemy, ze regutami pierwotnymi (aksjo-
matycznego ujecia) KRP sa:

Reguta odrywania:

(RO) Lﬂ,a
B
Reguta generalizacji:
RG .
(RG) Vr, o

Ponizej podajemy tez przyktady waznych regul wyprowadzalnych w (aksjo-
matycznym ujeciu) KRP.

Zauwazmy, ze szczegélnymi przypadkami schematéw (A14) oraz (A15) sa,
odpowiednio:

e (Al4)Vra— «
o (A1) a — dz .

Jest tak oczywiscie dlatego, ze dowolna zmienna x jest podstawialna sama za
siebie w dowolnej formule.
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20.1.2. Konsekwencja aksjomatyczna
Méwimy, ze:

e Formuta o jest tezg KRP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoficzony ciag
formut (51, .., B,), ktérego ostatnim elementem jest formuta « (j. o jest
formuta f3,,), a kazdy z elementéw tego ciagu jest albo aksjomatem opartym
na ktéryms ze schematéw (A1)—(A17), albo powstaje ze wczesniejszych wy-
razOw tego ciagu jako wniosek reguty odrywania badzZ reguly generalizacji.
Kazdy taki ciag (f1, . .., ) nazywamy dowodem formuty o.

e Formuta « jest wyprowadzalna w KRP ze zbioru formut X wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoriczony ciag formut (01, ..., 3,), ktérego ostatnim
elementem jest formula « (tj. « jest formuta 3,,), a kazdy z elementéw tego
ciagu jest albo elementem zbioru X, albo aksjomatem opartym na ktéryms
ze schematéw (A1)-(A17), albo powstaje ze wczesniejszych wyrazéw tego
ciagu jako wniosek reguly odrywania badZ reguty generalizacji. JeSli « jest
wyprowadzalna z X, to piszemy X b, . W przeciwnym przypadku pi-
szemy X Fpp Q.

e 7Zbior formut Y jest wyprowadzalny ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy,
gdy X Fppp o dlakazdej formuty o ze zbioru Y. Jesli Y jest wyprowadzalny
z X, to piszemy X by, Y. W przeciwnym przypadku piszemy X ¥, Y.

e Reguta R jest wyprowadzalna (wtérna) w KRP, jesli X + « dla kazdego
sekwentu (X, o) nalezacego do R.

Operacja Cy,, konsekwencji aksjomatycznej w KRP jest zdefiniowana naste-
pujaco dla dowolnego zbioru formut X jezyka KRP:

Ckrp(X) = {Oé : X l_k:rp Oé}.

Tak zdefiniowana operacja C},, spetnia warunki (C1)—(C4) z definicji ogdlnej ope-
racji konsekwencji.

TWIERDZENIE 20.1.2.1.
Relacja konsekwencji aksjomatycznej ,, ma nastgpujace wlasnosci:
o (1) Fgyp jest zwrotna: X ., X dla kazdego X.

® (2) Fgyp jest przechodnia: jesli X by, Y oraz Y by, Z, t0 X by, Z, dla
wszystkich X, Y, Z.
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® (3) Fgrp jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu: jesli X b,
Yoraz X C Z,t0 Z by Y.

¢ (4) Fg;p jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu: jesli X .,
Yoraz Z CY,t0 X by Z.

e (50 Frrp @ wiedy 1 tylko wtedy, gdy o jest teza KRP.

Dowdd tego twierdzenia, analogiczny do dowodu odpowiedniego twierdzenia
w KRZ, pozostawiamy jako ¢wiczenie.

20.1.3. Niektore tezy i reguly wyprowadzalne

Jest nieskonczenie wiele regut wyprowadzalnych w KRP, ale niektére uznawane sa
za wazne ze wzgledu na zastosowania.

Uwaga: bedziemy uzywaé symboli z, y, z dla oznaczenia dowolnych zmien-
nych jezyka KRP.

TWIERDZENIE 20.1.3.1.

Nastepujace reguty sa wyprowadzalne w KRP:

o (R14)
Vz «
S(t,z,a)’
o ile term ¢ jest podstawialny za z w «.
e (R15)
stz,a)
dra

o ile term ¢ jest podstawialny za z w «.

e (R16)
Vo (a — f)
o — vV, B’
o ile = nie jest wolna w a.
e (R17)
Vo (a — f)
Jra— B’

o ile x nie jest wolna w [3.
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Reguta opuszczania kwantyfikatora generalnego ROV:

a—Vz [
a—fB

Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego RO3:

dra—
a— B

Reguta dotaczania kwantyfikatora generalnego RDV":

B
a—Vz B’

o ile = nie jest wolna w a.

Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego RD3:

il
dra— B’

o ile x nie jest wolna w f3.

DowOD.

Fakt, ze reguty (R14)—(R17) sg wyprowadzalne wynika bezposrednio ze sche-
matéw aksjomatéw (A14)-(A17), odpowiednio.

Podamy, dla przyktadu, dowody wyprowadzalno$ci regut: opuszczania kwan-
tyfikatora generalnego oraz dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego. Pozostate
dwa dowody pozostawiamy jako éwiczenie.

Dowéd wyprowadzalno$ci reguty opuszczania kwantyfikatora generalnego ROV:

a—Vz B
a— B

Nalezy pokaza¢, ze {a — Vx B} bppp 0 = .

. a—=Vep zatozenie

2. YxpB—p (A14%): o/

3. (a—=Ve )= (Vo f—= )= (a—pB)) (Al):B/Vz B, v/8
4. (Vx p—B)— (a—B) RO: 3,1

5. a—=p RO: 4, 2.
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Dowéd wyprowadzalnos$ci reguty dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego

RD3:
a—f

Jra— B

o ile x nie jest wolna w f3.

Nalezy pokazaé, ze {& — B} Fpyp Iz a — B, przy zalozeniu, ze x nie jest
wolna w 3.

I. a—=p zatozenie
2. Vz (a—p) RG: 1
3. Ve(a—=pB)—= Fxa—p5) (A1)
4, dra—f RO: 3, 2.

MogliSmy w powyzszym dowodzie skorzysta¢ z aksjomatu (A17), poniewaz
zmienna x nie jest, na mocy zatozenia, wolna w formule .

Podobnie jak w KRZ, mamy nastgpujace twierdzenie:
TWIERDZENIE 20.1.3.2.

Formuta « jest wyprowadzalna ze zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
skorficzony ciag formut (31, . .., (3,), ktérego ostatnim elementem jest formuta o
(§. « jest formuta 3,,), a kazdy z elementéw tego ciagu jest albo elementem zbioru
X, albo teza KRP, albo powstaje ze wczesniejszych wyrazéw tego ciagu jako wnio-
sek reguly odrywania badZ reguty generalizacji badzZ jakiejkolwiek reguty wypro-
wadzalnej w KRP.

Dowdd tego twierdzenia, ktdry przeprowadza si¢ analogicznie jak w przypadku
odpowiedniego twierdzenia w KRZ, pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Jest nieskoniczenie wiele tez KRP, ale niektére uznawane sa za wazne ze wzgledu
na zastosowania.

Zauwazmy, ze z kazdej tezy KRZ mozna otrzymaé tezg KRP, poprzez konse-
kwentne zastapienie zmiennych zdaniowych dowolnymi formutami jezyka KRP.
Czasami méwi si¢ krétko, cho¢ nie catkiem precyzyjnie (gdyz méwimy o tezach
w réznych jezykach), ze kazda teza KRZ jest takze teza KRP.

TWIERDZENIE 20.1.3.3.

Nastepujace formuty sg tezami KRP, dla dowolnych formut « oraz 3:

o 1.Vz o — a.

e 2.Vx a — a(x/t), oile term ¢ jest podstawialny za x w .
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3.a—3dza.
4. a(x/t) — Jz «a, oile term ¢ jest podstawialny za x w a.
5.V oo = Jz «.

6.Vz a = Yy a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest pod-
stawialna za zmienng x w .

7. 3z o = Jy a(z/y), o ile zmienna y nie jest wolna w «v oraz y jest pod-
stawialna za zmienna  w o.

8.Vx a = a, o ile v nie zawiera x jako zmiennej wolne;j.
9.3z a = «, o ile « nie zawiera x jako zmiennej wolne;j.

10. VaVy o = VyVz a.

11. dz3y a = Jy3x a.

12. JaVy a — Vy3Iz a.

13. VaVy a — Vo a(x/y), o ile x jest podstawialna za y w av.
14. 3z a(z/y) — 32Ty «, o ile x jest podstawialna za y w cv.
15. -V a = 3z —a.

16. -dz a = Vx —au.

17.Vx a = -3z —a.

18. dx a = —Vz —an.

19. (Vz (. — B) ANar) — B.

20. (Vz (o — B) A a(z/t)) — B(x/t), oile t jest podstawialny za x do « i
do .

21L.Vz (o = B) = (Vz a — f).
22.Vx (o = B) = (Vo a — Vz ).
23. (Vz (o — B) Na) — Tz B.
24.Vz (o — B) = (v — 3z ).

25.Vx (a = B) = (Fz o — Fz ).
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e 26.Vz (v — 3

o 27.Vz (

e 28. Jdx (a —

e 29. 3z (a —

e 30.Vz (a A B) = (Vx a AVz B).
e 3.3z (V)= (Fxr aV Iz pP).

o 32. Vx aVVz B) - (Yo aVVz ).

e 33.3z (A fB) = (Fr aATx f).
e 34.Vx (anp)=( )
e 35.Vx (aNp) = ( )
e 36.Vz (a V) =( )
e 37.Vz (a V) = ( )
e 38.3z (aAB)=(FzaAp)
e 39.3z (a A B) = (a ATz )
e 40.3z (a V) = ( )
e 41.3z (a V) = ( )
e 2.Vz (a=p)— (Vo (a— p)
e 43.Vz (a =) = (Vo a =Vz j)
e 44.Vz (a=p)— (Fz a =3z p)
DowOD.

dxr a — (), oile z nie jest wolna w 5.

)= ( )

a — B) = (a — Va ), oile x nie jest wolna w av.
) = (Vx a — [3), o ile z nie jest wolna w 3.
)= (

a — Jz B), o ile x nie jest wolna w .

Vz a A (), oile z nie jest wolna w 3.
a AVz ), oile x nie jest wolna w a.
Vx oV (), oile z nie jest wolna w 3.
oV Vz 3), oile z nie jest wolna w a.
, 0 ile x nie jest wolna w (3.
, o ile x nie jest wolna w «.
Jx a Vv §), oile x nie jest wolna w 3.

oV Jz 3), oile x nie jest wolna w «.

Podamy, dla przyktadu, dowody niektérych z powyzszych tez. Dowody pozo-

statych pozostawiamy jako éwiczenie.

DowOD TEZY 5.Vz o — Jz a.

1. Vioa— «
o — dr «

(o = Jza) = Vra— Iz a)
Ve a— Jza

DA e

Vea—a)—= (a—3Jza) =

(Ve o — Jz «))
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DowOD TEzY 12. daVy a — Vy3x a.

. Yya—a (A14%)
2. a—dra (A15%)
3. Wa—3dra Reguta Sylogizmu Hipotetycznego: 1, 2

4, Vya — dr « D3:3
5. daVya— Vydra DV:4.

DowOD TEzY 18. 3z a = —Vz —a.

Aby udowodni€ t¢ tezg rOwnowaznosciowa, dowodzimy ze tezami sa: implika-
cja prosta i odwrotna. Nastepnie wystarczy skorzysta¢ z wyprowadzalnej w KRZ
(a wigc takze w KRP) reguty réwnowaznosci RR:

a— B, =«

a=p
DowOD TEZY IMPLIKACYINE]: -Vz ~a — Jz .
. a—dra (A15*)
2. (a—=3Fza)— (-Fra— -a) teza KRZ (a« = B) — (-8 — —a): B/3z o
3. —dra— o RO: 2,1
4. —-Jzxa—Vr-oa DV:3
5. (m3za—Vz-a) = (-Vea— ——Jra)  tezaKRZ (a — B) = (-8 — —a):
a/=3z a, B/Vr -«
6. =V o — ——Jdzr o RO: 5, 4
7. ——dra—3dra teza KRZ -—a — oz a/3z
8. —Vr-a—Irxa Reguta Sylogizmu Hipotetycznego: 6, 7.

DoOwOD TEZY IMPLIKACYJNEJ: 3z o — =V —a.

1. Vz-a— -« (A14%)

2. (Vz-a— -a) = (o — Vz-a) tezaKRZ (o — —8) = (8 — —a): a/Vz ~a, B/
3. a— Vo RO: 2,1

4. dza— Vz-oa D3: 3.

20.2. Twierdzenia o dedukcji

Podobnie jak w KRZ, w KRP réwniez zachodza twierdzenia o dedukcji w wersji
syntaktycznej. Potrzebne s3 jednak pewne dodatkowe zatozenia.

TWIERDZENIE 20.2.1. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja syntaktyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formut « i 3, przy zatozeniu, ze « jest
zdaniem (formuta bez zmiennych wolnych) jezyka KRP zachodzi nastgpujaca réw-
nowaznos$¢:

o X U{a} Fpp B wtedy i tylko wtedy, gdy X . a0 — .
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DowOD.
Podamy dowody implikacji prostej i odwrotne;j.
1. =
Zaktadamy, ze o jest zdaniem oraz X U {a} 4, 8. Oznacza to, ze 3 posiada

dowod w KRP z X U {a}, czyli ze istnieje ciag formut

(*) <717 o 37n>

taki, ze -y, jest identyczna z 3, a kazdy wyraz ciagu (x) jest badZ zatozeniem (tj.
elementem X U {a}), badZ aksjomatem opartym na jednym ze schematéw (A1)
(A17), badz powstaje z wyrazow wczesniejszych w ciggu (x) jako wynik zastoso-
wania reguly odrywania lub reguty generalizacji. Budujemy ciag (xx):

(x%) (@ = Y1y 0 = ).

Pokazemy teraz, postugujac si¢ metoda indukcji matematycznej, ze X bppp o0 —
vi, dla 0 < ¢ < n, czyli ze wszystkie elementy ciggu (x*) sa wyprowadzalne
na gruncie KRP ze zbioru X. Poniewaz ~, jest identyczna z (3, otrzymamy w ten
sposéb teze twierdzenia.

PoczaTkowy KROK INDUKCII.

Trzeba sprawdzi¢, czy zachodzi X ., a — 1. Mozliwe sa nastgpujace
przypadki:

e (1)~ jest zalozeniem, czyli elementem zbioru X U {«}.

e (2) 71 jest aksjomatem opartym na jednym ze schematéw (A1)—-(A17).
W przypadku (1) nalezy rozwazy¢ dwie mozliwoSci:

e (1.1.) 1 jest elementem X.

e (1.2.) 71 jest elementem {«}, czyli 1 jest identyczna z «.

Rozpatrzmy mozliwos¢é (1.1.). Skoro ; jest elementem X, to (na mocy zwrot-
nosci relacji t,,) otrzymujemy: X k., 1. Zauwazmy, ze formuta y; — (o —
71), jako szczeg6lny przypadek schematu (A3), jest teza KRP, czyli 0 Fppp 71 —
(¢ = 71). Stad, na mocy monotonicznosci relacji Fp,p, mamy: X g y1 —
(o = 71). Pokazalismy wiec, ze X Fipp {71, 71 — (o — 71)}. Poniewaz zacho-
dzi oczywiscie

{ym = (@ = 7)) Ferp @ = 7,
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wiec (na mocy przechodniosci relacji ;) mamy: X g a0 — 1.

Rozpatrzmy teraz mozliwos$¢ (1.2.). Z zatozenia, v jest identyczna z .. Trzeba
zatem pokaza¢, ze X Fp,, o — «. Poniewaz formuta o — « jest podstawieniem
tezy KRZ (za zmienna zdaniowa podstawiamy formute « jezyka KRP), wigc jest
tez teza KRP. A zatem () Fikrp @ — «, 1 na mocy monotonicznosci relacji .
mamy: X Fp., o — a.

Przechodzimy do rozpatrzenia przypadku (2). Jezeli ; jest aksjomatem KRP,
to oczywiscie jest rowniez teza KRP, czyli () k., 1. Podobnie jak w punkcie
1.1. powyzej, formuta v; — (o — 1) jest teza KRP, a zatem pokazaliSmy, ze:
X Firp {71,71 = (@ = 71)}. Poniewaz zachodzi oczywiscie

{r.m = (= 7))} Firp @ = 11,

wigc (na mocy przechodniosci relacji ) mamy: X g a0 — 1.
NASTEPNIKOWY KROK INDUKCJI.

Przyjmujemy zatozenie indukcyjne, czyli zaktadamy, ze X kg, o — ~; dla
wszystkich 1 <7 < k, gdzie k& < n. Nalezy pokazac, ze X ., o — Yiy1.
Mozliwe sa nastepujace przypadki:

o (1) ~yxt1 jest zatozeniem, czyli elementem zbioru X U {a}.
® (2) vi+1 jest aksjomatem opartym na jednym ze schematéw (A1)—(A17).

® (3) 7yk+1 jest wynikiem zastosowania reguty odrywania RO do wyrazéw
wczesniejszych w ciagu ().

e (4) vr+1 jest wynikiem zastosowania reguly generalizacji RG do wyrazu
wcezesniejszego w ciagu ().

W przypadkach (1) oraz (2) postgpujemy analogicznie jak w poczatkowym
kroku indukcji i otrzymujemy, ze X Fppp o — Yig1.

Rozwazmy przypadek (3). Skoro ;1 jest wynikiem zastosowania reguty od-
rywania RO do wyrazéw wczesniejszych w ciagu (%), to istnieja [ < k orazm < k
takie, ze dla formut v; oraz +,, zachodzi alternatywa:

e ~; jestidentyczna z v, — Vi1 lub

® 7, jestidentyczna z y; — Yr41-

Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy:
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o X Fppp a0 — 7 oraz

o X Fprp @ — Yo
Otrzymujemy wigc alternatywe:

e X l_kTP a— (7m — ’Yk—f—l) oraz X |_k’r‘p a — Y lub

o X bprp = (9 = Ypy1) oraz X bppp a0 — .
Oznacza to, ze zachodzi alternatywa:

o X Fip { = Y, = (Ym — Yi41)} lub
o X b {a = v, = (W = Yrt1) }-

Zastosowanie poprzedzonej reguty odrywania PRO, znanej z KRZ, daje alter-
natywe:

i {Oé = Ym, 0 —> ('Ym — ’7k+1)} l_krp O = V+1 lub
b {a -V, — ('Yl — 'Yk+1)} }_krp O — Vt1-

Na mocy przechodnioSci relacji ., otrzymujemy ostatecznie: X kg, o —
Ve+1-

Zakonczyli§my wigc dowdd indukcyjny, a tym samym dowdd implikacji = .

2. <=

Zaktadamy, ze X k., o — (. Musimy pokaza¢, ze X U {a} Fppp 5.

Skoro X ., a — f3, to (na mocy monotonicznosci relacji ;) zachodzi
takze X U{a} Fxrp o = B. Namocy zwrotnosci relacji ., mamy: {a} Fppp .
Stad, ponownie na mocy monotonicznosci relacji bp,p, mamy: X U {a} Fprp o
A zatem X U {a} gy {0 = B, a}. Poniewaz oczywiscie (reguta odrywania!)
zachodzi {o — 3, a} Fpyp B, Wige, na mocy przechodniosci relacji Fp,p, mamy
ostatecznie X U {a} Fpp .

Zauwazmy, ze w dowodzie implikacji <= nie bylo potrzebne zatozenie, ze o
jest zdaniem, czyli formuta bez zmiennych wolnych.

TWIERDZENIE 20.2.2. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja syntaktyczna).

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuly «, przy zalozeniu, ze « jest zda-
niem (formuta bez zmiennych wolnych) jezyka KRP zachodza nastgpujace réwno-
waznosci:
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o (1) X Fppp —a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze X U
{a} Freyp {8, -8}

¢ (2) X Fppp a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formula 3 taka, ze X U
{_'04} l_k:rp {57 _‘ﬁ}

DoOwWOD.

Podamy dowody implikacji prostej i odwrotnej w przypadku (2). Dowdd czesci
(1) jest analogiczny (wystarczy zamiast o wpisa¢ konsekwentnie —«, a zamiast ~«
wpisaé o).

1.=

Zaktadamy, ze X Fp,, . Na mocy monotonicznosci relacji b, mamy réw-
niez: XU{—-a} iy, a. Zkolei, na mocy zwrotnosci relacji -,.,, mamy: {~a} Fpyp
—a. Z monotonicznosci relacji -y, otrzymujemy: X U {—a} by, ~ov. Widac za-
tem, ze X U {—a} Fgp {@, na}. Mamy wiec pare formut wzajem sprzecznych
wyprowadzalnych ze zbioru X U {—a}, co nalezato wykazac.

Zauwazmy, ze w dowodzie implikacji = nie byto potrzebne zalozenie, ze «
jest zdaniem, czyli formutla bez zmiennych wolnych.

2. <

Zaktadamy, ze istnieje formuta (3 taka, ze X U {—~a} by, {3, 28}, Z definicji
relacji ,, otrzymujemy:

o X U{~a} g [ oraz
e XU {—|Oc} |_k”r'p =f.

Skoro « jest zdaniem, to takze —« jest zdaniem. Mozemy zatem skorzystaé z
twierdzenia o dedukcji wprost, na mocy ktérego mamy:

o X bppp mav — 3 oraz

o X bppp max — 2.

Oznacza to, ze X Fp,.p, {—a — B, - — —(3}. Przypominamy, ze formuta:
(o= B) = ((ma = =) = )

jest szczegblnym przypadkiem prawa sylogizmu destrukcyjnego, prawa KRZ. Stad,
{—a = B,~a = =B} Fiyp a. Skoro, jak juz pokazaliSmy, X tp.p {7 —
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B,~a — =}, to (na mocy przechodniosci relacji b,p), otrzymujemy ostatecz-
nie: X Fppp o

Dodatkowe zatozenie w twierdzeniach o dedukcji jest istotne, jak widzieliSmy
w dowodach tych twierdzen.

Zauwazmy, ze tezy wymienione w twierdzeniu 20.1.3.1. maja wszystkie po-
sta¢ implikacji badZ réwnowaznosci. Z twierdzenia o dedukcji wprost otrzymu-
jemy caty szereg dalszych regut wtérnych: z tezy implikacyjnej utworzy¢ mozemy
regute wtérna o przestance identycznej z poprzednikiem branej pod uwage impli-
kacji, a wniosku identycznym z nastgpnikiem tej implikacji. Z tezy réwnowazno-
Sciowej utworzy¢ mozemy dwie reguty wtérne.

20.3. Przyklady dowodow

Podamy dwa przyktady dowod6éw formut ze zbioru zatozen.
PRZYKEAD 20.3.1.

Aby udowodnié, ze {a} bprp Vo o wystarczy do zatozenia o zastosowac
regule generalizacji RG, otrzymujac Vx «.

Zauwazmy, ze gdy « jest formula atomowa np. o postaci P(z), gdzie P jest
dowolnym predykatem jednoargumentowym, to P(z) Fp.p, Vo P(x), na mocy
pOwWYyzszego.

Warto jednak pamietac, ze nie zachodzi: P(x) =, Yo P(x). Niech pokaza-
nie tego bedzie ¢wiczeniem dla stuchaczek.

PrRZYKEAD 20.3.2.

Pokazemy, ze: {Vz (o — (), I a} Fiyp Jz S. W tym celu najpierw udo-
wodnimy tezg (x):

(x) Vz(a—p)— (Fzra— 3z p).

l. Vz(a—f)— (a—p) (A14%)

2. a— (Vo (a— p) = B) prawo komutacji: 1

3. (aAVz(a—p))—0 prawo importacji: 2

4. B3 p (A15%)

5. (aAVz (a—p)) — 3z p sylogizm hipotetyczny: 3, 4
6. a— (Vo (a— p)— Iz p) prawo eksportacji: 5

7. Jza— Ve (a—p)—3JxpB) DI6

8. Va(a— f)— (3r a — Jz B) prawo komutacji: 7.

Teraz poszukiwany dowdd jest juz catkiem prosty:
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1. Vz(a—p) zalozenie
2. Jzra zalozenie
3. Ve(a—f)—= (Fxa—3xp) tezax

4, dxa—3dxp RO: 3,1

5. 38 RO: 4, 2.

20.4. Trafnos¢ i pelnos¢ metody aksjomatycznej

20.4.1. Trafno$¢ metody aksjomatycznej

W wyktadzie dotyczacym semantyki KRP pokazali§my, ze schematy (A1)—(A17)
sa wszystkie schematami tautologii KRP. PokazaliSmy réwniez, ze zaréwno reguta
odrywania, jak i reguta generalizacji zachowuja wtasnos¢ bycia tautologia. Wyko-
rzystamy te dwa fakty w dowodzie, ze wszystkie tezy KRP sa tautologiami KRP.

TWIERDZENIE 20.4.1.1.
Kazda teza systemu aksjomatycznego KRP jest tautologia KRP.
DowOD.

Niech « bedzie teza systemu aksjomatycznego KRP. Oznacza to, ze istnieje
dowdd formuty «, czyli ciag formut:

(*) <"}/1, ‘e ,’}/n>

taki, ze v, jest identyczna z «, a kazdy wyraz tego ciagu jest badZ aksjomatem
opartym na ktéryms ze schematéow (A1)—(A17), badZ powstaje z wyrazow wcze-
$niejszych w tym ciagu jako wynik zastosowania reguty odrywania lub reguly ge-
neralizacji.

Pokazemy, stosujac metode indukcji matematycznej, ze kazdy wyraz ciagu ()
jest tautologia KRP. Poniewaz « jest identyczna z -y,, bedzie to wystarczato do
dowodu calego twierdzenia.

PoczZATKOWY KROK INDUKCII.

Mamy pokazaé, ze ~y; jest tautologia KRP. Na mocy definicji dowodu, y; musi
by¢ aksjomatem KRP. Poniewaz kazdy aksjomat KRP jest tautologia KRP (co po-
kazaliSmy na wyktadzie dotyczacym semantyki KRP), wigc ~; jest tautologia KRP.

NASTEPNIKOWY KROK INDUKCII.

Zaktadamy, ze wszystkie formuty ~v; dla 1 < ¢ < k, gdzie k£ < n sa tautolo-
giami KRP. Musimy pokazaé, ze réwniez 7y 1 jest tautologia KRP.
Nalezy rozwazy¢ nastgpujace przypadki:
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e (1) vxy1 jest aksjomatem KRP.

® (2) vi41 jest wynikiem zastosowania reguly odrywania do wyrazéw wcze-
$niejszych w ciagu (x).

e (3) 41 jest wynikiem zastosowania reguly generalizacji do wyrazu wcze-
$niejszego w ciagu (x).

Przypadek (1) jest oczywisty: skoro i1 jest aksjomatem KRP, to jest tez
tautologia KRP.

Rozwazmy przypadek (2). Jesli ;41 jest wynikiem zastosowania reguty od-
rywania do wyrazéw wczesniejszych w ciggu (x), to istnieja liczby | < k oraz
m < k takie, ze:

e ~; jestidentyczna z v, — Vi1 lub

® 7, jestidentyczna z vy — Yiy1-

Na mocy zalozenia indukcyjnego, v; oraz -y, sa tautologiami KRP. Poniewaz
reguta odrywania zachowuje wlasnos¢ bycia tautologia, wigc takze -y jest tau-
tologia KRP.

Rozpatrzmy teraz przypadek (3). Jesli v;11 jest wynikiem zastosowania reguty
generalizacji do wyrazu wczesniejszego w ciagu (x), to istnieja: liczba [ < k oraz
zmienna ., takie, ze ;41 jest identyczna z Vx,,, ;. Na mocy zatozenia indukcyj-
nego, ; jest tautologia KRP. Poniewaz reguta generalizacji zachowuje wtasno$¢
bycia tautologia, wigc takze 51 jest tautologia KRP.

Zakonczyli§my wigc dowdd indukcyjny, a tym samym dowdd catego twierdze-
nia.

Warto zauwazy¢, ze dla wykazania, iz formuta o nie jest teza KRP wystar-
czy, na mocy powyzszego twierdzenia, wykazaé, ze nie jest ona tautologia, czyli
znalez¢ strukturg relacyjna, w ktorej « jest falszywa.

20.4.2. Pelnos¢ metody aksjomatycznej

Nastepne twierdzenie to bodaj najwazniejsze twierdzenie KRP. Gtosi ono (w jed-
nym ze sformulowarn), ze aksjomatyka KRP jest pelna, czyli ze kazda tautologia
KRP jest jego teza. Jest wiele metod dowodu tego twierdzenia. Polecamy artykut
Jana Zygmunta A survey of the methods of proof of the Godel-Malcev’s comple-
teness theorem, zamieszczony w podanej w odno$nikach bibliograficznych mono-
grafii pod redakcja Stanistawa Surmy, szczegétowo omawiajacy rézne wersje tego
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twierdzenia oraz sposoby jego dowodu. Ponizej podajemy (za cytowanym artyku-
tem) szkic dowodu, wykorzystujacy metode Henkina. Ograniczamy si¢ przy tym
jedynie do oméwienia gtéwnej konstrukcji, pomijajac szczegélowe uzasadnienia.
W rozwazanym ujeciu buduje si¢ pewien model z ,,materialu jezykowego”, tj. ze
stosownego zbioru stalych indywidualnych. Korzysta si¢ z niektérych pojeé me-
talogicznych (teoria, teoria niesprzeczna, teoria zupetna), o ktérych wspominamy
krétko w punkcie 20.8. ponizej. W poprzednich wyktadach wspominano juz takze
o metodzie budowania modelu ilorazowego, wykorzystywanej ponizej.

TWIERDZENIE 20.4.2.1.
Kazda tautologia KRP jest tezg systemu aksjomatycznego KRP.
DoOwOD (SzKIC).

Wprowadzamy, na potrzeby niniejszego dowodu, kilka uzytecznych oznaczen:

e S oznacza zbiér wszystkich formut jezyka KRP o sygnaturze ztozonej z jed-
nego predykatu jednoargumentowego P, jednego predykatu dwuargumento-
wego () oraz predykatu identycznosci =. Ograniczenie do takiej sygnatury
nie powoduje utraty ogélnosci dowodu.

e Przez Sys oznaczamy rodzing wszystkich systemow dedukcyjnych (wszyst-
kich teorii) relacji konsekwencji by, tj. rodzing tych wszystkich zbioréw
formut X, dla ktérych zachodzi: Cy,,(X) = X.

e Przez C'on oznaczamy rodzing wszystkich niesprzecznych zbioréw formut,
tj. takich zbioréw X, dla ktérych Cj,,(X) # S (warunek ten jest réwno-
wazny warunkowi: nie istnieje formuta « taka, ze X kg, « oraz X by,
Q).

e Przez C'om oznaczamy rodzing wszystkich zupetnych zbioréw formul, t;.
takich zbioréw X, dla ktérych: X t,, o lub X+, —a, dla dowolnej
formuty a.

Do (schematéw) aksjomatéw podanych powyzej (w 20.1.1.) dodajemy aksjo-
maty dla predykatu identyczno$ci =, oméwione w wyktadzie dotyczacym tablic
analitycznych dla KRP z identycznoscia (wyktady 18-19).

W dowodzie twierdzenia wykorzystuje si¢ Lemat Lindenbauma (zob. punkt
20.8.) oraz twierdzenie o dedukcji nie wprost (twierdzenie 20.2.2.).

Dowdd twierdzenia dzieli si¢ w sposéb naturalny na dwie czgsci:

e [. Dowdd, iz kazdy niesprzeczny zbiér formut jezyka KRP ma model.
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e II. Dowdd (nie wprost), ze kazda tautologia KRP jest tezg KRP, wykorzystu-
jacy czesé L.

I. KONSTRUKCJA MODELU.

Rozpoczynamy od jezyka L o sygnaturze wspomnianej wyzej. Niech

C = {Ci 11 € w}

bedzie zbiorem statych indywidualnych (w jest tu zbiorem wszystkich skoniczo-
nych liczb porzadkowych). Przez L(C') oznaczamy rozszerzenie jezyka L otrzy-
mane poprzez dodanie do L wszystkich statych indywidualnych ze zbioru C.

Niech Y bedzie dowolnym niesprzecznym i zupelnym systemem dedukcyjnym
w jezyku L(C). Definiujemy relacj¢ ~ na zbiorze C' w sposéb nastepujacy:

c; ~ c¢j wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; = c¢j nalezy do Y.
Wykorzystujac wlasnosci Y mozna pokazaé, ze ~ jest relacja réwnowaznosci

w C'. Niech ¢}” oznacza klase réwnowaznosci elementu ¢; wzgledem tej relacji.
Budujemy strukturg relacyjna

MY,C)=(U,P,Q,{s;: i € w},id)
W sposéb nastgpujacy:
e WU =A{c":¢eC}
o (ii) 5; = ¢’
e (iii) ¢;” € P wtedy i tylko wtedy, gdy P(¢;) € Y
o (iv) (¢, ¢}) € Q wtedy i tylko wtedy, gdy Q(c;,cj) € Y
o (V) (¢, ¢f) € id wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; =¢; €Y.

Z powyzszego wynika, ze id jest relacja identycznos$ci w uniwersum U.

Powiemy, ze zbiér zdan Y spetnia warunek (H) (warunek Henkina) w zbiorze
statych C, gdy dla kazdego zdania egzystencjalnego 3z a(x) z faktu, ze Iz a(x)
jest elementem Y wynika, iz istnieje stata ¢ € C taka, ze a(x/c) jest elementem
Y.

Dowodzi si¢ teraz szeregu lematéw, ktére postuza do wykazania, ze kazdy nie-
sprzeczny zbidr formut ma model.

LEMAT 1.

Jesli Y jest zbiorem zdan jezyka L(C') takim, ze:
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e (1) Y jest teorig niesprzeczna i zupetna (tj. elementem rodziny SysN ConN
Com),

e (2) Y spetia warunek (H) w zbiorze C,
to dla dowolnego zdania o
e 3)M(Y,C) E a wtedy i tylko wtedy, gdy a € Y.

DoOwOD.

Zatézmy (1) i (2). Dowéd (3) prowadzi si¢ przez indukcj¢ strukturalna po bu-
dowie formuty a.
Dla formut atomowych réwnowazno$¢ (3) zachodzi na mocy definicji modelu

m(y,C).
Zatézmy, ze (3) zachodzi dla o i . Trzeba pokazaé, ze zachodzi wtedy takze
dla: —aq, a1 A a2, a1 V ag, a1 — ag, a1 = ag, Jr ag(x) oraz Va ay(x).

Pokazemy to dla —«a, a1 Acvg oraz 3z o (). Dowody w pozostatych przypadkach
przebiegaja podobnie.
Przy zalozeniu, ze (3) zachodzi dla o1, nastgpujace warunki sa rOwnowazne:

e MY, C) |~

e nie zachodzi M(Y,C) = oy
e ¢Y

e a1 €Y.

Z kolei, przy zatozeniu, ze (3) zachodzi dla o oraz ag, nastgpujace warunki
sg rownowazne:

m(}/, C) ): a1 N\ as

M(Y,C) E agorazM(Y,C) = o

e vy €Yorazag €Y

ar ANag €Y.
Zalézmy teraz, ze 3z a1 (x) jest zdaniem oraz ze:

e (4) warunek (3) zachodzi dla dowolnej formuty o postaci av(c).
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Zat6zmy ponadto, ze:

e H)YMY,C) E Tz ay(x)

oraz przypus¢my, dla dowodu nie wprost, Ze:

e (6)Jr ay(x) ¢ Y.

Otrzymujemy wtedy kolejno:

e (7)Vx —aq(x) € Y, namocy (1)1 (6),

e (8) ~ay(c) € Y dla wszystkich ¢ € C, na mocy (1) oraz (A14),

e 9)M(Y,C) E —a1(c) dla wszystkich ¢ € C, na mocy zatozenia indukcyj-
nego (4),

e (10) dla wszystkich ¢ € C': nie zachodzi M(Y, C) E a1(c), na mocy defini-
cji relacji =,

e (11) istnieje c € C'i wartoSciowanie w takie, ze M(Y, C) =~ a1(x),

e (12)istnieje ¢ € C taka, ze M(Y, C) = «a1(c), na mocy definicji relacji =,
e (13) sprzecznos¢: (9), (12).

Tak wigc, przypuszczenie (6) trzeba odrzucic i otrzymujemy:

o (14) 3z ai(x) €Y.

Zat6zmy teraz, ze zachodzi (14). Wtedy, na mocy (2), istnieje ¢ € C taka, ze:
o (15)M(Y,C) = au(o).

Na mocy definicji relacji = otrzymujemy stad:

e (16)M(Y,C) E Jz ay(x).

Pokazali§my wigc, ze (3) zachodzi réwniez dla formut egzystencjalnie skwan-
tyfikowanych. Ostatecznie, otrzymujemy z powyzszego, ze (3) zachodzi dla wszyst-
kich formut.

LEMAT 2.

Jesli a oraz [ sa zdaniami, to z X U {a} Fpyp 8 wynika X b, a0 — .
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DowOD.
Zobacz dowdd twierdzenia o dedukcji wprost.
LEMAT 3.

Jezeli:
e (1) stata indywidualna c nie wystgpuje w formutach ze zbioru X,

e (2) a(x) powstaje z a(c) przez wstawienie zmiennej = w miejsce ¢ w for-
mule «(c) oraz x nie jest w «(x) na zadnym miejscu zwiazana,

* (3) X bprp afc),
to

o (4) X bppp o).

DowOD.

Jest to w istocie twierdzenie o tym, ze KRP nie wyréznia zadnej statej indywi-
duowe;j.

Zatézmy, ze X tppp, a(c). Wtedy istnieje dowdd (71, . . ., vy,) formuty a(c) ze
zbioru zatozen X. Mozemy zalozy¢, ze formuly tego ciagu nie zawieraja zmiennej
x. Sposréd formut 71, . . ., 7, przynajmniej niektore zawieraja stata c. Przez ~;(z)
oznaczmy formulg powstala poprzez zastapienie wszystkich wystapien stalej ¢ w
v; zmienna x.

Przez indukcj¢ po ¢ pokazuje sig, ze wszystkie zdania Vz ~;(x) sa konse-
kwencjami X. W szczegblnosci wige, Vz v, (x) jest konsekwencja X . Poniewaz
Yo () jest identyczna z «(x), otrzymujemy, iz Vx «(x) jest konsekwencja X.
Na mocy (A14*) i reguty odrywania, réwniez «(x) jest konsekwencja X, czyli
X Fprp a(z).

LEMAT 4.
Jezeli:
e (1) X € Con
e (2) stala c nie wystgpuje w elementach zbioru X,

e (3) dz a(x) jest elementem X,

to
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e (4) X U{a(z/c)} € Con.

DoOwOD.

Zat6zmy, ze zachodza (1)—(3) i przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze:
o (5) XU{a(x/c)} ¢ Con.

Otrzymujemy wtedy kolejno:

e (6) X U{a(c)} Firp ~a(c), na mocy definicji Con,

e (7) X Fprp a(c) = —a(c), na mocy lematu 2,

e (8) X Fprp max(c), namocy tezy (8 — —f3) — —f,

¢ (9) X Fprp ma(x), na mocy (2) oraz lematu 3,

e (10) X Fppp Vo ~ar(z), na mocy reguly generalizacj,

e (11) X Fppp m3x (), na mocy prawa De Morgana,

o (12) sprzeczno$¢: (3)1 (11).

Tak wigc, trzeba odrzucié przypuszczenie (5) i dowdd lematu jest zakoriczony.

Do sformutowania nastgpnego lematu potrzeba kilku pojeé pomocniczych. Dla
kazdej liczby naturalnej ¢ niech C; bedzie nieskoniczonym ciagiem wzajemnie jed-

noznacznym (cj), gdzie j przebiega wszystkie liczby naturalne. Kazdy ciag C; jest
zatem ciagiem bez powtdrzen. Niech C = U Ci.

Okreslamy ciag jezykéw L,,. Za Ly biéf;emy L. Jezyk L,, otrzymujemy z Lg
poprzez dodanie do niego zbioru statych Lnj Ci. Przez S(,) rozumiemy zbiér zdan
jezyka L. i
LEMAT 5.

Jezeli:
e (1) X € Con,
® (2) X C S,

to istnieje zbiér Y taki, ze:
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e (3))XCY,
e (Y C S(n—‘rl)
e 5Y € Con,

n+1
e (6)Y spetnia wzgledem X warunek (H) w zbiorze |J Cj, tj. dla dowolnego
i=1
n+1 '
zdania 3z o(z) € X istnieje statac € |J C; taka, ze a(c) € Y.
i=1

1=

DowOD.

Niech (Jzy;cj(zk,)) bedzie ciagiem wszystkich zdan egzystencjalnych nale-
zacych do zbioru X. Zdefiniujmy:

e MY =X U{a;(cf*):j>1},

Na mocy (1), definicji zbioréw C; oraz lematu 4 otrzymujemy, ze zachodzi
warunek (5). Z kolei, (3), (4) oraz (6) sa bezposrednimi konsekwencjami (7).

LEMAT 6.
Jezeli:
e (1) X C 5,
e (2) X € Con,
to istnieje zbior Y taki, ze:
e (3) Y jest zbiorem zdari jezyka L(C),
e )X CY,
e 5 Y € SysnConn Com,

e (6) Y spetnia warunek (H) w C.

DoOwWOD.

Zat6zmy, ze zachodza (1) i (2). Zbudujemy ciag zbioréw:

4 (7) XO7XS_7X17XT7X27X;—7' e
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zdefiniowanych warunkami:
e (7.1) Xo = X = X.

o (7.2) X,,,dlan > 1, jest niesprzecznym rozszerzeniem X :{_1, ktére istnieje
na mocy lematu 5.

e (7.3) X;F,dlan > 1, jest niesprzeczna i zupelng teoria zawierajaca X, (ist-
niejaca na mocy Lematu Lindenbauma, zob. punkt 20.8.); ponadto, zaréwno
Xy, jak i X sg zbiorami formut jezyka L.

Zdefiniujmy:

e ®Y ={J(XiUXh.

1EW
Na mocy (7) oraz (8) mamy:

e Y =U X

€W
Z definicji (8) wynika, ze:
e (10) Y spetnia warunki (3) oraz (4).

Z (9) oraz twierdzenia o sumie niesprzecznych teorii zupetnych (zob. punkt
20.8.) wynika, ze:

e (11) Y spetnia warunek (5).

Trzeba jeszcze udowodnic (6). Zatézmy, ze:

e (12)3z a(z) €Y

Na mocy (9) otrzymujemy stad, ze istnieje n taka, ze:
e (13)Ir a(r) € X ;.

Na mocy (13) oraz (7.2), istnieje ¢ € C taka, ze:

e (14) a(c) € X,,.

Z (8) oraz (14) wynika, ze:

e (15 alc) €Y.
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Wreszcie, na mocy (12) oraz (15), otrzymujemy:

e (16) Y spetnia warunek (6).

Na mocy lematéw 1 i 6 otrzymujemy:

KAZDY NIESPRZECZNY ZBIOR ZDAN MA MODEL.

II. KAZDA TAUTOLOGIA KRP JEST TEZA KRP.

Zat6zmy, ze « jest tautologia KRP i przypusémy, ze « nie jest teza KRP. Poka-
zemy, ze przypuszczenie to prowadzi do sprzecznosci, a zatem trzeba je odrzucic.

Przypominamy: uniwersalne domknigcie formuty « to formuta powstajaca z
« poprzez poprzedzenie o kwantyfikatorami generalnymi wiazacymi wszystkie
zmienne wolne w «. Uniwersalne domknigcie dowolnej formuty jest oczywiscie
zdaniem.

Jesli «v nie jest teza, to rowniez jej uniwersalne domknigcie @ nie jest teza.
Gdyby bowiem @ bylo teza, to (na mocy (A14)) takze o byltaby teza, wbrew przy-
puszczeniu.

Skoro @ nie jest teza, to nie zachodzi () +1,, . Poniewaz @ jest zdaniem,
wiec mozna skorzystac z twierdzenia o dedukcji nie wprost: nie zachodzi () -, @
wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje formuta 3 taka, ze:

{ﬁa} l_k:rp {53 _‘B}

Oznacza to, ze zbiér {—a} jest niesprzeczny. Na mocy czesci I dowodu, istnieje
model 9N tego zbioru, a zatem:

(1) Mp @

Z zalozenia, « jest tautologia. Réwniez « jest wigc tautologia, poniewaz reguta
generalizacji zachowuje wlasno$¢ bycia tautologia. Tak wigc, & jest prawdziwa w
kazdej strukturze relacyjnej (stosownej sygnatury). W szczegdlnosci, o jest praw-
dziwa w kazdej strukturze relacyjnej N, skonstruowanej na mocy czgsci I dowodu:

) Mea

Warunki () oraz (1) sa jednak wzajem sprzeczne, ze wzglgdu na definicj¢ relacji
[=. Tak wigc, przypuszczenie, ze « nie jest teza nalezy odrzucié. Ostatecznie, kazda
tautologia KRP jest teza KRP.
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20.5. Twierdzenie o zwartosci syntaktycznej

TWIERDZENIE 20.5.1.

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuly o zachodzi nastepujaca réwno-
waznos¢:

o X Fppp a wtedy i tylko wtedy, gdy Y by, o dla pewnego skoficzonego
zbioru formutY C X.

DoOwOD.

Dowdd implikacji odwrotnej <= jest natychmiastowy: skoro Y .., v dla pew-
nego skonczonego zbioru formut Y C X, to — ze wzglgdu na monotoniczno$¢é
relacji ,,, — zachodzi takze X ., .

Dowdd implikacji prostej = rowniez nie jest trudny. Skoro X kg, o, to ist-
nieje dowdd o z X w KRP, a wigc skoriczony ciag formut (71, ..., v,) taki, ze v,
jestidentyczna z o, a kazdy element ciagu (71, . .., V) jest badZ aksjomatem opar-
tym na ktéryms$ ze schematéw (A1)—-(A17), badZ wynikiem zastosowania reguly
podstawiania lub reguly generalizacji do wyrazéw wczesniejszych w tym ciagu.
Niech teraz Y bedzie zbiorem tych wyrazow ciagu (71, ..., V), ktore sa elemen-
tami zbioru X . Zbidr Y jest oczywiscie skoficzony. Jest takze oczywiste, ze mozna
zbudowa¢ dowdd w KRP formuty o w oparciu o zbiér Y, czyli ze Y ., o

W dowodzie powyzszego twierdzenia odwotujemy si¢ w istocie do finitystycz-
nosci operatora konsekwencji Cl.p.

20.6. Niesprzecznos¢ KRP

Moéwimy, ze zbiér formut X jest (syntaktycznie) niesprzeczny wtedy i tylko wtedy,
gdy nie istnieje formuta o taka, ze X kg, a oraz X by, . W przeciwnym
przypadku méwimy, ze X jest (syntaktycznie) sprzeczny.

TWIERDZENIE 20.6.1.
Zbioér wszystkich tez KRP jest niesprzeczny.
DowOD.

Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze zbiér wszystkich tez KRP nie jest nie-
sprzeczny. Istnieje wtedy formuta o taka, ze zaréwno «, jak i ~« sa konsekwen-
cjami zbioru wszystkich tez KRP, czyli s tezami KRP.
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Na mocy twierdzenia o petnosci, zaréwno «, jak i —« sg tautologiami KRP,
czyli sa obie spelnione w kazdej interpretacji. Niech 9 bedzie dowolng struktura
relacyjna, a w dowolnym warto$ciowaniem w 2. Wtedy zachodziloby zaréwno
M =y o, jak i M =y, —a, co jest jednak sprzeczne z definicja relacji spetniania.
Ostatecznie zatem nie istnieje formuta o o podanej wyzej wlasnosci, a wigc zbidr
wszystkich tez KRP jest (syntaktycznie) niesprzeczny.

20.7. Informacja o innych twierdzeniach metalogicznych
dotyczacych KRP

W wyktadach dotyczacych semantyki KRP oraz metody tablic analitycznych dla
KRP podali§my kilka waznych twierdzen metalogicznych dotyczacych KRP, np.:

e twierdzenie Churcha
e twierdzenie Herbranda
e twierdzenie Lowenheima-Skolema

e twierdzenie o prefiksowych postaciach normalnych.

Twierdzenia te moga by¢ réwniez sformulowane w aksjomatycznym ujeciu
KRP.

Dodajmy do tej listy jeszcze jedno twierdzenie, zwane twierdzeniem o neutral-
nosci logiki wobec statych indywiduowych, predykatow oraz symboli funkcyjnych.
Przypominamy, ze S(a;, x;, ), gdzie a; jest stala indywidualna, =; zmienna, a «
formuta jezyka KRP oznacza wynik podstawienia stalej a; za zmienng x; w for-
mule « (tj. za wszystkie wolne wystapienia x; w «). Niech ponadto, dla formuty «,
m-argumentowych predykatéw P;™ i P/ oraz m-argumentowych symboli funk-
cyjnych Fi™ 1 Fj™:

e a(P"/P;") oznacza wynik konsekwentnego zastapienia wszystkich wysta-
pien predykatu P;™ w formule c predykatem P;™;

o a(F"/ F]m) oznacza wynik konsekwentnego zastapienia wszystkich wysta-
pieni symbolu funkcyjnego Fi" w formule o symbolem funkcyjnym F7™.

Zapowiadane twierdzenie ma nastgpujace sformutowanie:

e Jesli zadna ze statych indywidualnych a,,,, a,, nie wystepuje w a, to S(am,, x;, @)

jest teza KRP wtedy i tylko wtedy, gdy S(ay,, ;, ) jest teza KRP.
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o Jesli o jest teza KRP, to a(P)" /Pj") jest teza KRP.

o Jesli o jest teza KRP, to a(F]" /F}") jest teza KRP.

Powyzsze twierdzenie jest tez nazywane twierdzeniem o niewyroznianiu sta-
tych pozalogicznych. Gtosi ono, méwiac krétko, ze:

e cokolwiek da si¢ udowodni¢é w KRP o pewnej statej indywidualnej, da si¢
takze udowodni¢ o dowolnej innej statej;

e cokolwiek da si¢ udowodni¢ w KRP o pewnym predykacie, da si¢ takze
udowodni¢ o dowolnym innym predykacie;

e cokolwiek da si¢ udowodni¢ w KRP o pewnym symbolu funkcyjnym, da si¢
takze udowodni¢ o dowolnym innym symbolu funkcyjnym.

20.8. Niektore wlasnosci teorii elementarnych
Teorie aksjomatyczne budowane w jezyku KRP maja wyszczegblnione zbiory:

e pojec specyficznych (pierwotnych, niedefiniowalnych)

e aksjomatow (zatozen przyjmowanych bez dowodu).

Srodkami dowodowymi w takich teoriach sa reguty wnioskowania KRP.

W jezyku klasycznego rachunku predykatéw formutowaé mozna tzw. feorie
elementarne. Gdy wyréznimy pewien zbior statych pozalogicznych (predykatéw,
symboli funkcyjnych, statych indywidualnych) S oraz zbiér A zdan, zwanych ak-
sjomatami rozwazanej teorii elementarnej 7', to sama formalna definicja T jest
nastgpujaca.

Teoriq elementarng w jezyku KRP o sygnaturze S oraz zbiorze aksjomatéw A
nazywamy zbidr wszystkich formut wyprowadzalnych na gruncie KRP ze zbioru
aksjomatow A. Tak wigc, T jest teorig elementarna, gdy

T={a:Ablg,al.

Jesli T jest teoria elementarna, to Cy,,(T") = T', co wynika wprost z powyz-
szej definicji. Przypomnijmy, ze w przypadku dowolnego operatora konsekwencji
C, teoriami (tego operatora) nazywamy jego punkty stale, tj. takie zbiory X, dla
ktorych X = C(X).

W poprzednich wyktadach podano przyklady czterech takich teorii:
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teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla-Skolema ZFC

arytmetyka Peana PA

teoria algebr Boole’a (dwie aksjomatyki)

teoria grup (trzy aksjomatyki).

Podajmy jeszcze jeden przyklad prostej teorii elementarnej: teorii gestych li-
niowych porzadkéw bez elementu pierwszego i ostatniego. Jest to teoria, w ktorej
jezyku wystepuje, obok predykatu identycznoSci = jeden predykat dwuargumen-
towy, powiedzmy <. Teoria jest scharakteryzowana nastgpujacymi aksjomatami:

o ()Vz (z = x)

e QVaVy (z =y —y =)

e B)VaVyVz (z=yAy=2) >z =2)
o MHVavVyVz (x=yANz<2)—>y=<z)
o S)VavVyVz (z=yANz=<x)—>2=<Yy)
o (0)VaVy (x <y — —y < x)

o (MVavVyVz (z <yAy<z) > x<z)
e Q)VaVy (x =yVz<yVy<uz)

e O Vydzr (y < x)

e (10) Vy3z (z < y)

o (INVaVy (x <y — 3z (x < zAz=<y)).

Modelami tej teorii sa np.: zbiér wszystkich liczb wymiernych wraz ze zwykta
relacja porzadku <, a takze zbi6r wszystkich liczb rzeczywistych wraz ze zwykia
relacja porzadku <. Zbiér wszystkich liczb catkowitych, ze zwykla relacja po-
rzadku < nie jest modelem tej teorii, poniewaz nie spelnia warunku (11), czyli
warunku gestosci. Przedzial domknigty [0, 1] zbioru liczb rzeczywistych (ze zwy-
kla relacja porzadku <) réwniez nie jest modelem tej teorii, gdyz nie spetnia ani
warunku (9), ani warunku (10).

) 3k %k
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Waznym zadaniem metalogiki jest badanie wlasnosSci teorii (tu: elementar-
nych). Podamy kilka przyktadéw takich wiasnosci oraz (bez dowodéw) informacje,
jakim teoriom wtasnosci te przystuguja.

Oczywistym wymogiem, ktéremu sprosta¢ powinna teoria jest jej niesprzecz-
nosé. Teorie sprzeczne nie sa interesujace (z formalnego punktu widzenia), gdyz
wszystko (kazda formuta jezyka KRP) daje si¢ w nich udowodnic.

Na mocy twierdzenia o petnosci, teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy,
gdy ma model. Jednak czysto syntaktyczne dowody niesprzecznosci teorii sg, w
ogdlnosci, trudne do uzyskania. Stosuje si¢ w nich np. takie techniki, jak: metoda
interpretacji syntaktycznej, metoda relatywizacji kwantyfikatorow.

Przypominamy, ze Cl,,(X) to zbi6r wszystkich konsekwencji logicznych zbioru
X. Odnotujmy (bez dowodu) kilka faktéw dotyczacych niesprzecznosci:

e Zbidr X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbior C,.,(X) jest nie-
sprzeczny.

e Podzbidr zbioru niesprzecznego jest niesprzeczny. Nadzbioér zbioru sprzecz-
nego jest sprzeczny.

e 7bidr X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta « taka,
ze a nie jest elementem zbioru Chyp(X).

e 7bidr X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skonczony
podzbidr jest niesprzeczny. W konsekwencji, zbiér X jest sprzeczny wtedy i
tylko wtedy, gdy co najmniej jeden jego skorniczony podzbidr jest sprzeczny.
[To takze jedna z postaci twierdzenia o zwartoSci.]

e Jezeli (X1, X9, X3,...) jest nieskoficzonym ciagiem niesprzecznych zbio-
réw formut oraz
X1CX2CX3C...,
to zbior | J X; jest niesprzeczny.
i

e Jesli « jest zdaniem (nie zawiera zmiennych wolnych) oraz —« nie nalezy
do zbioru Cp,,(X), to zbiér X U {«} jest niesprzeczny.

% 3k 3k

Inna wazna wlasnoScig metalogiczng jest zupetno$¢. Méwimy, ze zbiér formut
jezyka KRP (o sygnaturze o) jest zupetny (ze wzgledu na tg sygnaturg) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania e (w jezyku sygnatury o) badZ « jest elemen-
tem C,p(X ), badZ -« jest elementem Cpypp(X).
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Gdy X jest zbiorem aksjomatéw jakiejS teorii 7' (w jezyku o okreslonej sygna-
turze), a a zdaniem (tego jezyka) takim, Ze ani o, ani ~« nie nalezy do Cp,,(X),
to méwimy, ze « jest zdaniem nierozstrzygalnym na gruncie aksjomatéw X (lub:
w teorii 7). Jesli teoria jest zupelna, to nie istnieja w niej zdania nierozstrzygalne.
Oznacza to, ze w teorii zupetnej kazdy problem sformutowany w jej jezyku znaj-
duje rozstrzygnigcie na gruncie tej teorii.

Wigkszos¢ waznych, interesujacych teorii matematycznych to teorie, ktére nie
sa zupelne. Nalezy przy tym pamigtaé, ze nie zawsze zupetnos¢ jest pozadana wia-
snoScig teorii: dla przyktadu teoria algebr Boole’a (niezupetna) zostata zbudowana
z myS$la o wielu bardzo réznych interpretacjach. Zupetnos¢ jest natomiast wtasno-
Scig pozadana, gdy budujemy teori¢ z mysla o jakiej$ jednej, ustalonej interpretacji
(jak np. w przypadku arytmetyki Peana). Jednak wtasnie w przypadku arytmetyki
Peana (oraz, ogdlniej, w przypadku wszelkich teorii zawierajacych stosowna czgs$é
tej arytmetyki) mamy do czynienia z brakiem zupetnosci.

Teoria zupelna jest natomiast podana powyzej elementarna teoria liniowego
gestego porzadku bez elementu pierwszego i ostatniego. Fakt ten moze zostaé udo-
wodniony przy pomocy techniki zwanej eliminacjq kwantyfikatorow.

Podamy (bez dowodéw) kilka faktéw dotyczacych pojecia zupetnoSci (pomi-
jamy wszedzie okreSlenie: ,,ze wzgledu na dany jezyk™):

e Zbidr X jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy Cj,,(X) jest zupetny.
e Jezeli zbior X nie jest zupelny, to jest niesprzeczny.

e 7bior X jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej formuly « nie
nalezacej do Cl,p,(X) zbior X U {«} jest sprzeczny.

o (LEMAT LINDENBAUMA). Jesli X jest zbiorem niesprzecznym, to istnieje
niesprzeczna i zupelna teoria Y taka, ze X C Y.

SZKIC DOWODU LEMATU LINDENBAUMA.

Wszystkie zdania jezyka KRP mozna ustawi¢ w nieskonficzony ciag:
<C¥1, a2,03, .. '>7

przyjmujac jakas umowe dotyczaca uporzadkowania zbioru ciagéw symboli z al-
fabetu skoniczonego (metody takie oméwiono na zajeciach ze Wstepu do matema-
tyki).

Przez indukcjg okreslamy teraz ciag (Y7, Y2, Ys,...) zbioréw formut zdanio-
wych w sposéb nastepujacy:
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[ ] Y1 =X
e jesli ~ay; nie jest elementem Cy,p(Y;), to przyjmujemy: Y1 = Y; U {a;}
e jesli ~ay jest elementem Ci,p,(Y;), to przyjmujemy: Y1 = Y;.

Tak okreslony ciag zbiorow jest wstepujacy, czyli Y; C Y;41 dla wszystkich i.
Ponadto, wszystkie zbiory Y; sa niesprzeczne, co wykazuje si¢ przez indukcj¢ po

. W konsekwencji, zbior:
oo

YV = Ckrp(U)Yi
i=1
réwniez jest zbiorem niesprzecznym. OczywisScie, Y jest teorig i zawiera X. Na
mocy konstrukcji zbioréw Y;, dla kazdego zdania o zachodzi alternatywa:

e « jest elementem Y, lub

e —q jest elementem Y.

A zatem zbiér Y spelnia tezg Lematu Lindenbauma: jest niesprzeczng zupeing
teoria zawierajaca zbior X.

UWAGA. Dow6d Lematu Lindenbauma nie jest konstruktywny (korzysta z aksjo-
matu wyboru), wiemy wigc tylko, ze kazdy niesprzeczny zbiér formut mozna roz-
szerzy¢ do teorii niesprzecznej i zupetne;.

) 3k %k

Nastgpna z wlasnoSci metalogicznych to niezalezno$¢. Méwimy, ze formuta
« jest niezalezna od zbioru formut X wtedy i tylko wtedy, gdy « nie nalezy do
Clrp(X). Méwimy, ze zbiér formut X jest niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy «
nie nalezy do Cj,,(X — {a}), dla wszystkich formut o nalezacych do X.

Gdy budujemy system aksjomatow, to wymdg jego niezaleznos$ci stanowi wy-
raz troski o ekonomig: aksjomaty, ktére nie sa niezalezne od pozostatych sa po
prostu zbedne, gdyz mozna je z owych pozostatych wyprowadzi¢. Czasami jednak
nie przyktada si¢ pierwszorzgdnej wagi do wtasnosci niezaleznosci (zbioru aksjo-
matéw), przedktadajac nad nig (pragmatyczne) wlasnoSci: zrozumiatosci, estetyki,
tatwosci zapamigtania.

Powiemy, ze zbiory X i Y formul sa logicznie rownowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy Cirp(X) = Cirp(Y). Zbiory logicznie réwnowazne maja zatem do-
ktadnie te same konsekwencje logiczne.
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Przypominamy, ze & oznacza uniwersalne domknigcie formuly o, tj. formulg
otrzymang z « poprzez poprzedzenie o kwantyfikatorami generalnymi wigzacymi
wszystkie zmienne wolne w a.. Oto dwa fakty dotyczace pojecia niezaleznosci (po-
dane bez dowodow):

e Jesli zbior X U{—a} jest niesprzeczny, to formuta « jest niezalezna od zbioru
X.

e Jezeli zbidr X jest skoficzony, to istnieje niezalezny zbiér Y réwnowazny
logicznie zbiorowi X .

Istnieja nieskonczone zalezne zbiory formul, ktére nie sa réwnowazne logicz-
nie z zadnym swoim skoficzonym niezaleznym podzbiorem. Rozwazmy bowiem
nastgpujacy ciag zdan (niech ich zapisanie w jezyku KRP bedzie ¢wiczeniem dla
stuchaczek):

e Istnieja co najmniej dwa obiekty.

e Istnieja co najmniej trzy obiekty.

e Istnieja co najmniej cztery obiekty.
o ...

Kazde zdanie tego zbioru jest tutaj zalezne, poniewaz jest konsekwencja lo-
giczna zdania po nim nastgpujacego. Jednak zaden skoniczony zbior tych zdan nie
jest logicznie réwnowazny catemu ich zbiorowi.

% 3k ok

Dodajmy, ze poszukiwanie skoriczonych zbioréw formut mogacych stanowic
aksjomatyke rozwazanej teorii elementarnej 7', rOwnowazna logicznie z (by¢ moze
nieskoiiczong) aksjomatyka teorii 7' jest waznym problemem metodologicznym:
jest to pytanie o tzw. skoriczonq aksjomatyzowalnos¢ teorii.

) 3k 3k

Zakladamy, ze stuchaczki znaja pojecie izomorfizmu oraz pojgcie (nieskoficzo-
nej) liczby kardynalnej z zaje¢ ze Witepu do matematyki. Pojecia te wykorzystu-
jemy dla sformutowania jeszcze jednej wlasnosci mogacej przystugiwaé teoriom
elementarnym.
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Moéwimy mianowicie, ze teoria 1" jest kategoryczna w mocy k, gdzie x jest
(nieskoriczona) liczba kardynalna, gdy wszystkie modele teorii 7', ktérych uni-
wersa maja moc k sa izomorficzne. Kategoryczno$¢ w ustalonej mocy oznacza
zatem, ze wszystkie modele tej mocy branej pod uwage teorii sg strukturalnie nie-
odrdéznialne, sg ,,tak samo zbudowane”.

Przyktadem teorii kategorycznej w mocy Ng jest podana powyzej elementarna
teoria liniowego gestego porzadku bez elementu pierwszego i ostatniego. Nie jest
natomiast kategoryczna w mocy Ng arytmetyka Peana. A zatem aksjomaty tej
arytmetyki nie charakteryzuja doktadnie jednej (z doktadnosScia do izomorfizmu)
struktury.

20.9. Przykiady innych aksjomatyk KRP

Jak wspomniano na poczatku, mozna na rézne sposoby dobiera¢ aksjomaty KRP.
Oto kilka znanych propozycji. Tytuly ponizszych punktéw odnosza si¢ do pozycji
zamieszczonych w odno$nikach bibliograficznych.

Pogorzelski 1992, 242.

Aksjomatami sa domknigcia uniwersalne wszystkich formut o postaci:
o o — (ﬁ — Oz)

e (@a=(B—=1) = (a=p5)—=(a=7)

o (na— b)) = (8= )

Yz o — S(t, x, ), o ile term ¢ jest podstawialny za xj W o

Vzp (o = B) = (Vo a — Vi, B)

e o — Vi o, oile xy nie jest zmienng wolng formuly «.
Jedyna reguta wnioskowania w tym systemie jest reguta odrywania RO.

Cori, Lascar 2000, 194-195.

Za schematy aksjomatéw bierzemy wszystkie podstawienia tautologii KRZ oraz
schematy nastgpujace:

o Jdr o= -V ~«
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e Vz (o = ) = (e = Vz 8), oile x nie jest wolna w «

o Yz a— S(t,x, ), oile t jest podstawialny za x w .
Regutami wnioskowania sa tu: reguta odrywania oraz reguta generalizacji.

Marciszewski 1987, 26 i nastepne.

W omawianym tu systemie aksjomatami sa wszystkie podstawienia tez KRZ oraz
nastgpujace schematy:

o Vz a(r) = aly)

e a(y) — Iz a(x).

Regutami systemu sa (zaktada si¢ tu, ze x nie jest wolna w 3):

B — a(x) a(z) =
B — YV a(z) dz a(z) = B
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21. Cwiczenia

Teraz to, co lubicie najbardziej, czyli zadania do samodzielnego rozwiazania. Wszyst-
kie zaopatrzone zostaty w odpowiedzi.

1. Podaj dowody nastgpujacych tez KRP:
e ()Vr (a— B) = (Yx a— Va f)
o (b)(Fzr vz f)— Iz (aVp).

2. Pokaz, ze nastgpujace reguty sa wyprowadzalne w KRP:

e (a)

dzr «
Jz (aV B)

e (b)
Vra=Vr B, Vx 5

Vo (7 — «)

3. Wykorzystaj twierdzenia o dedukcji w dowodach nastgpujacych tez:
e (a) (3x P(z) = Jz Q(x)) — (Vz P(x) — Jz Q(x))
e (b) (Fx P(x) —» Vz Q(z)) — Vx (P(x) — Q(x)).

Rozwiazania

1(@).Vz (a — B) = (Vx o« — YV )

. Vz(a—p8)— (a—0b) (A14%)

2. a—= Vz(a—pB)—P) prawo komutacji: 1

3. Vea—« (A14*)

4. Ve a— Yz (a— S) — P) sylogizm hipotetyczny: 3, 2
5. Ve (a—B)— (Vxa—p) prawo komutacji: 4

6. (Vz (o« — f)AVza)—p prawo importacji: 5

7. (Vz (o« = B)AVza) = Vx 3 DV:6

8. Va(a— p)— (Vxa— Vz ) prawo eksportacji: 7.

1(b). 3z VvV Iz B) — Jz (a V )
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B

PN

b

2(a).

(Fzra— Jz (aVp) —

(FzB— Tz (aVvP)) = (BzxaVvIzp) — Iz (aVp)))

a— (aVp)
(Vv pB) = 3z (aVp)
a— 3Jz (aVP)

Jza— (aVp)

(FzB—= 3z (aVvP) = ((FzaVvIz B) = Iz (aVP)))

B— (Vv B)
B — 3z (aVp)

Jz 8 — Fz (aV B)
(Fz avIz p) = Iz (aVp)

dr o

Jz (a Vv B)

Trzeba pokazaé, ze: {3z o} Fipp 2 (0 V ).

S

2(b).

Jr a
Jra— (JzaVv Iz f)
dr avdz S

(Fravizp)— Iz (aVp)

Jz (aV B)

zalozenie
(A7)

RO: 2, 1

teza (¢w. 1(b))
RO: 4, 3.

Vea=Vz 3, Vx

prawo
dodawania
poprzednikéw
(A7)

(A15%)

sylogizm
hipotetyczny: 2, 3
D3:4

RO: 1,5

(A8)

sylogizm
hipotetyczny: 7, 3
D3: 8

RO: 6, 9.

Vo (v — «)

Trzeba pokazaé, ze: {Va o =V 3, V& B} Fppp Vo (v = ).
Vera=Vrf zatozenie
Yz 8 zatozenie
Ve a=Vx ) — (Vx f—Vra) (All)
Vr g — Vx « RO: 3,1
Vo o RO: 4,2
Vra— « (A14%)

a RO: 6,5
a— (y— a) (A3)

v -« RO: 8, 7
Vo (7 — «) RG: 9.

,_.
SO XN R W=

3(a). (3x P(x) — Jz Q(z)) = (Va P(z) — Jz Q(x))
(Jz P(z) — Jz Q(x)) — (Vx P(z) — Jz Q(x)) jest teza wtedy i tylko
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wtedy, gdy
0 Firp Gz P(z) = 32 Q(z)) — (Vo P(z) — Iz Q(z)).

Poniewaz 3z P(z) — Jx Q(x) jest zdaniem, wigc (na mocy twierdzenia o deduk-
cji) zachodzi to dokladnie wtedy, gdy

{3z P(z) = 2 Q(x)} Fpp Vo P(z) — Jz Q().

Jeszcze raz stosujemy twierdzenie o dedukcji (co mozemy uczynié, gdyz Va P(z)
jest zdaniem) i otrzymujemy, ze zachodzi to doktadnie wtedy, gdy

{3z P(z) = J2 Q(x), Vo P(x)} Fiyp J2 Q(2).

Budujemy zatem dowdd tego ostatniego:
1. 3z P(z) —» 3z Q(x) zalozenie

2. Vz P(z) zatozenie
3. Va P(z) — P(z) (A14%)
4. P(x) RO: 3,2
5. P(z) — 3z P(x) (A15%)
6. Jx P(x) RO: 5,4
7. dzr Q(x) RO: 1, 6.

3(b). (3z P(z) — Vz Q(x)) = Yz (P(x) — Q(z))
(Fz P(z) — Vo Q(x)) = Vo (P(z) — Q(z)) jest teza wtedy i tylko wtedy,

gdy
0 Firp Gz P(z) = Vo Q(z)) — Va (P(z) — Q(x)).

Poniewaz 3z P(x) — Yz Q(z) jest zdaniem, wigc (na mocy twierdzenia o deduk-
cji) zachodzi to doktadnie wtedy, gdy
{3z P(z) = V2 Q(x)} Fipp Yz (P(z) = Q(2)).

Budujemy dowdd tego ostatniego:

1. 3z P(z) - Vz Q(x) zalozenie
2. P(z) = VzQ(x) O3: 1

3. P(x) — Q(x) Oov:2

4. Vx (P(z) — Q(xz)) RG:3.
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