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Wst¦p

Przypomnimy niektóre poj¦cia, znane sªuchaczom ze szkoªy: np.

ekstrema lokalne funkcji. Podamy warunki konieczne i wystarczaj¡ce

istnienia ekstremum.

Znajdowanie ekstremów lokalnych to wa»ne zagadnienie z punktu

widzenia zastosowa«: w praktyce bardzo cz¦sto interesujemy si¦, kiedy

jaka± wielko±¢, opisuj¡ca badan¡ zale»no±¢, przyjmuje warto±¢

minimaln¡ lub maksymaln¡.

Przebieg zmienno±ci funkcji charakteryzuj¡ takie poj¦cia jak np.: jej

ekstrema lokalne, jej punkty przegi¦cia, jej punkty nieci¡gªo±ci,

przedziaªy, w których jest ona monotoniczna, wypukªa, wkl¦sªa, jej

asymptoty.

Poj¦cia te charakteryzujemy w terminach granicy oraz pochodnej

funkcji.
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Ekstrema lokalne

Zaªó»my, »e funkcja f o warto±ciach rzeczywistych jest okre±lona w jakim±

otoczeniu punktu x0 ∈ R, czyli w pewnym przedziale otwartym

(x0 − a, x0 + a), gdzie a > 0. Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0:

1 maksimum lokalne, gdy istnieje liczba δ > 0 taka, i»: je±li |x − x0| < δ,
to f (x) 6 f (x0);

2 minimum lokalne, gdy istnieje liczba δ > 0 taka, i»: je±li |x − x0| < δ,
to f (x) > f (x0).

Maksima oraz minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi funkcji.

Okre±lone wy»ej ekstrema nazywa si¦ czasem ekstremami niewªa±ciwymi.

Ponadto, mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0:

1 maksimum lokalne wªa±ciwe, gdy istnieje liczba δ > 0 taka, i»:

je»eli x 6= x0 oraz |x − x0| < δ, to f (x) < f (x0);

2 minimum lokalne wªa±ciwe, gdy istnieje liczba δ > 0 taka, i»:

je»eli x 6= x0 oraz |x − x0| < δ, to f (x) > f (x0).
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Ekstrema lokalne

Przykªady:

Funkcja f (x) = −x2 + 5 ma maksimum lokalne w punkcie x0 = 0.

Funkcja f (x) = |x − 2| ma minimum lokalne w punkcie x0 = 2.

Funkcja f (x) = sin x nie ma ekstremum lokalnego w przedziale

(−π
2
, π
2
).

Funkcja f (x) = cos x ma maksimum lokalne w ka»dym punkcie

x = 2 · n · π dla n ∈ Z oraz minimum lokalne w ka»dym punkcie

x = (2 · n + 1) · π dla n ∈ Z.

Warunek konieczny istnienia ekstremum podaje nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie. Je±li funkcja f jest okre±lona w pewnym otoczeniu

punktu x0 i ró»niczkowalna w punkcie x0 oraz posiada ekstremum

lokalne w punkcie x0, to f ′(x0) = 0.
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Punkty przegi¦cia i asymptoty Punkty przegi¦cia

Równanie stycznej do krzywej y = f (x) w punkcie x0 ma jedn¡ z

nast¦puj¡cych postaci (co wynika bezpo±rednio z de�nicji ilorazu

ró»nicowego funkcji w punkcie x0):

1 y = f ′(x0) · x + f (x0)− f ′(x0) · x0, gdy |f ′(x0)| <∞
2 y = x0, gdy |f ′(x0)| =∞.

Punkt przegi¦cia. Zaªó»my, »e funkcja f ma pochodn¡ f ′(x0) w punkcie x0.

Mówimy, »e krzywa y = f (x) ma w punkcie x0 punkt przegi¦cia, gdy: albo

|f ′(x0)| =∞ albo |f ′(x0)| <∞ oraz istnieje δ > 0 taka, »e dla 0 < |h| < δ
zachodzi jeden z nast¦puj¡cych przypadków:

1 f ′(x0 + h) + f (x0)− f ′(x0) · x0 6 f (x0 + h) dla h > 0 oraz

f ′(x0 + h) + f (x0)− f ′(x0) · x0 > f (x0 + h) dla h < 0

(krzywa y = f (x) przewija si¦ spod stycznej nad styczn¡).

2 f ′(x0 + h) + f (x0)− f ′(x0) · x0 > f (x0 + h) dla h > 0 oraz

f ′(x0 + h) + f (x0)− f ′(x0) · x0 6 f (x0 + h) dla h < 0

(krzywa y = f (x) przewija si¦ znad stycznej pod styczn¡).
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Punkty przegi¦cia i asymptoty Asymptoty

1 Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona w przedziale niewªa±ciwym

(c,∞), gdzie c ∈ R. Mówimy, »e prosta y = a · x + b jest asymptot¡

uko±n¡ funkcji f przy x → +∞, gdy lim
x→+∞

(f (x)− a · x − b) = 0.

Mówimy, »e prosta y = a · x + b jest asymptot¡ uko±n¡ funkcji f przy

x → −∞, gdy lim
x→−∞

(f (x)− a · x − b) = 0.

2 Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona w pewnym otoczeniu

(x0 − δ, x0 + δ) punktu x0, za wyj¡tkiem punktu x0. Mówimy, »e

funkcja f ma asymptot¦ pionow¡ x = x0 w punkcie x0, gdy:

lim
x→x0

f (x) = +∞ lub lim
x→x0

f (x) = −∞.

3 Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona w pewnym otoczeniu (x0 − δ, x0)
punktu x0. Mówimy, »e funkcja f ma lewostronn¡ asymptot¦ pionow¡

x = x0 w punkcie x0, gdy: lim
x→x−0

f (x) = +∞ lub lim
x→x−0

f (x) = −∞.

4 Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona w pewnym otoczeniu (x0, x0 + δ)
punktu x0. Mówimy, »e funkcja f ma prawostronn¡ asymptot¦ pionow¡

x = x0 w punkcie x0, gdy: lim
x→x+0

f (x) = +∞ lub lim
x→x+0

f (x) = −∞.
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Punkty przegi¦cia i asymptoty Asymptoty

Przykªady

Punkt x0 = 0 jest punktem przegi¦cia krzywej o równaniu f (x) = x3.

Funkcja f (x) = x2 nie ma punktów przegi¦cia.

Asymptotami funkcji f (x) = 1
x s¡ proste o równaniach y = 0 oraz

x = 0.

Asymptotami funkcji f (x) = 1
x + x s¡ proste o równaniach y = x oraz

x = 0.

Pod koniec wykªadu dowiemy si¦, jak wyznacza¢ punkty przegi¦cia

oraz asymptoty.
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Twierdzenia o warto±ci ±redniej oraz ich konsekwencje Twierdzenia: Rolle'a, Lagrange'a

Twierdzenie Rolle'a. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [a, b] i
ró»niczkowalna w ka»dym punkcie nale»¡cym do przedziaªu (a, b), a
ponadto f (a) = f (b), to istnieje punkt x0 ∈ (a, b) taki, »e f ′(x0) = 0.

W interpretacji geometrycznej twierdzenie Rolle'a gªosi, »e przy

zaªo»eniu równo±ci warto±ci funkcji na ko«cach przedziaªu wewn¡trz

tego przedziaªu istnieje punkt x0 taki, »e styczna do krzywej f (x)
przechodz¡ca przez punkt (x0, f (x0)) jest równolegªa do osi odci¦tych.

Twierdzenie Lagrange'a. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa w przedziale

[a, b] i ró»niczkowalna w ka»dym punkcie nale»¡cym do przedziaªu

(a, b), a ponadto f (a) = f (b), to istnieje punkt x0 ∈ (a, b) taki, »e:

f ′(x0) =
f (b)−f (a)

b−a .

W interpretacji geometrycznej teza powy»szego twierdzenia gªosi, »e

styczna do krzywej f (x) przechodz¡ca przez punkt (x0, f (x0)) jest
równolegªa do siecznej ª¡cz¡cej punkty (a, f (a)) oraz (b, f (b)).
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Twierdzenia o warto±ci ±redniej oraz ich konsekwencje Monotoniczno±¢ funkcji

Twierdzenie. Zaªó»my, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie

przedziaªu (a, b). Wtedy:

1 f jest niemalej¡ca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f ′(x) > 0 w (a, b).

2 f jest nierosn¡ca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f ′(x) 6 0 w (a, b).

Ponadto, je±li f ′(x) > 0 w (a, b), to f jest ±ci±le rosn¡ca w (a, b),
natomiast je±li f ′(x) < 0 w (a, b), to f jest ±ci±le malej¡ca w (a, b).

Warunek wystarczaj¡cy istnienia ekstremum lokalnego:

Twierdzenie. Zaªó»my, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w pewnym

otoczeniu punktu x0. Wtedy:

1 Je»eli istnieje δ > 0 taka, »e f ′(x) > 0 dla x ∈ (x0 − δ, x0) oraz
f ′(x) 6 0 dla x ∈ (x0, x0 + δ), to funkcja f ma maksimum lokalne w

punkcie x0.

2 Je»eli istnieje δ > 0 taka, »e f ′(x) 6 0 dla x ∈ (x0 − δ, x0) oraz
f ′(x) > 0 dla x ∈ (x0, x0 + δ), to funkcja f ma minimum lokalne w

punkcie x0.
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Symbole nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

Twierdzenie Cauchy'ego. Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w przedziale

[a, b] oraz ró»niczkowalne w ka»dym punkcie nale»¡cym do przedziaªu

(a, b), a ponadto g ′(x) 6= 0 dla x ∈ (a, b), to istnieje punkt x0 ∈ (a, b)
taki, »e:

f ′(x0)

g ′(x0)
=

f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
.

Z omówionych wy»ej twierdze« o warto±ci ±redniej mamy wiele

po»ytków. Mi¦dzy innymi, pozwalaj¡ one uzasadni¢ reguª¦

post¦powania z wyra»eniami, zawieraj¡cymi granice, których obliczenie

nie jest � na pierwszy rzut oka � oczywiste.

Tak jest np. w sytuacjach, gdy otrzymujemy wyra»enie uªamkowe, w

którym licznik oraz mianownik d¡»¡ do zera, lub licznik i mianownik

d¡»¡ do niesko«czono±ci.

Procedur¦ post¦powania w takich przypadkach opisuje reguªa de

l'Hospitala. Zachodz¡ mianowicie nast¦puj¡ce cztery twierdzenia:
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Symbole nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

1. Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ ci¡gªe w przedziale [x0, x0 + δ], gdzie δ > 0

oraz ró»niczkowalne we wszystkich punktach przedziaªu otwartego

(x0, x0 + δ). Zaªó»my te», »e f (x0) = g(x0) = 0 oraz g(x) 6= 0 dla

wszystkich x ∈ (x0, x0 + δ). Je»eli istnieje granica prawostronna lim
x→x+0

f ′(x)
g ′(x) ,

to istnieje równie» granica prawostronna lim
x→x+0

f (x)
g(x) i zachodzi równo±¢:

lim
x→x+0

f (x)
g(x) = lim

x→x+0

f ′(x)
g ′(x) .

Twierdzenie pozostaje prawdziwe, je±li w jego sformuªowaniu zast¡pimy

przedziaª [x0, x0 + δ] przedziaªem [x0 − δ, x0], a granice prawostronne przy

x → x+0 granicami lewostronnymi przy x → x−0 .
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Symbole nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

2. Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ ci¡gªe w przedziale niewªa±ciwym (a,∞),
gdzie a > 0 oraz ró»niczkowalne we wszystkich punktach tego przedziaªu.

Zaªó»my te», »e lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

g(x) = 0 oraz g(x) 6= 0 dla x ∈ (a,∞).

Je»eli istnieje granica lim
x→∞

f ′(x)
g ′(x) , to istnieje tak»e granica lim

x→∞
f (x)
g(x) oraz

zachodzi równo±¢: lim
x→∞

f (x)
g(x) = lim

x→∞
f ′(x)
g ′(x) .

3. Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ ci¡gªe w przedziale (x0, x0 + δ), gdzie δ > 0

oraz ró»niczkowalne we wszystkich punktach tego przedziaªu. Zaªó»my te»,

»e lim
x→x+0

f (x) = lim
x→x+0

g(x) =∞ oraz g(x) 6= 0 dla x ∈ (x0, x0 + δ). Je±li

istnieje granica prawostronna lim
x→x+0

f ′(x)
g ′(x) , to istnieje równie» granica

prawostronna lim
x→x+0

f (x)
g(x) i zachodzi równo±¢: lim

x→x+0

f (x)
g(x) = lim

x→x+0

f ′(x)
g ′(x) .

Twierdzenie pozostaje prawdziwe, je±li w jego sformuªowaniu zast¡pimy

przedziaª (x0, x0 + δ) przedziaªem (x0 − δ, x0), a granice prawostronne przy

x → x+0 granicami lewostronnymi przy x → x−0 .
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Symbole nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

4. Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ ci¡gªe w przedziale [x0, x0 + δ], gdzie δ > 0

i maj¡ ci¡gªe pochodne a» do rz¦du n − 1 w tym przedziale oraz ich n-te

pochodne s¡ sko«czone w ka»dym punkcie przedziaªu otwartego

(x0, x0 + δ). Zaªó»my te», »e dla 0 6 k 6 n − 1 mamy g (k)(x) 6= 0 dla

x ∈ (x0, x0 + δ) oraz »e zachodz¡ równo±ci:

f (x0) = f ′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0

g(x0) = g ′(x0) = . . . = g (n−1)(x0) = 0.

Je±li istnieje granica prawostronna lim
x→x+0

f (n)(x)

g (n)(x)
, to istnieje te» granica

prawostronna lim
x→x+0

f (x)
g(x) oraz zachodzi równo±¢:

lim
x→x+0

f (x)
g(x) = lim

x→x+0

f (n)(x)

g (n)(x)
.

Twierdzenie pozostaje prawdziwe, je±li w jego sformuªowaniu zast¡pimy

przedziaª [x0, x0 + δ] przedziaªem [x0 − δ, x0], a granice prawostronne przy

x → x+0 granicami lewostronnymi przy x → x−0 .
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Symbole nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

Omówione wy»ej przej±cia od liczenia granicy ilorazu funkcji do

liczenia granicy ilorazu ich pochodnych (przy zakªadanych

zaªo»eniach) nazywamy reguª¡ de l'Hospitala.

W powy»szych twierdzeniach u»ywali±my terminu symbol

nieoznaczony dla sytuacji, gdy obliczane granice maj¡ posta¢ 0
0
lub ∞∞ .

Sformuªowania powy»szych twierdze« jawi¢ si¦ mog¡ studentom

kognitywistyki UAM jako odrobin¦ skomplikowane. Ich dowody

(podobnie jak dowody wszystkich innych twierdze« wspominanych na

tym wykªadzie) znajd¡ zainteresowani sªuchacze w tekstach wykªadów

zamieszczonych na naszej stronie internetowej oraz w podr¦cznikach,

np.: Musielak, H., Musielak, J. 2004. Analiza matematyczna.

Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna«.

Sugerujemy, aby sªuchacze korzystali z nast¦puj¡cej Uwagi Praktycznej

dotycz¡cej stosowania reguªy de l'Hospitala:
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Symbole nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

Uwaga Praktyczna

Przez symbole nieoznaczone rozumiemy wyra»enia nast¦puj¡cych postaci:
0
0
, ∞
∞ , ∞−∞, 0 · ∞, 00, 1∞, ∞0

Reguªa de l'Hospitala pokazuje, jak radzi¢ sobie z symbolami 0
0
oraz ∞∞ .

Pozostaªe sytuacje mo»emy zredukowa¢ do tych dwóch, poprzez

przeksztaªcenia:

1 Dla ∞−∞ stosujemy przeksztaªcenie: f (x)− g(x) =
1

f (x)
− 1

g(x)
1

f (x)·g(x)
,

prowadz¡ce do symbolu 0
0
, do którego stosujemy reguª¦ de l'Hospitala.

2 Dla 0 · ∞ stosujemy przeksztaªcenie: f (x) · g(x) = g(x)
1

f (x)

, prowadz¡ce

do symbolu ∞∞ , do którego stosujemy reguª¦ de l'Hospitala.

3 Dla symboli 00, 1∞ oraz ∞0 stosujemy przeksztaªcenie:

f (x)g(x) = e ln f (x)
g(x)

= eg(x)·ln f (x), prowadz¡ce do przypadku

rozwa»anego w punkcie 2.
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Symbole nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

Przykªady

lim
x→0

ln(1+x)√
x

. Mamy do czynienia z symbolem 0
0
. Korzystaj¡c z reguªy

de l'Hospitala otrzymujemy:

lim
x→0

ln(1+x)√
x

= lim
x→0

(ln(1+x))′

(
√
x)′

= lim
x→0

1
1+x
1

2·
√
x

= lim
x→0

2·
√
x

1+x = 0

lim
x→∞

ln(ln x)
x2

. Mamy do czynienia z symbolem ∞
∞ . Korzystaj¡c z reguªy

de l'Hospitala otrzymujemy:

lim
x→∞

ln(ln x)
x2

= lim
x→∞

(ln(ln x))′

(x2)′
= lim

x→∞

1
x·ln x

2·x = lim
x→∞

1
2·x2·ln x = 0

lim
x→0

(x2 · ln x). Mamy do czynienia z symbolem 0 · ∞. Korzystaj¡c z

przeksztaªcenia zalecanego w Uwadze Praktycznej oraz z reguªy de

l'Hospitala otrzymujemy:

lim
x→0

(x2 · ln x) = lim
x→0

ln x
1

x2

= lim
x→0

(ln x)′

( 1

x2
)′

= lim
x→0

1
x

− 2

x3

= −1
2
· lim
x→0

x2 = 0
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Wzór Taylora

Zaªó»my, »e funkcja f [a, b]→ R ma ci¡gªe pochodne a» do n + 1-tego

rz¦du w przedziale [a, b] (na kra«cach przedziaªu pochodne jednostronne).

Wtedy dla ka»dego x ∈ (a, b) zachodzi wzór Taylora:

f (x) = f (a) +
n∑

k=0

( (x−a)
k

k! · f (k)(a)) + Rn(x , a), gdzie lim
x→a

Rn(x ,a)
(x−a)n = 0.

Wzór Taylora pozwala na przybli»anie warto±ci funkcji wielomianami,

których wspóªczynniki wyznaczone s¡ przez pochodne wyj±ciowej funkcji.

Twierdzenie Maclaurina. Zaªó»my, »e funkcja f ma w przedziale [0, x ]
(gdzie x > 0) ci¡gª¡ pochodn¡ f (n−1) oraz ma sko«czon¡ pochodn¡ f (n)

wewn¡trz tego przedziaªu. Dla ka»dej liczby naturalnej k ∈ {1, 2, 3, . . . , n}
istnieje liczba rzeczywista t ∈ (0, 1) taka, »e:

f (x) = f (0) + f ′(0)
1! · x + f ′′(0)

2! · x
2 + . . .+ f (n−1)(0)

(n−1)! · x
n−1 + Rn(x), gdzie

Rn(x) =
xn

(n−1)!·k · (1− t)n−k · f (n)(t · x).
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Wzór Taylora

Przykªady

Funkcja wykªadnicza ex . Zastosowanie twierdzenia Maclaurina daje

nast¦puj¡ce przedstawienie tej funkcji:

ex = 1+ x
1! +

x2

2! + . . .+ xn−1

n! + et·x

n! · x
n, gdzie 0 < t < 1.

Funkcja logarytmiczna ln(1+ x). Zastosowanie twierdzenia Maclaurina

daje nast¦puj¡ce przedstawienie tej funkcji:

ln(1+ x) = x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n−1·xn

n·(1+t·x)n , gdzie 0 < t < 1 oraz

x > −1.
Funkcja trygonometryczna sin x . Zastosowanie twierdzenia Maclaurina

daje nast¦puj¡ce przedstawienie tej funkcji:

sin x = x − x3

3! +
x5

5! −
x7

7! + . . .+ xn

n! · sin(t · x + n · π
2
), gdzie 0 < t < 1.

Funkcja trygonometryczna cos x . Zastosowanie twierdzenia Maclaurina

daje nast¦puj¡ce przedstawienie tej funkcji:

cos x = 1− x2

2! +
x4

4! −
x6

6! + . . .+ xn

n! · cos(t · x + n · π
2
), gdzie 0 < t < 1.
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Wzór Taylora

Dodajmy jeszcze, dla zainteresowanych sªuchaczy, »e z omawianych wy»ej

twierdze« wynika równie», »e je±li szereg f (x) =
∞∑
n=0

an · xn ma promie«

zbie»no±ci R > 0, to dla |x | < R zachodzi równo±¢:

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)
n! · xn.

Ponadto, z twierdze« tych wynika, »e funkcja f posiadaj¡ca pochodne

wszystkich rz¦dów (wspólnie ograniczone przez pewn¡ staª¡) w punktach

pewnego przedziaªu domkni¦tego mo»e zosta¢ przedstawiona w postaci

szeregu pot¦gowego:

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)
n! · xn.

Te wnioski maj¡ du»e znaczenie praktyczne w analizie matematycznej.

Poni»ej podajemy szereg warunków dotycz¡cych badania funkcji:
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Wzór Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek wystarczaj¡cy istnienia ekstremum sformuªowany przy u»yciu

drugiej pochodnej. Zaªó»my, »e funkcja f ma w punkcie x0 sko«czon¡

drug¡ pochodn¡ f ′′(x0). Je»eli f
′(x0) = 0 oraz f ′′(x0) 6= 0, to f ma w x0

ekstremum lokalne. Przy tym jest to:

1 maksimum lokalne, gdy f ′′(x0) < 0

2 minimum lokalne, gdy f ′′(x0) > 0.

Warunek wystarczaj¡cy istnienia ekstremum sformuªowany przy u»yciu

pochodnych wy»szych rz¦dów. Zaªó»my, »e funkcja f ma w punkcie x0
sko«czon¡ pochodn¡ f (n)(x0), dla pewnego n > 1. Je±li ponadto

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0 oraz f (n)(x0) 6= 0, to:

1 Gdy n jest parzysta, to f ma w x0 ekstremum lokalne. Przy tym jest

to: maksimum lokalne, gdy f (n)(x0) < 0 za± minimum lokalne, gdy

f (n)(x0) > 0.

2 Gdy n jest nieparzysta, to f nie ma w x0 ekstremum lokalnego.
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Wzór Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek konieczny istnienia punktu przegi¦cia. Je»eli funkcja f ma w

punkcie x0 sko«czon¡ drug¡ pochodn¡ f ′′(x0) oraz ma w x0 punkt

przegi¦cia, to f ′′(x0) = 0.

Warunek wystarczaj¡cy istnienia punktu przegi¦cia sformuªowany przy

u»yciu drugiej pochodnej. Zaªó»my, »e funkcja f ma w pewnym otoczeniu

punktu x0 sko«czon¡ drug¡ pochodn¡ f ′′(x0). Je»eli istnieje δ > 0 taka, »e

zachodzi jedno z dwojga:

1 f ′′(x0) > 0 dla x0 − δ < x 6 x0 oraz f ′′(x0) 6 0 dla x0 6 x < x0 + δ

2 f ′′(x0) 6 0 dla x0 − δ < x 6 x0 oraz f ′′(x0) > 0 dla x0 6 x < x0 + δ

to krzywa y = f (x) ma w punkcie o odci¦tej x0 punkt przegi¦cia. W

pierwszym z tych przypadków krzywa przewija si¦ znad stycznej pod

styczn¡, a w drugim z nich przewija si¦ spod stycznej nad styczn¡.
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Wzór Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek wystarczaj¡cy istnienia punktu przegi¦cia sformuªowany przy

u»yciu pochodnych wy»szych rz¦dów. Zaªó»my, »e funkcja f ma w punkcie

x0 sko«czon¡ pochodn¡ f (n)(x0), dla pewnego n > 2. Je±li ponadto

f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0 oraz f (n)(x0) 6= 0, to:

1 Gdy n jest parzysta, to krzywa y = f (x) ma w punkcie o odci¦tej x0
punkt przegi¦cia. Przy tym:

1 gdy f (n)(x0) < 0, to krzywa przewija si¦ spod stycznej nad styczn¡
2 gdy f (n)(x0) > 0, to krzywa przewija si¦ znad stycznej pod styczn¡.

2 Gdy n jest nieparzysta, to krzywa y = f (x) nie ma w punkcie o

odci¦tej x0 punktu przegi¦cia.

Ci¡gªo±¢ funkcji wypukªej. Zaªó»my, »e funkcja f jest wypukªa w pewnym

otoczeniu punktu x0. Wtedy f jest ci¡gªa w tym punkcie. Twierdzenie to

zachowuje wa»no±¢, gdy wypukªo±¢ zamienimy na wkl¦sªo±¢.
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Wzór Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Wypukªo±¢ funkcji a monotoniczno±¢ pochodnej. Funkcja f ró»niczkowalna

w przedziale (a, b) jest wypukªa w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy jej

pochodna f ′ jest niemalej¡ca w (a, b). Funkcja f ró»niczkowalna w

przedziale (a, b) jest wkl¦sªa w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna

f ′ jest nierosn¡ca w (a, b).

Wypukªo±¢ funkcji a poªo»enie stycznej. Funkcja f ró»niczkowalna w

przedziale (a, b) jest wypukªa w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy w ka»dym

punkcie x0 ∈ (a, b) styczna do krzywej y = f (x) w punkcie o odci¦tej x0
le»y poni»ej tej krzywej, b¡d¹ jest odcinkami identyczna z t¡ krzyw¡.

Funkcja f ró»niczkowalna w przedziale (a, b) jest wkl¦sªa w (a, b) wtedy i

tylko wtedy, gdy w ka»dym punkcie x0 ∈ (a, b) styczna do krzywej

y = f (x) w punkcie o odci¦tej x0 le»y powy»ej tej krzywej, b¡d¹ jest

odcinkami identyczna z t¡ krzyw¡.
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Wzór Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek konieczny i wystarczaj¡cy wypukªo±ci funkcji. Zaªó»my, »e funkcja

f ma sko«czon¡ drug¡ pochodn¡ f ′′ w przedziale otwartym (a, b). Wtedy:

1 f jest wypukªa w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f ′′(x) > 0 dla

wszystkich x ∈ (a, b).

2 f jest wkl¦sªa w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f ′′(x) 6 0 dla

wszystkich x ∈ (a, b).

Asymptoty uko±ne. Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona w przedziale

niewªa±ciwym (c ,+∞), gdzie c ∈ R. Prosta y = a · x + b jest asymptot¡

uko±n¡ funkcji f przy x → +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ granice:

lim
x→+∞

f (x)
x = a oraz lim

x→+∞
(f (x)− a · x) = b. To twierdzenie pozostaje

prawdziwe, gdy zamienimy przedziaª (c ,+∞) na przedziaª (−∞, c) oraz
napiszemy wsz¦dzie x → −∞ zamiast x → +∞.
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Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji Procedura badania przebiegu funkcji

Ogólny schemat badania przebiegu zmienno±ci funkcji przedstawia si¦

nast¦puj¡co:

1 Okre±lamy dziedzin¦ oraz przeciwdziedzin¦ funkcji.

2 Badamy granice funkcji w punktach kra«cowych jej przedziaªów

okre±lono±ci.

3 Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji oraz jej warto±¢ dla argumentu

równego 0 (czyli wyznaczamy miejsca przeci¦cia si¦ wykresu funkcji z

osiami wspóªrz¦dnych).

4 Wyznaczamy asymptoty funkcji.

5 Obliczamy pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡ funkcji.

6 Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji.

7 Ustalamy przedziaªy monotoniczno±ci, wkl¦sªo±ci i wypukªo±ci funkcji.

8 Wyznaczamy punkty przegi¦cia funkcji.

9 Wyniki powy»szych ustale« przedstawiamy w stosownej tabeli, na

podstawie której szkicujemy nast¦pnie wykres funkcji.
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Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji Przykªady

Rozkªad normalny

Bardzo wa»na w zastosowaniach (jako funkcja g¦sto±ci rozkªadu zmiennej

losowej, o czym sªuchacze dowiedz¡ si¦ na zaj¦ciach ze statystyki) jest

funkcja: f (x) = 1√
2·π · e

− x2

2 . Zbadamy przebieg zmienno±ci tej funkcji.

Jej dziedzin¡ jest oczywi±cie caªy zbiór R.
Funkcja ta nie przyjmuje warto±ci 0 dla »adnego x ∈ R, a wi¦c nie ma

miejsc zerowych.

Dla argumentu x = 0 funkcja f przyjmuje nast¦puj¡c¡ warto±¢:

f (0) = 1√
2·π · e

− 02

2 = 1√
2·π .

Wyznaczamy granice funkcji w niesko«czono±ci:

lim
x→−∞

1√
2·π · e

− x2

2 = 0

lim
x→+∞

1√
2·π · e

− x2

2 = 0.
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Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji Przykªady

Obliczamy pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡ badanej funkcji:

f ′(x) = ( 1√
2·π · e

− x2

2 )′ = −1√
2·π · x · e

− x2

2 .

f ′′(x) = ( −1√
2·π · x · e

− x2

2 )′ = 1√
2·π · e

− x2

2 · (x2 − 1).

f ′(x) = 0 dla x = 0.

Dla x ∈ (−∞, 0) mamy f ′(x) > 0, a wi¦c funkcja f jest rosn¡ca w

przedziale niewªa±ciwym (−∞, 0). Dla x ∈ (0,+∞) mamy f ′(x) < 0,

a wi¦c funkcja f jest malej¡ca w przedziale niewªa±ciwym (−∞, 0).
Funkcja f ma zatem maksimum lokalne w punkcie x = 0.

f ′′(x) = 0 dla x = 1 lub x = −1.
Poniewa» dla x ∈ (−∞,−1)∪ (1,+∞) mamy f ′′(x) > 0, wi¦c funkcja

f jest wypukªa w przedziaªach niewªa±ciwych (−∞,−1) oraz (1,+∞).
Poniewa» dla x ∈ (−1, 1) mamy f ′′(x) < 0, wi¦c funkcja f jest

wkl¦sªa w przedziale (−1, 1). Funkcja f ma zatem punkty przegi¦cia

dla x = −1 oraz x = 1.
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Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji Przykªady

Poniewa» lim
x→−∞

1
x ·

1√
2·π · e

− x2

2 = lim
x→+∞

1
x ·

1√
2·π · e

− x2

2 = 0, wi¦c prosta

y = 0 jest asymptot¡ badanej funkcji. Jest to jej jedyna asymptota.

Mo»emy zebra¢ w tabeli poczynione wy»ej ustalenia:

x −∞ (−∞,−1) −1 (−1, 0) 0 (0, 1) 1 (1,+∞) +∞
f ′(x) + + + 0 − − −
f ′′(x) + 0 − − − 0 +
f (x) 0 ↗^ 1√

2·π·e ↗_ 1√
2·π ↘_ 1√

2·π·e ↘^ 0

Na podstawie tej tabeli sªuchacze mog¡ teraz naszkicowa¢ wykres

rozwa»anej funkcji, do czego zach¦cam.
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Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji Przykªady

Krzywa logistyczna

Trend logistyczny jest charakterystyczny dla sytuacji, gdy pewna wielko±¢ z

pocz¡tku szybko ro±nie, ale po osi¡gni¦ciu pewnego poziomu ro±nie ju»

wolniej, po czym stabilizuje si¦. Sytuacji takiej odpowiada funkcja:

f (x) = a
1+b·e−c·x , gdzie a, b, c > 0 s¡ pewnymi parametrami. Zbadamy

przebieg zmienno±ci tej funkcji. Zaªó»my, »e badamy j¡ w przedziale

[0,∞), a zatem to jest jej dziedzina.

Dla x = 0 warto±¢ funkcji f jest równa: f (0) = a
1+b·e−c·0 = a

1+b , a

wi¦c krzywa ta ma punkt wspólny z osi¡ rz¦dnych: jest to punkt o

wspóªrz¦dnych (0, a
1+b ). Funkcja przyjmuje jedynie warto±ci dodatnie,

a wi¦c nie ma ona miejsc zerowych.

Obliczaj¡c granic¦ tej funkcji przy x d¡»¡cym do ∞ widzimy, »e:

lim
x→∞

a
1+b·e−c·x = a, poniewa» mianownik rozwa»anego uªamka d¡»y do

1 przy x d¡»¡cym do ∞.
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Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji Przykªady

Obliczamy pierwsz¡ oraz drug¡ pochodn¡ rozwa»anej funkcji:

f ′(x) = a·b·c·e−c·x

(1+b·e−c·x )2

f ′′(x) = a · b · c2 · e−c·x · b·e−c·x−1
(1+b·e−c·x )3

.

Poniewa» f ′(x) > 0 w rozwa»anej dziedzinie, wi¦c funkcja f jest rosn¡ca w

tej dziedzinie. Nie ma zatem ekstremum lokalnego.

Mamy f ′′(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy b · e−c·x = 1, czyli e−c·x = 1
b .

To zachodzi wtedy, gdy ec·x = b, czyli gdy x = ln b
c . Zauwa»my, »e:

1 Dla x ∈ [0, ln bc ) mamy f ′′(x) > 0, czyli funkcja f jest wypukªa w tym

przedziale.

2 Dla x ∈ ( ln bc ,∞) mamy f ′′(x) < 0, czyli funkcja f jest wkl¦sªa w tym

przedziale.

3 Punkt ( ln bc ,
a
2
) jest punktem przegi¦cia funkcji f .

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Badanie funkcji 30 / 33



Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji Przykªady

Poniewa» lim
x→∞

a
1+b·e−c·x = a, wi¦c lim

x→∞
a

1+b·e−c·x · 1x = 0. Wynika z tego,

»e prosta o równaniu y = a jest asymptot¡ badanej funkcji. Jest to jej

jedyna asymptota (dla funkcji rozwa»anej w [0,∞); je±li rozwa»amy krzyw¡

logistyczn¡ dla argumentów z caªego zbioru R, to asymptot¡ poziom¡ jest

te» prosta o równaniu y = 0).

Tabela zmienno±ci funkcji f wygl¡da zatem nast¦puj¡co:

x 0 (0, ln bc ) ln b
c ( ln bc ,∞) ∞

f ′(x) + + +

f ′′(x) + 0 −
f (x) a

1+b ↗^ a
2

↗_ a

Na podstawie tej tabeli sªuchacze mog¡ teraz naszkicowa¢ wykres

rozwa»anej funkcji, do czego zach¦cam.
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Czy w danym przedziale funkcja mo»e mie¢ tylko sko«czon¡ liczb¦

ekstremów lokalnych (punktów nieci¡gªo±ci, punktów przegi¦cia,

punktów, w których nie jest ró»niczkowalna)?

Dot¡d omawiano poj¦cia: granicy, ci¡gªo±ci i ró»niczkowalno±ci funkcji

jednej zmiennej. W tym przypadku argumenty �d¡»¡� do wybranej

wielko±ci po �drogach� wewn¡trz jednowymiarowego kontinuum. A co

z funkcjami wielu zmiennych (np. dwóch)? Có» miaªoby znaczy¢, »e

ci¡g punktów (xn, yn) d¡»y do punktu (a, b)?

Skoro funkcja dwóch zmiennych rzeczywistych wyznacza pewn¡

powierzchni¦, to czy istnieje odpowiednik poj¦cia stycznej w tym

przypadku?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ

Ekstrema lokalne funkcji.

Reguªa de l'Hospitala.

Wzór Taylora.

Procedura badania przebiegu zmienno±ci funkcji:

Okre±lamy dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ funkcji.

Badamy granice funkcji w punktach kra«cowych jej przedziaªów

okre±lono±ci.

Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji oraz jej warto±¢ dla argumentu

równego 0.

Wyznaczamy asymptoty funkcji.

Obliczamy pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡ funkcji.

Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji.

Ustalamy przedziaªy monotoniczno±ci, wkl¦sªo±ci i wypukªo±ci funkcji.

Wyznaczamy punkty przegi¦cia funkcji.

Sporz¡dzamy tabel¦ zmienno±ci funkcji oraz wykres funkcji.
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