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ABSTRAKT. Dzielimy si¢ z czytelnikiem garScia uwag krytycznych na
temat proponowanej przez niektérych kognitywistéw (Lakoff, Nuifiez
2000) koncepcji ucielesnionej matematyki. Wspomniani autorzy pro-
buja redukowaé geneze oraz uprawianie matematyki do konstruowa-
nia swoistych metafor. Ponad trzydziesci lat temu zaproponowano cie-
kawa koncepcje tworzenia i funkcjonowania metafor: Lakoff, Johnson
1980. Obecnie Lakoff i Nufiez prébuja stosowaé owa teorig metafor
do analizowania twérczo$ci matematycznej. Polemizujemy z ich wi-
zja teorii ucielesnionej matematyki oraz z wysnuwanymi przez nich
konkluzjami filozoficznymi. Niektére z tych uwag krytycznych po-
daliSmy w Pogonowski 2011. Dodaé wypada, ze w ostatnich latach
znajdujemy w literaturze przedmiotu bardzo zréznicowane oceny pro-
pozycji Lakoffa i Nufieza: od entuzjastycznych po wielce krytyczne.!

1 Wstep

Nie przedstawiamy w niniejszym tekscie treSci Where mathematics comes from —
do$¢ obszernie uczyniliSmy to w Pogonowski 2011. W polskiej literaturze filozo-
ficznej dostgpne sa réwniez inne omOéwienia — np. Hohol 2011. Ponizej przypo-
mnimy jedynie kilka podstawowych zatozen, pojec, ustaleni i propozycji Lakoffa i
Nuiieza. Skupimy si¢ natomiast na uwagach krytycznych, przy czym podkres§lmy
od razu, ze nie jest naszym zamiarem catkowite zakwestionowanie omawianych
propozycji, chociaz osobi$cie uwazamy je za nietrafny obraz matematyki. Posta-
ramy si¢ bowiem wskaza¢ na pewne watpliwosci, z ktérymi — by¢ moze — oma-
wiana koncepcja, po stosownych uzupetnieniach databy sobie rad¢. Niewatpliwie

'Niniejszy tekst to rozszerzona wersja odczytu, ktéry wyglositem 23 pazdziernika 2012 roku
podczas LVIII Konferencji Historii Logiki w Krakowie. Uwazam, ze to czy niniejsze notatki ukaza
si¢ w druku nie ma znaczenia. Mam nadziejg, Ze sa nieszkodliwe.



jest to koncepcja nowa i ciekawa. Mozna miec, naszym zdaniem, zastrzezenia co
do zasiegu jej stosowalnoSci — takie zastrzezenia zresztag wysuwaé mozna wobec
kazdej koncepcji, ktéra rosci sobie prawa do bycia uniwersalna, rozstrzygajaca
wszelkie kwestie dotyczace genezy i uprawiania matematyki. Warto przypomnieé
deklaracjg autoréw, ze ich koncepcja nie jest ani teorig stricte matematyczna, ani fi-
lozoficzna (cho¢ implikuje, ich zdaniem, pewne rozstrzygnigcia filozoficzne). Teo-
ria matematyki uciele$nionej to koncepcja kognitywistyczna, ma wyjas$nia genezg
1 sposoby uprawiania matematyki w terminach wobec niej zewnetrznych, kogni-
tywnych wiasnie.

2 Matematyka ucielesniona

Program ucielesnionej matematyki sytuuje si¢ w tzw. drugiej generacji badan ko-
gnitywistycznych. Pierwsza generacja wiazana jest z badaniami sztucznej inte-
ligencji odwotujacymi si¢ gtéwnie do funkcjonalizmu komputerowego (umyst —
program, mézg — hardware, inteligencja — rozwiagzywanie probleméw, myslenie —
manipulowanie symbolami). Poczatek drugiej generacji wiaze si¢ z teoria meta-
for zaproponowang w Lakoff, Johnson 1980. Wedle tej teorii, to gtdwnie metafory
odpowiedzialne sa za wigkszo$¢ proceséw poznawczych.

Dla uniknigcia ewentualnych nieporozumien, przytoczmy stowa autoréw do-
tyczace ich rozumienia tego, czym sa metafory pojeciowe (Lakoff, Nuifiez 2000,
6):

Conceptual metaphor is a cognitive mechanism for allowing us to re-
ason about one kind of thing as if it were another. [...] It is a gro-
unded, inference-preserving cross-domain mapping — a neural mecha-
nism that allows us to use the inferential structure of one conceptual
domain (say, geometry) to reason about another (say, arithmetic).

Metafory polegaja na swoistym odwzorowaniu: pojecia, zwykle bardziej kon-
kretne, z jednej dziedziny powigzane sa z tworzonymi, zwykle bardziej abstrak-
cyjnymi, pojeciami dziedziny drugiej. Wazny jest przy tym 6w tworczy charakter
metafor, a takze to, ze sa one odwzorowaniami zachowujacymi pewne informacje.
Zwykle mawia si¢, ze odwzorowania metaforyczne zachowuja pewne wfasnosci
pojec. Réznica migdzy metafora oraz analogia miataby polegac na tym, ze w analo-
gii poréwnujemy istniejace w dwdch dziedzinach pojecia, a w metaforze pojecia w
drugiej dziedzinie s tworzone. Nadto, czasami mawia si¢, ze analogie zachowuja
relacje, a metafory wtasnosci. Moze jednak trzeba méwic, ze w obu przypadkach
zachowywane sa stosowne relacje.



Autorzy twierdza, ze udato im si¢ pokazaé btedno$¢ mitologii matematycznej
(tak — moze nie catkiem literalnie — oddajemy ich termin romance of mathematics),
wedle ktérej matematyka ma charakter obiektywny, jest jako§ obecna w Swiecie,
jej istnienie jest niezalezne od jakichkolwiek umysiéw, a przy tym matematyka
uprawiana przez ludzi pozwala nam odkrywac prawdy o §wiecie. Ich zdaniem sa
to wszystko przesady. Wedle nich, sprawy majq si¢ inaczej, m.in.:

1. Umyst jest ucielesniony, a zatem natura naszych ciat, mézgéw oraz codzien-
nego funkcjonowania ksztaltuje ludzkie pojgcia i rozumowania, w szczeg6l-
nosci matematyczne.

2. Wigkszos$¢ proceséw myslowych (w tym tych zwiazanych z matematyka)
jest niedostepna naszej Swiadomosci.

3. Abstrakcje ujmujemy w postaci metafor pojeciowych, przenoszac pojecia
zwiazane z aktywnoscia sensoro-motoryczng do innych dziedzin, w tym
dziedzin matematycznych.

Prébujac wspodtczesnie wyjasniaé zlozone procesy poznawcze (np. aktywno-
Sci matematyczne) odnosimy si¢ do ustalenn ewolucyjnych dotyczacych zaréwno
gatunku ludzkiego, jak i rozwoju mézgu. Z ewolucyjnego punktu widzenia, mézg
nie jest jakim$ urzadzeniem ogélnego przeznaczenia, lecz powinien by¢ trakto-
wany jako shuzacy przetwarzaniu informacji dotyczacej: widzenia, ruchu, orien-
tacji przestrzennej, wzajemnych oddziatywar interpersonalnych, emocji, jezyka,
potocznych rozumowan. Zaréwno jezyk, jak i system pojeciowy sa systemami,
ktérych organizacja zdeterminowana jest przez strukture mézgu, ciala oraz Swiata
zewnetrznego. Ksiazka Lakoffa i Nifieza stara si¢ odpowiedzie¢ na pytanie: ja-
kie konkretnie mechanizmy dziatania ludzkiego mézgu oraz umystu pozwalaja
ludziom na tworzenie poje¢ matematycznych oraz rozumowania matematyczne?
Ponadto, stara si¢ tez argumentowac za teza, ze ludzka (uciele$niona) matematyka
jest calq matematyka: nie ma wigc, zdaniem autoréw, racji bytu matematyka w
duchu Platoriskim, przekraczajaca ciata i umysly oraz nadajaca strukturge kosmo-
sowi. To, czym jest ludzka matematyka jest empirycznym problemem naukowym,
a nie problemem matematycznym ani filozoficznym. Tak wigc, jedynie nauki ko-
gnitywne, badajace mézg, umyst oraz wiazace je zaleznosci sa w stanie odpowie-
dziec jaka jest istota ludzkiej matematyki. W konsekwencji, cato§¢ matematyki to
ludzka matematyka.

Autorzy wyrdzniaja dwa typy metafor pojeciowych w matematyce:

1. Metafory bazujqce. Dostarczaja podstawowych, bezposrednio ugruntowa-
nych poj¢é. Dla przyktadu: dodawanie jako grupowanie razem obiektéw.



2. Metafory taczqce. Dostarczaja bardziej abstrakcyjnych pojeé. Dla przyktadu:
liczby to punkty na prostej, figury geometryczne to réwnania algebraiczne.

Wyrazanie w jezykach etnicznych réznego rodzaju zaleznosci stanowi (dla ko-
gnitywistow) podstawe do wyodrebnienia odpowiednich schematéw obrazowych
(image schemas). Przyktadem takiego schematu jest: pojemnik (wraz z wnetrzem,
brzegiem, zewnetrzem). Schematy zwiazane sa tez z systemami zaleznoSci aspek-
towych. Ruch i jego wyrazanie dostarczaja schematu Zrodfo—droga—cel, itd.

Tworzymy metafory pojeciowe dokonujac przyporzadkowan z jednej dziedziny
w inng — dla przykltadu, w metaforze stany emocjonalne to miejsca w przestrzeni
lub stany fizyczne przyporzadkowujemy emocjom, uczuciom, itp. miejsca lub ce-
chy fizyczne: by¢ w depresji, zywié ciepte uczucia, itp. Takich metafor pojgcio-
wych jest niezliczone mrowie, wiele z nich opisano doktadnie w Lakoff, Johnson
1980. Kategorie rozumiemy np. jako pojemniki, mitos¢ jako partnerstwo (W cywi-
lizacji Zachodu), itd.

Ztqcze pojeciowe to kombinacja dwoéch réznych struktur poznawczych wraz
z ustalonymi odpowiednio$ciami pomigedzy nimi. Jesli te potaczenia sa metafo-
ryczne, to méwimy o zfqczu metaforycznym. Za przyktad niech stuzy tu os licz-
bowa, ktéra korzysta z metafory liczby to punkty na proste;j.

Poszczegdlne rozdziaty ksiazki przedstawiaja rézne rodzaje metafor wykorzy-
stywanych w tworzeniu pojg¢ matematycznych. W przypadku arytmetyki sa to np.
metafory:

1. grupowania obiektow
2. konstruowania obiektow
3. odcinka pomiarowego

4. ruchu wzdtuz drogi.

Podkresdla si¢ — posSwiadczone eksperymentalnie — istnienie pewnych elemen-
tarnych zdolnoSci arytmetycznych u noworodkéw. Krétko dyskutuje si¢ rolg pew-
nych struktur w mézgu, zwigzanych z takimi umiejgtnosciami.

Zaréwno w przypadku arytmetyki, jak i w przypadkach innych dziatéw mate-
matyki autorzy staraja si¢ ukaza¢ mechanizmy metaforycznego tworzenia (i rozu-
mienia) pojec, proponujac stosowne dziedziny oraz zasady transferu wiasnosci z
jednej dziedziny do drugiej. Niezwykle wazna jest tzw. BMI — podstawowa me-
tafora nieskoriczonosci (Basic Metaphor of Infinity). Punktem wyjScia jest rozu-
mienie proceséw jako ruchéw, przy czym procesy ciagle, bez wyraZznego ich za-
koniczenia, ujmowane sa jako (dyskretne) procesy powtarzalne. Uzasadnienia dla



takich metafor znajduja kognitywiSci m.in. w systemach aspektowych jezykow et-
nicznych. Autorzy pisza (Lakoff, Nifiez 2000: 157):

Why is this metaphor important for infinity? The reason is that we
commonly apply it to infinitely continuous processes. Continuous pro-
cesses without end — infinite continuous processes — are conceptuali-
zed via this metaphor as if they were infinite iterative processes, pro-
cesses that iterate without end but in which each iteration has an end-
point and a result. For example, consider infinitely continuous motion,
which has no intermediate endpoints and no intermediate locations
where the motion stops. Such infinitely continuous motion can be con-
ceptualized metaphorically as iterated motion with intermediate en-
dings to motion and intermediate locations — but with infinitely many
iterations.

This metaphor is used in the conceptualization of mathematics to break
down continuous processes into infinitely iterating step-by-step pro-
cesses, in which each step is discrete and minimal. For example, the
indefinitely continuous process of reaching a limit is typically con-
ceptualized via this metaphor as an infinite sequence of well-defined
steps.

Tak wigc, zdaniem autoréw, wprowadzanie wszelakich obiektéw infinitarnych,
granicznych jest motywowane metafora, ktéra kaze ,,uzupetni¢” powtarzalny pro-
cess, z nieokreslong liczba owych powtdrzen, przez ostateczny wynik takiego pro-
cesu. Ten ostateczny wynik to nowy obiekt, majacy cechy nieskoniczonosci aktual-
nej. Hipoteza autoréw jest nastgpujaca (Lakoff, Nufiez 2000: 158):

We hypothesize that all cases of actual infinity — infinite sets, points at
infinity, limits of infinite series, infinite intersections, least upper bo-
unds — are special cases of a single general conceptual metaphor in
which processes that go on indefinitely are conceptualized as having
an end and an ultimate result. We call this metaphor the Basic Meta-
phor of Infinity, or the BMI for short. The target domain of the BMI
is the domain of processes without end — that is, what linguists call
imperfective processes. The effect of the BMI is to add a metaphorical
completion to the ongoing process so that it is seen as having a result
— an infinite thing.

BMI odnajdujemy, wedle autoréw, we wszelkich sytuacjach, gdy dokonujemy
w matematyce jakiego$ przejscia do granicy, zastosowania jakiejs zasady domknig-
cia, a takze gdy korzystamy z zasady indukcji matematycznej.



Pomijamy oméwienie catego szeregu dalszych konstrukcji przedstawionych w
Where mathematics comes from. Do niektérych z nich odnosimy si¢ w nastepnym
punkcie, formutujac dotyczace ich zastrzezenia i watpliwosci. Tak samo postapimy
tez wobec deklaracji filozoficznych autoréw.

3 Uwagi krytyczne

Nasze uwagi krytyczne sa dwdch rodzajéw. Po pierwsze, staramy si¢ wskaza¢ na
konkretne problemy matematyczne, ktére — jak si¢ zdaje — umykaja opisowi propo-
nowanemu przez Lakoffa i Nifieza. Przy okazji, wskazujemy na kilka batamutnych
stwierdzen w tekscie. Po drugie, formutujemy pewne polemiczne uwagi natury fi-
lozoficznej. Wreszcie, przytaczamy tez niektére uwagi krytyczne innych autoréw.

3.1 WatpliwoSci matematyczne

Nasze watpliwosci przedstawimy w formie dos$¢ skrétowej, hastowo jedynie przy-
wolujac odno$ne zagadnienia. W kazdym przypadku mozliwa jest, jak sadzimy,
glebsza analiza anonsowanego problemu, ktéra pozwolitaby przesadzié, czy za-
rzuty sa zasadne czy tez np. wynikaja z naszego niezrozumienia.

3.1.1 Teoria mnogoSci

Moéwiac o teorii mnogosci, autorzy wykorzystuja kilka metafor: metaforg zbiory
to pojemniki, podstawowa metafore nieskoiczono$ci oraz kilka dalszych, o mniej-
szym znaczeniu. Warto moze przywotaé¢ w tym miejscu znang anegdote, ilustrujaca
poglady twoércéw teorii mnogosci:

Dedekind wyrazit si¢ odno$nie pojgcia zbioru jak nastgpuje: wyobraza
on sobie zbidr jak zamknigty worek, ktéry zawiera zupetnie okreslone
przedmioty; przedmiotéw tych jednak nie widzimy i nie wiemy o nich
nic, poza tym, ze istnieja i sa okreslone. W pewien czas pdzniej Can-
tor sformutowal swdj poglad na zbiory: unidst on swa ogromng fi-
gurg, podniesionym ramieniem zatoczyl wielki tuk i kierujac swoj
wzrok w nieokre§lony punkt powiedzial: ja wyobrazam sobie zbior,
Jjako przepasé.

Cytat ten pochodzi z Mostowski 1967. Andrzej Mostowski cytowal (w swoim
tlhumaczeniu) z: Becker, O. 1954. Grundlagen der Mathematik in Geschichtlicher
Entwicklung. Freiburg — Miinchen, s. 316. Artykut Mostowskiego ukazat si¢ tuz po
uzyskaniu przez Cohena jego znanego wyniku. Warto tez moze przywotaé jeszcze



ostrozng predykcje Mostowskiego dotyczaca mozliwej przysztosci teorii mnogosci
(Mostowski 1967, 110-111):

Istotnym wynikiem, do ktérego doprowadzaja rozwazania na temat
pojecia zbioru jest to, Ze pojecie to nie jest nalezycie sprecyzowane
i Ze istnieja rézne sposoby uscislania go. Tak np. dzigki Godlowi ro-
zumiemy dobrze pojecie zbioru definiowalnego predykatywnie (kon-
struowalnego), a takze pojecie zbioru definiowalnego za pomoca liczb
porzadkowych. Modele skonstruowane przez Cohena sugeruja moz-
liwos$¢ jeszcze innych pojeé, w ktérych znajda swéj wyraz niektére
koncepcje intuicjonistow, a zapewne w przysztoSci znajda si¢ inne
jeszcze pojecia. Byé moze bedziemy operowali w przysztosci réz-
nymi pojeciami zbioréw, podobnie jak dzi§ operujemy réznymi ro-
dzajami przestrzeni. Przypuszczaé nalezy, ze te rézne teorie zbior6w
beda miaty wspdlna czgsé, ktéra wystarczy do uzasadnienia podsta-
wowych faktéw teorii mnogosci potrzebnych do dowodéw niezbed-
nych dla ugruntowania podstawowych poje¢ matematycznych. Jak ta
wspoélna czes¢ réznych teorii mnogosci ustosunkuje si¢ do zagadnie-
nia wysokich mocy trudno teraz przewidziec.

O ile naszkicowana wyzej sytuacja powstanie, to teoria mnogosci nie
bedzie oczywiscie mogta pretendowac do zajmowania centralnego miej-
sca w matematyce w tym sensie, ze kazda teoria bedzie sprowadzalna
do teorii mnogosci.

Nie jest wykluczone, ze sam Cantor uS§wiadamial sobie, ze pojgcie
zbioru nie jest dostatecznie ostro sprecyzowane. Jego osobliwg uwage,
ktéra zacytowaliSmy na poczatku artykutu, mozna interpretowaé w ten
wtasnie sposob.

Mija juz prawie p6t wieku od napisania artykutu Mostowskiego. Teoria mno-
gosci w dalszym ciagu uwazana jest za mozliwa podstawe formalna matematyki (i
to wbrew opinii niektérych z jej twércéw — np. Skolema i von Neumanna). ,,Nor-
malni” matematycy (ci, ktérzy nie pracuja nad podstawami samej teorii mnogosci)
nie przejmuja si¢ zbytnio tym, ze aksjomatyka tej teorii podaje jedynie do$¢ mgli-
sta charakterystyke pojecia zbioru. Chciatoby si¢ rzec, ze tacy matematycy godza
si¢ na takie metaforyczne wykorzystywanie pojecia zbioru dla ujmowania coraz
to nowych poje¢ matematycznych. Czy jednak w takim przypadku istotnie dzie-
dzina wyjsciowa (zbiory) jest bardziej konkretna od dziedzin docelowych (wszela-
kie inne dziedziny matematyczne)? Pytanie to faczy si¢ z omawiana przez autoréw
Metaforq Redukcji Formalnej — por. Lakoff, Nifiez 2000, 369-376.



Przy omawianiu aksjomatow teorii mnogosci autorzy pomijaja jeden z nich, a
mianowicie aksjomat zastgpowania (wtasciwie: schemat aksjomatu zastgpowania).
Uzywajac jezyka potocznego, bez szczeg6téw technicznych, aksjomat ten stwier-
dza, ze obraz zbioru wzglgdem funkcji takze jest zbiorem. Jest on konieczny np. dla
zagwarantowania istnienia liczby kardynalnej N,,. Jednak wazniejsze jest to, iz to
wlasnie schemat aksjomatu zastgpowania umozliwia wszelkie konstrukcje wyko-
rzystujace indukcje pozaskoriczong — bez niego nie mozna poprawnie zdefiniowaé
krokéw granicznych w takiej indukcji. A sama technika indukcji pozaskoniczone;j
jest fundamentalna dla teorii mnogosci. Nie jest dla nas jasne, dlaczego autorzy
opuszczaja ten problem.

Metafora Boolowska oraz BMI to chyba nie jedyne metafory, ktérych doszu-
kiwac si¢ mozna w uzasadnianiu konstrukcji z teorii mnogosci. Zaréwno dla twor-
cOw tej teorii (dla Cantora oraz Zermela), jak i dla ich nastgpcéw, podstawowa byta
i jest idea ufundowania, sprowadzajaca si¢ do tego, ze zbiory mozna dobrze upo-
rzqdkowaé. Ufundowanie zbioréw to rzecz podstawowa dla iteratywnej koncepcji
tworzenia zbioréw, ktéra jest powszechnie przyjmowana. Istnieja réwniez ujgcia
teorii zbioréw bez ufundowania, lecz maja one mniejsze znaczenie w praktyce ma-
tematycznej.

3.1.2 AKksjomaty nieskonczonosci

Wspomniany wyzej schemat aksjomatu zastgpowania sam jest swoistym aksjo-
matem nieskoriczonoSci. Oprécz niego (i ,,zwyktego” aksjomatu nieskoficzono-
Sci) rozpatrujemy we wspotczesnej teorii mnogosci olbrzymia réznorodnosé dal-
szych aksjomatéw nieskoriczonosci (aksjomaty istnienia duzych liczb kardynal-
nych). Motywacje dla tych rozwazar sa wielorakie, m.in.:

1. Aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych wiaza si¢ z tzw. mocq nie-
sprzecznosci teorii (consistency strength) — w teoriach z takimi aksjomatami
mozemy udowodni¢ niesprzecznos¢ teorii bez nich. Dla przyktadu, aksjo-
mat istnienia liczby mocno nieosiagalnej pozwala udowodnié niesprzecz-
no$¢ teorii mnogosci ZF. Tak wigc, mamy w tym przypadku do czynienia z
motywacja metateoretyczng.

2. Argumentacja za przyjmowaniem aksjomatow istnienia duzych liczb kardy-
nalnych ma tez charakter po cz¢$ci pragmatyczny. Daje wyraz przekonaniu —
obecnie powszechnie akceptowanemu wsrdd teoretykow — ze chcemy mieé
do dyspozycji mozliwie najwigksze uniwersum zbioréw. Pisze si¢ nawet o
analogii migdzy tymi aksjomatami a aksjomatem zupetnosci w systemie geo-
metrii Hilberta. Wczesniej rozwazane tzw. aksjomaty ograniczenia, ktére
mialy minimalizowa¢ uniwersum zbioréw, zostaly odrzucone.



3. Duze liczby kardynalne zastuguja na badanie dla nich samych. Zdarza si¢
jednak i tak, ze ich istnienie jest warunkiem koniecznym dla istnienia roz-
wigzan konkretnych probleméw matematycznych, spoza samej teorii mno-
gosci.

Warto zauwazy¢, ze poglady na temat aksjomatéw istnienia duzych liczb kar-
dynalnych ulegaty zmianie: Hausdorff uwazat, ze np. liczby mocno nieosiagalne
nie beda mialy zadnego znaczenia w praktyce badawczej matematyki, Zermelo po-
stulowat juz istnienie calej pozaskorniczonej hierarchii liczb mocno nieosiagalnych,
obecnie liczby te sa najmniejszymi wsrdéd rozwazanych.

Warto tez przypomnieé, ze istnieje wiele metod, przy pomocy ktérych wpro-
wadzane sa coraz to nowe duze liczby kardynalne. Nie jest wigc tak, ze kolejne
,»pigtra nieskoniczonosci” zdobywamy postugujac si¢ wylacznie opisywang przez
autoréw Podstawowa Metafora NieskoiczonoSci. Istnieje na ten temat olbrzymia
literatura, zainteresowany czytelnik zechce zajrze¢ np. do klasycznej juz dzi§ mo-
nografii Kanamori 1994.

Czytelnik Where mathematics comes from, ktory nie zna teorii mnogosci moze
odnie$¢ wrazenie, ze kolejne nieskoniczono$ci wprowadzane sa na mocy aksjo-
matéw: nieskoiczonosci, zbioru potggowego oraz sumy. Tak oczywiscie nie jest.
Autorzy ograniczyli si¢ do wspomnienia twierdzenia Cantora (o nieréwnolicznosci
zbioru z rodzing wszystkich jego podzbioréw), ale nie wspomnieli, w jaki spos6b
naprawde wprowadza si¢ w teorii mnogosci skalg alefow.

3.1.3 Metafory Dedekinda

Autorzy wiele pisza o konstrukcji Dedekinda liczb rzeczywistych, przypisujac mu
postugiwanie si¢ specyficznymi metaforami. Nie za wszystkimi ich argumentami
potrafimy nadazy¢. WyliczyliSmy te watpliwo$ci w Pogonowski 2011. W szcze-
gblnosci, trudna nam si¢ zgodzié, ze — jak chcag autorzy — inspiracje Dedekinda
byly natury geometrycznej. Pozwdlmy sobie na przytoczenie fragmentu naszych
uwag z Pogonowski 2011:

1. Istotnie, Dedekind chcial wyeliminowaé z méwienia o liczbach
rzeczywistych wszelkie intuicyjne odniesienia geometryczne. Na
drugim niejako planie wskazywal na mozliwo$¢ ustalenia wza-
jemnie jednoznacznej odpowiedniosci migdzy skonstruowanymi
liczbami rzeczywistymi a punktami prostej rzeczywistej.

2. Dedekind podaje dowdd, ze rodzina wszystkich przekrojoéw liczb
wymiernych, ze stosownie zdefiniowanym porzadkiem tych prze-
krojéw ma wilasnos¢ ciqgfosci, w tym sensie, iz porzadek ten nie
zawiera luk.



. Dedekind pokazuje, ze w zbiorze wszystkich przekrojéw liczb
wymiernych okresli¢ mozna dziatania arytmetyczne. Wspodlcze-
$nie dodamy: operacje arytmetyczne zgodne z porzadkiem. Licz-
by rzeczywiste Dedekinda tworza wigc ciato uporzadkowane w
sposéb ciagty.

. Kazde cialo uporzadkowane w sposéb ciagly jest archimede-
sowe.

. Dedekind pokazuje, ze liczby wymierne tworza osrodek w zbio-
rze liczb rzeczywistych.

. Gdy rozwazymy liczby hiperrzeczywiste ze standardowo defi-
niowanym dla nich porzadkiem (R*, <;7) (gdzie U jest uzywa-
nym w konstrukcji ultrafiltrem niegléwnym), to mozna zauwa-
zy¢, ze:

(a) Rodzina R* wszystkich przekrojéw zbioru (R*, <y) jest
ciagla w sensie Dedekinda.

(b) Ani (R*, <y/) ani rodzina R* tych przekrojéw nie jest prze-
strzenia oSrodkowa.

(c) W konsekwencji, zadna z tych struktur nie jest izomorficzna
ze standardowo uporzadkowanym zbiorem liczb rzeczywi-
stych (R, <).

(d) Liczby nieskoficzenie mate sa domknigte na dodawanie i
mnozenie (tworza pierscien). Jednak w zbiorze wszystkich
przekrojow struktury (R*, <;7) nie mozna okresli¢ dziatan
arytmetycznych tak, aby uzyska¢ strukture ciata. Gdy bo-
wiem rozwazy¢ przekrdj (A, B) taki, ze A to wszystkie ujem-
ne liczby hiperrzeczywiste oraz liczby nieskoriczenie mate,
a B to reszta liczb hiperrzeczywistych, to widac, iz prze-
kréj ten wyznacza luke. Zgodnie z definicja proponowana
dla przekrojéw powinno by¢:

(A,B)+ (A,B) = (A, B)

(A,B) x (A,B) = (A, B),

a wigc nie otrzymujemy ani grupy addytywnej ze wzgledu
na dodawanie, ani grupy multiplikatywnej ze wzgledu na
mnozenie.

(e) Nauka z tego m.in. taka (por. Btaszczyk 2007, 183, Ba-
tog 2000, 30-31), ze uzupelnianie zbioru uporzadkowanego
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7.

10.

metoda Dedekinda jest w samej swojej istocie rozszerza-
niem ciata (liczb wymiernych), a nie po prostu ,,wypetnia-
niem luk w porzadku” nowymi elementami.

Dedekind wykonat przede wszystkim pewna (znakomitg!) ro-
bote algebraiczna. Pokazat zaréwno metodg konstrukcji pewnej
specjalnej struktury arytmetyczno-porzadkowej (liczb rzeczywi-
stych wiladnie), ale takze dat podstawy pod tzw. metode uzupet-
niania Dedekinda, powszechnie wykorzystywana w teorii struk-
tur porzadkowych, topologii, itd.

. Dedekind wskazal na mozliwos¢ interpretacji ciggtosci prostej

rzeczywistej w terminach arytmetycznych. Przy tym, owa prosta
rzeczywista byta obiektem do$¢ tajemniczym — w systemie geo-
metrii Euklidesa nie wystepuja proste (sa jedynie odcinki, ktére
mozna dowolnie przedtuzac). Jesli wigc méwic o jakiej$ meta-
forze Dedekinda, to nalezaloby chyba odnosi¢ ja do ukazanej
przezen odpowiednio$ci pomigdzy zdefiniowanymi przez niego
(z uwzglednieniem wtasno$ci arytmetycznych i porzadkowych)
liczbami rzeczywistymi a wielkoSciami geometrycznymi wiaza-
nymi tradycyjnie z odcinkami.

Dedekind operowat zbiorami oraz liczbami wymiernymi (oraz
porzadkiem i operacjami arytmetycznymi na nich), lecz nie dys-
ponowatl jeszcze ani teoria zbioréw (tej dostarczyt pdZniej Can-
tor, a w postaci aksjomatycznej ugruntowat Zermelo), ani teoria
liczb wymiernych (t¢ z kolei podat Weber). Teorig¢ liczb wymier-
nych wreszcie oprze¢ mozna byto na aksjomatyczne;j teorii liczb
naturalnych, ktéra opracowat Peano.

Na marginesie dodajmy jeszcze, ze aksjomat ciaglosci jest nie-
zalezny od aksjomatéw geometrii absolutnej. Istnieja modele tej
geometrii, w ktérych aksjomat ten nie zachodzi.

Tak wigc, proste metafory przekroju (geometryczna i arytmetyczna,
w terminologii autoréw) to jeszcze nie wszystko, jesli chodzi o ana-
lize idei matematycznych zwiazanych z konstrukcja Dedekinda. Whni-
kliwa analiz¢ konstrukcji Dedekinda, wraz z wieloma odniesieniami
do innych konstrukcji liczb rzeczywistych zawiera monografia Btasz-
czyk 2007. Niezwykle interesujace uwagi dotyczace rozumienia poje-
cia ciagtosci w matematyce znajdujemy np. w Mioduszewski 1996.
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3.1.4 Podstawowa Metafora NieskonczonoS$ci

Pozwolimy sobie nieco zartobliwie odnies¢ si¢ do jednego z aspektéw ulubione;j
metafory autoréw, a mianowicie Podstawowej Metafory Nieskoriczonosci (BMI).
Ot6z pisza oni, ze obiekt graniczny, ktéry tworzymy w wyniku stosowania tej me-
tafory jest zawsze wyznaczony jednoznacznie. W artykule Nufiez 2005 na stronie
1772 znajdujemy rysunek przedstawiajacy poczatek nieskonczonego ciagu wielo-
katéw foremnych, ktérego ,,obiektem granicznym” miatby by¢ okrag, jako ,,wie-
lokat o nieskoniczenie wielu bokach nieskoficzenie matej dtugosci”. Podpis pod
rysunkiem gtosi:

A case of actual infinity: the sequence of regular polygons with n si-
des, starting with n = 3 (assuming that the distance from the center to
any of the vertices is constant). The sequence is endless but it is con-
ceived as being completed. The final resultant state is a very peculiar
entity, namely, a circle conceived as a polygon with infinitely many
sides of infinitely small magnitude.

Nasza zartobliwa watpliwos$¢ jest nastgpujaca: dlaczego to wtasnie okrag miatby
by¢ obiektem granicznym w tym przypadku, a nie np. zbiér wszystkich punktéw
okrggu o wspétrzednych wymiernych? Ten pierwszy ma moc kontinuum, ten drugi
jest przeliczalny. Ponadto, ten drugi ma bardzo tadng strukturg algebraiczna oraz
interpretacj¢ geometryczng — zob. np. Tan 1996. Warto moze przy tej okazji dodaé,
ze badanie punktéw (np. punktéw wymiernych) na krzywych algebraicznych to
niezwykle wazna dziedzina dzialalno$ci matematykéw. Wiaze si¢ z nig np. spekta-
kularny dowéd Wilesa twierdzenia Fermata, twierdzenie Mordella-Weila, a wiele
probleméw w dalszym ciagu czeka na rozwiazanie.

Innym jeszcze kandydatem na obiekt graniczny w rozwazanym tutaj przypadku
moégltby byé¢, jak sadzimy, zbiér wszystkich punktéw okrggu o wspdtrzednych be-
dacych liczbami algebraicznymi. Mozna — zasadnie chyba — pytaé o jeszcze inne
zbiory: np. wszystkich punktéw okregu o wspétrzednych bedacych liczbami obli-
czalnymi lub definiowalnymi — w kazdym z tych przypadkéw ,,obiekt graniczny”
rozwazanej konstrukcji nie ma kontinuum elementéw. Nieco przekornie mozemy
zatem zapytac, dlaczego Nuiiez ,,przeskakuje” nieskoiiczonosc¢ przeliczalng w swo-
jej metaforze i laduje w kontinuum punktéw okregu. Ponadto, widaé wyraZnie z
podanych przyktadéw, ze jednoznaczno$¢ owego ,,obiektu granicznego” okazuje
si¢ pozorna — mozna za taki obiekt uwazac r6zne konstrukcje.

W matematyce rozwazamy zaréwno struktury, ktére zawieraja ciagi elemen-
téw wraz ze swoimi obiektami granicznymi (w sensie porzadkowym lub topolo-
gicznym), jak tez struktury, ktére ztozone sa z ciagéw nieskoficzonych, ale nie
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zawierajace granic owych ciagéw. Nie jest chyba tak, ze zawsze czujemy si¢ zmu-
szeni, kierujac si¢ BMI, uzupelniac te ostatnie struktury o elementy graniczne.

3.1.5 Przyklady topologiczne

Topologia jest stosunkowo mtoda dyscypling matematyczng (w poréwnaniu np.
z arytmetyka czy analiza). Jednak juz w topologii ogélnej znajdujemy konstruk-
cje, ktdére daleko odbiegaja od wszelkich intuicyjnych wyobrazen do§wiadczenia
potocznego, a wigc mozna spodziewac si¢, ze autorzy Where mathematics comes
from mieliby trudnosci ze znajdowaniem w kazdym z tych przypadkéw stosow-
nych metafor, odpowiedzialnych za tworzenie pojec. Rzeczy stajq si¢ jeszcze bar-
dziej skomplikowane w przypadku nowszych dziatéw topologii — np. topologii
algebraicznej lub r6zniczkowej. Dla przyktadu, musimy si¢ pozegnac z intuicjami
potocznymi przy rozwazaniu takich obiektéw jak (a to jedynie najprostsze, kla-
syczne przykiady):

1. sfera rogata Alexandera,
2. jeziora Wada,

3. krzywa Knastera.

Konstrukcje topologiczne moga dotyczy¢ obiektéw catkiem ,,oswojonych”, do-
brze rozpoznawanych przez intuicje potoczne, ale moga jednoczesnie nie tylko wy-
kraczad poza te intuicje, ale wrecz im dramatycznie przeczy¢. Ladnym przykladem
jest twierdzenie Smale’a o ,,przenicowaniu sfery S? w przestrzeni R3. Postugu-
jemy si¢ w nim dobrze znanym obiektem (sfera dwuwymiarowa) oraz bardzo intu-
icyjna technika (homotopijna rownowaznosc¢), ale otrzymany wynik jest szokujacy
z punktu widzenia do§wiadczenia potocznego. I jak tu metaforyzowaé?

Sadzimy, ze trudnosSci w proponowanej przez autoréw ,,redukcji metaforycz-
nej” sprawia¢ moga tez np. tzw. egzotyczne struktury rézniczkowe. Udowodniono,
ze istnieja sfery egzotyczne, czyli sfery, ktére sa homeomorficzne ze zwyktymi sfe-
rami, lecz nie sa z nimi dyfeomorficzne. Fakt ten ukazuje, ze poddaé trzeba rewi-
zji nasze intuicyjne przekonania dotyczace struktur ré6zniczkowych, a co najmnie;j
wyzby¢ si¢ musimy przekonania, ze struktury takie musza by¢ jednoznaczne. Do-
dajmy, ze w przestrzeni R* istnieje kontinuum niedyfeomorficznych struktur réz-
niczkowych. Wymiar 4 jest tu wyrézniony: dla zadnej n # 4 nie istnieja struktury
egzotyczne na R™. Nie wiadomo natomiast obecnie (2012), czy istnieja egzotyczne
sfery czterowymiarowe. Jesli mielibySmy stosowaé jakie§ metafory w charaktery-
styce struktur egzotycznych, to musialyby one zapewne by¢ jakoSciowo istotnie
rézne od ,,zwyktych” metafor, tych euklidesowych czy kartezjanskich.
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Inny jeszcze problem topologiczny moze jawié si¢ jako trudnos¢ dla autoréw
omawianej koncepcji. Chodzi mianowicie o problem trudny dla samych topologéw
— nalezyte scharakteryzowanie pojecia wymiaru topologicznego. Nie chodzi przy
tym o to, ze brak takiej charakterystyki. Jednak trzy dobrze opracowane pojecia
wymiaru (maty i duzy wymiar indukcyjny oraz wymiar pokryciowy) pokrywaja
si¢ ze soba w przypadku osrodkowych przestrzeni metrycznych, natomiast rozcho-
dza si¢ w szerszych klasach przestrzeni. Czy sensowne jest zatem pytanie, ktére
z tych pojec jest trafne? ,,Rekonstrukcja metaforyczna”, w stylu proponowanym
przez autoréw, powinna jako$§ odzwierciedla¢ te problemy zwiazane z poszukiwa-
niem definicji pojecia wymiaru w topologii. Nie méwiac juz o tym, ze powinna
zmierzy¢ si¢ takze z catq plejada innych jeszcze rozumien pojgcia wymiaru, stoso-
wanych w topologii, analizie funkcjonalnej, algebrze liniowej, geometrii réznicz-
kowej. Wspomnijmy wreszcie na koniec, ze ktopoty dla ,,metaforycznego rozumie-
nia” stwarza wymiar iloczynu topologicznego przestrzeni. Chcialoby si¢ zapewne
uznaé, ze wymiar iloczynu topologicznego przestrzeni jest suma wymiarOw mno-
zonych przez siebie przestrzeni (np. walec jest wymiaru trzy, jako iloczyn kota
o wymiarze dwa i odcinka o wymiarze jeden, torus jest wymiaru dwa jako ilo-
czyn dwéch jednowymiarowych okrggéw, itp.). Pontriagin podat jednak w 1930
roku przyktad ukazujacy, ze zaleznoS¢ takiego logarytmicznego typu nie zachodzi
w ogolnosci: skonstruowal przestrzenie dwuwymiarowe, ktérych iloczyn okazat
si¢ tréjwymiarowy. Ten przyklad — i niezliczone mnéstwo innych — pokazuje, ze
konstrukcje pewnych obiektow matematycznych umykaja jednak procedurze me-
taforyzowania odwotujacej si¢ jedynie do wyobrazen do§wiadczenia potocznego.

We wspétczesnych podrecznikach analizy lub topologii podaje si¢ cate mné-
stwo dalszych konstrukcji, ktére sa kontrprzyktadami, ukazujacymi ograniczona
stosowalno$¢ pewnych pojec, niezachodzenie niektérych twierdzefi dla szczegdl-
nych przypadkoéw, itd. — por. tez np. Gelmbaum, Olmsted 1990, 2003, Steen, Se-
ebach 1995, Wise, Hall 1993.

3.1.6 Elementy idealne

Autorzy staraja si¢ ukazaé BMI ,,w dziataniu” na r6znych obszarach matematyki.
Na podstawie tej metafory rozumiane ma by¢ wprowadzanie punktow w nieskon-
czonosci: w przypadku geometrii rzutowej chodzi o cala prostq w nieskoriczono-
Sci, ztozong z takich punktéw, natomiast w przypadku geometrii inwersji o jeden
punkt w nieskoriczonos$ci. Autorzy wyraznie podkreslaja, ze czym innym sa tu de-
finicje matematyczne tych obiektoéw, a czym innym sama ich konceptualizacja. Z
matematycznego punktu widzenia geometria inwersji wyznaczona jest przez od-
wzorowania, ktérych niezmiennikami sa uogdlnione okregi. Z kolei w geometrii
rzutowej niezmiennikami przeksztatcenn rzutowych sa wilasnosci incydencji oraz
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dwustosunek czworki punktow.

Warto moze zwrdéci¢ uwage na to, ze wprowadzanie punktéw i prostych w nie-
skoriczono$ci moze zostaé ujete z nieco ogdlniejszego punktu widzenia — jako do-
faczanie do rozwazanego uniwersum pewnych elementow idealnych, w celu uzy-
skania struktury o pozadanych, z réznych wzgledéw, wlasnosciach matematycz-
nych. Oto co pisal na ten temat David Hilbert (Hilbert 1926):

Catkiem inne, jedyne w swoim rodzaju znaczenie i zasadnicze ujeg-
cie pojecia nieskoficzono$ci poznajemy za pomoca ze wszech miar
waznej i owocnej metody elementow idealnych. Znajduje ona zasto-
sowanie juz w elementarnej geometrii ptaszczyzny. W geometrii tej
punkty i proste sa pierwotnie jedynymi rzeczywistymi i realnie ist-
niejacymi obiektami. Obowiazuje dla nich m.in. aksjomat incydencji
(das Axiom der Verkniipfung): przez dwa punkty przechodzi zawsze
jedna i tylko jedna prosta. Stad wynika wniosek, ze dwie proste prze-
cinaja si¢ co najwyzej w jednym punkcie. Nie zachodzi jednak twier-
dzenie, ze dwie proste przecinaja si¢ zawsze w jednym punkcie; dwie
proste moga by¢ do siebie réwnolegte. Wiadomo jednak, ze poprzez
wprowadzenie elementdw idealnych, mianowicie punktéw i prostych
w nieskonczonos$ci (unendlich ferne Punkte und unendlich ferne Ge-
rade) mozna uzyskac to, ze twierdzenie, wedtug ktérego dwie proste
przecinaja si¢ zawsze w jednym i tylko jednym punkcie, bedzie obo-
wiazywaé w catej ogélnosci.

Idealne elementy ,,w nieskorficzonosci” (die idealen ,,unendlichfernen”
Elemente) daja t¢ korzys$¢, ze czynia system twierdzen o incydencji
(Verkniipfungsgesetze) prostym i przejrzystym, tak jak to tylko jest
mozliwe. Ze wzgledu na symetri¢ pomigdzy punktami i prostymi po-
wstaje, jak wiadomo, tak owocna zasada dualnos$ci w geometrii.

Zwykle wielkoSci zespolone-urojone (komplex-imagindre Grossa) w
algebrze sa takze przyktadem uzycia elementéw idealnych; stuza one
tu do uproszczenia twierdzen o istnieniu i liczbie pierwiastkéw réw-
nania.

Tak jak w geometrii uzywa si¢ nieskoniczenie wielu prostych, miano-
wicie rownoleglych do siebie, do definicji jednego punktu idealnego,
tak tez w arytmetyce wyzszej pewne systemy nieskoficzenie wielu
liczb zostaja ujete razem w postaci jednego ideatu liczbowego (Za-
hlenideal) i ma tu miejsce najgenialniejsze zastosowanie zasady ele-
mentéw idealnych. [Tu przypis Romana Murawskiego: Hilbert ma tu
na mysSli teorig Kummera-Dedekinda. Otéz w drugiej potowie XIX w.
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w zwigzku z badaniami nad wielkim twierdzeniem Fermata (i og6l-
nie nad kwestig rozwigzalnoS$ci réwnan diofantycznych, czyli réwnan
postaci

f(il?]_,...,xn) :g(l‘lu"'v'xn)a

gdzie f i g sa wielomianami o wspétczynnikach catkowitych) stwo-
rzono pewne metody badania réwnan diofantycznych, opierajace si¢
na twierdzeniu, ze w odpowiednim pierScieniu kazdy ideal rozktada
si¢ jednoznacznie na iloczyn ideatéw pierwszych (zwanych w kla-
sycznej wersji liczbami idealnymi). Doprowadzito to do wyrdznienia
pewnej szerokiej klasy pierscieni, zwanych pierscieniami Dedekinda,
ktéra odgrywa dzi$§ bardzo istotna rolg w algebrze i w teorii liczb.]
Jezeli stosujemy zasadg t¢ systematycznie wewnatrz pewnego alge-
braicznego ciata liczbowego, to odnajdziemy w nim proste i dobrze
znane twierdzenia o podzielnosci, jakie zachodza dla zwyktych liczb
catkowitych 1, 2, 3,...

Przywotujemy ten cytat dla ukazania, ze czym innym jest metaforyczna eks-
plikacja jakiejs konstrukcji pojeciowej, a czyms zgota innym powody, motywacje,
inspiracje, itp. dla ktérych owa konstrukcja dokonywana jest w matematyce.

Wspomnijmy przy okazji, ze ciekawie o uzyciu metafor w przypadku rekon-
strukcji poczatkéw geometrii algebraicznej traktuje praca Aubry 2009.

3.1.7 AKty przekory

Matematyka jest twérczoscia swobodna, co z zadowoleniem podkresla wielu wy-
bitnych matematykéw. OczywiScie obowiazuja w tej tworczoSci pewne ogranicze-
nia, np. wymog niesprzecznosci. Osobnym problemem, wymagajacym badan em-
pirycznych jest to, czy — a jesli tak, to jak — twérczos¢ ta ograniczona (uwarunko-
wana) jest ludzkimi strukturami poznawczymi. Proponujac swoja teori¢ funkcjono-
wania metafor pojeciowych Lakoffa i Nifiez chca zwrdci¢ uwage na takie wiasnie
uwarunkowania. Pozwolimy sobie — nie do kofica powaznie — wskaza¢ na jeden
z aspektéw owej swobody w tworczo$ci matematycznej, a mianowicie akty prze-
kory. W Pogonowski 2011 podali§my parg przyktadéw takich przekornych dziatan
W matematyce:

1. Algebra. Wiadomo z historii algebry, ze np. liczby ujemne oraz
urojone przyjmowane bylty z wielkimi poczatkowo oporami —
dos¢ diugo trwato, zanim uznane one zostaly za byty matema-
tyczne prawomocnie istniejace. Do tego uznania przyczynity si¢
w pierwszym wzgledzie chyba ustalenia, ze liczby catkowite oraz
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liczby zespolone tworza dobrze zachowujqce sig struktury — w
pierwszym przypadku pier§cie,, w drugim cialo, w dzisiejszej
terminologii. W oswajaniu ich widzimy jednak réwniez pewien
odcien przekory wtasnie — dopusémy istnienie nowych bytow
matematycznych, choé konserwatywna wspoélnota matematykéw
dotad si¢ przed nimi wzbraniala.

2. Geometria. Stworzenie geometrii nieeuklidesowych wymagato
zaiste wielkiego aktu przekory. Z jednej strony, skoro wysitki
zmierzajace do udowodnienia aksjomatu o réwnolegtych nie przy-
nosity efektu, to niejako naturalne bylo przypuszczenie, ze ak-
sjomatu tego nie da si¢ wlasnie wyprowadzi¢ z pozostatych. Ale
samo rozwazenie (jednej z dwdch wersji) jego zaprzeczenia byto
przekorne, przy powszechnym przeciez 6wczesnie przekonaniu,
iz geometria ma prawdziwie opisywaé rzeczywisto$¢ fizyczna.

3. Teoria mnogosci. Jedna z metod tworzenia nowych zbioréw nie-
skoniczonych jest — wedle Andrzeja Mostowskiego — nastgpu-
jaca. Przypu$émy, ze konstruujac zbiory za pomocg operacji opi-
sanych w aksjomatach teorii mnogosci, ktére przyjeliSmy do-
tychczas, napotykamy stale na zbiory o pewnej wtasnosci P. Je-
§li nie ma oczywistych powoddéw, ktére sktaniatyby nas do przy-
jecia twierdzenia, ze kazdy zbiér ma wtasnos¢ P, to przyjmu-
jemy nowy aksjomat, stwierdzajacy, ze istnieja zbiory wtasnie
nie posiadajace wtasnosci P. W ten sposéb otrzymujemy np.
liczby mierzalne.

Mozna oczywiScie nie bra¢ powaznie naszej propozycji uwazania matematy-
kéw za przekornych z natury. Pozostaja jednak do opisania zwiazki migdzy tworze-
niem poje¢ na drodze metaforycznej a takimi waznymi procedurami matematycz-
nymi jak np. uogélnianie badz konstrukcje motywowane rozumowaniami przez
analogie.

3.1.8 Zdania nierozstrzygalne

O ile dobrze pamigtamy tekst Where mathematics comes from, to nigdzie nie znaj-
dujemy w nim deklaracji, iz stosowanie metafor pojgciowych wymusza jakis czy-
sto kumulatywny, bez ,,rozwidlet” proces narastania wiedzy matematycznej. Auto-
rzy wykorzystuja nawet fakt istnienia r6znych geometrii, r6znych teorii mnogosci,
itd. do argumentacji przeciw istnieniu matematyki rozumianej po Platoisku. Nie
poswigcaja jednak uwagi odkryciu istnienia zdani nierozstrzygalnych w bogatszych
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teoriach matematycznych. A jest to przeciez okolicznos$é wielce znaczaca dla pod-
staw matematyki, nawet jeSli ,,normalni” matematycy (ci, ktérzy nie zajmujq si¢
zawodowo logika matematyczng lub teoriag mnogosci) poswigcaja temu zagadnie-
niu znikoma uwage. Inaczej zreszta rzecz ma si¢ z informatykami, dla ktérych
problemy nierozstrzygalnosci teorii nie moga by¢ zbywane lekcewazeniem.

Tak podstawowe teorie matematyczne jak arytmetyka i teoria mnogosci sa
istotnie nierozstrzygalne (czyli sa nierozstrzygalne i zadne ich niesprzeczne re-
kurencyjne rozszerzenie tez nie jest rozstrzygalne). Odkrycie tych faktéw rzucito
nowe §wiatto na rozumienie zwiazkéw miedzy dowodem a prawdq w matematyce.

Sadzimy, ze brak zainteresowania autoréw zagadnieniami nierozstrzygalnosci
nie jest przypadkowy: objas$nianie matematyki poprzez metafory pojeciowe w naj-
mniejszym stopniu nie umozliwia zadnych decyzji w kwestii akceptacji badZ od-
rzucenia zdan nierozstrzygalnych. Jesli jakies$ tego typu decyzje zostana podjete, to
przesadzi o tym, jak sadzimy, praktyka badawcza matematyki, a to potrwaé moze
dziesiatki albo i setki lat. Pamigtajmy, ze np. do precyzyjnej postaci teorii liczb rze-
czywistych dochodzono przez dwa tysiace lat. Odkrycie zdani nierozstrzygalnych
jest stosunkowo nowe, liczy sobie zaledwie kilkadziesiat lat.

Warto przypomnieé, ze znamy obecnie cale mndstwo zdan nierozstrzygalnych
o tredci czysto matematycznej (a nie tylko ,,sztucznej” tre$ci metamatematycz-
nej). To ukazuje, ze problemy nierozstrzygalnosci sa jako§ bardzo gleboko obecne
w tworzywie matematyki, a nie sa jedynie wynikiem formalnych filozoficznych
spekulacji. Trudno nam uwierzy¢, ze ,trzecia droga” — czyli obja$nianie mate-
matyki przez metafory pojeciowe (bez odwotywania si¢ do dowodu i prawdy) —
pozwoli dokonaé znaczacych ustalefi w sprawie zdan nierozstrzygalnych. Oto nie-
ktére przyktady zdar niezaleznych:

e CH i GCH. Kontinuum moze przyjmowaé prawie dowolna warto$¢: N1, Nog10,
itd. Automatycznie dostajemy wigc nieskoniczong wielo$¢ zdan niezaleznych
od aksjomatéw teorii mnogosci.

e Ani aksjomatu konstruowalnosci, ani jego zaprzeczenia nie mozna udowod-
ni¢ w ZFC.

e AD, czyli aksjomat determinacji (0 nim za chwilg). AD jest sprzeczny z
aksjomatem wyboru.

e Drzewo Suslina to drzewo o wysokoSci N1, w ktérym zaréwno wszystkie
taiicuchy, jak i antytaiicuchy sa przeliczalne. Hipoteza Suslina SH glosi, ze
nie istnieje drzewo Suslina. Aksjomat konstruowalnosci implikuje zaprze-
czenie SH. Hipotezg SH mozna tez sformutowaé tak: kazdy porzadek li-
niowy bez elementu pierwszego i ostatniego, w ktérym topologia porzad-
kowa jest spdjna i spetnia warunek ccc (przeliczalnych antytaicuchéw) jest
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izomorficzny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych z ich naturalnym
porzadkiem.

Aksjomat Martina MA. Niech P bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym
o wiasnosci ccc (przeliczalnych antytaricuchow), a G rodzing gestych pod-
zhioréw zhioru P o mocy mniejszej od 2%°. Wtedy istnieje filtr F C P, ktéry
ma niepusty przekrdj z kazdym zbiorem z G. Hipoteza kontinuum implikuje
MA. Podczas gdy CH implikuje, ze jedyna nieskonczong liczba kardynalna
mniejsza od 2% jest Xy, to MA implikuje, ze kazda nieskoriczona liczba
kardynalna mniejsza od 28 jest w pewnym sensie podobna do R,. Konse-
kwencja MA oraz zaprzeczenia CH jest np. to, ze 280 jest regularng liczba
kardynalna, a takze SH; potaczenie MA i ~C'H ma tez wiele ciekawych
konsekwencji topologicznych.

Drzewa Kurepy. Niech k bedzie regularng liczba kardynalna nieskoriczona.
Przez k-drzewo rozumiemy drzewo o wysokosci k, ktérego kazdy a-ty po-
ziom ma moc mniejsza od k, dla wszystkich a < k. Jak wiadomo (twier-
dzenie Koniga), kazde w-drzewo ma gataz nieskoniczona. Istnieje N;-drzewo,
ktérego wszystkie galezie sa przeliczalne (takie drzewa nazywamy drzewami
Aronszajna). Drzewo Aronszajna jest specjalne, gdy jest suma przeliczal-
nie wielu antytancuchéw. Z MA oraz zaprzeczenia CH wynika, ze kazde
drzewo Aronszajna jest specjalne. Drzewem Kurepy nazywamy Ni-drzewo,
ktére ma wigcej niz Ny galezi nieprzeliczalnych. Hipoteza Kurepy KH to
zdanie stwierdzajace, ze istniejq drzewa Kurepy. Hipoteza Kurepy jest spet-
niona w uniwersum konstruowalnym L. Jesli niesprzeczna jest ZFC wraz z
aksjomatem istnienia liczb nieosiagalnych, to niesprzeczna jest ZFC wraz z
zaprzeczeniem KH.

Diament Jensena. Niech rk bedzie nieprzeliczalng regularna liczba kardy-
nalna. Zbiér C jest stacjonarnym podzbiorem «, jesli C' N S # () dla kaz-
dego domknigtego (w topologii porzadkowej na x) nieograniczonego zbioru
S C k. Przez diament Jensena <) rozumiemy nastgpujace zdanie:

Istnieje ciag (A, : @ < wy) taki, ze:

1. A, C « dlakazdej liczby porzadkowej o < wy

2. Dla kazdego zbioru A C wy zbidr {a < w1 : ANa = A,} jest
stacjonarny.

Jesli ZFC jest niesprzeczna, to niesprzeczna jest takze ZFC+GCH+—<. Dia-
ment <) implikuje CH. Jesli zachodzi <, to istnieje N;-drzewo Suslina. Wzmoc-
nieniem diamentu Jensena jest nastgpujacy warunek > :
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Istnieje ciag (A, : o < wy) taki, ze:

1. Dla kazdej liczby porzadkowej o < wy zbiér A, jest przeliczalng ro-
dzina podzbioréw .

2. Dla kazdego zbioru A C w; istnieje domknigty i nieograniczony zbidr
C C w taki, ze dla wszystkich & € C zaréwno A N« € A,, jak i
CnaeA,.

Warunek " implikuje warunek <». Aksjomat konstruowalnosci implikuje
O, Jedli O zachodzi, to istnieje wi-drzewo Kurepy (ktére ma 2% galezi o
dtugosci wy).

By¢ moze, fakt istnienia zdan nierozstrzygalnych wspiera teze agnostycyzmu
matematycznego, o ktérej piszemy w jednym z dalszych punktéw. Matematyke
budujemy na dowodach i jest ona (nasza, ludzka matematyka) jaka jest. Odkry-
wamy zdania nierozstrzygalne i mozemy fantazjowaé, ze w Swiecie Platofiskich
idei matematycznych rzeczy sa ustalone i zachodzi np. hipoteza kontinuum. Albo
ze w istocie mamy do czynienia, na wzor wszech§wiatéw Everetta, z Platofiskim
multiswiatem, w ktéorym — w poszczegdlnych jego rozgalezieniach — realizuja si¢
wszelkie mozliwe odpowiedzi na pytanie o hipotez¢ kontinuum. Spekulacje takie
sa, mniemamy, catkowicie niegroZne — nie widzimy podstaw ku temu, aby sadzié,
ze wiara (badZ niewiara) w istnienie uniwersum Platoriskiego hamowata lub przy-
spieszata rozw0j matematyki.

3.1.9 Opisywanie i definiowanie

Jak tworzenie metafor pojeciowych ma si¢ do dwdéch waznych procedur mate-
matycznych: opisywania oraz definiowania? Na pierwszy rzut oka wydaje si¢, ze
wszystkie rozwazane przez autoréw konstrukcje sa swoistymi definicjami.
Odrézniajac opisywanie od definiowania mamy na mysli przede wszystkim
rézne w obu przypadkach mozliwosci dostepu poznawczego do obiektéw mate-
matycznych. Oczywiscie jedna i druga procedura wymaga korzystania z jakich§
ustalonych S§rodkéw jezykowych. Jesli rozumiemy jezyki jako wyznaczone przez
skoniczony (lub przeliczalnie nieskoficzony) zestaw symboli wraz z rekurencyj-
nymi regutami sktadniowymi, to silg rzeczy musimy uznaé, ze nie do wszystkich
obiektow matematycznych mamy w ogéle dostep jezykowy. W przypadku np. ro-
dziny wszystkich podzbioréw zbioru nieskonczonego jedynie przeliczalnie wiele
jej elementéw moze zosta¢ nazwanych w tak rozumianych jezykach. Tak wigc,
prawie wszystkie elementy tej rodziny pozostaja niedostgpne jezykowo. W przy-
padku liczb porzadkowych réwniez jedynie przeliczalnie wiele z nich moze by¢
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opisywanych w sposob efektywny, za pomoca réznych specjalnie w tym celu stwo-
rzonych systeméw notacji. Wszystkie liczby porzadkowe do ktérych mamy taki
dostep (liczby rekurencyjne) sa przeliczalne i mniejsze od (przeliczalnej) liczby
wch . Powyzej tej liczby mozemy jedynie definiowac wigksze liczby porzadkowe.

Juz odréznienie mocy przeliczalnych od nieprzeliczalnych zdaje sig¢ stwarzaé
wyzwanie dla BMI, Podstawowej Metafory NieskoriczonoSci, tak hotubionej przez
autoréw. Uznajmy, ze dziata ona dobrze w przypadku zbioréw przeliczalnych. Po-
sta¢ normalna Cantora dla liczb porzadkowych pozwala — zgdédZmy si¢ i na to
— na manipulowanie metaforami arytmetyczno-algebraicznymi dla liczb porzad-
kowych. Terminu ,,manipulowanie” uzyliSmy tu celowo, gdyz nie tylko nieprzeli-
czalne liczby porzadkowe, ale takze pewne duze przeliczalne takie liczby pozostaja
niejako poza zasiggiem mocy dowodowych niektérych teorii matematycznych.

Zbidr liczb porzadkowych mniejszych od €q jest domknigty na operacje nastgp-
nika, sumy, mnozenia i potggowania liczb porzadkowych. Liczba ¢y wiaze sig, jak
wiadomo, z mozliwosciami dowodowymi arytmetyki Peana (pierwszego rzedu).
Bada si¢ liczby porzadkowe zwigzane z mozliwo$ciami dowodowymi innych teo-
rii. Bada si¢ tzw. hierarchie szybko rosnqcych funkcji (Veblena, Wainera, itd.). By¢
moze nasza ocena jest mylna i naiwna, ale sadzimy, ze dla rozumienia tych za-
gadnien nie mozna dojs¢ ograniczajac si¢ jedynie do BMI, Podstawowej Metafory
NieskoriczonoSci. Trzeba chyba raczej zrozumieé reguty operowania wielkosciami
pozaskoriczonymi po prostu wyznaczone przez ich teori¢ — nie ma tutaj drogi na
skroty.

Moze warto w tym kontekscie przypomnieé, ze definiowanie kolejnych liczb
nieskoiczonych w teorii mnogosci wykorzystuje fakt dobrego uporzadkowania
klasy wszystkich liczb porzadkowych. Tak wigc, to raczej te zatozenia, ktére po-
zwalaja konstruowaé klas¢ wszystkich liczb porzadkowych oraz prowadzié defini-
cje przez indukcje pozaskoriczong, co najmniej tak samo jak BMI powinny zostaé
jako$§ wykorzystane przez autoréw Where mathematics comes from w ich probie
metaforycznego opisywania hierarchii nieskoficzonosci.

Catkiem osobny problem dla koncepcji ucieleSnionej matematyki stwarzaja
te sytuacje, gdy potrafimy udowodnié, ze jaki§ obiekt matematyczny nie jest de-
finiowalny (w ustalonym jezyku). Dla przyktadu, zbiér (numeréw Godlowskich)
wszystkich zdai prawdziwych w standardowym modelu arytmetyki Peana nie jest
w tej arytmetyce definiowalny. Czy mozna do niego ,,dotrze¢” jakas metaforg ucie-
lesnionej matematyki?

3.1.10 Dynamika intuicji

Intuicje doswiadczenia potocznego sa dos¢ stabilne, co jest okolicznoScig sprzyja-
jacarozwazaniom Lakoffa i Nufieza. Inaczej rzecz ma si¢ z intuicjami matematycz-
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nymi — maja one charakter o wiele bardziej dynamiczny. Zasadne jest oczywisScie
pytanie o przyczyny takich zmian. Wskaza¢ mozna, jak sadzimy, kilka rodzajéw
takich przyczyn:

1. Antynomie. Konieczno$¢ usunigcia sprzecznosci z tworzonej koncepcji ma-
tematycznej jest dla kazdego oczywista. Eliminacja antynomii wymaga zmia-
ny zalozenh wyjsciowych, a co za tym idzie takze zmiany rozumienia bada-
nych poje¢. Usuwajac np. antynomi¢ Russella z teorii mnogosci (poprzez
stosowne przeformutowanie aksjomatu wyrézniania) proponujemy w istocie
catkiem nowe rozumienie pojecia zbior.

2. Paradoksy. Rowniez w przypadku paradokséw, gdy staramy si¢ poddawac
je eksplikacji (gdy usitujemy ,,rozwiazaé” paradoks) oczekiwaé musimy ko-
nieczno$ci dokonania zmian w naszych intuicyjnych przekonaniach. Tu jed-
nak sytuacja wyglada nieco inaczej niz w przypadku antynomii. Moze by¢
bowiem tak, ze dzigki zmianie sposobu rozumienia jakiego$ pojecia uzysku-
jemy rozwiazanie paradoksu, ale moze si¢ rowniez zdarzy¢, ze zmiana taka
jest niemozliwa, ze musimy dokonaé swoistego rodzaju ,;rozszczepienia”
naszych intuicji. Pod pierwszy przypadek podpadaja chyba zauwazane od
dawna paradoksy nieskoriczonosci, jako ktocace si¢ z euklidesowym prze-
konaniem, iz czg$¢é musi zawsze by¢ jako$ ,,mniejsza” od catoSci. Przyjecie
definicji Dedekinda zbioru nieskoficzonego (zbidr jest nieskoiczony doktad-
nie wtedy, gdy jest réwnoliczny z jakim$§ swoim podzbiorem wtasciwym)
rozwiazuje te paradoksy, za ceng¢ przyjecia takiej wlasnie intuicji kojarzonej
ze zbiorami nieskoniczonymi. Ilustracji dla drugiego z omawianych przypad-
kéw dostarcza choéby paradoks Banacha-Tarskiego. Nie mozemy odrzucic¢
twierdzenia Banacha-Tarskiego, nawet jesli bole$nie narusza ono nasze intu-
icje doswiadczenia potocznego. Musimy natomiast przyznaé, ze intuicje te
nie maja zastosowania w przypadku zbioréw niemierzalnych w sensie Le-
besgue’a, a takze przyznac, ze aksjomat wyboru stosowany do zbioréw nie-
skoficzonych sprawi¢ moze niespodzianke intuicjom potocznym (jesli zycz-
liwie uznamy, ze napotykanie zbioréw nieskoniczonych nalezy do do§wiad-
czenia potocznego).

3. Programy badawcze. W tych przypadkach zmian intuicji dokonujemy §wia-
domie, celowo. Postanawiamy, ze od danego momentu jakas sfera dziatalno-
Sci matematycznej ma by¢ badana takimi, a nie innymi §rodkami, pozbyw-
szy si¢ np. balastu zapozyczen z innych dyscyplin, jesli chodzi o rozumienie
pojec. Tak rzecz si¢ miala z arytmetyzacja analizy w wieku XIX — pojecia ra-
chunku r6zniczkowego i catkowego miaty odtad by¢ wyrazane jedynie w ter-
minach arytmetycznych, bez odwotafi do ruchu, zmiany, geometrii. Mozna

22



uznaé, ze jest to program zakonczony sukcesem, cho¢ oczywiscie w dalszym
ciagu mozemy pytaé o alternatywne opisy kontinuum (np. w terminach ana-
lizy niestandardowej lub innych, catkiem nowych). Moze tez zdarzy¢ sig¢
tak, ze w trakcie realizacji programu badawczego okazuje si¢ on nierealny
lub mozliwy do wykonania jedynie czg¢$ciowo. Taki byt los programu Hil-
berta — znane twierdzenia metalogiczne (o niezupetnosci, o niedowodliwosci
niesprzecznosci systemu w nim samym) ukazaty, ze wyjsciowy program zre-
alizowany moze zosta¢ jedynie czgsSciowo.

. Nowe wyniki matematyczne. Nasze intuicyjne przekonania zmieniaja si¢ rzecz
jasna w trakcie poszerzania naszej wiedzy matematycznej. Dla przyktadu,

do wynikéw Ruffiniego i Abela wierzono, ze kazde réwnanie algebraiczne

posiada rozwiazanie dane przez pierwiastniki, dopiero wspomniane wyniki

ukazaty brak w ogélnoSci istnienia tego typu rozwigzan dla réwnan stopnia

wyzszego od czterech. Tym samym, zmianie ulegto — przynajmniej w ja-

kim$ aspekcie — rozumienie pojecia rozwiqzanie rownania algebraicznego.

Tego typu przyktady mnozy¢ mozna nieograniczenie — kazde nowe istotne

twierdzenie matematyczne jako$ na nowo ksztattuje intuicje dotyczace wy-

stepujacych w nim pojeé oraz rozumienie przeprowadzanych konstrukcji.

. Wartosci estetyczne. Podkreslania przez wielu matematykdéw, iz najwazniej-
sza motywacja dla uprawiania ich twérczoSci sa walory estetyczne matema-
tyki nie nalezy traktowac jedynie jako oznak przechwalania si¢ lub dawa-
nia Swiadectwa tego, co nalezy do dobrego tonu w matematyce. Nigdy nie
zdarzyto nam si¢ spotka¢ matematyka, ktéry zaprzeczalby istnieniu inspi-
racji estetycznych w jego dziatalnosci. Jesli jednak traktujemy te wypowie-
dzi powaznie, to — chcac stosowac skutecznie teori¢ metafor poznawczych
— musimy jako§ te wartoSciowania uwzgledni¢ w rekonstrukcjach metafo-
rycznych. By¢é moze koncepcja ucielesnionej matematyki wypracowata juz
jakie$§ metody przydatne w tym wzgledzie, nie znamy jednak zadnych prac
na ten temat.

. Moda matematyczna. To czynnik, ktérego nie nalezy chyba lekcewazyc¢. To,
ktére badania sa akurat modne w danym okresie wida¢ chociazby z listy
przyznawanych nagréd matematycznych. Problemy Hilberta w znaczacym
stopniu uksztaltowaty ogromne potacie matematyki XX wieku. Kwaterniony
byly ,,bardzo modne” pod koniec wieku XIX, péZniej traktowano je jako je-
dynie ciekawostke algebraiczna, a wspoétczesnie okazuje sig, ze struktury
algebraiczne rézne od — jakze szacownych klasycznych ciat liczb rzeczywi-
stych i zespolonych — maja bardzo istotne zastosowania np. w fizyce. Jedna
z najwigkszych karier w matematyce zrobita teoria grup — narzucono wrecz
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okreslony sposéb ujmowania i rozumienia probleméw na modle algebra-
iczna.

By¢ moze koncepcja uciele$nionej matematyki bedzie prébowata jako$ pora-
dzi¢ sobie z problemami zmiennosci intuicji matematycznych. Na razie autorzy
omawianej ksiazki odniesli si¢ do przypadkéw zmiennoSci intuicji bedacych skut-
kiem realizacji programéw badawczych — piszac o metaforach Dedekinda oraz We-
ierstrassa.

Pozw6lmy sobie na stwierdzenie, ze najgtebsza zmiana jako$ciowa w rozu-
mieniu intuicji matematycznych dokonala si¢ w wyniku ,,rewolucji strukturalnej”
w matematyce XIX wieku. Oczywiscie wszelkie tego typu spekulacje obarczone
sq bardzo duzym ryzykiem btedu. Dopiero z odpowiednio dluzszej perspektywy,
biorac pod uwage znaczacy przedziat czasowy mozna oceniaé rozwdéj dyscyplin
matematycznych. Mozna, tytutem eksperymentu, zaproponowa¢ poréwnanie kon-
cepcji uciele$nionej matematyki stosowanej w dwdch okresach: matematyki do
wieku XIX oraz matematyki wspéiczesnej. Pozwalamy sobie nieSmiato podejrze-
wac, ze w tym pierwszym przypadku koncepcje Lakoffa i Nufieza sprawdzityby
si¢ o wiele lepiej niz w przypadku drugim.

3.1.11 Kolizje intuicji

Mozna bytoby sadzié, ze zawodowi matematycy w procesie tworzenia matematyki
jako$ uzgadniajq swoje intuicje, ze powstaje w ten sposéb jedno tylko ,,jedynie
stuszne” rozumienie pojec. W wigkszosci przypadkow zaswiadczonych w dziejach
matematyki tak wtasnie jest. Bledne jednakze jest mniemanie, iz jest tak zawsze,
bezwyjatkowo. Zdarza sig, ze zaréwno tak, iz r6zni matematycy rozwiazujacy ten
sam problem proponuja inne jego intuicyjne (a w konsekwencji p6Zniej takze for-
malne) rozwiazanie, jak i tak, iz za przyjeciem jednych zatozen przemawiajg inne
— dobrze osadzone w praktyce matematycznej — argumenty, niZ za przyjeciem roz-
wigzania konkurencyjnego (réwniez dobrze przystajacego do owej praktyki).

Ilustracja dla pierwszego z tych przypadkéw moga by¢ spory migdzy Newto-
nem i Leibnizem dotyczace podstaw rachunku rézniczkowego. Newton postugiwat
si¢ wylacznie skoriczonymi wielko$ciami arytmetycznymi w charakteryzowaniu
obiektéw granicznych. Leibniz natomiast rachowal na nieskoriczenie matych wiel-
ko$ciach, traktowanych w sposéb czysto formalny, dla ktérych istnienia podawat
jedynie argumenty metafizyczne. Analiza Newtonowska znalazta w pelni precy-
zyjny wyraz w XIX wieku, z chwilg arytmetyzacji analizy. Rozwazaniom Leib-
niza precyzyjna forme data analiza niestandardowa, zapoczatkowana w potowie
wieku XX. Mozna podawaé dalsze tego typu przyktady — np. spér Hamiltona z
Grassmannem dotyczacy podstaw rachunku wektorowego.
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Drugi ze wspomnianych przypadkow ilustruje np. konflikt pomigedzy aksjoma-
tem wyboru AC a aksjomatem determinacji AD. Saq one wzajem sprzeczne — obu
razem przyjac nie mozna. Za kazdym z nich przemawiaja dobre argumenty natury
matematycznej. Co prawda, ich role sa niewspétmierne — AC dotyczy wszelkich
zbioréw, natomiast AD dotyczy podzbioréw przestrzeni Baire’a. Ich konflikt uka-
zuje jednak, ze mozemy — cho¢ w ograniczonym zakresie — wybiera¢ pomigdzy
wzajem sprzecznymi zalozeniami i uprawiaé jaki§ fragment matematyki niezalez-
nie od drugiego.

Innym jeszcze przyktadem podpadajacym pod drugi z omawianych przypad-
kéw jest konflikt migdzy aksjomatem konstruowalnosci Godla a aksjomatem ist-
nienia liczb mierzalnych. Pierwszy z nich pozwala — méwiac w stylistyce Lakoffa
i Nufieza — ,,nada¢ ludzka twarz” rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru nieskon-
czonego (poprzez rozwazenie jedynie podzbioréw definiowalnych). Jego konse-
kwencjami sa, jak wiadomo, zaréwno aksjomat wyboru, jak i uogélniona hipoteza
kontinuum. Nie jest on jednak — podobnie jak zaden inny aksjomat ograniczenia —
uwazany wspoélczesnie za dobrego kandydata na nowy aksjomat teorii mnogosci.
Aksjomat istnienia liczby mierzalnej, cho¢ z pozoru moze wydawac si¢ bardzo ezo-
terycznym zalozeniem, jest bodaj uwazany za lepiej oddajacy ,,ducha” wspéicze-
snej teorii mnogosci, w ktérej zaleca si¢ rozwazanie mozliwie najwigkszej liczby
zbioréw.

Préba objasniania konstrukcji matematycznych za pomoca metafor pojecio-
wych powinna jako$, naszym zdaniem, prébowaé uporac si¢ z kolizjami intuicji
obu wymienionych rodzajéw. Jak wyjasni¢ — w paradygmacie proponowanym przez
autoréw — réznice w operowaniu intuicjami u poszczeg6lnych matematykéw? Jak
wyjasnic to, ze sama matematyka w pewnych przypadkach oferuje mozliwos¢ pod-
jecia i kultywacji réznych, wzajem sprzecznych intuicji, za kazda z ktérych prze-
mawiajq jakie$ dobre matematyczne argumenty?

3.1.12 Ro6wnos¢ prawie wszedzie

Nie mozna rzecz jasna wymagaé od autoréw, aby w swojej koncepcji pochylili
sig nad wszystkimi pojgciami matematycznymi, prébujac ukazaé ich metaforyczna
naturg. Swoistym testem na trafno$¢ ich wizji bylaby préba skonstruowania od-
nosnych metafor dla poje¢ wykorzystywanych w poszczegélnych dziatach mate-
matyki. Dla przyktadu: jaka metafora moglaby by¢ odpowiedzialna za skonstru-
owanie pojecia rownos¢ prawie wszedzie? Jest to jedno z fundamentalnych pojeé
teorii miary, a nawet ogdlniej — analizy matematycznej. Nie jest dla nas jasne, jak
autorzy chcieliby metaforycznie odnosié si¢ do zbioréw niemierzalnych w sensie
Lebesgue’a (wystgpujacych np. w znanym twierdzeniu Banacha-Tarskiego o roz-
ktadzie kuli tr6jwymiarowej).
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3.1.13 Pojecie pochodnej

W artykule Thurston 1994 autor pisze niezwykle zajmujaco o wlasnej karierze
matematycznej, o swoich motywacjach, o celach pracy matematyka, ktére warte
sa propagowania. Pisze tez o tym, w jaki sposob ludzie rozumieja matematyke. W
szczegdlnosci, podaje przyklad ré6znych rozumiefi pojecia pochodne;j:

People have different ways of understanding particular pieces of ma-
thematics. To illustrate this, it is best to take an example that practi-
cing mathematicians understand in multiple ways, but that we see our
students struggling with. The derivative of a function fits well. The
derivative can be thought of as:

1. Infinitesimal: the ratio of the infinitesimal change in the value of
a function to the infinitesimal change in a function.

2. Symbolic: the derivative of 2™ is nz" !, the derivative of sin(x)
is cos(x), the derivative of f o gis f' o g * ¢, etc.

3. Logical: f'(x) = d if and only if for every ¢ there is a § such that
when 0 < |Az| < 4,

|f(ﬂ?+Aw) — [(z)
Ax

—d| <.

4. Geometric: the derivative is the slope of a line tangent to the
graph of the function, if the graph has a tangent.

5. Rate: the instantaneous speed of f(¢), when ¢ is time.

6. Approximation: The derivative of a function is the best linear
approximation to the function near a point.

7. Microscopic: The derivative of a function is the limit of what
you get by looking at it under a microscope of higher and higher
power.

This is a list of different ways of thinking about or conceiving of the
derivative, rather than a list of different logical definitions. Unless
great efforts are made to maintain the tone and flavor of the original
human insights, the differences start to evaporate as soon as the mental
concepts are translated into precise, formal and explicit definitions.

Liste powyzsza mozna rozszerzaC. Dla przyktadu, Thurston podaje jeszcze
jedno rozumienie omawianego pojgcia:
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37. The derivative of a real valued function f in a domain D is the
Lagrangian section of the cotangent bundle 7(D) that gives the
connection form for the unique flat connection on the trivial R-
bundle D x R for which the graph of f is parallel.

These differences are not just a curiosity. Human thinking and under-
standing do not work on a single track, like a computer with a single
central processing unit. Our brains and minds seem to be organized
into a variety of separate, powerful facilities. These facilities work to-
gether loosely, “talking” to each other at high levels rather than at low
levels of organization.

Zwr6émy uwage na ostatnie z cytowanych zdan — poglady Thurstona réznig
si¢ tu wyraZnie od pogladéw Lakoffa i Nuifieza.

3.1.14 Krzywizna Gaussa

Theorema egregium Gaussa to jeden z najbardziej podstawowych wynikéw w geo-
metrii r6zniczkowej. Bez wdawania si¢ w szczegdly techniczne powiedzmy je-
dynie, ze zawdzigczamy Gaussowi (ktory z kolei bazowat na pewnych wynikach
Eulera) okreslenie pojecia krzywizny powierzchni oraz ustalenie, ze mozna t¢ krzy-
wizng wyrazi¢é w terminach samej badanej powierzchni, niezaleznie od tego, w
jakiej przestrzeni i w jaki sposob jest ona ,,zanurzona”. Tak wigc, np. Plaszczaki
mieszkajace na sferze maja mozliwos¢ ustalenia geometrii swojego Swiata, bez
koniecznoSci podrézowania w ,,zaswiaty” przestrzeni trojwymiarowej. Byloby cie-
kawe, sadzimy, wyprébowanie sil matematyki ucielesnionej w rekonstrukcji pod-
stawowych pojeé geometrii ré6zniczkowej. Jak daleko mogtaby posunaé si¢ na tym
obszarze koncepcja Lakoffa i Nufieza?

Przeglad jezykow etnicznych pokazuje, ze stosuja one réznorakie Srodki gra-
matyczne dla wyrazania stosunkéw przestrzennych. Dla przyktadu, w polskim (i w
angielskim) tak samo wyrazamy fakt, ze coS lezy na stole, jak i to, ze co§ wisi na
Scianie. W niemieckim jest inaczej: w pierwszym przypadku mamy auf den Tisch,
w drugim an die Wand. Nie ma w tym niczego tajemniczego, rézne jezyki na ré6zne
sposoby gramatykalizuja informacje. Uwazamy jednak, ze narzucanie prostych in-
tuicji do§wiadczenia potocznego ztozonym tworom réznych geometrii jest nie na
miejscu. Zwyczaj jezykowy kaze nam mowié, ze np. tréjkat lezy na ptaszczyZznie.
Jednak zaden godny tego miana geometra nie bedzie ,,widzial” ptaszczyzny jako
czego$, na czym kladzie si¢ tréjkaty. Zauwazmy, ze nawet proste pojecia geometrii
Euklidesa znane ze szkoty zaktadaja juz bardzo wysoki stopien abstrakcji, wyma-
gaja istotnego jakosciowego ,,przeskoku” od poje¢ do§wiadczenia potocznego do
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obiektow, ktore nie maja rozciaglosci przestrzennej (punkty), nie maja ,,grubosci”
(ptaszczyzny), nie majg ,,szerokosci” (odcinki).

Twierdzenie Gaussa-Bonneta ustala pewna zalezno$¢ migdzy geometria po-
wierzchni (bioraca pod uwage jej krzywizng) a jej topologia (bioraca pod uwage
jej charakterystyke Eulera). Wspotczesnie o powierzchniach myslimy w matema-
tyce jako o szczegdlnego rodzaju rozmaitosciach Riemanna.

3.1.15 RozmaitoSci Riemanna

Mozna wskazywac na rézne punkty zwrotne w rozumieniu ogélnego pojecia prze-
strzeni w matematyce. Do najwazniejszych z nich niewatpliwie naleza propozy-
cje Riemanna. To wiasnie one umozliwily opis rzeczywistosci fizycznej w makro-
skali, stanowiac matematyczne podstawy ogdlnej teorii wzglgdnosci. Konstrukcje
Riemanna takze moga, jak si¢ zdaje, stanowi¢ wdzigczny obiekt zainteresowania
matematyki ucielesnionej. Czy potrafitaby ona poradzi¢ sobie z uogélnieniami do-
konanymi przez Riemanna i jego nastgpcéw? Piszemy o tym bez ironii, bo przeciez
mozna prébowaé §ledzi¢ — z punktu widzenia sporzadzania metafor — mozliwosci
oddania kolejnych, coraz bardziej zaawansowanych konstrukcji geometrii r6znicz-
kowe;j.

Konstrukcje Riemanna uogdlniaja poprzednio wspomniane badania Gaussa.
Pozwalaja na méwienie o tworach wielowymiarowych, wyposazonych w pewne
wlasnos$ci metryczne. Sa jednym z podstawowych narzedzi fizyki wspétczesnej.

Przy okazji, wspomnijmy tutaj o wyzwaniu dla matematyki ucielesnionej, ktore
stwarza rozpatrywanie w matematyce przestrzeni wielowymiarowych (majacych
skoriczenie lub nieskonczenie wiele wymiar6w). W samej matematyce pojecie to
wprowadzano ostroznie. Podobnie jak w swoim czasie liczby urojone, takze prze-
strzenie o liczbie wymiaréw wigkszej od trzech uwazane byty poczatkowo za twory
catkiem fikcyjne. Na utworzenie dobrze funkcjonujacego pojecia przestrzeni wie-
lowymiarowej ztozyty si¢ wysitki matematykéw z roznych dyscyplin: teorii liczb
(np. prace nad kwaternionami Hamiltona), algebry liniowej (prace Grassmanna),
wspomniane wyzej prace Gaussa i Riemanna, dajace poczatek geometrii r6znicz-
kowej, itd. Nie bylo wcale tak, ze za pomoca jakiej$ jednej metafory pojeciowej
,0SWojono” przestrzenie wielowymiarowe. Wspélczesnie nawet laik potrafi wy-
powiadaé sig¢ np. o czwartym wymiarze, choC nie zawsze czyni to z sensem. Nie
mozemy sobie w tym miejscu odméwié przytoczenia cytatu z broszury traktujacej
o roli geometrii wielowymiarowej w odczytywaniu Biblii, o czterowymiarowym
Jezusie, itp. Oto w Kajfosz 2010 na stronie 39 podkresla sig, iz sformutowanie z
Listu do Efezjan ,,zdotali pojaé ze wszystkimi §wigtymi, jaka jest szerokos¢ i dtu-
go$¢, 1 wysokosé, 1 gltebokos¢” wskazuje na postugiwanie si¢ przez autora Listu
odniesieniem do czterech wymiaréw. Autor bogato obdarowuje nas wieloma in-
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nymi jeszcze przyktadami. Dalej w teks$cie znajdujemy np. (Kajfosz 2010, 51-52):

Innym czgstym zjawiskiem byto nagle pojawianie si¢ i znikanie anio-
16w, a takze istot ludzkich (Mt 17,3; Wj 3,2; Sdz 6,12; Dz 12,7; Dz
8,39; Dn 5,9).

Szczegdblnie ciekawy jest znany przypadek reki, piszacej stowa na Scia-
nie palacu podczas uczty Belsezara (Dn 5,5). Mozna przypuszczac,
ze rgka nalezata do istoty, ktéra pozostawata poza nasza przestrzenia
i,,wsunela” ja tylko, aby napisaé na $cianie patacu wyrok Bozy.

Wymowne jest takze pojawienie si¢ Jezusa Chrystusa po zmartwych-
wstaniu, ,,gdy drzwi byly zamknigte” (Lk 24,35-43; J 20,19). Ucznio-
wie mniemali, ze widza ducha, jednak Pan Jezus kazat siebie dotykac,
a nawet zjadl kawalek pieczonej ryby i plaster miodu, wyraZnie z za-
miarem udowodnienia materialno$ci swego zmartwychwstatego ciata.

Wczesniej, tego samego dnia, takze podczas positku, bedac w tym sa-
mym ciele, ,,znikl sprzed ich oczu” (Lk 24,31).

Fakty te trudno wyjasni¢ z punktu widzenia naszej przestrzeni, gdyz
wymagatoby to przyjecia, ze Jego cialo, wraz ze zjedzonym pokar-
mem, miato zdolno$¢ dematerializowania sig, przechodzenia przez za-
mknigte drzwi czy §ciany budynku i ponownego materializowania si¢
w innym miejscu. Warto zwrdci¢ uwage, ze tekst biblijny nie méwi
nic o przechodzeniu przez zamknigte drzwi czy tez Sciany, cho¢ nie-
raz styszy si¢ o tym w kazaniach.

Obraz czterowymiarowy jest catkiem jasny. Cialo Jezusa bylo fizyczne,
tak jak staral si¢ udowodnic, lecz nie byt On juz poddany ogranicze-
niom naszej przestrzeni. M6gt opuszczac nasza hiperptaszczyzng i po-
nownie w nig wstgpowaé w innym miejscu, a zatem nie musiat dema-
terializowac sig ani tez przechodzi¢ przez zamknigte drzwi czy Sciany.

Nie zamierzamy oczywiscie wypowiadaé si¢ na temat trafnosci tych interpre-
tacji. ,,L.ogika” bajki nie podlega ocenie czysto racjonalnej, dopuszcza réznorodne
fantazje, czasem spdjne wewngtrznie, a czasem nawet tego warunku nie spetnia-
jace. W odrdznieniu od dywagacji o czterowymiarowym Jezusie, pewne fantazje
naukowe dotyczace Swiata plaskiego warto traktowaé bardziej powaznie. Ksia-
zeczka Abbot 1952 traktowana moze by¢ jako ciekawostka, popularyzujaca ma-
tematyke. Ukazaly si¢ dalsze tego typu prace, np. Hinton 1907. Mozliwosci zy-
cia w Swiecie dwuwymiarowym, wraz z wieloma wtasno$ciami takiego Swiata,
poswigcone byly prace Dewdneya (Dewdney 1984, Dewdney 2000). Plasko§wiat
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Dewdneya budowany jest bardzo konsekwentnie, z zachowywaniem rygoréw nie-
sprzecznosci logicznej. Podano zasady fizyki, chemii, biologii, itd., ktére obowia-
zuja w tym Swiecie (dokladniej: na planecie Astria, ktéra ma ksztatt dysku i wiruje
na plaskiej powierzchni; nazwa planety wzigta zostata z wczedniejszej pracy Hin-
tona). Martin Gardner tak pisze o zasadach rzadzacych tym Swiatem i jego korela-
cjach ze stereo$wiatem, czyli §wiatem tréjwymiarowym (Gardner 1997, 12):

Aby swdj dziwaczny projekt uchronié¢ przed ,,zwyrodnieniem do ja-
towych spekulacji”, Dewdney przyjat dwie podstawowe zasady. ,,Za-
sada podobienistwa” glosi, ze ptaskoswiat musi by¢ mozliwie najbar-
dziej podobny do stereo§wiata: ciato, na ktére nie dziataja sity ze-
wnetrzne, spoczywa lub porusza si¢ po linii prostej, ptaski odpowied-
nik sfery to okrag, i tak dalej. ,,Zasada modyfikacji” glosi, ze gdy jeste-
Smy zmuszeni wybra¢ jedng sposrdéd sprzecznych hipotez, ktére jedna-
kowo sa podobne do teorii obowiazujacej w stereoswiecie, to powinni-
Smy zdecydowad si¢ na hipotez¢ bardziej podstawowa, pozostate za$s
zmodyfikowaé. Aby okresli¢, jakie hipotezy sa podstawowe, Dewd-
ney zastosowal hierarchig, w ktérej fizyka jest bardziej podstawowa
od chemii, chemia bardziej podstawowa od biologii i tak dale;.

W konsekwentny sposéb ustala si¢ wiele faktéw, dotyczacych astronomii, fi-
zyki, chemii, biologii, architektury, mechaniki, itd. astriafskiego §wiata. Problema-
tyka ptasko§wiatowej nauki jest stale zywa, rozwaza si¢ np. problem, jak wygla-
da¢ w niej moze ogélna teoria wzglgdnosci. Zwrécono uwage m.in. na to ktopoty
w porozumiewaniu si¢ w takim §wiecie za pomoca dZwigku lub fal elektromagne-
tycznych: pewne wlasnosci rozwigzan rownania falowego utrudniaja takie poro-
zumiewanie si¢ w kazdym $wiecie o parzystej liczbie wymiaréw. Warto moze na
koniec dodaé, ze we wspdlczesnej fizyce intensywnie badane s m.in. wlasnosci
powierzchni pokrytych bardzo cienkimi blonami (grubosci jednej czasteczki) oraz
rézne dwuwymiarowe wtasnosci elektrostatyczne i elektroniczne.

3.1.16 Cantor: Widze to, ale w to nie wierze

Wsréd pierwszych wynikéw Cantora w jego teorii mnogosci znajdujemy twierdze-
nia ustalajace réwnoliczno$¢ badZ nieréwnoliczno$¢ pewnych waznych (z punktu
widzenia praktyki matematycznej) zbioréw. I tak, Cantor ustalil m.in. ze:

1. Przeliczalne sa zbiory: liczb catkowitych, wymiernych, algebraicznych.

2. Nieprzeliczalne s zbiory: liczb rzeczywistych, liczb przestgpnych. Przy oka-
zji, warto pamigtaé, ze Cantor podal dwa catkiem ré6zne dowody nieprzeli-
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czalnos$ci zbioru liczb rzeczywistych — tylko w drugim z nich stosuje swdj
stynny argument przekatniowy.

3. Istnieje tylko jeden, z doktadnos$cia do izomorfizmu, zbidr przeliczalny upo-
rzadkowany w sposéb gesty, bez elementu pierwszego i ostatniego (zbiér
liczb wymiernych).

4. Zbiory: punktéw prostej, punktéw ptaszczyzny, punktéw przestrzeni tréjwy-
miarowej sa wszystkie réwnoliczne — ich moc wynosi kontinuum (podobnie
dla R", dla kazdej n > 0).

W przypadku ostatniego z wyliczonych wyzej twierdzeri Cantor napisat w jed-
nym z listéw: Widze to, ale w to nie wierze. Nie nalezy tego stwierdzenia trakto-
wac jako wyrazu utraty zaufania do tworzonej teorii matematycznej. Odczytujemy
stwierdzenie Cantora jako przyznanie, ze oto przy badaniu abstrakcyjnych zbioréw
musimy porzuci¢ réznego rodzaju intuicje, mniemania, myS$lenie metaforami. Kon-
sekwentne rozwijanie teorii wymusza zmiang¢ rozumienia pewnych pojec. Nie jest
dla nas widoczne, w jaki sposéb koncepcja Lakoffa i Nufieza mogtaby si¢ uporaé
z takimi sytuacjami — a jest ich w matematyce cate mndstwo.

3.1.17 Kwantowanie wielkosci ciaglych

Autorzy wiele pisza o dwdch rozumieniach pojecia ciggtosci — jedno z nich ma by¢
jako$ naturalne, zwiazane z do§wiadczeniem potocznym, drugie zas to rozumienie
redukujace kontinuum do konstrukcji czysto arytmetycznych. Mozna odnies$¢ wra-
zenie, ze autorzy to pierwsze rozumienie darza o wiele wigkszym sentymentem
niz drugie. Brutalna odpowiedZ na te deklaracje mogtaby odwotaé si¢ do filozo-
ficznego sloganu: Nic nie jest takie, jakim sig¢ wydaje. To, ze przypisywaliSmy w
r6znych momentach ,,naturalng” ciagto$¢ np. przestrzeni fizycznej, masie, czasowi,
elektrycznosci, energii, itd. nie oznacza, iz wszystkie one maja naturg ciagta, nawet
w drugim z przywotanych wyzej znaczeniu. Przywotajmy raz jeszcze rozwazania
Hilberta (Hilbert 1926, 321-322):

Pierwszym naiwnym wrazeniem zjawisk przyrody i materii jest cia-
gtos¢ (Stetige), nieprzerwanos¢ (Kontinuierliche). Jezeli mamy kawa-
tek metalu lub pewna objetosé cieczy, to nasuwa si¢ nam wyobraze-
nie, ze s3 one podzielne nieograniczenie, ze kazdy ich maty kawatek
ma znéw te same wilasnosci. Wszedzie jednak tam, gdzie wystarcza-
jaco ulepszono metody badan w fizyce materii, natrafia si¢ na granice
podzielnosci, ktdre leza nie w nieudolnosci naszych préb, ale w na-
turze rzeczy, tak ze mozna by wrecz ujaé tendencje wspoétczesnej na-
uki jako réwnouprawnienie nieskoniczenie matych (eine Emanzipation
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von dem Unendlichkleinen) i zamiast dawnego motta — natura non fa-
cit saltis, mozna by dzi§ stwierdzié co§ przeciwnego — ,,natura czyni
skoki”.

Jak wiadomo, materia zbudowana jest z malych cegietek, z atomoéw,
poprzez kombinacje i zwiazki ktérych powstaje cata rozmaito$¢ two-
rzywa makroskopowego (der makroskopischen Stoffe).

Fizyka nie zatrzymata si¢ jednak na atomistyce materii. Obok niej po-
jawita si¢ pod koniec ubieglego wieku atomistyka elektrycznosci, ja-
wiaca si¢ na pierwszy rzut oka jako co$ dziwacznego. Podczas gdy do-
tad uwazano elektryczno$¢ za fluid i stanowita ona pierwowzdr czyn-
nika dziatajacego w sposdb nieprzerwany (das Vorbild eines kontinu-
ierlich wirkenden Agens), to teraz takze ona okazuje si¢ zbudowana z
pozytywnych i negatywnych elektronow.

Poza materig i elektrycznoScia jest jeszcze w fizyce inna rzeczywi-
sto$¢, dla ktorej takze zachodzi prawo zachowania, mianowicie ener-
gia. Nawet ona nie dopuszcza, jak dzi§ wiadomo, nieskoiczonej i nie-
ograniczonej podzielno$ci; Planck odkryt kwanty energii.

Whiosek jest taki, ze nigdzie nie da si¢ znaleZ¢ jednorodnego konti-
nuum, ktére dopuszczatoby nieograniczona podzielno$¢ i w ten spo-
sob realizowato nieskonczenie mate (das Unendliche im Kleinen). Nie-
skoficzona podzielno$¢ kontinuum jest operacja istniejaca tylko w my-
Slach, ktdrej przecza nasze obserwacje przyrody i doswiadczenia fi-
zyki i chemii.

Wielu matematykéw piszacych o kontinuum geometrycznym oraz liczbach
rzeczywistych (np. Dedekind, Weber, Cantor) wyraZnie podkreslato, ze nie posia-
damy zadnego dowodu ani na ciagto$¢ §wiata fizycznego, ani na jego dyskretnos¢.
Takze catkiem wspéiczesna wiedza fizyczna nie dostarcza w tej kwestii zadnych
rozstrzygnigé. Poglady na temat struktury kontinuum zmienialy si¢ w dziejach ma-
tematyki (i refleksji filozoficznej): jedni uwazali, ze kontinuum jest nieskonczenie
podzielne, inni, iz sktada si¢ jako$ (scala) z atoméw, wykorzystywano wielkoSci
nieskoniczenie male, pozbywano sig¢ ich, przywracano je na nowo (w innej szacie
matematycznej), itd. Tak wigc, nie byto tak, iz istniat jaki$ jeden, naturalny sposéb
rozumienia kontinuum (i ciagtosci). Nadto, czym innym jest tworzenie wyobrazen
wedle ,,zdroworozsadkowych” wyobrazefi operujacych, raczej bezrefleksyjnie, w
doswiadczeniu potocznym, a czym innym filozoficzna i matematyczna analiza po-
je¢ oraz refleksja teoretyczna np. w fizyce. Sadzimy, ze nalezy zachowac pewna
ostrozno$¢ przy probach eksplikacji tworzenia wszelakich pojeé poprzez odwota-
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nie si¢ do prostych metafor pojeciowych wywodzacych si¢ z doswiadczenia po-
tocznego.

Piszacy te stowa niedawno tlumaczyt (z niemieckiego na polski) szereg prac
dotyczacych rozumienia pojgcia ciagtosci oraz konstrukcji liczb rzeczywistych.
Jak juz wyzej wspomniano, znajdujemy w tych pracach réwniez uwagi filozoficzne
dotyczace ewentualnych zwigzkéw migdzy rozwazanymi konstrukcjami matema-
tycznymi a rzeczywistoScia fizyczna. Dla przyktadu:

Istote ciagtoSci odnajduje [...] w nastgpujacej zasadzie:

,Jesli wszystkie punkty linii prostej wpadaja do dwéch klas tego ro-
dzaju, ze kazdy punkt pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego punktu
klasy drugiej, to istnieje jeden i tylko jeden punkt, ktéry dostarcza tego
podziatu wszystkich punktéw na dwie klasy, tego rozcigcia linii pro-
stej na dwa kawatki.”

Jak juz powiedziano, sadzeg, iz si¢ nie myle przyjmujac, ze kazdy uzna
natychmiast prawdziwosc¢ tego stwierdzenia; wigkszos$¢ moich czytel-
nikdéw bedzie bardzo rozczarowana dowiadujac sig¢, ze tak potocznym
stwierdzeniem mozna odstoni¢ tajemnice ciagtosci. Skwituje to naste-
pujaco. Jestem wielce rad, jesli kazdy znajduje powyzsza zasade tak
oczywista i zgodna z jego wyobrazeniami linii prostej; ani nie jestem
bowiem w stanie podaé jakiegokolwiek innego dowodu jej poprawno-
$ci, ani nikt nie moze tego zrobié. Przyjecie tej wlasnodci linii prostej
jest niczym innym jak aksjomatem, dopiero na mocy ktérego przyzna-
jemy linii prostej jej ciagto$¢, na mocy ktérego wnikamy w ciaglosé
linii prostej. Jesli przestrzeii ma w ogdle jakas realng egzystencjg, to
wcale nie musi koniecznie by¢ ciagla; niezliczone jej wtasnosci po-
zostalyby takie same, gdyby byla nieciagta. I gdybySmy wiedzieli z
pewnoscia, ze przestrzen jest nieciagla, to i tak nic nie mogloby nas
powstrzymacé, gdybySmy tego chcieli, aby w mysli uczyni€ ja ciagta,
poprzez wypetnienie jej luk; to wypetnienie polegatoby jednak na two-
rzeniu nowych indywiduéw punktowych wedle powyzszej zasady.

Dedekind 1872

Z tymi twierdzeniami tacza si¢ rozwazania na temat tej wtasnosci
Swiata rzeczywistego, ktéra dla pojeciowego opisu oraz obja$nienia
zachodzacych w nim zjawisk daje lezaca u podstaw przestrzen trdj-
wymiarowa. Jak wiadomo, zaréwno ze wzgledu na spotykane w niej
formy, jak tez zwlaszcza w odniesieniu do zachodzacych w niej ru-
choéw, zaklada si¢, ze jest ona nieprzerwanie ciqgta [durchgdingig ste-
tig]. To ostatnie zatozenie — wedle jednoczesnych i niezaleznych ba-
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darn DEDEKINDA (zob. broszur¢ R. DEDEKIND Stetigkeit und irra-
tionale Zahlen, Braunschweig 1872) oraz autora — polega na niczym
innym niz na tym, ze kazdy punkt, ktérego wspétrzedne z, y, z w pro-
stokatnym uktadzie wspétrzednych dane sg jako jakiekolwiek ustalone
rzeczywiste liczby wymierne lub niewymierne jest pomySlany jako
rzeczywiscie nalezqcy do przestrzeni, do czego w ogdlnosci nie ma
jednak zadnego wewnetrznego przymusu, a stad musi [to] byé uwa-
zane za wolny akt naszej konstrukcji mySlowej [unserer gedanklichen
Construktionshitigkeit]. Hipoteza ciqgtosci przestrzeni jest zatem ni-
czym innym, jak w sobie samym dowolnym zatozeniem pelnej, wza-
jemnie jednoznacznej odpowiednioSci migedzy tréjwymiarowym czy-
sto arytmetycznym kontinuum (x,y, z) a przestrzenia lezaca u podstaw
Swiata zjawisk. [...]

Nasze myS§lenie moze jednak z réwna tatwoscia abstrahowac od poje-
dynczych punktéw, nawet jesli wystgpuja one wszedzie gesto [iiberal-
ldicht] i utworzy¢ sobie obraz nieciggtej tréjwymiarowej przestrzeni
2l o wlasnosci oméwionej uprzednio. Powstajace wtedy pytanie, czy
takze w takich nieciggtych przestrzeniach 2 do pomyslenia bytby ruch
ciqgly musi, na mocy poprzednio stwierdzonego, koniecznie zostaé
potwierdzone, gdyz pokazaliSmy, ze kazde dwa punkty obrazu 2l moga
zostaé potaczone przez niezliczenie wiele ciaglych catkowicie regu-
larnych linii. Okazuje si¢ wigc interesujace, ze z samego faktu ruchu
ciaglego nie mozna na razie wyciagna¢ zadnego wniosku o nieprze-
rwanej ciaglosci trojwymiarowej przestrzeni, uzywanej do objasnie-
nia zjawisk ruchu. Stad blisko juz do podjgcia proby zmodyfikowanej
mechaniki, stosownej dla przestrzeni o wtasnosci [posiadanej przez]
2, tak, aby z konsekwencji tego rodzaju badania oraz jego poréwna-
nia z rzeczywistoscig by¢ moze otrzymac rzeczywiste punkty oparcia
dla hipotezy o nieprzerwanej ciagtosci pojecia przestrzeni lezacego u
podstaw dos§wiadczenia.

Cantor 1882

Ciagtosé, zaréwno jak gestosc, sa wlasnosciami, ktére z natury rzeczy
sa niedostgpne naszemu postrzeganiu zmystowemu; nie mozna ich za-
tem Scisle przypisac rzeczom §wiata zewnetrznego, wielkoSciom prze-
strzennym, okresom czasu, masom, jakkolwiek gleboko leza one w
istocie naszego ogladu. Mozna jednak [swobodnie] konstruowaé czy-
ste systemy pojeé, ktérym przystuguje gestosé bez ciagtosci, albo tez
gesto$¢ oraz ciggtosdC. [Tu przypis: Pokazal to DEDEKIND, ktéremu w
ogoble zawdzigczamy podang wyzej definicje ciagtosci. Por. pisma DE-
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DEKINDA, ,,Stetigkeit und irrationale Zahlen”, Braunschweig 1872,
1892, ,,Was sind und was sollen die Zahlen?”, Braunschweig 1888,
1893. Inne rozmaitoSci, ktéorym przystuguje ciaglosé, sa stworzone
przez WEIERSTRASSA oraz CANTORA. Definicja ciaglosci, ktéra za
DEDEKINDEM bierzemy tu za podstawe, jest tak dalece wyczerpu-
jaca, ze zbidr ciagly w tym sensie, ktéremu przystuguje jeszcze za
chwilg podana wiasno$¢ mierzalnos$ci, nie moze by¢ czedcia bogat-
szego zbioru ciagtego. Nie wiem, czy wlasnosc ta jest gdziekolwiek
dowiedziona i mam nadziej¢ wréci¢ do tego przy innej sposobnosci.
Zauwaze jednak, ze taka wtasno$¢ dowodliwa jest jedynie dla zbio-
réw mierzalnych. Zbiér tylko uporzadkowany moze by¢ zawsze, jak-
kolwiek by byt gesty, pojmowany jako cze$¢ zbioru jeszcze bardziej
gestego.]

‘Weber 1885

Moze warto wspomnieé, ze istnieja modele geometrii absolutnej, ktére nie
maja wilasnosci ciaglosci: np. w zbiorze wszystkich liczb algebraicznych (bgda-
cych interpretacjami punktow) zachodza wszystkie aksjomaty systemu geometrii
absolutnej oraz zaprzeczenie aksjomatu ciagtosci.

3.1.18 Dostepnosé liczb rzeczywistych

Nieco zartobliwie rzecz ujmujac, nie jest mozliwe stworzenie wiernego listu gon-
czego pozwalajacego wspomoc wytropienie liczby przestgpnej. Méwiac natomiast
bardziej powaznie, warto przypomnie¢, ze mamy zréznicowany dostep poznawczy
do poszczegdlnych liczb rzeczywistych. Zgodzimy sig, ze najtatwiej dostgpne sa
liczby wymierne oraz algebraiczne. Latwo dostepne sa tez liczby obliczalne oraz
definiowalne. Trudno dostepne sa w ogélnosci liczby przestepne. Ow ,stopien do-
stepnosci” charakteryzowaé mozna na rézne sposoby. Wprowadza si¢ np. miare
niewymiernosci dla liczb rzeczywistych, rozwaza si¢ tzw. liczby normalne, charak-
teryzowane w terminach czesto$ci wystgpowania cyfr ich rozwinigcia (w ustalonej
bazie), bada si¢ doktadnos¢ przyblizen liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi,
itd. Sadzimy, ze problematyka ta stanowi swego rodzaju wyzwanie dla matema-
tyki ucielesnione;j: nie tylko kontinuum liczb rzeczywistych jako cato$¢ warte jest
— o ile kto§ akceptuje zatozenia tej koncepcji — rekonstrukcji metaforycznej, ale
ciekawe moze by¢ rowniez scharakteryzowanie metaforycznie owego stopnia do-
stepnos$ci do mieszkancéw kontinuum.

Zwykle méwi si¢ o liczbach wymiernych jako zbiorze liniowo uporzadkowa-
nym w sposéb gesty, bez elementu pierwszego i ostatniego, a ich ,,wizualizacje”
przedstawia na osi liczbowej. Rzadziej przypomina si¢ obecnie o reprezentacjach
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liczb wymiernych jako skoiiczonych utamkéw taincuchowych. Warto jednak pa-
migtaé, budujac réznorakie metafory, ze liczby wymierne maja tez fadne reprezen-
tacje w postaci drzew: ciagi Fareya, drzewo Calkina-Wilfa, w ktérym kazda liczba
wymierna wystepuje doktadnie raz, drzewo Sterna-Brocota, w ktérym doktadnie
raz wystepuje kazda liczba wymierna z odcinka [0, 1]):

1. Ciqggi Fareya. Ciag Fareya F), to ciag liczb wymiernych, ktérych mianow-

niki nie przekraczaja liczby n. Konstrukcje tych ciagéw rozpoczynamy od
elementéw % i %, a nastepnie, w kroku n, pomigdzy 7 i 5 wstawiamy liczby
ZTJFCCI dla ktérych b + ¢ < n.

2. Drzewo Calkina-Wilfa. Korzeniem drzewa jest liczba 1, kazdy wierzchotek,
bedacy utamkiem § ma dwéch bezposrednich potomkow: utamki ;% oraz
+b
R
3. Drzewo Sterna-Brocota. To drzewo zwiazane jest z rozwinigciami taiicucho-
wymi liczb wymiernych. Intuicyjnie méwiac, budujemy je pigtrami, zaczy-
najac od korzenia 1. Na kolejnych pigtrach migdzy utamki 7 oraz 3 wsta-

a+b

wiamy ufamek 7.

Liczby rzeczywiste rowniez mogg by¢ reprezentowane w postaci drzewa: np.
nieskoniczonego drzewa dwdjkowego — kazdej (nieskoriczonej!) gatezi tego drzewa
odpowiada liczba rzeczywista. Chciatoby sig rzec, ze w ten oto sposéb ,,widzimy”,
Lujmujemy pogladowo”, itp. caty zbidr nieprzeliczalny, o ile pamigtamy, ze wszyst-
kich tych gatezi jest wlasnie nieprzeliczalnie wiele. To jednak jedynie zfudzenie —
naprawde¢ widzimy jedynie skoriczony fragment tego drzewa.

Przypomnijmy przy tej okazji, ze niezwykle trudno zblizy¢ si¢ do catkowi-
tej, absolutnej losowosci. Nazwijmy nieskoriczony ciag (powiedzmy zerojedyn-
kowy) nieskoriczenie dystrybutywnym, gdy prawdopodobienstwo wystapienia kaz-
dego uktadu n zer oraz jedynek jest takie samo i wynosi % Ciagiem von Misesa
nazwiemy ciag, ktérego kazdy nieskoniczony podciag (a wigc jakkolwiek wybrany)
jest nieskoriczenie dystrybutywny. Wydawatoby sig, ze uzyskaliSmy w ten sposb
catkiem obiektywny matematyczny opis doskonalej losowosci. Zta wiadomos¢ jest

jednak nastepujaca: ciagi von Misesa nie istnieja, czego dowiédi Doob.

3.2 Bledy wskazywane przez innych autoréw

Ksigzka Lakoffa i Nuifieza doczekala si¢ wielu recenzji. Z reguty sa to recenzje
pozytywne, cho¢ w niektérych z nich wskazuje si¢ usterki matematyczne, a takze
btedy argumentacji. Dla przyktadu:
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3.2.1 Auslander

Joseph Auslander zwraca uwage na szereg bledéw matematycznych w ksiazce La-
koffa i Nudfieza, np.: niejasne oS§wiadczenia, iz krzywe wypetniajqce przestrzen tak
naprawde jej nie wypetniaja, przywotywanie dziwolagéw w postaci nieskoriczo-
nych wielomianow, btedne wyjasnienia dlaczego szereg Taylora reprezentuje funk-
cje, brak uzasadnienia dla procedury rézniczkowania wyraz po wyrazie, uzycie
bednego kota w objasnianiu wzoru e™ + 1 = 0, zte wytlumaczenie ,,paradoksu
dtugosci”, nietrafne operowanie pojeciem granicy, itp. Auslander koriczy swoja re-
cenzj¢ nastgpujaco (Auslander 2001):

It may be that metaphors don’t play a central role in formulating more
advanced mathematical concepts, or if they do, they will need to be
of a different nature than those used in more elementary mathematics.
Mathematical concepts, once they are developed, acquire a life of their
own and are dealt with directly. It’s difficult for me to conceive of a
metaphor for a real number raised to a complex power, but if there is
one, I'd sure like to see it.

3.2.2 Devlin

Keith Devlin byt, jak sam pisze poczatkowo entuzjasta propozycji Lakoffa i Nifneza
(Devlin 2008). Pé7Zniej czgsciowo zmienit zdanie, podnoszac pewne watpliwosci.
Najkrécej rzecz ujmujac, Devlin zwraca uwage m.in. na to, ze:

1. Funkcje to nie procesy, ale relacje.
2. Nauka matematyki przypomina raczej gre w szachy niz gre metafor.

3. By¢ moze uczymy si¢ np. elementarnej arytmetyki w jakiej$ zgodzie z me-
chanizmami opisanymi przez Lakoffa i Nifieza. Devlinowi trudno jest jed-
nak zaakceptowac to, ze takze w zaawansowanej pracy zawodowych mate-
matykéw podstawowg role odgrywaja réwniez te mechanizmy.

Sadzimy, ze ,,szachowa” analogia Devlina warta jest tu zacytowania, w nawia-
zaniu do powyzszych punktéw:

Rather, a mathematician (at least me and the others I've asked) learns
new math the way people learn to play chess. We first learn rules of
chess. Those rules don’t relate to anything in our everyday experience.
They don’t make sense. They are just rules of chess. To play chess, you
don’t have to understand the rules or know where they came from or
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what they “mean”. You simply have to follow them. In our first few
attempts at playing chess, we follow the rules blindly, without any in-
sight or understanding what we are doing. And, unless we are playing
another beginner, we get beat. But then, after we’ve played a few ga-
mes, the rules begin to make sense to us — we start to understand them.
Not in terms of anything in the real world or in our prior experience,
but in terms of the game itself. Eventually, after we have played many
games, the rules are forgotten. We just play chess. And it really does
make sense to us. The moves do have meaning (in terms of the game).
But this is not a process of constructing a metaphor. Rather it is one
of cognitive bootstrapping (my term), where we make use of the fact
that, through conscious effort, the brain can learn to follow arbitrary
and meaningless rules, and then, after our brain has sufficient expe-
rience working with those rules, it starts to make sense of them and
they acquire meaning for us. (At least it does if those rules are formu-
lated and put together in a way that has structure that enables this.)

3.2.3 Siegfried

Tom Siegfried w recenzji pisze, ze czym innym jest sytuacja, gdy réwnania opi-
suja znang rzeczywisto$¢ fizyczna, a czym innym sytuacja, gdy réwnania matema-
tyczne pozwalaja przewidywac fakty fizyczne, por. Siegfried 2001:

For one thing, the authors ignore the fact that brains not only observe
nature, but also are parts of nature. Perhaps the math that brains invent
takes the form it does because math had a hand in forming the brains
in the first place (through the operation of natural laws in constraining
the evolution of life). Furthermore, it’s one thing to fit equations to
aspects of reality that are already known. It’s something else for that
math to tell phenomena never previously suspected. When Paul Di-
rac’s equations describing electrons produced more than one solution,
he surmised that nature must possess other particles, now known as
antimatter. But scientists did not discover such particles until after Di-
rac’s math told him they must exists. If math is a human invention,
nature seems to know what was going to be invented.

3.2.4 Voorhees

Burton Voorhees napisat bardzo krytycznie o ksiazce Lakoffa i Nufieza (Voorhees
2004). Wspomina on o przystawaniu koncepcji autoréw do pogladéw Rubena Her-
sha na matematyke oraz do spotecznego konstruktywizmu Paula Ernesta. Podkresla

38



swoista oryginalnos$¢ ich ujecia matematyki, wskazujac jednak jednoczes$nie na:
btedy matematyczne, dyskusyjny status pewnych metafor, brak gtebszych odnie-
sieft do innych koncepcji kognitywistycznych oraz batamutne stwierdzenia natury
filozoficznej. Za nieporozumienie uwaza Voorhees to, co autorzy pisza 0 wWpro-
wadzanych przez nich liczbach ziarnistych (granular numbers). Ich metafora wy-
korzystywana w tym przypadku, czyli BMI, w zaden spos6b nie usprawiedliwia
wprowadzenia ,,pierwszej nieskoriczenie malej”’; nadto takze odpowiedZ Lakoffa i
Nufieza na krytyke w tej sprawie §wiadczy, ze mieszaja oni myslenie zyczeniowe
z przeprowadzaniem konstrukcji matematycznych, por. np. Voorhees 2004, 85:

As it happens, though, their concept is nonsense. The error lies in the
definition. Omitting details, it boils down to defining this purported
object as a number having the form % where H is an integer greater
than all real numbers. Since all integers are real numbers, however,
this definition is stating that H is an integer greater than any integer.
Use of the BMI has led to contradiction. [Tu przypis: More precisely,
unreflexive application of the BMI leads to a conclusion that suffers
from the fallacy of continuity — the assumption that the properties of
the limit of an infinite sequence must be the same as the properties of
points in the sequence itself.] [...]

It is not enough to say that something is metaphorically generated and
therefore is a legitimate mathematical idea. It must also be demonstra-
ted that the idea generated is free of contradiction. Conceptual me-
taphors can only be trusted so far — eventually there will be a point
at which they break down. Indeed, much of abstract mathematics be-
gins at exactly the point where a metaphor breaks down; where our
expectations turn out to have led us astray. When we come to that po-
int, continued reliance on the metaphor leads to illusion. Any further
progress depends on pure abstraction.

Voorhees krytykuje réwniez sposéb odrzucenia przez Lakoffa i Nifieza stano-
wiska Platonizmu matematycznego:

1. To, ze liczby moga by¢ charakteryzowane na rézne sposoby nie Swiadczy ni-
jak o domniemanej ,,ontologicznej sprzeczno$ci” matematyki — raczej prze-
ciwnie, sam fakt istnienia wielu réznych reprezentacji liczb wspiera mozli-
woS$¢ abstrahowania pojecia liczby.

2. Voorhees przyréwnuje argument Lakoffa i Ndfieza o niepoznawalnosci trans-
cendentalnej matematyki do znanego argumentu Gorgiasza. Dodaje tez w
tym kontek$cie (Voorhees 2004, 87):
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The argument fails: the fact that human mathematics is based in
human cognitive capacities does not mean that these capacities
cannot provide recognition of transcendent mathematical truth.
What it does do is point to the well-know issue of qualia, and to
the hard problem of consciousness.

3. Odnoszac si¢ do krytyki podnoszacej brak zwiazku przyczynowego w per-
cepcji obiektéw matematycznych i do tego, co znaczy, ze matematyk ,,widzi”
prawde matematyczna, pisze (Voorhees 2004, 87):

It is more direct recognition of something that is experienced
as mind-independent. Although they would be loath to admit it,
L&N point to a possible answer to the question of how such ‘se-
eing’ is possible. We are caused to ‘see’ a mathematical object
or a mathematical truth by the neural activity involved in the em-
ployment of the cognitive metaphors used in thinking about it,
just as we are caused to ‘see’ a tree by the neural activity invo-
lved in the sensory processing that results in the perceived image
of a tree. There is, in other words, a direct analogy between eve-
ryday sensory qualia such as colours, and perceptions of abstract
mathematical objects.

Voorhees konczy swoja recenzj¢ nastgpujaco (Voorhees 2004, 88):

Mathematics, as carried out by human beings, is embodied. It suffers
all of the slings and arrows that go along with that embodiment. In em-
phasizing this, Lakoff&Nufiez perform a valuable service. Ironically,
however, their attempt to give mathematics a more human face ignores
what is perhaps the most significant human aspect of mathematics. For
the Platonist, it is the ability to have intuitive access to what is trans-
cendent, whatever the mode of its existence, that is uniquely human.

3.2.5 Henderson

David Henderson, oprécz wskazania bledéw matematycznych autoréw, proponuje
nieco inng metaforg nieskoriczonosci, ilustrujac ja procedura wprowadzania punk-
tow w nieskoriczonosci w geometrii rzutowej; warto moze wspomnie¢ w tym miej-
scu, ze metafora uzyta przez Lakoffa i Nufieza (na stronach 167-170 ich ksiazki)
dla ,,uzasadnienia” tej konstrukcji jest catkowicie batamutna, nie tylko matema-
tycznie, ale nawet jako$ intuicyjnie, pogladowo, jakkolwiek zreszta to nazwaé —
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nijak nie wida¢, dlaczego éw tajemniczy punkt C,, miatby by¢ wyznaczony jed-
noznacznie. Metafora Hendersona natomiast odwotuje si¢ do ruchu (punktéw oraz
prostych) i nawiazuje do pojecia odwzorowania rzutowego, dobrze okreslonego
W tym systemie geometrii. Argumentuje tez, ze zamiast odwotan metaforycznych
miewamy w matematyce do czynienia raczej z wyobrazniq oraz punktami widze-
nia, jak np. w geometrii, gdy okregi kot wielkich na sferze traktujemy jako linie
proste na tej powierzchni. Dalej, Henderson uwaza za bledne przekonania autoréw,
iz:

1. Matematyka jest formalna, sktada si¢ z formalnych definicji, aksjomatéw,
twierdzeni i dowodow.

2. Matematyka nie pyta (i pyta¢ nie moze), co znaczq idee matematyczne, jak
moga by¢ rozumiane i dlaczego twierdzenia matematyki sg prawdziwe.

Przesady te, zdaniem Hendersona, funkcjonuja gtéwnie wsréd nie-matematy-
kéw. Apeluje on — zaréwno do samych matematykdw, jak i do specjalistow w na-
ukach kognitywnych — o rzeczywista wspotprace nad zrozumieniem matematyki.
Podkresla przy tym, ze wielu wielkich matematykow (cytuje Hilberta) miato peilna
Swiadomos$¢ podwdjnej niejako natury matematyki — sktadaja si¢ na niag zaréwno
metody formalne i operacje logiczne, jak i procesy rozumienia pojgc i operowa-
nia nimi, zwykle nazywane intuicjq matematycznq. Podobnie wypowiadat si¢ np.
Poincaré, na co uwage zwraca w swojej recenzji James Madden (zob. nizej).

3.2.6 Madden

James Madden ustosunkowuje si¢ do trzech spraw, waznych dla omawianej kon-
cepcji:

1. hipotezy o roli metafor w poznaniu matematycznym,
2. stanowiska filozoficznego w kwestii prawdy matematycznej,

3. techniki analizy poje¢ matematycznych.

O tym, jakie niejasno$ci budzi operowanie metaforami przez omawianych au-
toréw Madden pisze m.in. tak (Madden 2001, 1184-1185):

One might react to this with the feeling that it is all pretty trivial. Of
course, once the arithmetic metaphors are internalized, using them is
as easy as riding a bike. But the skills involved in using arithmetic, or
in riding a bike, are cognitively quite complex. This is most obvious in
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the fact that learning them is not at all trivial. I would even suggest that
evidence in favor of the metaphor hypothesis can be found in the fact
that exposure to different metaphors influences the learning process.

[...]

How do metaphors function in the mathematical activities of actual
people? On this, Lakoff and Nufiez are not very clear. When they talk
about the mathematical activities of real people, they describe them
in generic terms: people entertain ideas or “use cognitive mechani-
sms” of one sort or another to “conceptualize” this or that. Presuma-
bly, when an individual is engaged in mathematical work, that person
is guided by metaphors that are somehow represented in his or her
own brain. The details would depend on the specific task or problem.
Unfortunately, Lakoff and Niifiez do not provide any illustrations of
what they suppose goes on in “real time”, so this is about as much as I
can say. [...]

How exactly do people use metaphors when they are learning new ma-
terial, solving problems, proving theorems, and communicating with
one another? I would like to have seen direct support for the metaphor
hypothesis from the observation of mathematical behaviors. After a
demonstration that metaphors are indeed as common as the authors
believe, I would want a detailed examination of the ways metaphors
are used in a wide variety of settings.

Madden zwraca tez wcze$niej uwage, ze opisy Lakoffa i Nuifieza dotycza wila-
Sciwie obecnosci pojeé matematycznych w podrecznikach, nie sa natomiast wig-
zane z matematyczna aktywnoscia w dziataniu. Przywotuje takze pewne badania,
ktére dotyczyly wladnie takiej aktywnosci, obserwowanej w trakcie przyswajania
sobie matematyki — m.in. opisywaly r6zne, w gruncie rzeczy dysfunkcjonalne oraz
idiosynkratyczne, metafory studentéw uczacych si¢ podstaw rachunku rézniczko-
wego: zadziwiajace byto to, ze studenci ci potrafili w konicu dotrze¢ do intuicji
uwazanych za standardowe w tej dziedzinie.

Madden stwierdza, ze Lakoff i Nuifiez stosuja swoje metafory w tak wielu kon-
tekstach i tak réznorodnych funkcjach, ze samo pojecie metafory zaczyna zatracacé
wyrazne znaczenie. Zauwaza takze, iz hipoteza, ze metafory nie sa arbitralne i ze
maja bogata wewnetrzng strukturg jest hipoteza empiryczng i jako taka wymaga
badan empirycznych, ktérych autorzy na razie nie dostarczaja. Wskazuje wresz-
cie, ze istnieja opisy alternatywne do propagowanych przez autoréw, jesli chodzi
o techniki analizy poj¢é matematycznych. W uwagach koriczacych recenzje pisze
m.in. (Madden 2001, 1187):
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If I think about the portrayal of mathematics in the book as a whole,
I find myself disappointed by the pale picture the authors have drawn.
In the book, people formulate ideas and reason mathematically, realize
things, extend ideas, infer, understand, symbolize, calculate, and, most
frequently of all, conceptualize. These plain vanilla words scarcely
exhaust the kinds of things that go on when people do mathematics.
They explore, search for patterns, organize data, keep track of informa-
tion, make and refine conjectures, monitor their own thinking, develop
and execute strategies (or modify or abandon them), check their re-
asoning, write and rewrite proofs, look for and recognize errors, seek
alternate descriptions, look for analogies, consult one another, share
ideas, encourage one another, change points of view, learn new the-
ories, translate problems from one language to another, become ob-
sessed, bang their heads against walls, despair, and find light. Any one
of these activities is itself enormously complex cognitively — and in
social, cultural, and historical dimensions as well. In all this, what role
metaphors play?

Moving to a different perspective, I want to note that there are areas
not even hinted at in the book where cognitive science is prepared
to contribute to our understanding of mathematical thought. Consi-
der this: Metaphorical ideas are frequently misleading, sometimes just
plain wrong. Zariski spent most of his career creating a precise langu-
age and theory capable of holding the truths that the Italian geometers
had glimpsed intuitively while avoiding the errors into which they fell.
What cognitive mechanism enable people to recognize that a metaphor
is not doing the job it is supposed to do and to respond by fashioning
better conceptual tools? [...]

If mathematical thinking is like other kinds of thinking in its use of me-
taphors, what distinguishes mathematical thinking may be the exqu-
isite, conscious control that mathematicians exercise over how intu-
itive structures are used and interpreted. We can step back from our
own thinking and critically examine our attempts at meaning-making.
This, I would venture, is as fundamental a cognitive mechanism as any
mentioned by Lakoff and Nufiez.

3.2.7 Elglay, Quek

Wigksza czg$€ tej recenzji to zwigzle omdéwienie tre§ci Where mathematics comes
from. Swoje uwagi krytyczne autorzy przedstawiaja w formie krétkich punktow,
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pisza m.in., ze (Elglay, Quek 2009, 6):

1.

Lakoff i Nufiez, piszac o ucieleSnieniu matematyki nie zwracaja uwagi na
nasze wyposazenie biologiczne — czy np. miato ono wptyw na powszechnos¢é
systemu dziesigtkowego?

. Elglay i Quek nie zgadzaja si¢ z zasadnoScia metafory opisujacej zero. Wska-

zuja na do$¢ ztozony proces dochodzenia do tego pojecia w rozwoju mate-
matyki.

. Mozliwosci metaforyzowania powinny by¢ chyba takze zalezne od takich

czynnikéw jak np.: doSwiadczenie, wyksztatcenie, réznice kulturowe.

. Podkresla sig¢, ze w ksigzce brakuje jakiejkolwiek informacji o tym, czy au-

torzy przeprowadzili badania dotyczace tego, jak o swojej aktywnosci in-
telektualnej méwia zawodowi matematycy. Podobnie, brak tez informacji o
tym, jak uczymy si¢ matematyki.

. Ksiazka mogtaby wtasciwie zosta¢ skrocona do pierwszego i dwéch ostat-

nich rozdziatéw: rozdziaty posrodku wilasciwie powielaja jeden i ten sam
schemat eksplikacji. Nadto, podzielenie bibliografii na dzialy tematyczne
utrudnia odnajdywanie informacji. Od siebie dodajmy, ze bibliografia ta —
W naszym uznaniu — zawiera powazne luki, co najmniej w czgsci dotyczacej
prac matematycznych.

3.2.8 Schiralli, Sinclair

Nie jest to recenzja, lecz artykut nawiazujacy do Where mathematics comes from.
Autorzy deklaruja, iz ich propozycje maja pozwoli¢ na usunigcie wielu nieporo-
zumien dotyczacych koncepcji Lakoffa i Nufieza. Istotnie, waznym prowadzonym
przez nich rozréznieniem (niedostrzeganym przez Lakoffa i Nuifieza) jest dystynk-
cja pomiedzy matematykq pojeciowq (conceptual mathematics) oraz matematykq
wyobrazeniowq (ideational mathematics). Mamy oczywiscie watpliwosci, czy pro-
ponujemy dobre polskie thtumaczenie drugiego z tych terminéw — mozna prébowac
szukaé lepszego. Oto jak autorzy widza owo rozrdznienie (Schiralli, Sinclair 2003,

81):

[...] conceptual mathematics (CM): this is mathematics as a subject-
matter or discipline. The discipline of mathematics in its core purposes
is a public activity, an ongoing game in progress, whose rules are con-
tinuously negotiated as shared (even if not perfectly shared) meanings
among the participants. According to Devlin’s (1994) characterisation,
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the core purpose of mathematics is the pursuit of patterns: the patterns
of number and counting are the subject matter of number theory, while
geometry studies patterns of shapes. Devlin also identifies those pat-
terns of reasonong that underlie mathematical logic and those patterns
of motion that are subject matter of calculus. Patterns of position and
closeness are the study of topology and probability theory attends to
patterns of chance. [...]

A mathematical concept, therefore, is a publicly accessible tool — with
a history and a future — involved in pursuing, representing, exploring,
and manipulating patterns and pattern possibilities. This tool may con-
tinue to have utility in its present form, may be improved in future, or
even supplanted by newer tools as yet unrepresented. The significance
of a mathematical concept lies in the way it connects with related con-
cepts — with the logical patterns of the connective rules functioning as
the medium within which mathematical inquiry publicly proceeds.

Next, and this is very important: these CM concepts are not necessa-
rily the same as the mathematical ideas that individual mathematicians
(experienced or novice) may form of them. CM concepts are public re-
presentations; they exist outside in public space of shared meanings.
As such they are best kept distinct from the internal representations
that given people will form of them. How an individual represents
these concepts to herself is what we will call ideational mathematics
(IM) and will probably be influenced by many experiential and genetic
factors.

Ilustruja powyzsze rozréznienie rozumieniami pojecia pochodnej, przywotujac
artykut Thurston 1994, w ktérym sprawa ta jest wnikliwie i ciekawie oméwiona.
W dalszej czgdci artykutu przypominaja takze o waznych badaniach Sierpinskiej
nad rozumieniem poje¢é¢ matematycznych (Sierpinska 1994). Wedle tej autorki, na
akt rozumienia pojecia sktadaja sig: identyfikacja, rozréznienie, uogdlnienie oraz
synteza.

) 3k 3k

Nie omawiamy w tym miejscu wielu dalszych recenzji, komentarzy, przyczyn-
kéw do ksiazki Lakoffa i Niifieza. Zainteresowany czytelnik zechce zajrze¢ np. do:
Paulos 2002, Goldin 2001, Gold 2001. OdpowiedZ autoréw na t¢ ostatnig recenzj¢
mozna znaleZ¢ w sieci — Lakoff, Nunez 2001.
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3.3 Watpliwosci filozoficzne

Podamy, tytutem przyktadu, jedynie dwie takie watpliwosci, w bardzo skrétowej
formie. Gdyby chcie¢ zaangazowac si¢ w bardziej powazna dyskusje na te tematy
trzeba bytoby dokonywaé nie tylko skrupulatnych poréwnan propozycji autoréw
z innymi wspoétczesnymi pogladami w filozofii matematyki, ale réwniez istotnie
korzysta¢ z olbrzymiego materiatu historycznego, ukazujacego w jaki spos6b two-
rzono matematyke.

3.3.1 Agnostycyzm matematyczny

Nasza podstawowa watpliwos¢ dotyczy utozsamiania przez Lakoffa i Nufieza ca-
tosci matematyki z matematyka uciele$niong. Ot6z uwazamy za nieco batamutne
utozsamianie przez nich — o ile dobrze rozumiemy — poznawalnej matematyki z
istniejqcq matematyka. Nasza propozycja jest skromniejsza — nie staramy si¢ w tej
kwestii dokonywa¢ drastycznych rozstrzygnig¢:

Pozwo6lmy sobie mianowicie na zywienie przekonania, ze:

1. By¢ moze, istnieje transcendentalna matematyka.

2. Jej istnienie jest catkowicie obojetne z punktu widzenia matematyki upra-
wianej przez ludzi.

Przekonanie to oddziela, jak sadzimy, praktyke badawcza matematyki (tej ludz-
kiej) od zyczeniowych pogladéw na temat matematyki (zaréwno tej ludzkiej, jak i
tej — by¢ moze istniejacej — transcendentalnej). Jest wyrazem agnostycyzmu mate-
matycznego, jesli mozna uzy¢ tu takiego sformutowania.

3.3.2 Czymze mialaby by¢ metaforyczna dedukcja?

Matematyka opiera si¢ na réznych filarach: dedukcji, obliczeniach, intuicji, two-
rzeniu pojeé i operowaniu nimi. Koncepcja Lakoffa i Nifeza odnosi si¢ przede
wszystkim do analizy poje¢, natomiast niewiele — wlasciwie nic — méwi o najbar-
dziej podstawowej procedurze matematyki, jaka jest dowodzenie.

Jak wiadomo, dowodzenie nie sprowadza si¢ do operacji czysto algorytmicz-
nych — jest dzialalno$cia twércza, wymagajaca kreatywno$ci umystu. Juz zakon-
czony, wyraznie zapisany dowdd stosunkowo fatwo rekonstruowaé pod wzgledem
logicznym. Trudno nam natomiast wyobrazi¢ sobie, ze tworzeniem dowodéw w
ogdlnosci mialyby sterowad jakie§ — chocby i nawet formulowane w terminach
metaforycznych — generalne reguty postgpowania, skuteczne we wszystkich przy-
padkach. Mozna oczywiscie pisa¢ o heurystykach dowodowych (zob. np. Polya
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1964) lub stara¢ si¢ dokonywac takich analiz, jakie w §wietny sposéb podano w
Lakatos 1976. Mozna prébowaé ogarna¢ podstawy matematyki lub jej fragmenty
w postaci programéw badawczych, jak juz to wielokro¢ czyniono. Pozwolimy so-
bie stwierdzi¢, ze prawdopodobnie pojecie dowodu matematycznego bedzie ule-
gato stalej ewolucji, wraz z rozwojem matematyki.

4 Matematyczny umysl i matematyczny Swiat

Propozycje Lakoffa i Niifieza warto skonfrontowac¢ z innymi stanowiskami w kwe-
stii matematyczno$ci umystu oraz matematycznosci Swiata. Sa to oczywiscie kwe-
stie zawite, nie mozna ich nalezycie przedstawi¢ w krétkim tekScie, wymagaja
wnikliwego rozpatrzenia pogladéw obecnych w filozofii matematyki. Tutaj ograni-
czymy si¢ jedynie do uwag konfrontujacych propozycje Lakoffa i Nifieza z niekt6-
rymi pogladami Michata Hellera, ktéry — jak dobrze wiadomo — jest orgdownikiem
tezy o tym, iz Wszech§wiat jest matematyczny (por. np. Heller 1997, 1998) oraz do
zacytowania kilku fragmentéw z ksiazki Michniewicz 2004. Przypomnijmy propo-
nowang przez Hellera typologi¢ wszech§wiatow ze wzgledu na ich ,,stopient mate-
matyczno$ci’:

1. Wszechswiat catkowicie niematematyczny (catkowicie irracjonalny). Bytby
to Wszech§wiat, w ktérym nie obowiazuja zasady (zadnej) matematyki i lo-
giki. Twor taki bytby sprzeczny. Nie mogtby zatem istniec.

2. Wszechswiat catkowicie niepoznawalny (bardzo ztosliwy). Heller przywo-
tuje tu jako przyktad hipotetyczny Swiat, ktéry znajdowaé moze si¢ w jedy-
nie dwdch stanach, powiedzmy 0 oraz 1, przy czym ciag tych stanéw nie
jest algorytmicznie Sciesnialny. Ma to oznaczaé, ze nie istnieje algorytm po-
zwalajacy przewidywacé kolejne przyszie stany §wiata. Zbior liczb $cie$nial-
nych w odcinku [0, 1] ma miarg zero, a wigc prawie wszystkie liczby z tego
odcinka (zapisane jako ciagi zerojedynkowe) mialyby reprezentowac takie
wlasnie ,,zto§liwe”, niepoznawalne matematycznie Wszechswiaty. Ich teo-
ria musiataby — pisze Heller — by¢ tozsama (co do swojej ztozonosci) z nimi
samymi. Fizyk zbudowaé moze teori¢ prostsza od opisywanego przez nig
obiektu tylko w przypadku, gdy ma do czynienia wlasnie z ciggiem algo-
rytmicznie ScieSnialnym. Fizyka odeszta jednak od opiséw czysto jakoscio-
wych, uwzgledniajac rézne zabiegi idealizacji oraz aproksymacji. To umoz-
liwia tworzenie modeli matematycznych przyblizajacych opisywane zjawi-
ska.

3. Wszechswiaty ,,tagodnie ztosliwe”. Tu jako przyktad podaje Heller Wszech-
Swiat, w ktérym sita grawitacji pomigdzy dwiema masami nie dziata (zgod-
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nie z prawem Newtona) odwrotnie proporcjonalnie do drugiej potegi od-
legto$ci migdzy nimi, lecz odwrotnie proporcjonalnie do odleglosci mig-
dzy nimi podniesionej do potegi 1,999. Ma to oczywiscie konsekwencje
dla skomplikowania ksztattu orbit planet, ktére staja si¢ krzywymi na ogét
nieokresowymi i niezamknigtymi. To z kolei powoduje, ze szukanie praw
opisujacych prawidtowosci takiego Wszechswiata staje si¢ wielce mozolne.

Heller uwaza matematyczno§¢ Swiata za t¢ jego ceche, dzigki ktérej mozna go
badaé za pomoca metod matematyczno-empirycznych. Z przyktadéw powyzszych
widac¢ jednak takze, ze moga istnie¢ §wiaty, posiadajace strukturg matematyczna,
ale nie poddajace si¢ badaniu przez racjonalne podmioty. Heller wyrdznia wigc
dwa rodzaje Swiatéw:

1. Swiat poznawczo matematyczny — moze by¢ badany metodami matematycz-
nymi,

2. Swiat ontycznie matematyczny — $wiat, ktéry nie jest catkowicie niematema-
tyczny.

Swiaty ontycznie matematyczne, lecz nie poznawczo matematyczne moga ist-
nie¢. Nie moga natomiast istnie¢, wedle Hellera, §wiaty pozbawione matematycz-
nosci w sensie ontologicznym.

Dystynkcje przeprowadzone przez Hellera sg klarowne. Ciekawym zadaniem
bytoby, jak sadzimy, dokladniejsze scharakteryzowanie §wiatéw ,,ztosliwych” ma-
tematycznie — np. zaproponowanie bardziej subtelnych miar ,,stopnia niedostgpno-
Sci” takich §wiatow. Naturalnymi kandydatami na $rodki opisu zdaja si¢ by¢ tutaj
konstrukcje rozwazane w teorii rekursji (stopnie obliczalnoSci itp.) lub w bada-
niach liczb przestgpnych, liczb obliczalnych, liczb definiowalnych.

Powinno by¢ widoczne, ze propozycje Hellera nie pozostaja w zgodzie z wizja
Lakoffa i Nufieza. OsobiScie sktaniamy sig¢ raczej ku koncepcji matematycznosci
Swiata niz ku koncepcji, iz ucieleSniona matematyka wyczerpuje catos¢ matema-
tyki.

Obszernie o matematycznosci §wiata — odwotujac si¢ przede wszystkim do
ustaleni fizyki wspoétczesnej — pisze Tomasz Michniewicz (Michniewicz 2004). Od-
nosi si¢ m.in. do (matematycznych aspektéw) zwigzkéw migdzy umystem a swia-
tem, piszac (Michniewicz 2004, 39):

Niektérzy uwazajq wprawdzie, iz zagadnienie ,,matematycznosci przy-
rody” jest nieporozumieniem. Przedstawiana jest wowczas nastgpu-
jaca argumentacja: przyroda nie jest matematyczna, to jedynie nasz
spos6b myS$lenia i postrzegania jest matematyczny (my, ludzie, sami
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,wymySliliSmy” matematyke), zatem w zmystowym i intelektualnym
poznawaniu §wiata nastgpuje ,,rzutowanie” matematyki mézgu na po-
strzegane otoczenie. Rozumowanie takie nie wydaje si¢ spjne w sen-
sie antropicznym [Tu przypis: W rozumieniu tzw. zasady antropicz-
nej]. Jesli bowiem uznaé, iz cztowiek (rozum) jest elementem $wiata
i pojawit si¢ jako wynik okreslonej ewolucji kosmicznej, wowczas
jego ,strukturalna” odmienno$¢ od otoczenia (matematyczny rozum
w niematematycznym $wiecie) bylaby rzecza zaskakujaca, wrecz wy-
magajaca ,.recznej” ingerencji ze strony Absolutu w proces powsta-
wania czlowieka. Jak kazde zatozenie komplikujace model, rowniez
i to, w kontekScie wiedzy metodologicznej oraz tresci zasady pro-
stoty (zwanej tez brzytwa Ockhama) wydaje si¢ mato prawdopodobne
[Tu przypis: Pojgcia tego nie nalezy myli¢ z idealnoScia w sensie pla-
toriskim. W tym kontekscie wszystkie obiekty matematyczne sa ,,ide-
alne”’; woéwczas zwrot ,.idealizacja struktur matematyki” jest okresle-
niem groteskowym. Termin stanowi nazwe wlasna o znaczeniu jak w
tekscie].

Za ciekawe uznajemy tez uwagi Michniewicza dotyczace tego, jak fizycy trak-
tuja obiekty swojej dyscypliny, ktérej — jak wiadomo — bez stosowania aparatu
zaawansowanej matematyki uprawia¢ nie spos6b. Autor twierdzi (na stronie 43),
ze:

1. Fizycy traktuja matematyke po platonsku, realistycznie, jako niezalezna od
poznajacego podmiotu.

2. Ujmuja ja jednoczeSnie nominalistycznie, czego wyrazem miatoby by¢ jed-
nakowe traktowanie obiektow matematycznych i fizycznych.

3. Fizycy traktuja matematyke empirycznie: kryterium prawdy staje si¢ ekspe-
ryment. Matematyka ,,czysta” w takim ujeciu nie istnieje.

Autor zwraca uwage na niektére niekonsekwencje w podejsciu fizykéw do ma-
tematyki, wspomnianym powyzej. Ze swej strony dodajmy, ze trudno nam zgodzié
si¢ z pogladem o nieistnieniu ,,czystej” matematyki. Nie chodzi przy tym o to, ze
pewne pojecia, konstrukcje, wyniki matematyczne nie maja (dzisiaj) bezposred-
niego przetozenia na stany rzeczy badane w fizyce (np. rozwazania w teorii mno-
gosci dotyczace istnienia duzych liczb kardynalnych). Uwazamy, zZe nie mozna a
priori wykluczy¢, ze pewne dzialy matematyki w zadnym sensie nie bytyby inspi-
rowane rzeczywisto$cia badang przez fizykéw. Autor uzywa terminu ,,matematyka
nadwyzkowa” dla oznaczenia tych fragmentéw matematyki, ktére nie reprezentuja
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jakichs$ faktéow fizycznych. Ocenia tez nastgpujaco podejscie fizykow do matema-
tyki (Michniewicz 2004, 43-44):

Fizycy zatem s3a wysoce niekonsekwentni w swym podejSciu: przy-
pisujac matematyce charakter uniwersalny i aprioryczny, traktuja ja
réwniez, w razie potrzeby, jako Srodek pozyskiwania wiedzy o fak-
tach przyrodniczych (matematyka jako jezyk plus narzgdzia poznaw-
cze). Jest wigc dla nich matematyka swoiscie oryginalnym tworem:
nauka a priori wykorzystywana do konstruowania aposteriorycznych
dyscyplin stuzacych poznawaniu §wiata.

Takiej dwoistoSci ujgcia sprzyja brak epistemologicznego kryterium
matematyki w kontekscie jej obiektywnosci. Nie potrafimy bowiem,
postugujac si¢ wlasnym intelektem, przetestowac hipotezy obiektyw-
nosci tej nauki. Nie potrafimy nawet w sposéb ogdélny odniesé si¢
do hipotez bardziej szczegétowych, na przyklad: czy relacja obiek-
tow matematycznych do fizycznych jest taka sama jak relacja obliczen
(tzw. rachunkéw) do procesow.

Whioski te, artykutowane przez filozoféw nauki i w niemy sposéb
akceptowane przez samych fizykéw, usprawiedliwiane sa coraz gleb-
szym, w miar¢ rozwoju nauki, odchodzeniem od ,,zdroworozsadko-
wego” pojmowania rzeczywistosci naukowe;j. Szczegdlnie istotne jest
tu postgpujace rozmywanie si¢ (lub zanik) pojec¢ klasycznych, jak na
przyktad materialnosci [Tu przypis: Pociaga to zatratg rozréznienia
obiektéw na matematyczne (konstrukty) i fizyczne (faktualne) i uptyn-
nia granice migdzy obiema naukami: matematyka i fizyka.], czasowo-
Sci lub przyczynowosci.

Michniewicz twierdzi, ze konstruowanie struktur modelowych (w badaniach
fizycznych) przebiega etapami, przy czym na kazdym z nich czynione sa stosowne
zalozenia. Wspomniana rozprawa zawiera szereg ciekawych obserwacji na temat
»~tworzywa” modeli matematycznych reprezentujacych rzeczywistos¢ fizyczna. Przy-
pomina o zalezno$ci owych modeli od dostgpnosci Srodkéw obecnych w mate-
matyce danego okresu. Dostrzega matematyczne aspekty, kryjace si¢ za brakiem
uzgodnienia migdzy opisem na poziomie kwantowym oraz na poziomie relaty-
wistycznym. Czgs¢ trzecia rozprawy Michniewicza zawiera m.in. uwagi na temat
sposobéw klasyfikowania modeli wykorzystywanych w fizyce. Subtelne analizy
autora dotyczace wspdlczesnej postaci paradygmatu relatywistycznego, paradyg-
matu kwantowego, préb unifikacji catosci fizyki prowadza go do uznania hipotezy
0 matematycznosci Swiata za do$¢ dobrze potwierdzona, por. np. (Michniewicz
2004, 133):
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Refleksja w odniesieniu do naukowej ewolucji modeli klasyfikowa-
nych w sensie jak powyzej ponownie prowadzi do oczywistego teraz
stwierdzenia (artykulowanego juz w poprzednich czgsciach pracy), iz
matematyczno$¢ poznania nie ma charakteru akcydentalnego, a przy
tym raczej nie jest ,,projekcja” ludzkich nawykéw mentalnych na §wiat
i struktury nauki. Mozna dyskutowac, czy gdyby matematycznosc¢ zo-
stata ,,narzucona” poznaniu przez cztowieka, wciaz powstawatyby mo-
dele bigdne. W naturalnym dazeniu staraliby$my si¢ bowiem kreowac
wylacznie struktury doskonate i jedynie naszej nieudolnosci i niedba-
tosci przypisywaé by mozna pojawianie si¢ modeli prébnych lub jaw-
nie chybionych. Wéwczas jednak, jak si¢ wydaje, moglibySmy ocze-
kiwac¢ stopniowej optymalizacji naszego postgpowania do sytuacji, w
ktérej modelowanie udawatoby nam si¢ ,,coraz lepiej”. Tego jednak
nie obserwujemy [Tu przypis: Przeciwnie, z im trudniejszymi meryto-
rycznie i odleglejszymi od zmystowo postrzegalnych obszarami emu-
lacji mamy do czynienia, tym trudniejszy i bardziej pracochtonny (wy-
magajacy wigkszej liczby préb) wydaje si¢ proces kreowania struk-
tur modelowych.]. Struktury modelowe wydaja si¢ zatem obecne w
Swiecie matematyki w niejako naturalny sposéb i zdaja si¢ rdwnie
»haturalnie” identyfikowaé ogdlne wlasnosci rzeczywistoSci, w kto-
rej si¢ znajdujemy. My staramy si¢ jedynie wyr6zniaé je sposréd in-
nych struktur. Jesli wyrdznienie takie nam si¢ udaje, postugujemy sie
odkrytym modelem w celach poznawczych, jesli nie, pozostaja nam
dalsze poszukiwania. Tym samym identyfikacja modeli matematycz-
nych i poznanie naukowe w pewnym sensie si¢ utozsamiaja, a ma-
tematycznos$¢ poznania jest tego ostatniego naturalng (,,zewngtrzng)
i niepomijalng wlasnos$cia. Wszechswiat (a nie jedynie nasz intelekt)
rzeczywiscie wydaje si¢ by¢ glgboko ,,matematyczny”.

W naszym subiektywnym odczuciu, teza o matematycznosci Swiata, wspierana

wynikami nauk szczegélowych wydaje si¢ bardziej przekonujaca od deklaracji La-
koffa i Nufieza o catkowitym ucieleSnieniu matematyki oraz przydawaniu wszel-

kiej matematyce transcendentalnej statusu urojenia.

S Uwagi o dydaktyce matematyki

Propozycje zwigzane z rozumieniem matematyki jako uciele$nionej zdazyty juz
doczekac sig¢ zastosowan w dydaktyce matematyki, przynajmniej w postaci zale-
cen, jak owa dydaktyke skutecznie uprawiaé — por. np. Nifiez, Edwards, Matos
1999. Poglady na to, jaka powinna by¢ dydaktyka matematyki ulegaly w dziejach
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zmianom. Uczono matematyki opierajac si¢ na wzorcu z Elementéw Euklidesa,
proponowano uwzglednianie metod heurystycznych, indukcyjnych, eksperymen-
towano z programem Nowej Matematyki (New Math), itd. Wykorzystywano przy
tym ustalenia psychologii poznawczej, brano pod uwage rozwdj technologiczny,
czasami o ksztatcie dydaktyki decydowaty czynniki natury politycznej, a ponadto
— co oczywiste — dydaktyka matematyki musiata jako§ odzwierciedla¢ rozwdj sa-
mej matematyki.

W cytowanym wyzej artykule znajdujemy pewne deklaracje dotyczace zasto-
sowan ustalen matematyki ucielesnionej w dydaktyce (Nunez, Edwards, Matos
1999, 61-62):

The study of the conceptual structure of mathematics from an em-
bodied point of view shows how mathematics is built up of such in-
formal, everyday experiences and ideas. For this reason, mathematics
cannot be as a pure and ‘abstract’ discipline. Our mathematical con-
ceptual system, like the rest of our conceptual system, is grounded in
our bodily functioning and experiences. Seen from this perspective, si-
tuated cognition is not about ‘situating’ mind-free truths in meaningful
contexts, but rather about examining how the human creation of ma-
thematics arises from sense-making which is not arbitrary precisely
because it is bodily grounded.

This view has important entailments for mathematics education. Ra-
ther than looking for better ways to help students learn ‘rigorous’ defi-
nition of pre-given mathematical ideas, we need to examine the kinds
of understanding and sense-making we want students to develop. We
should look at the everyday experiences that provide the initial groun-
ding for the abstractions that constitute mathematics. This is not ne-
cessarily an easy undertaking, since the grounding structures are often
unconscious and taken-for-granted. At times, this grounding can be
found in immediate physical experience, as in the case of work with
early arithmetic, space, size, and motion. At other times, the groun-
ding for a mathematical idea takes place indirectly, through a chain
of conceptual mappings whose nature may be obscured by conventio-
nal language, but which can be revealed by utilizing the analytic tools
of contemporary embodied cognitive science. In either case, what is
important is to re-examine mathematical ideas in order to create in-
struction that complements the ways our conceptual systems naturally
work.

In addition, we should provide a learning environment in which mathe-
matical ideas are taught and discussed with all their human embodied
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and social features. Students (and teachers) should know that mathe-
matical theorems, proofs, and objects are about ideas, and that these
ideas are situated and meaningful because they are grounded in our bo-
dily experience as social animals. Providing an understanding of the
historical processes through which embodied ideas have emerged can
support this aim. This does not mean simply presenting a few names
and dates as a prelude to teaching the ‘real’ mathematics. It means
talking about the motivations, zeitgeist, controversies, difficulties, and
disputes that motivated and made possible particular developments in
mathematics.

Przytaczamy tak obszerny cytat, aby nie zosta¢ posadzonymi o wyrywanie z
kontekstu stwierdzeri autoréw. W naszym przekonaniu, deklaracje te sa przede
wszystkim wyrazem mySlenia zyczeniowego. Odnosimy tez wrazenie, ze poglady
te stanowia jakby przeciwlegty biegun dla — porzuconego jako nieskuteczny — pro-
gramu New Math. Podobnie jak 6w nieszczesny program wydaja si¢ by¢ nawoty-
waniem do swoistego radykalizmu w nauczaniu matematyki: uczniowie mieliby
poznawaé matematyke przede wszystkim poprzez oswajanie si¢ z metaforycznym
ujmowaniem pojec. Nie sadzimy, aby dobrze to wrdzyto uzyskanemu przez nich
w ten spos6b poziomowi wyksztatcenia matematycznego. Dodajmy wreszcie, ze
nie sadzimy réwniez, aby zawodowy matematyk tworzyl matematyke jakos lepiej,
sprawniej, w glebszy sposéb, bardziej odkrywczo, itp. gdyby w kazdym momencie
konfrontowat swoje dziatania z koncepcja ucielesnionej matematyki.

6 Gars¢ metafor matematycznych

Pozwdlmy sobie w tym miejscu przytoczyé pewne — z reguty dobrze znane — wy-
powiedzi matematykéw i filozoféw o matematyce, ktére same w sobie metaforycz-
nie oddaja specyfike tej dyscypliny. Wybrane zostaty one catkowicie ad hoc, bez
zadnej systematyczno$ci badZ préb ich klasyfikowania.

1. Matematyka podobna jest do wiezy, ktorej fundamenty potozono przed wie-
kami, a do ktérej dobudowuje si¢ coraz wyzsze pigtra. Aby zobaczy¢ postep
budowy, trzeba iS¢ na pigtro najwyzsze, a schody sa strome i sktadaja si¢
z licznych stopni. Rzecza popularyzatora jest zabra¢ stuchacza do windy,
z ktérej nie zobaczy ani poSrednich pigter, ani praca wiekdw ozdobionych
komnat, ale przekona sig¢, ze gmach jest wysoki i ze wciaz ro$nie. Hugo Ste-
inhaus: Czem jest matematyka i na czem polega jej postep?

2. Migdzy duchem a materig poSredniczy matematyka. Hugo Steinhaus.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Boga nie obchodza nasze problemy matematyczne. On catkuje empirycznie.

Albert Einstein.

. Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit. Georg Cantor.

. Jednostka urojona jest nieomal pomostem migdzy bytem i niebytem, pigk-

nym i cudownym wynalazkiem boskiego ducha. Gottfried Wilhelm Leibniz.

. Matematyka nie posiada symboli na metne mysli. Henri Poincaré.

. Matematyka powstaje w procesie dialogu z materia matematyczng. Imre La-

katos.

. Tyle jest w kazdym poznaniu nauki, ile jest w nim matematyki. Immanuel

Kant.

. Twierdzenia matematyczne uwazane sg za prawdziwe, poniewaz w niczyim

interesie nie lezy, by uwazac je za falszywe. Monteskiusz.
W szkole nie matematyka ma by¢ nowoczesna, ale jej nauczanie. René Thom.

The idea that theorems follow from the postulates does not correspond to
simple observation. If the Pythagorean theorem were found to not follow
from the postulates, we would again search for a way to alter the postulates
until it was true. Euclid’s postulates came from the Pythagorean theorem, not
the other way around. Richard Hamming: The Unreasonable Effectiveness of
Mathematics. The American Mathematical Monthly 87 (2), February 1980,
81-90.

Mathematics, rightly viewed, possesses not only truth, but supreme beauty
—a beauty cold and austere, like that of sculpture, without appeal to any part
of our weaker nature, without the gorgeous trappings of painting or music,
yet sublimely pure, and capable of a stern perfection such as only the greatest
art can show. The true spirit of delight, the exaltation, the sense of being more
than Man, which is the touchstone of the highest excellence, is to be found
in mathematics as surely as poetry. Bertrand Russell: Study of Mathematics.

Anyone who cannot cope with mathematics is not fully human. At best he is
a tolerable sub-human who has learned to wear shoes, bathe, and not make
messes in the house. Robert Heinlein: Time Enough For Love (1973).

U podstaw wszelkiego rozumowania mamy zgadywanie nie poddane zad-
nym regutom, albo dedukcj¢ poddang rygorowi regut. Andrzej Grzegorczyk.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Przez kazde trzy punkty przechodzi prosta, o ile jest dostatecznie gruba. Ak-
sjomat Steinhausa.

Matematyka jest produktem mysli ludzkiej, niezaleznej od do§wiadczenia,
jednak wspaniale pasuje do §wiata realnego i tak §wietnie go thumaczy. Al-
bert Einstein.

Wszystko nalezy upraszczaé jak tylko mozna, ale nie bardziej. Albert Ein-
stein.

Matematyka jest sztuka nadawania tych samych nazw réznym rzeczom. Henri
Poincaré.

Dobry matematyk potrafi dostrzega¢ fakty, matematyk wybitny — analogie
migdzy faktami, zas matematyk genialny — analogie migdzy analogiami. Ste-
fan Banach.

Matematyk to Slepiec w ciemnym pokoju szukajacy czarnego kota, ktérego
tam w ogdle nie ma. Karol Darwin.

Fizyka jest zasadniczo nauka oparta na intuicji i konkretnych faktach. Mate-
matyka stanowi jedynie narzgdzie dla zapisywania praw, ktore rzadza zjawi-
skami w przyrodzie. Albert Einstein.

7 Slowo koncowe

Jakie ewentualne konkluzje przynosi powyzszy tekst? Postarajmy si¢, w mozliwie
krétki sposdb zrekapitulowaé poczynione ustalenia:

1.

Metafory pojeciowe istotnie petnia jakas rolg przy tworzeniu niektérych po-
je¢ matematycznych. Jednak to nie tylko one pelnia te role. Abstrakcja,
uogolnianie, analogia, wyobrazanie sobie —to bodaj wazniejsze w tym wzgle-
dzie procedury. Tworzenie metafor poznawczych na sposéb rozumiany przez
autoréw nie zdaje sprawy np. z réznicy migdzy opisywaniem a definiowa-
niem obiektow (a co za tym idzie, réwniez pojgc).

. Wiele aktywnosci matematycznych zwiazanych jest wtasnie z porzuceniem

metaforyzowania, wyraZznym rozdzieleniu intuicji oraz roboty formalnej. Po-
da¢ mozna niezliczone przyklady, gdy intuicje bazowane na do§wiadczeniu
potocznym zwodzq nas, nawet w przypadku rozwazania catkiem prostych
obiektéw i konstrukcji matematycznych.

55



. Metafory by¢ moze dobrze zdaja sprawe z tworzenia prostych pojeé mate-
matycznych. Jednak od pewnego poziomu zaawansowania teorii (a czasem
nawet przy tworzeniu catkiem nowych teorii) to chyba nie one odpowiadaja
za tworczg dzialalno$§¢ matematykow.

. Na drodze jedynie tworzenia metafor nie mozna chyba wytlumaczy¢ ani
zmiennoSci naszych intuicji matematycznych, ani faktu konfliktu migdzy pew-
nymi intuicjami. Tworzenie pojg¢ matematycznych jest silnie osadzone w
historii matematyki.

. By¢ moze tadnie dobrane metafory pojeciowe moga wspomagaé dydaktyke
matematyki. Ich rola jednak pozostaje pomocnicza — nie wyczerpuja one
og6tu umiejetnosci matematycznych. Potwierdzono, iz uczacy si¢ matema-
tyki moga rézni¢ si¢ migdzy soba w stosowaniu metafor.

. Podali§my szereg przyktadéw, w ktoérych tworzenie metafor pojgciowych w
stylu Lakoffa i Nufieza nie wystarcza do rozumienia ztozonych pojeé ma-
tematycznych (np.: nieprzeliczalno$é, struktury topologiczne i rézniczkowe,
itd.). Mozna szuka¢ dalszych tego typu przyktadéw, w kazdej wiasciwie dys-
cyplinie matematyczne;j.

. Koncepcja Lakoffa i Nufieza dla swojego uprawomocnienia wymaga kon-
kretnych badat empirycznych, podda¢ takim badaniom nalezy zaréwno pro-
ces tworzenia matematyki, jak i proces nabywania wiedzy matematyczne;j.

. Deklaracje filozoficzne autoréw nie maja, w naszej opinii, nalezytego wspar-
cia. W szczegdlnosci, ich krytyka Platonizmu matematycznego ma wiele
cech myslenia Zyczeniowego.

. To, ze koncepcja tworzenia metafor pojgciowych dobrze ttumaczy wiele fak-
tow dotyczacych rozumienia w jezykach etnicznych, nie oznacza jeszcze, ze
jest ona mozliwa do zastosowania w identyczny sposéb do innych systeméw
pojeciowych, w tym do matematyki. Podobne zastrzezenia mozna chyba be-
dzie sformutowad, gdy ktoS napisze ksiazke Where physics comes from. How
the embodied mind brings physics into being, w ktérej bedzie zaréwno pré-
bowal wywodzi¢ na drodze konstrukcji metafor pojgciowych wszelkie idee
fizyki teoretycznej, tacznie z mechanika kwantowa, teorig wzglednosci, teo-
rig strun, itd., jak tez histori¢ fizyki, tacznie z niezliczonymi jej hipotezami,
ktére okazywaly sig po kolei btedne, lecz bynajmniej nie tamowaty dalszego
rozwoju tej dyscypliny.
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10. Nasze uwagi krytyczne moga wydawac si¢ beztadna zbieraning poczynio-
nych ad hoc zarzutéw, lecz nie byto naszym zamiarem podanie jakiej$ sp6j-
nej, w miar¢ kompletnej alternatywy dla koncepcji uciele§nionej matema-
tyki, to przekracza nasze skromne mozliwosci. Ksiazka Lakoffa i Nifieza
zastuguje na krytyke, lecz zastuguje réwniez na uwage. Jest odwazna (w
wielu miejscach niestety pochopnie brawurowa) préba zmierzenia si¢ z fun-
damentalnymi pytaniami dotyczacymi, m.in.: epistemologii matematyki, jej
ontologii, fascynujacego zjawiska jakim jest twérczos¢ matematyczna, bar-
dzo trudnych probleméw zwiazanych ze skutecznym nauczaniem matema-
tyki, wreszcie miejsca matematyki w catosci kultury.
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