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Plan na dzis

Pierwsza z omawianych operacji konsekwencji w KRP to konsekwencja
wyznaczona przez tablice analityczne.

Zaktadamy, ze stuchacze pamietaja, czym jest konsekwencja tablicowa w
KRZ.

Dowody wszystkich twierdzef z niniejszej prezentacji przedstawiono w pliku
tabkrp.pdf. Podano tam réwniez kilkadziesiat szczegétowo oméwionych
przyktadéw oraz zadania, wszystkie z rozwigzaniami.
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O drzewach — przypomnienie

O drzewach — przypomnienie

Wszystkie potrzebne elementarne pojecia dotyczace drzew podane zostaty
na wykfadach 11-12. Tu przypomnimy jedynie, z jakich poje¢ bedziemy
korzystac¢:

@ drzewo, korzen, gataz, lis¢

o (bezposredni) przodek i (bezposredni) potomek wierzchotka
@ poziom drzewa, wysokos¢ drzewa

@ rzad wierzchotka, rzad drzewa

@ drzewa: skonczone, nieskonczone, rzedu skonczonego

@ Lemat Koniga

@ poddrzewo, przedtuzenie drzewa (na gatezi) drzewem

@ poprzeczny i wzdtuzny porzadek wierzchotkéw drzewa.
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O drzewach — przypomnienie Drzewa znakowane

Drzewa znakowane

Przez drzewo znakowane elementami zbioru A rozumiemy uktad (D, f)
taki, ze:
e D = (X,xp,R) jest drzewem,

e f: D — A jest funkcja (przyporzadkowujaca kazdemu wierzchotkowi
drzewa D element zbioru A).

W podanych nizej konstrukcjach drzewa beda znakowane formutami jezyka
KRP.

Niech (D, f) bedzie drzewem znakowanym, a P gatezia w D. Méwimy, ze
element f(x) wystepuje na gatezi P, jesli x € P.

Zauwazmy, ze jesli (D, f) jest drzewem znakowanym elementami zbioru A,
a P jest gatezia w D, to element f(x) (gdzie x € P) moze na gatezi P
wystapi¢ wielokrotnie.
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O drzewach — przypomnienie Drzewa znakowane

Numeracja wystapien

Niech (D, f) bedzie drzewem znakowanym, P gateziag w D, gdzie

D = (X,x0,R), af: X — A Elementy gatezi P s3, z definicji, liniowo
uporzadkowane przez relacje R. Poszczegélne wystapienia elementu a € A
na gatezi P mozna ponumerowac, wykorzystujac porzadek R gatezi P:

@ pierwszym wystapieniem a na P jest para (x;, a) taka, ze a = f(x;)
oraz x; jest R-najmniejszym elementem P takim, ze a = f(x;);

o jesli (x;, a) jest n-tym wystapieniem a na P, przez n+ 1 wystapienie
a na P rozumiemy pare (xj, a) taka, ze a = f(x;) oraz x; jest
R-najmniejszym elementem P takim, ze a = f(x;) i x;Rx;. Jesli takie
Xj nie istnieje, to (x;, a) jest ostatnim wystapieniem a na P.

Rozwazane dalej drzewa beda rzedu skonczonego. Nadto, bedziemy

rozwaza¢ sytuacje, gdy gataz jest nieskonczona doktadnie wtedy, gdy ten
sam element wystepuje na niej nieskonczenie wiele razy.
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O drzewach — przypomnienie Drzewa syntaktyczne terméw i formut

Drzewa syntaktyczne termdw

Przez drzewo syntaktyczne termu rozumiemy kazde znakowane drzewo
skonczonego rzedu (o zadanym poprzecznym porzadku wierzchotkéw) T
takie, ze:

o Liscie T s3 znakowane zmiennymi lub statymi indywiduowymi.

o Kazdy wierzchotek T, nie bedacy lisciem, jest znakowany termem
ztozonym postaci f(ty,...,t,).

o Kazdy wierzchotek, ktéry jest znakowany termem postaci f(t1,. .., ts)
ma doktadnie n bezposrednich potomkéw, znakowanych przez

ti,...,t, oraz uporzadkowanych (poprzecznie) w tej wtasnie
kolejnosci.

Jesli korzen drzewa syntaktycznego termu T jest znakowany termem
f(t1,...,tn), to méwimy, ze T jest drzewem syntaktycznym termu
f(tr,...,tn)
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B eyl i/eEie ey § fai
Drzewa syntaktyczne termdw

o Kazdy term t ma doktadnie jedno drzewo syntaktyczne.

@ Jesli T jest drzewem syntaktycznym termu bazowego, to liscie T nie
s3 znakowane zmiennymi.

Przyktad drzewa syntaktycznego termu:

Uwaga. Drzewa syntaktyczne terméw nie sa, w ogélnosci drzewami
nierozwojowymi w sensie watykanskim. Poszczegélne ich wierzchotki (nie
bedace lis¢mi) moga mie¢ dowolng skornczong liczbe bezposrednich
potomkéw, zalezna od liczby argumentéw symbolu funkcyjnego
wystepujacego w danym wierzchotku.
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Drzewa syntaktyczne terméw i formut
Drzewa syntaktyczne formut atomowych

@ Przez szkielet drzewa syntaktycznego formuty atomowej
rozumiemy kazde znakowane drzewo rzedu skoficzonego o wysokosci
1, ktérego korzen jest znakowany formuta atomowa, a liscie (w
porzadku poprzecznym) sa znakowane argumentami tej formuty. Jesli
korzen takiego drzewa jest znakowany formuta atomowa R(t1,. .., ts),
to jego liscie sa znakowane termami ty,. .., t, (w porzadku
poprzecznym, w tej wtasnie kolejnosci).

o Przez drzewo syntaktyczne formuty atomowej rozumiemy kazde
drzewo otrzymane ze szkieletu drzewa syntaktycznego formuty
atomowej przez zastgpienie lisci tego szkieletu drzewami
syntaktycznymi terméw znakujacych te liscie.

o Jesli korzen drzewa syntaktycznego formuty atomowej jest znakowany
formuta R(t1,...,t,), to méwimy, ze jest to drzewo syntaktyczne
tej wtasnie formuty.
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O drzewach — przypomnienie Drzewa syntaktyczne terméw i formut

Drzewa syntaktyczne formut atomowych

Woprost z tej definicji wynika, ze kazda formufa atomowa ma doktadnie

jedno drzewo syntaktyczne. Oto przyktad prostego drzewa syntaktycznego
formuty atomowe;j:

R(a, f(x,y), &(a))
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Drzewa syntaktyczne terméw i formut
Szkielety drzew syntaktycznych formut

Szkieletem drzewa syntaktycznego formuty nazywamy kazde
znakowane nierozwojowe w sensie watykanskim drzewo T z poprzecznym
porzadkiem wierzchotkéw takie, ze:

@ Liscie T s3 znakowane formutami atomowymi.

@ Jesli w jest wierzchotkiem T nie bedacym lisciem i w ma dokfadnie
jednego bezposredniego potomka znakowanego formuta «, to w jest
znakowany jedna z formut: —a, Vx « lub 3 a, dla pewnej zmiennej x.

o Jesli w jest wierzchotkiem T nie bedacym lisciem i w ma dokfadnie
dwéch bezposrednich potomkéw znakowanych formutami « oraz 5 (w
tej kolejnosci, w porzadku poprzecznym), to w jest znakowany jednj z
formut: aAB, aV 3, a— Bluba=g0.
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O drzewach — przypomnienie Drzewa syntaktyczne terméw i formut

Drzewa syntaktyczne formut

Przez drzewo syntaktyczne formuty rozumiemy kazde znakowane drzewo
z poprzecznie uporzadkowanymi wierzchotkami otrzymane ze szkieletu
drzewa syntaktycznego formuty poprzez zastapienie lisci tego szkieletu

drzewami syntaktycznymi formut atomowych znakujacych te liscie.

Jesli korzen drzewa syntaktycznego formuty T jest znakowany formuta «,

to méwimy, ze T jest drzewem syntaktycznym formuty «.
Oto prosty przyktad drzewa syntaktycznego formuty:

Ix (P(a,x) — Q(a, f(x,a,b)))
P(a,x) — Q(a, f(x, a, b))
P(amx 2,b))
PN /\
a X f(x,a, b)

T
X a b

v

Jerzy Pogonowski (MEG)

Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1)

11 / 111



B eyl i/eEie ey § fai
Gtebokos¢ formuty

Zauwazmy, ze:

o Kazda formuta ma dokfadnie jedno drzewo syntaktyczne.

o Jesli korzen szkieletu drzewa syntaktycznego jest znakowany formuta
«, to wierzchotki tego szkieletu drzewa syntaktycznego sa znakowane
podformutami formuty « oraz termami wystepujacymi w «.

Gfebokoscia formuty o nazywamy wysokos¢ jej drzewa syntaktycznego. )

Niektére dowody indukcyjne dotyczace tablic analitycznych przeprowadzane
sa przez indukcje wtasnie po gtebokosci formut.
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Intuicje dotyczace metody TA

Intuicje dotyczace TA dla formut bez kwantyfikatoréw zostaty podane na
wyktadach 11-12. Definicje podstawowych poje¢ semantycznych dla KRP
podano w wyktfadach 16-17. Warunki spetniania formut jezyka KRP (przez
wartosciowania w strukturach relacyjnych ) wykorzystuja state indywiduowe
nazywajace elementy uniwersum interpretacji. Odpowiadaja im
nastepujace, intuicyjnie (!) sformutowane, ustalenia:

e Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznajemy zdanie postaci
dxa(x), to uznamy tez za prawdziwe zdanie postaci a(a), dla pewnej
statej indywiduowej a, oznaczajacej jakis obiekt w uniwersum te;
intepretacji.

o Gdy za prawdziwe (w ustalonej interpretacji) uznamy zdanie postaci
Vxa(x), to uznamy tez za prawdziwe wszystkie zdania postaci «(t),
dla kazdego termu bazowego oznaczajacego jakis obiekt z uniwersum
tejze interpretacji.
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Intuicje dotyczace metody TA

Przypomnienie: relacja spetniania

Uwaga. Przypominamy (zobacz wyktad 16), ze definicja spetniania
formuty w strukturze przez warto$ciowanie miata, dla przypadku formut z
kwantyfikatorami, posta¢ nastepujaca:

o M =y Vx; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy M =ym o dla kazdego
me M,

o M =y Ix; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy M =ym o dla pewnego
me M.

Wartosciowanie w/™ jest ciggiem, w ktérym na i-tym miejscu wystepuje
element m z uniwersum interpretacji 9.

Dla dowolnej interpretacji 9t w jezyku rachunku predykatéw L niech L™
oznacza jezyk L, do ktérego dodajemy state indywiduowe ¢, dla kazdego m
nalezacego do uniwersum interpretacji 9t. Stosujemy przy tym umowe, ze
interpretacja statej ¢, w strukturze 90t jest element m.
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Intuicje dotyczace metody TA

Interpretacja terméw bazowych

Okreslimy interpretacje terméw bazowych w dowolnej interpretacji 9t:

@ (przypominamy, ze) kazda stata indywiduowa c jest interpretowana
jako pewien element ¢™ uniwersum struktury 9t;

@ (przypominamy, ze) kazdy symbol funkcyjny n-argumentowy f jest
interpretowany jako pewna n-argumentowa funkcja ™' okreslona na
uniwersum struktury 9t i o wartosciach w tym uniwersum;

o jesli t1,...,t, s termami bazowymi, a f jest n-argumentowym

symbolem funkcyjnym, to interpretacja termu bazowego f(ti,...,t,)
jest AT e,

Jesli kazdy element interpretacji 91 jest wartoscig jakiegos termu bazowego
z L, to mozna indukcyjnie okresli¢ relacje = spetfniania zdan jezyka L w
interpretacji 9 w nastepujacy sposéb (tu R™ jest relacja bedaca
interpretacja n-argumentowego predykatu R w 9%, a t”% jest interpretacja
termu t w 9MN):
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Intuicje dotyczace metody TA

Spetnianie zdan

o M = R(t1,...,t,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

RP(eM .. th),

M = () A (B) wtedy i tylko wtedy, gdy I = « oraz M |= 5;
M = (a) V (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M = « lub M = G;

M = (o) — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M = « lub
zachodzi M = 5;

M = —(«) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |= «;

M = Vx; (o) wtedy i tylko wtedy, gdy I = a(x;/t) dla kazdego
termu bazowego t;

M = Ix; () wtedy i tylko wtedy, gdy 9 = a(x;/t) dla pewnego
termu bazowego t.

Formuta a(x;/t) powstaje z formuty « przez zastapienie wolnych wystapien
zmiennej x; termem t.
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Spetnianie zdan

Jesli nie kazdy element interpretacji 901 jest wartoscia jakiego$ termu
bazowego z L, to powyzsza definicje formutujemy w jezyku L™,

Uwaga. Podobnie jak w przypadku KRZ, uzywanie poje¢ semantycznych
dla wyrazenia intuicji dotyczacych tablic analitycznych w KRP jest jedynie
chwytem reklamowym. Metoda tablic analitycznych dla KRP jest
metoda czysto syntaktyczna. Jej zwiazek z pojeciami semantycznymi
ustalaja twierdzenia o trafnosci i petnosci.
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LIS PINA A NG PRGN IS Tablice atomowe
Tablice atomowe

Niech « oraz 3 beda dowolnymi formutami, a v dowolng formuta atomowa
jezyka KRP. Tablicami atomowymi sg wszystkie drzewa (znakowane)
jednej z trzynastu ponizszych postaci:

QY
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LIS PINA A NG PRGN IS Tablice atomowe

Tablice atomowe

ahp (o — f) —(aV )
| | |
(@ o nle
| | |
B -3 -3
y
aVvp a—f3 —(aAB)
/\ PN PN
o B —a —a —f
y
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LIS PINA A NG PRGN IS Tablice atomowe

Tablice atomowe

a(x/a)

dla kazdego termu

a(x/a)

dla kazdej

bazowego a nowej stafej a
v =
=) —Vx a(x) 3 —3x a(x)
| |
—a(x/a) —a(x/a)
dla kazdej dla kazdego termu

nowej statej a

bazowego a

Jerzy Pogonowski (MEG)
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LIS PINA A NG PRGN IS Tablice atomowe
Tablice atomowe

Przypominamy, ze term bazowy to term bez zmiennych. )

Gdy méwimy w warunkach (3) oraz (V) o nowych statych, to mamy na
mysli state nie wystepujace w formule z korzenia rozwazanej tablicy
atomowej.

Przypomnijmy (zob. wyktady 16-17), ze rozwazamy jezyk KRP, w ktérych
jest przeliczalnie wiele statych indywiduowych.

Dla dowolnej formuty jezyka KRP mozna zatem znalez¢ stata, ktéra w tej
formule nie wystepuje.
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Tablice analityczne dla KRP: definicje ERELIISCIELEIRAZAM
Tablice analityczne

Definicja tablic analitycznych jest indukcyjna: |

o (a) Kazda tablica atomowa jest tablica analityczna.

@ (b) Jesli D jest tablica analityczna, P jest gatezia w D zawierajaca
wierzchotek (znakowany przez) «, to réwniez D Lip, D, jest tablica
analityczna.

o (c) Jesli Do, Dy, Dy, ..., Dy, ... jest ciagiem tablic analitycznych
takim, ze Dpy1 powstaje z D, (dla n > 0) przez zastosowanie kroku
(2), to || Dy, jest tablica analityczna.

Operacje Up, oraz | | byty objasnione w definicji TA dla KRZ. )
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Tablice analityczne dla KRP: definicje ERELIISCIELEIRAZAM

Tablice analityczne

Uwaga. Obowigzuja oczywiscie uwagi dotyczace nowych statych, podane
po definicji tablic atomowych.

Jesli D jest tablicy analityczna, to przez LP rozumiemy jezyk rachunku
predykatéw, w ktérym mamy state indywiduowe dla wszystkich nowych
statych, wprowadzonych w trakcie konstrukcji tablicy D.

Uwaga. W przypadku KRP jest istotne, ze krok (b) w definicji tablicy
analitycznej kaze przytacza¢ do ustalonej gatezi cafa (a wiec tacznie z
korzeniem) tablice atomowa. Ma to mianowicie istotne znaczenie w
przypadku wystapien formut generalnie skwantyfikowanych oraz negacji
formut egzystencjalnie skwantyfikowanych. Rzecz wyjasnimy doktadniej w
przyktadach ponize;j.
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Tablice analityczne dla KRP: definicje ERELIISCIELEIRAZAM

Tablice analityczne

Uwaga. W definicji tablic analitycznych dla KRP s3 tez istotne
wystapienia formut w tablicach. Definicja tablic analitycznych powinna
wilasciwie uwzglednia¢ funkcje znakujaca.

Tablice analityczne (w tym oczywiscie tablice atomowe) powinny by¢, dla
petnej precyzji, definiowane jako pary (D, f), gdzie D jest tablica
otrzymana na mocy ktéregos z warunkéw (a)—(c) powyzszej definicji, a
jest funkcja ze zbioru wierzchotkéw drzewa D w zbiér Fxrp wszystkich
formut jezyka KRP.

Rezygnujemy z tej pedanterii. Bedziemy korzysta¢ ze znakowania
wierzchotkéw tablicy analitycznej formutami jezyka KRP, uznajac, ze w
kazdym przypadku dane jest implicite znakowanie wierzchotkéw formutami.
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Tablice analityczne dla KRP: definicje ERELIISCIELEIRAZAM

Tablice analityczne

Budowanie tablic analitycznych bedzie polegato na przedtuzaniu gatezi o
drzewa atomowe. Dla zamykania gatezi istotne bedzie, jakie state
indywiduowe badz termy bazowe wystepuja na tych gateziach. Reguty (V)
oraz (—3) (z definicji tablic atomowych) pozwalaja na postuzenie sig
dowolnym termem bazowym.

W praktyce, wygodne jest uwazanie tablic atomowych dla formut
skwantyfikowanych oraz negacji formut skwantyfikowanych za wyliczone
przez nastepujace reguty (odniesienie do gafezi w ponizszych regutach
oznacza gataz, na ktérej znajduje sie formuta z korzenia rozwazanej tablicy
atomowej):
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RELIISSEL PN A NG PRGN NI  Tablice analityczne: praktyczne reguty
Tablice analityczne

@ Reguta dla formut generalnie skwantyfikowanych:
R(V
™) Vx a(x)
|
a(x/t)
dla kazdego termu bazowego t wystepujacego na rozwazanej gatezi.

@ Reguta dla formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:
R(3
S Ix a(x)
|
a(x/a)
dla nowej statej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej
gatezi.
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RELIISSEL PN A NG PRGN NI  Tablice analityczne: praktyczne reguty
Tablice analityczne

@ Reguta dla negacji formut generalnie skwantyfikowanych:
R(—V
=) —Vx a(x)
|
—a(x/a)
dla nowej statej indywiduowej a nie wystepujacej dotad na rozwazanej
gatezi.
@ Reguta dla negacji formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:

R(3) —3x a(x)

|
—a(x/t)

dla kazdego termu bazowego t wystepujacego na rozwazanej gatezi.
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RELIISSEL PN A NG PRGN NI  Tablice analityczne: praktyczne reguty
Tablice analityczne

Reguty R(V) oraz R(—3) sa wzmocnione dodatkowym warunkiem: jesli na
gatezi, ktorej dotyczy ich zastosowanie nie ma jeszcze zadnej statej
indywiduowej, to postugujemy sie jakas z goéry ustalona stata.

Uwaga. Kazda stata indywiduowa jest termem bazowym. Reguty R(V)
oraz R(—3) stosuja si¢ zatem réwniez w odniesieniu do dowolnych statych
indywiduowych.

Powyzsze reguty polegaja wiec na stosowaniu nastepujacych zasad: )
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RELIISSEL PN A NG PRGN NI  Tablice analityczne: praktyczne reguty

Tablice analityczne

e R(V). Jesli w danej gatezi tablicy analitycznej wystapita formuta
postaci Vx «(x), to na tejze gatezi umieszczamy wszystkie formuty
postaci «(t), dla kazdego termu bazowego t wystepujacego na
rozwazanej gatezi.

e R(3). Jesli w danej gatezi tablicy analitycznej wystapita formuta
postaci Ix «(x), to na tejze gatezi umieszczamy formute postaci a(a),
gdzie a jest nowa stata indywiduowa, nie wystepujaca dotad na
rozwazanej gatezi.

@ R(—V). Jesli w danej gatezi tablicy analitycznej wystapita formuta
postaci —Vx a(x), to na tejze gatezi umieszczamy formute postaci
—«(a), gdzie a jest nowa stata indywiduowa, nie wystepujaca dotad na
rozwazanej gatezi.

e R(—3). Jesli w danej gatezi tablicy analitycznej wystapita formuta
postaci —3x a(x), to na tejze gatezi umieszczamy wszystkie formuty
postaci —a(t), dla kazdego termu bazowego t wystepujacego na
rozwazanej gatezi.
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RELIISSEL PN A NG PRGN NI  Tablice analityczne: praktyczne reguty

Tablice analityczne

W przypadku drugiej i trzeciej z wymienionych wyzej regut méwimy o
wprowadzaniu nowej statej indywiduowej (i opuszczaniu kwantyfikatora
egzystencjalnego lub zanegowanego kwantyfikatora generalnego).

W przypadku pierwszej i czwartej z wymienionych regut méwimy o
rozwijaniu formuty generalnie skwantyfikowanej ze wzgledu na dany
term bazowy [na dana stata indywiduowa] (oraz opuszczaniu kwantyfikatora
generalnego lub zanegowanego kwantyfikatora egzystencjalnego).
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RELIISSEL PN A NG PRGN NI  Tablice analityczne: praktyczne reguty

Tablice analityczne

Budujac tablice analityczne w KRP najpierw rozwazamy formuty egzystencjalnie
skwantyfikowane i wprowadzamy nowe state indywiduowe, nastepnie dla
wszystkich formut generalnie skwantyfikowanych umieszczamy na danej gatezi
odpowiednie formuty otrzymane poprzez opuszczenie kwantyfikatora generalnego
(lub negacji kwantyfikatora egzystencjalnego) i zastapienie wigzanej przezen
zmiennej kazda stata indywiduowa wystepujaca na tej gatezi.

Jesli nie mamy do dyspozycji zadnej formuty egzystencjalnie skwantyfikowanej, a
mamy jakies formuty generalnie skwantyfikowane (lub negacje egzystencjalnie
skwantyfikowanych), to wprowadzamy nowe state indywiduowe przez rozwiniecie
dowolnej formuty generalnie skwantyfikowanej (lub negacji egzystencjalnie
skwantyfikowanej).

Jesli w formule dla ktérej zaczynamy budowaé tablice analityczna wystepuja juz
jakies termy bazowe (w szczegélnosci, state indywiduowe), to oczywiscie
obowiazuja dla nich reguty R(¥) oraz R(—3).
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RELISSEL PN A NG PRGN IS Tablice analityczne ze zbioru zatozen

Tablice analityczne ze zbioru zatozen

Metode TA mozna stosowac¢ nie tylko w odniesieniu do pojedynczych
formut, lecz réwniez biorac pod uwage dowolne (w tym takze nieskoriczone)

zbiory formut.

Niech S bedzie zbiorem zdan jezyka KRP. Tablice analityczne ze zbioru
S sa zdefiniowane przez warunki (a), (b) i (c) definicji tablic analitycznych

oraz dodatkowy warunek:
o (b*) Jesli D jest tablica analityczng ze zbioru zatozen S, P gatezia w
D oraz « € S, to D Lp « jest tablicg analityczna ze zbioru zatozen S.

Zbiér zatozen moze by¢ tez pusty — wtedy powyzsza definicja redukuje sie
do poprzednie;j.
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Tablice analityczne dla KRP: definicje [EREIIISCRSTo2Ye415)
Tablice sprzeczne

@ Niech D bedzie tablicg analityczna ze zbioru zatozen S i niech P
bedzie gatezia w D. Méwimy, ze P jest sprzeczna, gdy w P wystepuje
para formut wzajem sprzecznych, tj. formuty o oraz -, dla pewnej a.

@ Tablica analityczna D jest sprzeczna, gdy kazda gataz w D jest
sprzeczna.

Zamiast terminu: gafaz sprzeczna uzywa sie tez terminu: gafaz
zamknieta. Gdy gataz nie jest zamknieta, to méwimy tez, ze jest gafezia
otwarta.

Zamiast terminu: tablica sprzeczna uzywa sie tez terminu: tablica
zamknieta. Gdy tablica analityczna D zawiera co najmniej jedna gataz
otwarta, to méwimy tez, ze D jest otwarta.
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Tablice analityczne dla KRP: definicje Dowody tablicowe
Dowody tablicowe

Dowodem tablicowym formuty o ze zbioru zatozern S nazywamy
kazda sprzecznj tablice analityczng ze zbioru S o korzeniu —«. Jesli istnieje
dowdd tablicowy formuty o ze zbioru zatozen S, to piszemy S ;o . Jesli
S Ftap @, to méwimy takze, ze « jest tablicowo wyprowadzalna
(dowodliwa) z S.

Jesli «v jest wyprowadzalna z pustego zbioru zatozen, to piszemy Fsp v i
moéwimy, ze « jest tablicowo wyprowadzalna (dowodliwa) w KRP.

Zauwazmy, ze jesli istnieje dowdd tablicowy D formuty « ze zbioru zatozen
S, to istnieje takze skonczony dowdéd tablicowy a z S: wystarczy
zamkna¢ kazda gataz w D z chwila wystapienia na niej pary formut
wzajem sprzecznych.
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Hemeedtomie iEliicous
Konsekwencja tablicowa

Operacje Ci,p konsekwencji tablicowej w KRP definiujemy nastepujaco, dla
dowolnego zbioru formut X: J

Ceab(X) = {ov: X Feap ). ]

Tak okreslona operacja Cy,p, spetnia warunki (C1)—(C4) z definicji ogdlnej
operacji konsekwencji.
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Aty etz apEaeEe
Zbiory tablicowo sprzeczne

Zbiér formut S jezyka KRP jest tablicowo sprzeczny, gdy S Fiap a0 A —c
dla pewnego zdania o jezyka KRP. W przeciwnym przypadku S jest
tablicowo niesprzeczny.

Niech t1,ta, ..., tp, ... bedzie wyliczeniem wszystkich terméw bazowych
rozwazanego jezyka KRP. Oczywiscie wszystkie state indywiduowe
ai, as,...,an,...sa elementami tego wyliczenia. Bedziemy zaktada¢, ze te

wyliczenia okreslaja ustalone porzadki liniowe w zbiorze wszystkich terméw
bazowych oraz w zbiorze wszystkich statych indywiduowych.

W ponizszych definicjach zakfada sie tez, ze dana jest jakas funkcja
znakujaca wierzchotki tablic analitycznych formutami.
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iRk urRERE e
Zredukowane wystgpienia formut

Niech D = | | D, bedzie tablica analityczna ze zbioru zatozen S, a P
gatezia w D. Niech (v, «) bedzie i-tym wystapieniem o w P. Méwimy, ze
wystapienie (v, «) jest zredukowane w P, gdy zachodzi jeden z
nastepujacych przypadkéw:

@ « nie jest ani postaci Vx [3(x) ani postaci —=3x [(x) i dla pewnego j
tablica Dj1 otrzymana jest z tablicy D; przez zastosowanie reguty (b)
z definicji tablic analitycznych do « oraz stosownego odcinka
poczatkowego P, tj. Djy1 = DjUg, Da, gdzie Q = PN |Dj| oraz
Qs =v;
@ lub:
e « jest postaci Vx [(x) i B(t;) wystepuje w P oraz w P istnieje
i + 1-sze wystapienie
o « jest postaci —3x B(x) i =4(t;) wystepuje w P oraz w P istnieje
i + 1-sze wystapienie .
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Tablice analityczne dla KRP: definicje EEELIIICFEICTToLY I

Tablice zakonczone

@ Tablica analityczna D jest zakonczona, jesli kazde wystapienie kazdej
formuty na kazdej gatezi otwartej jest zredukowane.

@ Tablica analityczna D ze zbioru zatozen S jest zakornczona, jesli kazde
wystapienie kazdej formuty na kazdej gatezi otwartej jest zredukowane
i dla kazdej ainS formuta a wystepuje na kazdej gatezi otwartej w D.

@ Tablice analityczne, ktére nie sa zakohczone nazywamy
niezakonczonymi.

Zanim zdefiniujemy tablice systematyczne przypomnijmy, ze wierzchotki
kazdego drzewa mozna uporzadkowaé liniowo (wzdtuznie lub poprzecznie).
W nastepnej definicji wykorzystamy (kanoniczny) poprzeczny porzadek
wierzchotkéw. Przypomnijmy, ze jest on jednoznacznie okreslony przez
kolejnos¢ wierzchotkéw (lewa gataz, prawa gataz) w tablicach atomowych.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 38 /111



RETISET PINAV A NG PN GG SIS Tablice systematyczne

Tablice systematyczne

Niech o bedzie zdaniem jezyka KRP. Systematyczna tablice analityczna
D(«a) = | | D"(«) dla o budujemy w sposéb nastepujacy:

v

Krok poczatkowy.

Tablica D%(«) jest tablica atomowa dla a. W przypadkach (V) oraz (=3)
korzystamy z termu bazowego t;, a w przypadkach (3) i (V) korzystamy
ze statej a; dla pierwszego dostepnego i (tj. w tym przypadku takiego, ze
a; nie wystepuje w o). Wtedy oczywiscie (jedyne) wystapienie o w D%(cv)
jest zredukowane. )
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RETISET PINAV A NG PN GG SIS Tablice systematyczne

Tablice systematyczne

Krok nastepnikowy.

Przypus¢my, ze tablica D"(«) zostata skonstruowana. Jesli kazde
wystapienie o« w D"(«) jest zredukowane, to koriczymy konstrukcje i
D(a) = | | D"(«) jest tablica systematyczna dla «.

W przeciwnym przypadku, niech v bedzie pierwszym (w porzadku
poprzecznym) wierzchotkiem takim, ze dla pewnej formuty 3 wystapienie
(v, 3) nie jest zredukowane na pewnej otwartej gatezi P tablicy D"(«).
Tablice D"*1(a) budujemy wykorzystujac jeden z nastepujacych (wzajem
sie wykluczajacych) przypadkéw:
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RETISET PINAV A NG PN GG SIS Tablice systematyczne

Tablice systematyczne

o Jesli (3 nie jest ani postaci Vx y(x) ani postaci —3Ix y(x), to
D" l(a) = | |(D"(«) Up Dg), gdzie suma | | brana jest po wszystkich
gateziach otwartych P w D"(«), zawierajacych wystapienie (v, 3).
[Przypominamy, ze Dg jest tablica atomowa o korzeniu (znakowanym
przez) (3.] Jesli (3 jest postaci Ix y(x) lub postaci =Vx ~y(x), to
korzystamy ze statej a; o najmniejszym dostepnym numerze.

o W przeciwnym przypadku:

o Jesli 3 jest postaci Vx y(x) i (v, 3) jest i-tym wystapieniem G w P, to
D™ (a) = | |(D"(a) Up D};’) gdzie suma | | brana jest po wszystkich
gateziach otwartych P w D"(«), zawierajacych wystapienie (v, 3), a
drzewo Dg sktada sie jedynie z korzenia [ oraz liscia (t;).

o Jesli 3 jest postaci —3x y(x) i (v, 3) jest i-tym wystapieniem 8w P,
to D" (a) = | |(D"(a) Up D;,) gdzie suma || brana jest po
wszystkich gateziach otwartych P w D"(a/), zawierajacych wystapienie
(v,[), a drzewo Dg sktada sie jedynie z korzenia (3 oraz liscia —v(t;).
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RETISET PINAV A NG PN GG SIS Tablice systematyczne

Tablice systematyczne

Krok graniczny.
W granicy bierzemy sume: D(«) = | | D"(«).

Tablice systematyczna zdania o ze zbioru zatozen S, oznaczang przez
D(S,«) =] | D"(S, ) budujemy w sposéb nastepujacy:
e W krokach parzystych (n = 2k) postepujemy, jak w definicji tablic
systematycznych
o W krokach nieparzystych (n = 2k + 1)
DS, a) = | |(D"(S, a) Up ay), gdzie suma | | brana jest po
wszystkich gateziach otwartych w D"(S, @), a a jest k-tym
elementem zbioru S (zaktadamy, ze S jest liniowo uporzadkowany).

o Kontynuujemy te konstrukcje tak dtugo, az wszystkie elementy zbioru
S zostang uwzglednione.

n
o D(S,a) =||D"(S, ).
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RETISET PINAV A NG PN GG SIS Tablice systematyczne

Tablice systematyczne

Chociaz tablice systematyczne sa, w ogélnosci, drzewami nieskofnczonymi,
to — jak udowodnimy nizej — s3 one zawsze tablicami zakofnczonymi.

Pora na ilustracje wprowadzonych konstrukgji przyktadami.

Dla celéw praktycznych konieczne jest ustalenie jakiej$ notacji.
Proponowana ponizej jest nieco nadmiarowa, ale sadzimy, ze jest przyjazna
dla czytelnika.

Doswiadczenia dydaktyczne ostatnich lat pokazuja, ze odbiorcami naszej
postugi dydaktycznej sg teraz dzieci z pokolenia ikonicznego, do ktérych
tatwiej docieraja obrazki i rysunki niz np. notacja algebraiczna.
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WA el (Rt
TA dla KRP: notacja

Stosowa¢ bedziemy nastepujaca umowe notacyjna w graficznych
reprezentacjach tablic analitycznych:

o Va oznacza opuszczenie kwantyfikatora egzystencjalnego (badz negacji
kwantyfikatora generalnego) i wprowadzenie w formule za tym
kwantyfikatorem (odpowiednio, w negacji formuty) nowej statej
indywiduowej a w miejsce zmiennej wigzanej przez ten kwantyfikator;

*a oznacza zastapienie formuty generalnie skwantyfikowanej (lub

negacji formuty egzystencjalnie skwantyfikowanej) przez formute bez
kwantyfikatora generalnego (odpowiednio, negacje formuty), ze stata
indywiduowg a wstawiong w miejsce zmiennej wigzanej przez ten
kwantyfikator; notacje *t stosujemy tez, ogélniej, dla dowolnego termu
bazowego t;
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WA el (Rt
TA dla KRP: notacja

e numery (z kropka) umieszczane w gérnej frakcji po prawej stronie
formut informuja o kolejnosci wykonywanych dziatan; po kropce
wystepuje symbol spéjnika (badz negacji spéjnika) do ktérego
stosujemy odno$na regute (z regut budowania tablic analitycznych w
KRZ) lub symbole v albo * wraz z termem bazowym (w
szczegolnosci, ze stata indywiduowa), ktérych dotycza;

@ numery (w nawiasach) po lewej stronie formut informuja o wynikach
wykonywanych dziatan; formuty z pnia drzewa, ktére nie powstaty w
wyniku stosowania zadnych regut otrzymuja numery 0.1, 0.2, 0.3, .. ;

e gataz zamknietg oznaczamy lisciem X, ,, gdzie (n) oraz (m) sa
numerami formut wzajem sprzecznych, wystepujacych na tej gatezi;

@ gatezie otwarte oznaczamy lisciem o; jesli mamy wiecej gatezi
otwartych, to liscie te kolejno numerujemy; czasem uzywamy tez np.
symboli &, <, © oraz & (ewentualnie z indeksami numerycznymi) na
oznaczenie gatezi otwartych.
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WA el (Rt
TA dla KRP: notacja

Przypomnijmy, ze przez pien drzewa rozumiemy czes¢ wspélng wszystkich
jego gatezi.

Tak wiec, symbol V' dotyczy zastosowan regut R(3) oraz R(—V), natomiast
symbol * zastosowan regut R(V) oraz R(—3).

Zilustrujmy podane wyzej reguty oraz umowe przyktadami. We wszystkich
tych przyktadach kolejne kroki budowania tablic analitycznych wyliczane s3
przez komentarze (z prawej strony, w gérnej frakcji) opatrzone numerami z
kropka; wyniki wykonania tych krokéw sa numerowane z lewej strony,
numery otrzymanych formut podawane s3 w nawiasach.

Sledzenie budowy tablicy analitycznej sprowadza sie do obserwowania
kolejnosci wykonywanych krokéw (z prawej strony formut) i otrzymywanych
wynikéw (z lewej strony formut).
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WA el (Rt
TA dla KRP: notacja

Stosowanie regut dajacych rozgatezienia (np. R(—), R(—A) daje w wyniku
dwie formuty; bedziemy wtedy uzywaé¢ numeréw (w nawiasach) z indeksami
dolnymi: / (dla lewej formuty) oraz p (dla prawej formuty).

W przypadku regut bez rozgatezien dajacych dwie formuty (np. R(A),

R(— —) otrzymane formuty numerowa¢ bedziemy numerami z indeksami
dolnymi g (dla pierwszej, gérnej formuty) oraz d (dla drugiej, dolne;j
formuty).

Reguty nie powodujace rozgatezien i dajace w wyniku jedna formute (czyli
R(—==), R(Y), R(—=3)) nie wymagaja sztuczek z indeksami.

Wreszcie, reguty R(=) oraz R(— =) daja w rezultacie cztery formuty,
numerowane liczbami z indeksami dolnymi: Ig, Id, pg oraz pd
(odpowiednio: lewa gérna, lewa dolna, prawa gérna, prawa dolna).

Najpierw bedziemy rozwaza¢ przyktady w jezyku KRP bez symboli
funkcyjnych.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 47 / 111




VAW ERAGUEAN T ST EREICE WP Rl Al TA dla KRP: proste przyktady

Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

Pokazemy, krok po kroku, jak tworzymy tablice analityczna. Wybierzmy
proste zdanie: J

(3x P(x) = 3y Q(y)) — 3x (P(x) = Q(x)). J
Umieszczamy formute w korzeniu tablicy: )
(0) Bx P(x) — 3y Q(y)) — 3x (P(x) — Q(x)) )
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LAY ERAGUEAN T ST EREICE WP Rl Al TA dla KRP: proste przyktady

Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

Jest to implikacja, a wiec stosujemy regute dotyczaca tego spojnika, dajaca
w rezultacie rozgatezienie. Zastosowanie reguty dotyczacej implikacji
zaznaczamy z prawe] strony formuty, ktérej to zastosowanie dotyczy, przy
numerze kroku, ktéry tym samym wykonujemy. Formuty otrzymane w
rezultacie wykonania tego kroku opatrujemy numerami w nawiasach z lewej
strony, jesli potrzeba, to z indeksami. W rozwazanym przypadku z prawe;j
strony formuty, od ktérej zaczeliémy umieszczamy komentarz 1, ktéry
mozemy odczytaé: w kroku pierwszym stosujemy regute dotyczaca
implikacji do formuty z lewej strony komentarza. Otrzymujemy, zgodnie ze
stosowana reguta, zaprzeczony poprzednik implikacji (formuta w gatezi
lewej, o numerze (1))) oraz, w gatezi prawej, nastepnik tej implikacji
(formuta o numerze (1,)):
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A el (KR presiia mesyldely
Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

(0) (3x P(x) — 3y Q(¥)) — 3x (P(x) — Q(x))

(L) —~(3x P(x) = 3y Qy)) (1p) 3x (P(x) = Q(x))

Zajmiemy sie najpierw gatezia lewa. Formuta o numerze (1;) jest
zaprzeczonga implikacja, a wiec zastosowanie odpowiedniej reguty (co
zaznaczamy piszac w komentarzu z prawej strony 2 ) daje w wyniku dwie
formuty: poprzednik tej implikacji (formuta o numerze (2;)) oraz jej
zaprzeczony nastepnik (formutfa o numerze (24)), umieszczone jedna pod
druga na rozwazanej gatezi:
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A el (KR presiia mesyldely
Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

(0) B3x P(x) = 3y Q(¥)) — 3x (P(x) — Q(x))

(1) ~BGxP(x) =3y Q) > (1p) I (P(x) = Q(x))
|
(2¢) 3x P(x)

\
(24) =3y Q)

Formuta o numerze (2,) jest formuta egzystencjalnie skwantyfikowang,
mozemy wiec zastosowa¢ do niej regute dotyczaca wprowadzania nowych
statych indywiduowych; zaznaczamy wykonanie kroku trzeciego piszac z
lewej strony formuty o numerze (2,) komentarz 3.Va (wprowadzenie nowej
statej indywiduowej a) i otrzymujac w rezultacie formute o numerze (3):
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

(0) B3x P(x) = 3y Q(¥)) — 3x (P(x) — Q(x))

1) ~(GxP() =3y QW) 277 (1) 3x (P(x) = Q(x))
(2) 3x P(x) 32
|
(24) —3y Qy)

|
(3) P(a)

Wozgledem nowowprowadzonej statej indywiduowej a nalezy rozwina¢ (tzn.
zastosowac regute opuszczania kwantyfikatora generalnego lub zanegowanego
kwantyfikatora egzystencjalnego) wszystkie formuty generalnie skwantyfikowane
lub zaprzeczenia wszystkich formut egzystencjalnie skwantyfikowanych
znajdujacych sie na rozpatrywanej gatezi. Tu mamy formute o numerze (24),
ktéra jest zaprzeczeniem formuty generalnie skwantyfikowane;.

v
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

Krok czwarty polega wiec na zastosowaniu odnosnej reguty, tj. R(—V) i
zapisaniu komentarza "2 z prawej strony formuty, do ktérej reguta jest
stosowana. Otrzymujemy w ten sposéb formute o numerze (4):

(0) Bx P(x) = 3y Q(¥)) — 3x (P(x) = Q(x)) *~

1) ~(GxP() >3y Q) 277 (1p) 3x (P(x) = Q(x))
\
(2¢) 3x P(x) 32

\
(24) —3y o‘(y) 47a
(3) P(a)

|
(4) —Q(a)

w
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

To konczy budowanie lewej gatezi drzewa; do znajdujacych sie na niej
formut nie mozna juz zastosowaé zadnej z regut, ktére mamy do dyspozycji.

Uwaga. Stosujemy w tym momencie dwa uproszczenia, ktére bedziemy
takze konsekwentnie stosowa¢ wszedzie dalej.

1. Po pierwsze, powinnismy dopisa¢ do tej gatezi nie tylko formute —=Q(a),
ale takze raz jeszcze formute =3y Q(y), a doktadniej, powinnismy
przedtuzyé¢ gataz o drzewo:

-3y ‘Q(y)
~Q(a)
zgodnie z definicja (budowania) tablicy analitycznej. Dla prostoty, zamiast
wykonania tej procedury, dopisujemy do rozwazanej gatezi jedynie formute

~Q(a).
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

2. Po drugie, z czysto teoretycznego punktu widzenia, jesli na gatezi jest formuta
generalnie skwantyfikowana, lub — jak to wtasnie ma miejsce w rozwazanym
przypadku — zanegowana formuta egzystencjalnie skwantyfikowana =3y Q(y), to
do tej gatezi dopisa¢ nalezatoby wszystkie formuty postaci =Q(t), gdzie t jest
dowolnym termem bazowym, a doktadniej, do tej gatezi dotaczy¢ nalezatoby
wszystkie drzewa atomowe postaci:

-3y Q(y)
-Q(t)

gdzie t jest dowolnym termem bazowym. Zaréwno w rozwazanym tu przypadku,
jak i wszedzie dalej, bedziemy konsekwentnie stosowa¢ réwniez to drugie opisane
tu uproszczenie: ograniczamy sie do dopisania jedynie formuty —Q(a), gdyz a jest
jedyna stata na rozwazanej gatezi, wzgledem ktérej stosowa¢ mozna regute R(—3)
do formuty =3y Q(y).
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

Jak postepowa¢, gdy na rozwazanej gatezi jest zdanie generalnie
skwantyfikowane (lub zanegowane zdanie egzystencjalnie skwantyfikowane)
oraz wiecej niz jedna stata indywiduowa (lub, ogélniej, term bazowy),
zobaczymy w jednym z nastepnych przyktadéw.

Zwinnie przeskakujemy teraz na gataz prawa. Formuta o numerze (1,) jest
egzystencjalnie skwantyfikowana, stosujemy wiec do niej regute R(3)
dotyczaca opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego i wprowadzania
nowej statej indywiduowej. Ten, piaty krok zaznaczamy piszac komentarz
5.Vb prawej strony formuty o numerze (1,) i otrzymujemy w rezultacie
formute o numerze (5):
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

(0) (3x P(x) — 3y Q(¥)) — 3x (P(x) — Q(x))

(1) —(3x P(x) Tay QW) 27 (1,) 3Ix(P(x) N Q(x)) 5V
(2¢) 3« P(x) 32 (5) P(b)— Q(b)

(24) 3y Q‘(y) ¢

(3) P(a)

(4) -Q(a)

Jedyne, co mozna jeszcze zrobi¢ na tej gatezi, to zastosowanie reguty
dotyczacej implikacji do formuty o numerze (5). Ten, szésty krok

(zaznaczony komentarzem ® " z prawej strony formuty o numerze (5)) daje

w rezultacie rozgatezienie na formuty o numerach (6,) oraz (6,):
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

(0) (3x P(x) — 3y Q(y)) — 3x (P(x) = Q(x)) *~

(1) ~(3x P(x) Tay QW) 2 (1p) 3Ix(P(x) — Q(x)) 5Vt
\

(2¢) 3xP(x) >V (5) P(b) = Q(b)
\
(24) -3y Qy) *'=
\ (6:) —~P(b) (65) Q(b)
®3) P‘(a)
(4) —Q(a) |
Budowa tablicy zostata zakonczona. ]
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Przyktad 1: tworzenie tablicy analitycznej

Dodajmy jeszcze, ze w rozwazanym przypadku kolejnos¢ stosowania regut
byta jednoznacznie okreslona. Nie zawsze bedziemy zmuszeni do tak
rozkosznej bezmyslnosci; czesto to, jakie reguty stosowaé w jakiej
kolejnosci jest niezwykle istotne dla budowania tablic w sposéb mozliwie
najbardziej efektywny (ze wzgledu na rozwazany problem), a ponadto
zaspokoi¢ pozwala tesknoty estetyczne (budowane drzewa powinny byé
tfadne), ktore nie s zarezerwowane jedynie dla przedstawicieli wyzszej klasy
$redniej w krajach cywilizacji judeochrzescijanskiej i euroatlantyckiej.

Zauwazmy tez, ze w gatezi prawej moglismy sie postuzy¢ symbolem a dla
wprowadzenia nowej statej indywiduowej (krok 5.). Tak samo jak w KRZ,
to co ,dzieje sie” na jednej gatezi nie ma zadnego wptywu na to, co ,dzieje
si¢” na pozostatych gateziach.
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Przyktad 2: tworzenie tablicy analitycznej

Rozwazmy formute:

VxVyVz (R(x,y,z) V Q(x,y)).

Zbudujemy dla niej tablice analityczna, stosujac pewne uproszczenia, ktére
oczywiscie objasnimy:

(0) Ix¥yVz (R(x, v, 2) v‘ Qx,y)) 1V
(1) VyVz (R(a,y,2) V Q(a,y)) 272
(2) Vz (R(a,3,2) V Q(a,a)) 372

(3) R(a,a,a) vV Q(a,a)

(41) R(a, 2, ) (4p) Q(a; a)

v
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Przyktad 2: tworzenie tablicy analitycznej

Formuta w korzeniu jest skwantyfikowana egzystencjalnie, co nakazuje
wprowadzenie nowej statej a (krok 1.). Otrzymana formuta o numerze (1)
jest formuta generalnie skwantyfikowang, i na tworzonej gatezi wystepuje
stata a. Trzeba wigc do formuty (1) zastosowa¢ regute R(V) wzgledem tej
statej (krok 2.). Otrzymana formuta o numerze (2) jest formuta generalnie
skwantyfikowana, i na tworzonej gatezi wystepuje stata a. Trzeba wiec do
formuty (2) zastosowac¢ regute R(V) wzgledem tej statej (krok 3.).
Otrzymana formuta o numerze (3) nie rozpoczyna sie od kwantyfikatora;
jest alternatywa, a wiec trzeba do niej zastosowa¢ regute R(V) (krok 4.).
Otrzymujemy rozgatezienie. Ani do formuty o numerze (4;), ani do formuty
o numerze (4/) nie mozna juz stosowa¢ zadnych regut, bo s3 to formuty
atomowe. Koniec pracy.

Uproszczenie polega tu na tym, ze notacja *a zastepuje (teoretycznie wymagane)
dopisanie do tworzonej gatezi na nowo formuty, z ktérej prawej strony notacja ta
jest umieszczona. Bedziemy stosowac¢ to uproszczenie.
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Przyktad 2: tworzenie tablicy analitycznej

Moze komus$ wydawac sie dziwne (albo i dziwaczne), ze ttumaczymy te
wszystkie uproszczenia. Nalezy podkresli¢ rzecz nastepujaca. Precyzyjne
definicje (tablicy analitycznej, tablicy systematycznej, itd.) sa niezbedne,
aby udowodni¢, ze metoda tablic analitycznych w KRP jest poprawna
(trafna i petna).

Natomiast przy rozwazaniu konkretnych, zwykle nieskomplikowanych
przyktadéw tablic analitycznych uzyteczne staja sie pewne uproszczenia,
pozwalajace zaoszczedzi¢ czas, sity, miejsce na kartce, itd. Oczywiscie,
uproszczenia te nie moga prowadzi¢ do bfednych wynikéw.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 62 / 111



A el (KR presiia mesyldely
Przyktad 2: tworzenie tablicy analitycznej

Tak wiec, gdy w tablicy analitycznej mamy zdanie generalnie
skwantyfikowane postaci Vx a(x) (lub zanegowane zdanie egzystencjalnie
skwantyfikowane postaci —=3x «(x)), to teoretycznie powinnismy dotaczy¢

do rozwazanej gatezi kazde drzewo atomowe postaci: X “)‘(X)
a(t)
lub kazde drzewo atomowe postaci: —3x ‘a(x)
—a(t)

dla dowolnego termu bazowego t.

W praktyce dotaczamy jednak w takich przypadkach jedynie formuty «(t)
(lub =(t)), dla tych terméw bazowych (w szczegélnosci: dla tych
statych), ktére wystepuja na rozwazanej gatezi.
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Przyktad 3: tworzenie tablicy analitycznej

Rozwazmy formute: J
IxVy R(a, x,y). J
Jej tablica analityczna ma posta¢ nastepujaca: ]

(0) 3xVy R(a,x,y) 1-Vb
(1) Vy R(a, b"y) 2.b 3.%b
() R(a,‘b, b)
(3) R(a,‘b, a)
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Przyktad 3: tworzenie tablicy analitycznej

Formuta w korzeniu tablicy to formuta egzystencjalna, a wiec w kroku 1.
stosujemy regute R(3) i wprowadzamy nowa stata b, otrzymujac formute o
numerze (1).

Jest to formuta generalnie skwantyfikowana, a na rozwazanej gatezi mamy
dwie state: a oraz b.

Trzeba zatem do formuty (1) dwukrotnie zastosowa¢ regute R(V): raz
wzgledem statej b, a po raz drugi wzgledem statej a (kolejnos¢ nie gra roli).
W wyniku wykonania kazdego z tych krokéw (krokéw 2. oraz 3.)
otrzymujemy zdanie atomowe. Koniec pracy.

Bardziej ztozone przypadki zostaty oméwione w pliku tabkrz.pdf. |
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Przyktad 4: tablica nieskonczona

Formuta: 3x P(x) AVy3z Q(y, z) ma nieskonczong tablice analityczna: )

AN

(0) 3x P(x) AVy3z Q(y,z) b
(1g) 3x P‘(x) 2.Va
(1g) Vy3z Q(y‘, z) 37as b Trc
(2) P(a)
(3) 3z Q(az) +Vb
(4) Q(a,b)
(5) 3z Q(b,z) Ve
(6) Q(t‘),c)

\
(7) 3z Q(‘c7 z)
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Przyktad 4: tablica nieskonczona

Powinno by¢ widoczne, ze budowy tej tablicy analitycznej zakonczy¢ nie
mozna. Tak, jak kaza reguty, wprowadzilismy staty indywiduowa
opuszczajac kwantyfikator egzystencjalny w formule o numerze (1,).
Rozwiniecie formuty generalnej (14) ze wzgledu na te stata dato w wyniku
zdanie egzystencjalne. WprowadziliSmy nowa stata, rozwinelismy wzgledem
niej formute generalng (14), znéw otrzymalismy formute egzystencjalna, itd.

Jesli ktos pragnie blizszego oswojenia sie z ewentualnymi interpretacjami tej
formuty, to proponujemy czyta¢ P(x) np. jako x jest bezrobotna, za$
Q(x,y) jako x jest zapozyczona u y.

Czy zdanie: Nie dos¢, ze mamy bezrobocie, to w dodatku wszyscy maja
dtugi brzmi swojsko?
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Przyktad 5: tablica nieskonczona

Zdanie: Jest ktos, kto jest szczesliwy tylko wtedy, gdy wszyscy sa
nieszczesliwi ma dos¢ ponury wydzwiek spoteczny.

Uznajmy, ze by¢ szczesliwym to predykat jednoargumentowy. Czytajmy
S(x) jako: x jest szczesliwy. Zbudujmy tablice analityczna dla formuty
jezyka KRP, ktéra odpowiada strukturze sktadniowej rozwazanego zdania:

v

IxVy (S(x) N -S(y)) V2
(1) Vy (S(a) —‘HS(y)) 2%a
(2) S(a) — ~S(a) 3~

(3) ~5(2) (35) 05(a)
o) o)
v
T
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Przyktad 5: tablica nieskonczona

Na tym budowe tablicy musimy zakonczyé — na zadnej gatezi nie ma
zadnych formut, do ktérych mozna bytoby stosowac¢ jakiekolwiek reguty
opuszczania statych logicznych.

Poniewaz ta tablica ma gatezie otwarte, wiec rozwazana formuta jest
prawdziwa w jakichs interpretacjach. Na przykfad, jest prawdziwa w
uniwersum jednoelementowym, w ktérym dopetnienie denotacji predykatu
S zawiera cate to uniwersum. Wracajac do interpretacji wyjsciowe;j,
rozpatrywane zdanie jest prawdziwe np. w Swiecie ztozonym z jednego
nieszczesliwego osobnika. Jako éwiczenie polecamy namyst nad tym, w
jakich innych jeszcze $wiatach zdanie to jest prawdziwe (czy moga w nich
istnie¢ ludzie szczesliwi?).

Zbudujmy teraz tablice analityczna dla negacji rozwazanej formuty:
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—(3IxVy(S(x) —‘> —S(y))) LrasbTe
(1) vy (S(a)Tﬁs(y)) 2.Vb
© ﬂ(S(a)TﬁS(b)) a7

(3) —Vy (S(b) = =S(y))

(4¢) S‘(3)
(44) ﬁﬂS‘(b) >
(5) S(b)

(6) —=(S(b) — =5(c))

\
(7) vy (S(C)‘—ﬁs(y))
(8¢) 5‘(b)
(84) —=S(c) &

|
9) 5(‘6)

6.Vc

8.~

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 70 / 111



A el (KR presiia mesyldely
Przyktad 5: tablica nieskonczona

Na poczatku, nie mamy tu do dyspozycji formuty egzystencjalnie
skwantyfikowanej, do ktérej moglibysmy bezposrednio zastosowac regute R(3) ani
negacji formuty generalnie skwantyfikowanej, do ktérej moglibyémy zastosowac
regute R(—V). W takich przypadkach wprowadzamy nowa stata indywiduowa
korzystajac z dowolnego zdania generalnie skwantyfikowanego lub negacji zdania
egzystencjalnie skwantyfikowanego, tzn. rozwijamy takie zdanie ze wzgledu na
dowolna stata indywiduowa z jezyka KRP.

Tu mamy do czynienia z drugim z takich przypadkéw. Wprowadzenie nowej state;
daje w wyniku negacje zdania generalnie skwantyfikowanego, to pozwala
wprowadzi¢ kolejng nowa stata; zastosowanie wobec tej drugiej statej reguty
R(—3) generuje nastepne zdanie egzystencjalne, itd.

W rezultacie otrzymujemy gataz nieskoniczona. Jak zobaczymy pézniej, oznacza
to, ze formuta IxVy(S(x) — —5(y)) nie jest tautologia KRP. A wiec — w
szczegblnosci — istnienie kogos, kto zywitby sie wytacznie Schadenfreude nie
jest logicznie konieczne.
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To co najwazniejsze z praktycznego punktu widzenia, jesli chodzi o metode
tablic analitycznych da sie stresci¢ tak oto. Masz jakas formute (doktadniej:
zdanie) jezyka KRP. Budujesz jej tablice analityczna. Kazda z
konstruowanych gatezi jest proba konstrukcji interpretacji, w ktoérej
rozwazana formuta jest prawdziwa. Jesli gataz jest zamknieta (zawiera pare
formut wzajem sprzecznych), to gataz taka nie moze odpowiada¢ zadnej
interpretacji, w ktérej badana formuta jest prawdziwa. Zamykanie gatezi to
zatem wykluczanie zachodzenia pewnych sytuacji. Natomiast istnienie
gatezi otwartych w tablicy analitycznej danej formuty ukazuje, ze istnieja
interpretacje, w ktérych formuta ta jest prawdziwa.

Uwaga. Powyzsze stwierdzenie, ze istnienie gatezi otwartych w tablicy
analitycznej danej formuty ukazuje, Ze istnieja interpretacje, w ktérych
formufa ta jest prawdziwa zostanie precyzyjnie udowodnione.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 72 /111



el et
Troche heurystyki

Kiedy budowe tablicy analitycznej uwazamy za zakonczona? Dopiero wtedy,
gdy do zadnej formuty, na zadnej gatezi dotad otrzymanego drzewa nie
mozna juz stosowa¢ zadnych regut, budowa tablicy jest zakonczona.
Wystosujmy nastepujacy (nieco demagogiczny) apel do Humanistek (dla
wzmocnienia mocy perswazyjnej, podajemy go w dwéch wersjach): )

e Badz madrzejsza od komputera!

o Nie bad? gtupsza od komputera!

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 73 /111



el et
Troche heurystyki

Jesli podczas tworzenia fancucha formut w konstruowane;j tablicy
analitycznej uzyskamy w tym fancuchu pare formut wzajem sprzecznych, to
dalsza praca z tym fancuchem jest niepotrzebna: mozemy ja zakonczy¢,
doklejajac do takiego fancucha lis¢ z informacja o uzyskaniu sprzecznosci i
otrzymujac w ten sposéb gataz zamknieta drzewa, traktowana jako twor
kompletny. Pamietasz: Sprzecznos¢ to smier¢ logiczna. Nadto, z kultury
masowej pamietasz: A kto umart, ten nie Zyje. Podstawowym celem
budowania tablic analitycznych jest uzyskiwanie tancuchéw zamknietych, tj.
zbioréw formut wsréd ktérych jest para formut wzajem sprzecznych. Jesli
jakis zbior formut zawiera pare formut wzajem sprzecznych, to kazdy jego
nadzbioér takze te pare zawiera. Mozna zakonczyé¢ prace.

Sens powyzszego apelu prosze odbiera¢ nastepujaco: nie wykonu;j
bezmyslnie wszystkich regut, staraj sie pamietaé, jakiemu celowi stuzy
Twoja praca — masz mianowicie wyklucza¢ zachodzenie pewnych sytuacji.
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Gdy wszystkie gatezie tablicy analitycznej zdania « s zamkniete, to nie
istnieje interpretacja, w ktoérej zdanie to jest prawdziwe. Gdy ktéras gataz
tablicy analitycznej zdania « jest otwarta, to gataz taka odpowiada
interpretacji, w ktorej « jest prawdziwa, tj. bioragc pod uwage wszystkie
formuty (atomowe i negacje atomowych) wystepujace na tej gatezi mozna
poda¢ interpretacje, w ktérej wszystkie formuty tej gatezi (a wiec takze
formuta stanowiaca korzen drzewa) s3 prawdziwe.

Ponizej pokazujemy (dowdd w pliku tabkrp.pdf), ze gatezie otwarte tablic
analitycznych (budowanych w pewien specjalny, pedantyczny sposéb)
tworza zbiory Hintikki, a wiec na mocy lematu Hintikki maja modele.
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Niektére wtasnosci TA

Niektore wtasnosci TA

Twierdzenie 1. )
Kazda systematyczna tablica analityczna jest zakonczona. ]
Twierdzenie 2. )

Jesli kazda gataz systematycznej tablicy analitycznej D jest sprzeczna, to D
jest tablica skonczong. J

Twierdzenia powyzsze beda wykorzystane w dowodach trafnosci i petnosci
metody TA w KRP. J
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Poprawnoéé metody TA w KRP Modele Herbranda

Modele Herbranda

Jesli S jest dowolnym zbiorem formut jezyka KRP (ustalonej sygnatury), to
przez uniwersum Herbranda dla S rozumiemy zbiér Hs okreslony
indukcyjnie nastepujaco:

o (i) jesli stata indywiduowa a, wystepuje w jakiej$ formule ze zbioru S,

to ax € Hs
o (ii) jesli t1, ..., ts; s3 dowolnymi termami nalezacymi do Hs, to
an(tl, ..., tn;) takze nalezy do Hs, dla dowolnego symbolu

funkcyjnego an .

Jesli w formutach z S nie wystepuje zadna stata indywiduowa, to warunek
(i) definicji zbioru Hs zastepujemy warunkiem: ay € Hs dla dowolnie
wybranej statej indywiduowej ay.

Jesli w formutach z S wystepuje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to Hs
jest zbiorem nieskonczonym.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 77 / 111




Poprawnoéé metody TA w KRP Modele Herbranda

Modele Herbranda

Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formut S jest zatem zbiorem
wszystkich terméw bez zmiennych utworzonych (z uzyciem symboli
funkcyjnych) ze statych indywiduowych wystepujacych w formutach zbioru
S. Interpretacja Herbranda dla zbioru formut S nazywamy interpretacje
(Hs, As) spetniajaca nastepujace warunki:

o Ag(ak) = ax dla dowolnej statej indywiduowej a, nalezacej do Hs;

° As(lj."j(tl, s tng)) = Ij-"j(tl, .-+, tn;) dla dowolnych terméw
t1,...,tn nalezacych do Hs.

Modelem Herbranda dla zbioru formut S nazywamy kazdj interpretacje
Herbranda dla S, w ktérej prawdziwe s3 wszystkie formuty z S. Uniwersa
Herbranda tworzone s3 z wyrazen jezyka KRP. Tak wiec, zawsze mamy
mozliwo$¢ budowania interpretacji, o ile tylko dany jest jezyk. Wystarczy
budowa¢ struktury relacyjne z samych wyrazen jezykowych.
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sty (e
Zbiory Hintikki

Niech S bedzie dowolnym zbiorem formut jezyka KRP (ustalone;j
sygnatury). Méwimy, ze S jest zbiorem Hintikki, wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodza nastepujace warunki:
o (i) jesli « jest formuta atomowa bez zmiennych wolnych, to « nie
nalezy do S lub —(«) nie nalezy do S
o (ii) jesli (a) A (B) nalezy do S, to « nalezy do S oraz 3 nalezy do S
o (iii) jesli (o) V (0) nalezy do S, to « nalezy do S lub (3 nalezy do S
o (iv) jesli Vxp () nalezy do S, to a(x,/ax) nalezy do S, dla kazdej
statej indywiduowej ay
o (v) jesli Ix, () nalezy do S, to a(xn/ak) nalezy do S, dla co
najmniej jednej statej indywiduowej ay.
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sty (e
Lemat Hintikki

Lemat Hintikki.
Kazdy zbiér Hintikki ma model.

Wazna konsekwencja Lematu Hintikki dla metody tablic analitycznych jest
to, ze kazda gataz otwarta w kazdej systematycznej tablicy analitycznej jest
zbiorem Hintikki, a wiec, na mocy powyzszego lematu, jest takze zbiorem
spetnialnym (ma model).

Przy tym, 6w model jest modelem Herbranda: jest konstruowany z wyrazen
jezyka KRP.
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Wit meiedy TA w R
Trafnos¢ metody TA w KRP

Twierdzenie 3.
Niech S bedzie zbiorem zdan, a o zdaniem jezyka rachunku predykatéw L.

Jesli D = |J D, jest tablica analityczna ze zbioru zatozen S o korzeniu —a,
n

to dla dowolnej interpretacji 9 jezyka L, ktéra jest modelem S U {—a}
istnieje interpretacja M jezyka LP taka, ze dla pewnej gatezi P w D
zachodzi nastepujacy warunek W(P,0):
W(P, ') Dla kazdego zdania §3:

e [3 wystepuje w P wtedy i tylko wtedy, gdy 9 |= 3

e —3 wystepuje w P wtedy i tylko wtedy, gdy 9’ ¥ 3.

Twierdzenie 4. Trafno$¢ metody tablic analitycznych w KRP.
Jesli istnieje istnieje dowdd tablicowy D z zatozen S dla o, to S = a.
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Petieizs ey TA w R
Petnos¢ metody TA w KRP

Twierdzenie 5.

Niech P bedzie gatezig otwartg w systematycznej tablicy analitycznej D z
zatozen S i o korzeniu —a. Wtedy istnieje interpretacja OMF, w ktorej
wszystkie elementy S s3 prawdziwe, a « jest fatszywa.

Twierdzenie 6.
Dla dowolnego zdania « oraz zbioru zdan S zachodzi alternatywa:

@ systematyczna tablica analityczna z zatozen S o korzeniu —« jest
dowodem tablicowym « z S;

@ istnieje gataz otwarta P w tablicy analitycznej z zatozen S o korzeniu
—a oraz struktura P (zdefiniowana w twierdzeniu 3.) takie, ze:
MP = S oraz MF |= —a.
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Petieizs ey TA w R
Petnos¢ metody TA w KRP

Twierdzenie 7. Petnos¢ metody tablic analitycznych w KRP.

o (1) Kazda tautologia KRP ma dowdd tablicowy.

@ (2) Dla dowolnych S oraz a: jesli S = a, to istnieje dowdd tablicowy
« ze zbioru zatozen S.

@ (3) Dla dowolnego zbioru zdan S: S nie jest spetnialny (nie ma
modelu) wtedy i tylko wtedy, gdy S jest tablicowo sprzeczny (tj.

istnieje dowdd tablicowy zdania 8 A = ze zbioru zatozen S, dla
pewnego zdania [3).

Zwr6émy uwage na konstruktywny charakter twierdzenia o petnosci. Dla
dowolnego zbioru formut S, albo nie jest on spetnialny, albo wskazaé
mozna model dla S.
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Co nam daje trafnosc¢ i petnos¢ TA w KRP?

Skoro metoda TA w KRP jest trafna i petna, to mozna ja wykorzystywaé
m.in. dla odpowiedzi na nastepujace pytania:

@ czy dane zdanie jezyka KRP jest tautologia (pamietajac przy tym, ze
jesli a jest tautologia KRP, to uzyskamy odpowiedz, ale jesli «
tautologia KRP nie jest, to tablica analityczna zdania —a. moze byé¢
nieskonczona, i wtedy metoda TA nie daje odpowiedzi w skonczone;j
liczbie krokéw);

@ czy dany zbiér formut jezyka KRP nie jest spetnialny;

@ czy zdanie « wynika logicznie ze zbioru zdan S, itp.

Pamietamy oczywiscie, ze metoda TA nie dostarcza algorytmu dla
ustalania tautologicznosci formut jezyka KRP.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Tautologie KRP
Tautologie KRP

Przypominamy, ze formufa « jest tautologia KRP, gdy jest prawdziwa we
wszystkich interpretacjach. Oznacza to, ze formuta a nie jest tautologia,
doktadnie wtedy, gdy w co najmniej jednej interpretacji prawdziwe jest
zaprzeczenie formuty a, tj. formuta —a. Zatem, formuta « jest tautologia
KRP doktadnie wtedy, gdy w tablicy analitycznej formuty —a wszystkie
gatezie s zamkniete. Sprawdzenie metoda tablic analitycznych, czy dana
formuta « jest tautologia KRP polega wiec na:

@ przypuszczeniu, ze —« jest prawdziwa w co najmniej jednej
Interpretaci;

@ zbudowaniu tablicy analitycznej formuty —a;

@ sprawdzeniu, czy wszystkie gatezie s3 zamkniete;

o jesli tak jest, to formuta « jest tautologia KRP;
o jesli tak nie jest, tzn. drzewo zawiera co najmniej jedna gataz otwarta
(skonczong lub nieskoriczong), to « nie jest tautologia KRP.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Tautologie KRP

Kontrtautologie KRP

Sprawdzanie, czy dana formuta jest kontrtautologia KRP jest procedura
dualng do powyzszej. Przypomnijmy, ze formuta « jest kontrtautologia
KRP wtedy i tylko wtedy, gdy jest fatszywa we wszystkich interpretacjach.
Tak wiec, formuta a nie jest kontrtautologia doktadnie wtedy, gdy jest
prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. Aby sprawdzi¢, czy formuta «
jest kontrtautologia KRP procedure tablic analitycznych stosujemy
nastepujaco:

@ przypuszczamy, ze « jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji;
@ budujemy tablice analityczna dla «;

o jesli wszystkie gatezie tablicy s3 zamkniete, to formuta o jest
kontrtautologia KRP;

@ jesli tablica analityczna dla o zawiera gatezie otwarte, to a nie jest
kontrtautologia KRP, a z gatezi otwartych odtworzy¢ mozemy
interpretacje, w ktérych « jest prawdziwa.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Tautologie KRP

Przyktad: Uniwersalny Oszust

Pokazemy, ze formuta 3xVy P(x,y) — 3z P(z, z) jest tautologia KRP.
Istotnie, formuta ta ma nastepujacy dowéd tablicowy:

(0) =(3xVy P(x,y) T 3z P(z,2))
(1g) 3xvy P(X‘,y) 2Ya
(14) -3z P(z,z) 372
(2) Vy P(ay) *'2

(3) =P(a,2a)
4) P(; a)

\
X3,4

Zauwaz, ze rozwazana formuta jest struktura sktadniowa zdania: Jesli ktos

oszukuje wszystkich, to ktos sam siebie oszukuje.

Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 87 / 111




Tewitee (P
Przyktad: Jedno z Praw De Morgana

Oto dowdd tablicowy prawa —3x a(x) = Vx —a(x): J
(0) —(—3x a(x) = Vx ~a(x)) T
(1) —3x a‘(x) 3.%a (1pg) Vx —a(x) 872
(L) —Vx —a(x) 2.Va (1pg) ——3x (‘x(x) 4.7
\
(2 ﬂﬂc‘%(X/a) (4) 3x o‘z(x) 5.Va
®3) ﬁ‘oc(X/a) (5) o‘z(x/a)
X23 (6) ﬁo‘é(X/a)
X5.6

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 88 / 111



Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Tautologie KRP

Przyktad: formuta, ktéra nie jest tautologia KRP

Pokazemy, ze nie jest tautologia KRP nastepujaca formuta, w ktoérej
wystepuje stata indywiduowa a:

Ix (Pa — Qx) = (Pa — Vx Qx)

W tym celu zbudujemy tablice analityczna negacji tej formuty. Okaze sie,
ze ma ona gatezie otwarte. Skoro tak, to owa zanegowana formuta jest
prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji, a to oznacza, ze sama
formuta powyzsza nie jest tautologia (bo gdy jej zaprzeczenie jest
prawdziwe w jakiej$ interpretacji, to ona sama jest w tejze interpretacji
fatszywa; nie jest wiec prawdziwa we wszystkich interpretacjach, ergo nie
jest tautologia KRP). Oto tablica:
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Tewitee (P
Przyktad: formuta, ktéra nie jest tautologia KRP

(0) ~(3x (P(2) = Q(x)) = (P(a) = ¥x Q(x))) *

(Lg) 3x(P(a) — Q(x)) 2V® (1pg) —3x (P(a) — Q(x)) &2
(Lw) ~(P(a) = ¥x Q(x)) >~ (1pd) P(a)Tvx Q(x) &~
(2) P(a) = Q(b) 5~ (6) ~(P(a) = Q(a)) 7
(3¢) P(a) (7¢) P‘(a)
(34) —¥x Q(x) *Ve (7a) —Q(a)
|
(4) —Q(c) ) ﬁp‘(a) (8,) Vx ?(X) 0 %3
1) w\(a) (5p) o‘(b) X7g.8) (9) o\(a)
X3¢, o X749
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Tewitee (P
Przyktad: formuta, ktéra nie jest tautologia KRP

Interpretacja wyznaczona przez gataz otwarta tablicy przedstawiona jest w
ponizszej tabelce:

0o|lo|o |9
+|~O

Uniwersum interpretacji to zbiér {a, b, c}. Jesli element x nalezy do
denotacji predykatu R, to na przecieciu odpowiedniego wiersza i kolumn
piszemy znak ,+", jesli nie nalezy, piszemy znak ,~". Znak ,?" odpowiada
sytuacji, gdy na gatezi otwartej tablicy nie ma informacji, czy nalezy
postawi¢ ,+" czy ,~.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Tautologie KRP

Niepoznawalne Imie Boga

Formuta:
(%) Vx3dy R(y,x) — Vx R(a,x)
ma nastepujaca tablice analityczna:

(0) Vx3y R(y,x) — Vx R(a,x)

(1) ~vx3y R(y,x) >® (1p) Vx R(a,x) 52
(2) ~3y R(y,b) 372 4"b (5) R(a‘, a)
(3) ﬂR(L, b) Q‘
(@) ~R(b.b)
a
)
el MErmRsEe 1, 10
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Tautologie KRP

Niepoznawalne Imie Boga

Tablica ma dwie gatezie otwarte. Badana formuta nie jest zatem

kontrtautologia KRP. Ponizsze tabelki podaja interpretacje, w ktérych (%)
jest prawdziwa:

R.‘ al|b
a —
b —

Ra |
a | +

Tabelki te okreslaja, miedzy jakimi elementami uniwersum zachodzi relacja,
bedaca denotacja rozwazanego predykatu.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 93 / 111




Tewitee (P
A teraz tablica dla negacji formuty (J):

(0) ~(vx3y R(y,x) TVX R(a,x)) ¥
(1g) VxJy R(y,x) 3 a4 b7 c8rd
(14) —Vx R(a‘,x) 2.Yb
) ﬁR(a‘, b)
(3) 3y R(y‘, a) 5Ve
(4) 3y R(y‘,b) 5.d
(5) R(c,a)
(6) R(d,b)
(1) 3y R(yj c) oVe
(8) 3y R(y,d) °0-Vf
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Tautologie KRP

Niepoznawalne Imie Boga

Budowy tej tablicy zakohczy¢ nie mozna, co powinno by¢ wyraznie
widoczne po przesledzeniu kilku pierwszych krokéw w powyzszej
konstrukcji. Formuta () nie jest tautologia KRP. Metoda tablic
analitycznych nie daje odpowiedzi w skonczonej liczbie krokéw. Mozemy
jednak, zauwazajac regularnos¢ w konstruowaniu coraz to wiekszych
fragmentéw tablicy analitycznej negacji formuty (%), poda¢ interpretacje
nieskonczong, w ktérej negacja (%) jest prawdziwa. Nie upowaznia nas do
tego sama metoda — kierujemy sie zatem intuicjami (wychodzacymi poza
logike pierwszego rzedu).

.

Formuta (%) jest struktura sktadniowa np. zdania: O ile za kazda liczba
naturalng nastepuje niemniejsza od niej liczba naturalna, to Jedyna Tajna
Liczba Naturalna Kodujaca Niepoznawalne Imie Dobrego Pana Naszego
JHWH jest niemniejsza od wszystkich liczb naturalnych.

v
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Semantyczna niesprzeczno$é w KRP

Semantyczna niesprzecznos¢ w KRP

Przypominamy, ze zbiér formut jest semantycznie niesprzeczny
(spetnialny), gdy ma co najmniej jeden model, tj. gdy wszystkie jego
elementy s3 prawdziwe w co najmniej jednej wspélnej interpretacji. W
przeciwnym przypadku, tj. gdy nie ma zadnego modelu (wszystkie jego
elementy nie sa prawdziwe w zadnej wspdlnej interpretacji), jest
semantycznie sprzeczny. Badanie rozwazang metoda, czy dany
(skonczony) zbiér formut jezyka KRP jest semantycznie niesprzeczny
polega na:

@ przypuszczeniu, ze wszystkie rozwazane formuty s3 prawdziwe (w co
najmniej jednej wspdlnej interpretacji);

@ zbudowaniu tablicy analitycznej, tj. drzewa, w ktérego pniu
umieszczone s3 wszystkie rozwazane formuty;

o konkluzji, uzaleznionej od ksztattu otrzymanego drzewa.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Semantyczna niesprzeczno$é w KRP

Semantyczna niesprzecznos¢ w KRP

Mozliwe sa nastepujace sytuacje dla danego zbioru formut X:

@ wszystkie gatezie tablicy s3 zamkniete; wtedy zbiér X jest
semantycznie sprzeczny (wszystkie elementy zbioru X nie moga by¢
wsp6tprawdziwe);

@ pewne gatezie tablicy sg otwarte; wtedy X jest semantycznie
niesprzeczny, a kazda z otwartych gatezi tablicy pozwala utworzy¢

interpretacje, w ktérej wszystkie elementy zbioru X s
wsp6tprawdziwe.

Moze warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze wszystkie problemy dotyczace
zastosowan TA w KRP sprowadzaja sie do badania, czy pewne zbiory
formut sa semantycznie sprzeczne, czy tez semantycznie niesprzeczne.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Semantyczna niesprzeczno$é w KRP

Przyktad: zbiér semantycznie sprzeczny

Sprawdzimy, czy jest semantycznie niesprzeczny zbiér ztozony z
nastepujacych formut:

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy te
formuty. Jesli wszystkie gatezie tej tablicy sie zamknga, to badany zbiér
formut jest semantycznie sprzeczny. Jesli pozostanie jakas gataz otwarta, to
zbidr ten jest semantycznie niesprzeczny.
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SRR (TEPECEAIREE w P
Przyktad: zbiér semantycznie sprzeczny

(0.1) =3x (P(x) A Q(x)) 2"

(0.2) ¥x (P(x) T Q(x)) 372
(0.3) 3x P(x) V2

\
(1) P‘(a)
(2) —(P(a)AQ(a)) +7"

| -
(3) P(a) = Q(a) >

(41) ﬂf‘”(a) (4p) —Q(a)
X1,4;
(51) ﬂf"(a) (5p) C\‘?(a)

X1,5 X4,,5p,

Tablica zamknieta. Zbiér semantycznie sprzeczny.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Semantyczna niesprzeczno$é w KRP

Przyktad: zbiér semantycznie niesprzeczny

Pokazemy, ze zbiér ztozony z ponizszych formut jest semantycznie
niesprzeczny, tzn. istnieje interpretacja, w ktérej wszystkie te formuty sa
jednoczesnie prawdziwe.

Ix (P(x) A ~Q(x))
Vx (P(x) — R(x))
Vx (Q(x) — R(x))

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy
powyzsze formuty. Jest to zatem przypuszczenie, ze wszystkie one moga
by¢ prawdziwe w co najmniej jednej interpretacji. Przypuszczenie to bedzie
potwierdzone, jesli co najmniej jedna gataz tablicy zostanie otwarta; wtedy,
zgodnie z definicja, zbidr tych formut jest semantycznie niesprzeczny.
Gdyby wszystkie gatezie tablicy zostaty zamkniete, to powyzsze
przypuszczenie musieliby$my odrzuci¢é — rozwazany zbiér formut bytby
semantycznie sprzeczny. A oto tablica:
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Semantyczna niesprzecznos¢ w KRP
(0.1) 3x (P(x) A =Q(x)) 1V
\
(0.2) Vx (P(x) — R(x)) 272

(0.3) Vx (Q(x) T R(x)) 372
(1) P(a) A-Q(a) *”

| -
(2) P(a) = R(a) *

—

(3) Q) T R(a)
(4¢) P(a)

\
(44) —Q(a)

(51) ﬁ""(a) (50) R(a)
X4g.5)
(6/) "(‘?(a) (6p) "‘_"(3)

[e) o

Tablica ma gatezie otwarte. Zbiér semantycznie niesprzeczny.
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Zastosowania twierdzen o trafnosci i petnosci TA w KRP Semantyczna niesprzeczno$é w KRP

Przyktad: zbiér semantycznie niesprzeczny

Tablica ma dwie gatezie otwarte i do zadnej formuty, na zadnej z tych

gatezi, nie mozna juz stosowa¢ zadnych regut. Zatem istnieja interpretacje,
w ktérych wszystkie trzy powyzsze formuty s3 jednoczesnie prawdziwe.

Z kazdej z gatezi otwartych uzyska¢ mozna informacje, jakie zdania

atomowe zachodza w kazdej z interpretacji, wyznaczonych przez te gataz.
W przypadku rozwazanej tablicy, informacje te s takie same na kazdej

gatezi otwartej; otrzymujemy wiec nastepujaca interpretacje, w ktérej
wszystkie trzy rozwazane zdania sg prawdziwe:

PIQ|R
a|+ |- |+
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Wit e legieme w P
Wynikanie logiczne w KRP

Przypominamy, ze formuta o wynika logicznie ze zbioru formut X, gdy
kazdy model zbioru X jest tez modelem «, tj. gdy « jest prawdziwa w
kazdej interpretacji, w ktérej prawdziwe s3 wszystkie elementy zbioru X.
Ustalenie zachodzenia wynikania logicznego metoda wprost wymaga wiec w
ogélnosci przejrzenia nieskonczenie wielu interpretacji, co nie jest
oczywiscie procedury efektywna.

Zauwazmy jednak, ze formuta o nie wynika logicznie ze zbioru formut X
wtedy i tylko wtedy, gdy w co najmniej jednym modelu dla X formuta «
jest fatszywa.

Zatem, gdy dla ustalonego X oraz « uda sie wykluczy¢ sytuacje polegajaca
na tym, ze w co najmniej jednej interpretacji formuta « jest fatszywa, a
wszystkie formuty ze zbioru X s3 w tejze interpretacji prawdziwe, to
potwierdzimy w ten sposéb, ze a wynika logicznie z X.

Jeszcze inaczej méwiac: jesli wykluczymy przypadek, ze wszystkie formuty
ze zbioru X oraz formuta —« s3 wspétprawdziwe, to wykazemy, iz @ wynika
logicznie z X.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 103 / 111



Wit e legieme w P
Wynikanie logiczne w KRP

Ustalanie za pomoca metody tablic analitycznych czy dana formuta o
wynika logicznie z danego (skonczonego) zbioru formut X polega na:
@ zatozeniu, ze wszystkie formuty z X sa prawdziwe;
@ przypuszczeniu, ze formuta —a jest prawdziwa;

@ zbudowaniu tablicy analitycznej, tj. drzewa, w ktérego pniu sa
wszystkie formuty ze zbioru X oraz formuta —a.

Mozliwe s3 nastepujace sytuacje:
@ otrzymana tablica analityczna ma wszystkie gatezie zamkniete; wtedy
formuta o wynika logicznie ze zbioru formut X;
@ otrzymana tablica analityczna zawiera gatezie otwarte; wtedy formuta
« nie wynika logicznie ze zbioru X, a znalezione gatezie otwarte

pozwalaja skonstruowac takie interpretacje, ktére s3 modelami zbioru
przestanek X, a w ktérych formuta a jest fatszywa.
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Wit e legieme w P
Wynikanie logiczne w KRP

W jeszcze innym sformutowaniu: )

e formuta o wynika logicznie ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy,
gdy zbidr formut X U {—a} jest semantycznie sprzeczny;,

e formuta « nie wynika logicznie ze zbioru formut X wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér formut X U {—«a} jest semantycznie niesprzeczny.
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Wit e legieme w P
Przyktad: Chichot Polityki

Whioskowanie: Z pewnego polityka smieja sie wszyscy politycy. Zatem
Jjakis polityk smieje sie sam z siebie. przebiega wedle reguty:

3x (P(x) AVy (P(y) — S(y.x)))
Ix (P(x) A S(x, x))

Odczytujemy tu: P(x) — x jest politykiem, S(x,y) — x Smieje sie z y. )

Gdyby reguta ta byfa niezawodna, to zbudowana wedle regut sztuki tablica
analityczna (w pniu drzewa przestanka oraz zaprzeczony wniosek) miataby
wszystkie gatezie zamkniete. Sprawdzmy:
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Wit e legieme w P
Przyktad: Chichot Polityki

(0.1) Ix(P(x) A¥y(P(y) = S(y,x))) "
(0.2) —3x(P(x) A S(x,x)) 372
(1) P(a) AVy (P(y) = S(y,a)) 2"
(%) P(a)
(24) Vy (P(y) — S(y,2)) *"2
(3) ﬁ(P<a>‘A5(a,a)> 57"
(4) P(a)LS(a,a) 6

(51) ﬂfT(a) (5p) —S(a, a)
X2g,5,
(6/) ﬂP‘(a) (6p) S(‘a, a)
X2g,6; X5,,6

Tablica zamknieta. Reguta niezawodna. Whnioskowanie dedukcyjne.
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Wit e legieme w P
Przyktad: Reguta Zawodna

Pokazemy, ze zawodna jest reguta wnioskowania:

Vx (P(x) = Q(x))
Vx (R(x) — Q(x))
Vx (P(x) — R(x))

Budujemy tablice analityczng, w ktérej pniu umieszczamy przestanki oraz
zaprzeczony wniosek reguty. Jesli taka tablica ma wszystkie gatezie
zamkniete, to regufa jest niezawodna. W przeciwnym przypadku jest
zawodna. )
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Wit e legieme w P
Przyktad: Reguta Zawodna

(0.1) vx (P(x) T Q(x)) 2=
(0.2) vx (R(x) T Q(x)) *"2
(0.3) =¥x (P(x) T R(x)) 1-Va
() ~(Pla) — R(e) 4"

(2) P(a) T Q(a)®

(3) R(a) — Q(a) *~

\
(4¢) P(a)

|
(44) ~R(a)
(51) ﬂP(‘a) (55) Q(a)
X4g.5;
(61) ﬁR(‘a) (65) O‘(a)
L &
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Wit e legieme w P
Przyktad: Reguta Zawodna

Tablica ma gatezie otwarte, a zatem rozwazana reguta jest zawodna. )

Na gateziach otwartych zakonczonych lis¢émi & oraz & wystepuja te same
formuty atomowe i negacje formut atomowych. Gatezie te wyznaczaja
zatem te samg3 interpretacje, w ktérej przestanki reguty s3 prawdziwe, a jej
whniosek fatszywy:
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Koniec

Koniec

Przedstawione wyze]j przyktady byty bardzo proste. W pliku tabkrp.pdf
podajemy kilkadziesiat nieco bardziej ztozonych przyktadéw. Nie
przytaczamy ich tutaj m.in. dlatego, ze odnosne tablice analityczne nie
mieszcza sie w catosci na pojedynczym slajdzie.

W nastepnej prezentacji dotyczacej TA w KRP omawiamy:

o prefiksowe postacie normalne formut i skolemizacje

@ wykorzystanie TA w dowodach niektérych twierdzen metalogicznych
dotyczacych KRP

o TA w KRP z identycznoscia

@ TA w KRP z symbolami funkcyjnymi.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (1) 111 / 111



	Wprowadzenie
	O drzewach --- przypomnienie
	Drzewa znakowane
	Drzewa syntaktyczne termów i formul

	Intuicje dotyczace metody TA
	Tablice analityczne dla KRP: definicje
	Tablice atomowe
	Tablice analityczne
	Tablice analityczne: praktyczne reguly
	Tablice analityczne ze zbioru zalozen
	Tablice sprzeczne
	Dowody tablicowe
	Konsekwencja tablicowa
	Zbiory tablicowo sprzeczne
	Zredukowane wystapienia formul
	Tablice zakonczone
	Tablice systematyczne

	TA dla KRP: notacja i proste przyklady
	TA dla KRP: notacja
	TA dla KRP: proste przyklady
	Troche heurystyki

	Niektóre wlasnosci TA
	Poprawnosc metody TA w KRP
	Modele Herbranda
	Zbiory Hintikki
	Trafnosc metody TA w KRP
	Pelnosc metody TA w KRP

	Zastosowania twierdzen o trafnosci i pelnosci TA w KRP
	Tautologie KRP
	Semantyczna niesprzecznosc w KRP
	Wynikanie logiczne w KRP

	Koniec

