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Wstep

Materiaty na dzisiejsze zajecia zostaty opracowane na podstawie pomocy
naukowych przygotowanych przez prof. Jerzego Pogonowskiego, ktére s3
udostepnione na stronie Zaktadu Logiki Stosowane;.
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Systemy dedukcyjne

System dedukcyjny to zbiér ztozony ze zdan przyjetych bez dowodu
zwanych aksjomatami oraz zdan przyjetych na podstawie dowoddéw, ktérych
przestankami s3 badz aksjomaty, badz ich konsekwencje.

W rzeczywistosci konstruujac rachunek zdan jako system dedukcyjny nie
trzeba odwotywa¢ sie do pojecia aksjomatéw, mozna oprze¢ sie tylko na
regutach dowodzenia méwimy wéwczas o systemach zatozeniowych
odréznianych od systeméw aksjomatycznych.

W systemach zatozeniowych dysponujemy ustalonym zbiorem regut
wnioskowania, zgodnie z ktérymi przeprowadza sie dowody zatozeniowe
wykazujac wynikanie jednych zdan z innych.
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Systemy dedukcyjne Reguty wnioskowania

Dedukcja naturalna KRZ

W systemach dedukcji naturalnej operuje sie dwoma rodzajami regut:

@ regutami wnioskowania

@ regutami konstrukcji dowodu

Proces wnioskowanie mozna traktowa¢ jako pewien dowéd, w trakcie
ktérego, stosujac reguty wnioskowania, od zatozen, a p6zniej od kolejno
otrzymywanych zdan (formut) dochodzi sie do nastepnych zdan (formut).

(Pojecie reguty wnioskowania poznalismy na ostatnich zajeciach.)
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Systemy dedukcyjne Dowody

Reguty konstrukcji dowodu

Metoda dedukcji naturalnej
dostarcza syntaktycznych
srodkéw weryfikacji twierdzen
logicznych oraz badania
wynikania i sprzecznosci.

Michat Lipnicki ()

Logika

— DOWODY, DoWoby |
KATPY MOTE POWEBTIEC,
28 JEST KRASNALEM

19 grudnia 2010

5 /34



Dowody
Konsekwencja zatozeniowa

Tezami KRZ nazywa sie te formuty, ktére na gruncie systemu KRZ
posiadaja dowdd. Jezeli formuta 3 jest teza KRZ, to symbolicznie
zapisujemy: - 3

Niech X = {a1,a2,...,a,} bedzie skonczonym zbiorem formut, a /3
formuta jezyka KRZ. Zachodzi X - 5 wtedy i tylko wtedy, gdy teza
systemu zatozeniowego jest formufta:

(a1—>(a2—>...(an—>ﬂ)...))

Zgodnie z powyzszym {1, aa,...,an} F 5 wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje dow6d zatozeniowy 8 w oparciu o zatozenia {«1, ag, ..., an,} oraz
przyjete reguty wnioskowania.
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Dowody
Dowody zatozeniowe wprost

Dany jest pewien zbiér formut KRZ {1, ap, ..., a,} zwanych zatozeniami
oraz formuta 3 zwana wnioskiem. Dowodem zatozeniowym wprost
whniosku 3 z zatozen {1, an, ..., an,} jest ciag formut logicznych
spetniajacy nastepujace warunki:
@ Pierwszymi formutami dowodu s3 jego zatozenia.
o Kazda nastepna formuta jest albo wczesniej udowodnionym
twierdzeniem, albo formuta otrzymang z poprzedzajacych ja formut
przy uzyciu dopuszczalnych regut wnioskowania.

@ Ostatnig formuta dowodu jest wniosek.

Michat Lipnicki () Logika 19 grudnia 2010 7/ 34



Dowody
Twierdzenie o dedukgji

Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja syntaktyczna):

Dla dowolnego zbioru formut oraz X oraz formut «, 5 zachodza implikacje:
o Jesli XU{a} kB, to XFa— g
@ Jesli X Fa — B, to XU{a}F g.
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Dowody
Dowody zatozeniowe wprost

Schemat dowodu zatozeniowego wprost dla n > 1:

1) ag {zat.}
2) az {zat.}

1) ap1 {zah}

{wtasciwe wiersze dowodu: twierdzenia uprzednio dowiedzione
oraz formuty otrzymywane z wczesniejszych przez stosowanie
regut dowodzenia}

m) 3 {koniec dowodu}
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Systemy dedukcyjne Reguty pierwotne

Reguty pierwotne

Systemy zatozeniowe tworzy sie przy pomocy dwéch typéw regut: regut
pierwotnych oraz regut wtérnych. Reguty pierwotne przyjmuje sie bez
dowodu, natomiast reguty wtérne wymagaja uzasadnienia.

Regutfa odrywania (RO) — Jesli do dowodu nalezy implikacja oraz jej
poprzednik, to do dowodu wolno dotaczyé nastepnik tej implikacji.

a—f
a

B
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Regufy pierwotne
Reguty pierwotne

Reguty dotaczania alternatywy (DA) — Jesli do dowodu nalezy jakas
formuta, to do dowodu wolno dotaczy¢ alternatywe, ktérej jednym z
cztonéw jest ta formuta.

o B

aVp aVp

Regufa dodawania poprzednikéw (DP) — Jesli do dowodu naleza dwie
implikacje o takim samym nastepniku, to do dowodu wolno dotaczy¢
implikacje o tymze nastepniku i o poprzedniku bedacym alternatywa.
poprzednikéw tych implikacji.

a— [
=B

(aVep)—p
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Regufy pierwotne
Reguty pierwotne

Regutfa dotaczania koniunkcji (DK) — Do dowodu wolno dotaczy¢
koniunkcje, o ile oba jej cztony naleza do dowodu.

(07

B

alp

Reguta opuszczania koniunkcji (OK) — Jesli do dowodu nalezy
koniunkcja, to wolno dotaczy¢ do dowodu kazdy z jej cztondw.

alf aAp

o B
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Regufy pierwotne
Reguty pierwotne

Regutfa dotaczania réwnowaznosci (DR) — Do dowodu wolno dotaczy¢
réwnowazno$¢, o ile nalezy do dowodu implikacja, ktérej poprzednikiem jest
pierwszy czton tej réownowaznosci, a nastepnikiem drugi jej czton, jak i
implikacja odwrotna.

a—f
08—«

a=p
Reguta opuszczania réwnowaznosci (OR) — Jesli do dowodu nalezy
réwnowazno$¢, to wolno dofaczyé¢ do dowodu zaréwno implikacje, ktérej
poprzednikiem jest pierwszy czton tej réwnowaznosci, a nastepnikiem drugi
jej czton, jak i implikacje odwrotna.

a=p a=p

a—f 08—«
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Regufy pierwotne
Reguty pierwotne

Reguta kontrapozycji (RK) — Jesli do dowodu nalezy implikacja, ktérej
poprzednikiem jest negacja jednej formuty, a nastepnikiem negacja drugiej
formuty, to do dowodu mozna dotaczy¢ implikacje, ktérej poprzednikiem
jest druga formuta, a nastepnikiem pierwsza formuta.

—|O(—)—|B

68—«

Prosze pokazaé, ze wszystkie powyzsze reguty pierwotne s3 niezawodne.
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Dowody zatozeniowe wprost — przyktady
Dowody zatozeniowe wprost — przykfady

Przesledzmy dowéd wprost prawa importacji:

(p—=(qg—=r)—=(pAg—r) ]

Musimy pokaza¢, ze z zatozen (p — (q — r)) oraz p A ¢ mozna otrzyma¢ r
uzywajac regut pierwotnych.

(1) p—(g—r) zah

(2) pAg zat.

3) p OK 2
(4) gq OK 2
(5) g—r RO 1,3
(6) r RO 4,5
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Dowody zatozeniowe wprost — przyktady
Dowody zatozeniowe wprost — przykfady

Dowdéd wprost prawa eksportacji:

(pAg—r)—=(p—(q—71)) )
(1) pAg—r zat
2 p zat.
3) ¢ zat.
(4) pAg DK 2,3
(5) r RO 1,4
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Dowody zatozeniowe wprost — przyktady
Dowody zatozeniowe wprost — przykfady

Tezy juz udowodnione mozna wykorzystywa¢ w dowodach dalszych tez. )

Dowdd prawa eksportacji i importacji:
(1) (p=(g—=r))—=(pAg—r) tud
2) (pAg—r)—=(p—(g—r)) tud
3) (p=(g—=r))=(pAg—r) DRI1,2

A zatem: F (p — (¢ — r)) = (p A g — r), czyli mozemy dotaczy¢ ja do
systemu jako teze.
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Dowody zatozeniowe wprost — przyktady
Dowody zatozeniowe wprost — przykfady

Prawo komutacji:

(a= (B ) = (8 (a =) J
(1) a—=(8—¢) zath
(2) g zat.
3) « zat.
(4) B—op RO1,3
(5) ¢ RO 2, 4
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Regufy wtorne
Reguty wtoérne

Jezeli w systemie zatozeniowym udowodnimy twierdzenie postaci o — 3, to

mozemy wprowadzi¢ do systemu regute wtérng postaci % Reguta taka
pozwala dofaczyé do konstruowanego dowodu wyrazenie o strukturze
nastepnika implikacji o ile w dowodzie znajduje sie wyrazenie o strukturze

jej poprzednika.

Na przyktad aby pokazaé¢, ze reguta sylogizmu hipotetycznego (RSyl)
postaci:

a—f
B =
a—>go

jest reguta wtérng wystarczy pokaza¢, ze z zatozen aw — [ oraz f — ¢
oraz o otrzymujemy .

Jako ¢wiczenie prosze przeprowadzi¢ dowéd reguty sylogizmu
hipotetycznego. J
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Reguty wtorne
Reguty wtoérne

Sprawdzamy regute sylogizmu Fregego (RSF) postaci:

a—(8—¢)

a—f

a—p
(1) a—=(8—y) zat
(2) a—=p zat.
3) «a {zat.}
(4) B—e RO 1,3
(5) B RO 2, 3
(6) ¢ RO 4,5
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Reguty wtorne
Reguty wtoérne

Sprawdzamy regute wewnetrznego poprzedzania (RWP) postaci:

a— (B — )
B
a—

(1) a=(B-—) zat.

(2 B zat.

3) (a—=(B—=¥)—(B—(a0— ) prawo komutacji
(4) B—(a—9) RO 3, 1

5) a—v RO 4, 2

Pokaz, ze jest teza systemu zatozeniowego:

((a = B) A (= 9)) = (a = (BA)). )
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Dany jest pewien zbiér formut KRZ {aq, ap, ..., a,} zwanych zatozeniami
oraz formuta 8 zwana wnioskiem. Dowodem zafozeniowym nie wprost
whniosku [ z zatozen {1, an,...,an,} jest ciag formut logicznych
spetniajacy nastepujace warunki:

o Pierwszymi formutami dowodu s3 jego zatozenia oraz zatozenie
dowodu nie wprost w postaci negacji wniosku.

e Kazda nastepna formuta jest albo wczesniej udowodnionym
twierdzeniem, albo formuta otrzymana z poprzedzajacych ja formut
przy uzyciu dopuszczalnych regut wnioskowania.

@ Ostatnig formuta dowodu jest jakas formuta sprzeczna z jedna z
formut ja poprzedzajacych.
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Twierdzenie o dedukcji nie wprost

Budowanie dowodéw nie wprost opiera sie na twierdzeniu o dedukcji nie
wprost (wersji syntaktycznej):

Dla dowolnego zbioru X formut oraz formuty o zachodza réwnowaznosci:
o X F —a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze
X U{a} {8, -8}
o X F « wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze
X U{-a} - {B,-p}.
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Dowdd nie wprost prawa podwdjnej negacji: ——a — a:

(1) ——a zat
(2) —a  zdn

W dalszych dowodach mozemy stosowa¢ regute opuszczania negacji (ON)
postaci:

-
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Dowéd nie wprost formuty: a@ — ——a:

1) « zat.
(2) ———a zdn
3) -« ON 2

W dalszych dowodach mozemy stosowac¢ regute dotaczania negacji (DN)
postaci:

-
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Sprawdzamy regute modus tollendo tolens (MT) postaci:

a— f
-B
nle?
(1) a—p zat
(2) -p zat.
(3) ——a  zd.n.
(4) « ON 3
(5) B RO 1,4
Pare formut sprzecznych otrzymujemy w wierszach 2 oraz 5. J
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost — ¢wiczenie

Pokaz, ze ponizsze formuty s3 tezami systemu zatozeniowego KRZ:
o (a) (a = (a = B)) = (a— B)

o (b)a—a

o (c) ~a— (a—p)

o (d) -—a— «

e (e) (a = 8) = (B — —a)
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Wyprowadzamy regute opuszczania alternatywy:

aVp
e

B

W dowodzie odwotujemy sie do tez z poprzedniego slajdu.
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Systemy dedukcyjne Dowody zatozeniowe nie wprost

Dowody zatozeniowe nie wprost

aVp

—p

—a A=

(maA—B) = —a

(A 5) > -5

a — =(—a A —f)

B = =(-aA—pB)

(7) = ((8)= ((aV B) = =(=a A =B)))
) (8) = ((aVB) = ~(-aA—pB))
) (aVp) = =(nan-p)
) (man=p)

NN AN N N N N S S S~
H = = O 00 ~NO 01 WwhN -
N R O — — — — — — — — —
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zat.
z.d.n.

DK 2,3
OK 4
OK 4

5 teza (e)
6 teza (e)
DP 7,8
RO 9, 7
RO 10, 8
RO 11,1
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Dodatkowe zatozenia dowodu
Dodatkowe zatozenia dowodu

Technika dowodowa opierajaca sie na dodatkowych zatozeniach dowodu
przebiega nastepujaco:
@ Czynimy w dowodzie dodatkowe zatozenie «

o Jezeli z zatozenia o (oraz wczesniejszych krokéw dowodu) mozemy
wyprowadzi¢ formute (3, to do dowodu mozna wtaczy¢ formute @ — 3

@ Z krokéw wyprowadzenia 5 z a nie wolno korzysta¢ poza tym
wyprowadzeniem.
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Dodatkowe zatozenia dowodu
Dodatkowe zatozenia dowodu

Badamy formute: ((aV B) = (x Ap)) = ((a = x) A (B — ¥)) ]
(1) (avp)—=(xAyp) zat
(1.1) « zat. dodatkowe
(1.2) aVvp DA 1.1
(1.3) xAg RO 1, 1.2
(1.4) ¥ OK 1.3
(2) a—x 11=14
(2.1) g zat. dodatkowe
(22) aVg DA 2.1
(23) xAg RO 1,22
(2.4) OK 2.3
3) pB—=ve 21 =24
(4) (a—=>x)A(B—¢) DK23
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Dodatkowe zatozenia dowodu
Dodatkowe zatozenia dowodu

Badamy formute: —=(a V ) — —a A =3 ]

(1)  —(aVvp) zat.
(11) « zat. dodatkowe
(12) aVp DA 1.1
(2) a—=(avp) 11=12
(3) o MT 2,1
(31) 5 zat. dodatkowe
(32) aVvp DA 3.1
(4 p—=(avp) 31=22
(5) -8 MT 4,1
(6) —~an-pB DK 3,5
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Systemy dedukcyjne Cwiczenia

Cwiczenia
Pokaz, ze ponizsze reguty sa wyprowadzalne w systemie zatozeniowym
KRZ. J
Reguta Dunsa Reguta negowania
Scotusa: alternatywy
Y — —|B
3 « —(aVpB)
e —_—
g
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Cwiczenia
Cwiczenia

Prosze sprawdzi¢ uzywajac metody zatozeniowej, czy ponizsze
wnioskowania sg dedukcyjne.

@ Jan miat zamiar swoim wystgpieniem obrazi¢ Piotra lub tez nie zdawat
sobie sprawy z konsekwencji swoich stow — a moze jedno i drugie.
Jednak zaréwno wtedy, gdyby chodzito o zwykts lekkomysinosé, jak i
wtedy, gdyby szfo o celowe dziatanie, Jan powinien przeprosi¢ Piotra.
Zatem Jan powinien przeprosi¢ Piotra.

o JezZeli wiesz, ze umartes, to umartes. Jezeli wiesz, ze umartes, to nie
umartes. Zatem nie wiesz, Ze umarfes.

o Jesli jest tak, ze jezeli Jan jest jednoczesnie empirysta i racjonalista, to
posiada sprzeczny system wartosci, wéwczas gdyby Jan byt empirysta
0 niesprzecznym systemie wartosci, nie mégtby by¢ racjonalista.
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