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II1. 9. Zadania do rozdzialu 111

Opracowano ponad dwiescie zadaf (z rozwiazaniami) do problematyki oméwionej w rozdziale III. Ponizej zamieszczamy
okoto dwoch tuzinéw przykladowych zadan. W wersji skryptu przeznaczonej do ew. druku zadania do wszystkich rozdziatéw
(I-V) zostang umieszczone w rozdziale VI.

Uwaga. Niektore z zamieszczonych nizej drzew sa dos¢ skomplikowane i ledwo mieszcza si¢ na kartce. Z tego wzgledu formuty
w nich wystgpujace nie zawsze sa ,,estetycznie” podpisane pod krawedziami drzew.

I11.9.2. Tautologie KRP

9.2.1. Pokaz, ze sa tautologiami KRP:
o ()Vzx AVVx B —Vz (AV B)
e )V (A=B) -V (A— B)AVx (B — A).

9.2.1. Czy s tautologiami, czy kontrtautologiami KRP?
e (a)Vz (Fy P(x,y) — Vz P(x,2)) — VyVz (P(y, z) — P(2,y))
o (b)Va(P(z) — Q(z)) — Va(Fy(P(y) A R(z,y)) — Iy(Qy) A R(z,y)))
o () Jx(IyP(z,y) — Q(x)) = JoIy(P(z,y) — Q).

I11.9.3. Semantyczna niesprzeczno$s¢ w KRP

9.3.1. Czy jest zbiorem semantycznie sprzecznym?
o () {P(a), ~Q(a),Vz(P(z) — (R(z) v S(2))), ~S(a), Ya((R(z) A T(2)) — Q(z)), ~3x(R(x) A ~T(z))}
o (b) {Fz(3yP(y) = FyQ(,y)),Vz(Q(a, z) = P(z))}
o () {F2Ty(R(z,y) A ~S(2,y)), Ya(P(z) — VyR(z,y)), JvP(z)}
o (d) {Vz(P(z) — Q(z)), YaIy(R(y) A S(y, x)), Ya((R(z) A Q(z)) — T(x)),YVaVy((T(y) A S(y,x)) — T(x)),
VaVy((=P(y) — =S(z,y)) — T(2))}

I11.9.4. Wynikanie logiczne w KRP

9.4.2. Czy jest niezawodna reguta wnioskowania:

z ((P(x) vV Qx)) — (R(z) A S(2)))
((B(z) v 5(x)) — (P(z) A Q(x)))
Vo (P(z) < R(z))

Oprécz rozwiazania metoda drzew semantycznych, sprébuj rozwazy¢, co z powyzszej reguty da si¢ wywnioskowac o stosun-
kach migdzy zakresami nazw ogélnych (czyli predykatéw jednoargumentowych).

9.4.2. Ktére z podanych regut wnioskowania sa niezawodne? W przypadkach regut zawodnych podaj co najmniej jedna inter-
pretacje, w ktdrej przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy.
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e (a)

e (b)

* (o)

e (d)

e (e)

o (f)

° (9)

o (h)

3y ((P(x) A P(y)) A #y) A(Q(x) AQ(y)))
vx(?( () 7 ﬁ]f())))

Fz((P(x) A R(x)) ANVy(y # = — (P(y) — —R(y))))

Vw(P( ) — (fﬂ))

Ve ((P(z) A =Q(x)) — Jy(R(z,y) A S(y)))
o ((T(x) A P(x)) AVy(R(z,y) — T(y)))
Va(T'(z) — ﬁQ(Jﬁ))

Jz(T(z) A S(x))

Vady(P(z,y) — P(z,x))
Va(Q(z) — (32(P(x, 2) — FyP(y, x))))
Vae-P(z,x)

Ve(Q(x) — —3zP(x, 2))

VadyP(z,y)
Vz(3yP(z,y) — P(x,2))
Ve Pz, z)
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I11.9.5. KRP z identyczno$cia

9.5.1. Czy sa tautologiami KRP z identycznoscia?
e (a) P(a) =Vz(r =a — P(x)).

o (b) Iz (((P(z) A Q(x)) AVY(P(y) AQ(y)) — = =y) — VaP(x)).

9.5.2. Ustal, czy podane reguty wnioskowania sa niezawodne. W przypadkach regut zawodnych podaj co najmniej jedng inter-
pretacje, w ktorej przestanki sa prawdziwe, a wniosek fatszywy.

e (a)
P(a)
Javy(z = y)
Sy (P(y) == = 3)
e (b)
Va(z = a — P(x))
a#b
-P(b)

I11.9.6. KRP z symbolami funkcyjnymi

9.6.1. Udowodnij, ze sa twierdzeniami Arytmetyki Robinsona:

e @ ®(0,0(0)) =a(0O)
e ®)®(0,0(0)) =a(O)

I11.9.7. Unifikacja

9.7.1. Czy zbiér {Q(f(a), g(x)), Q(y,y)} jest uzgadnialny?
9.7.2. Znajdz mgu dla S = {P(a,z, f(g(x))), P(z, f(2), f(u))}.

I11.9.8. Rezolucja

9.8.1. Pokaz, ze klauzula reprezentujaca formute 3z (S(x) A R(x)) jest rezolucyjnie wyprowadzalna z klauzul reprezentujacych
formuty:

o Vz (P(x) — (Q(z) A R(x)))
e Jz (P(z) A S(x)).

9.8.2. Uzywajac metody rezolucji, pokaz, ze formuta 3z (P(z) A R(z)) wynika logicznie z formut:

o Vz((Q(z) A =T(x)) — Iy (S(x,y) A R(y)))
o 3z (P(x) AQ(z) AWy (S(z,y) — P(y)))
o V1 (P(x) — —|T(a:)).

152



Odpowiedzi
I11.9.2. Tautologie KRP

9.2.1.
() Vo AVVz B — Va (AV B).

1.7

-(Vzx AVVxe B —Vz (AV B))

| .
(1) Vo AvVz B*

(1) —Va (A v‘ B)2Ya
(2) (~(4A ‘v B))(a/x)*
(39) (ﬂf‘l)(a/x)
(34) (ﬁf‘ﬁ(a/w)

(4)) Yz A>"e  (4,) Vo B&'@
\ \
(5) A‘(a/x) (6) B‘(a/x)

X34,5 X34,6

(b)Vz (A=B) - Vz (A — B)AVz (B — A).

1.7~

-(Vz (A= B) - Vz (A — B) AVz (B — A))
(1g) Vo (A ‘E B) 5.%a 5.%b

|
(1d) _'(V(E (A — B) AV (B N A)) 2.7N

T

(2/) —Va (A— B)3Ye (2,) —Va (B — A) TV
(3) (~(A— B))(a/x)* (7) (=(B — A)(b/z) %
(49) A(a/z) (85) B(b/x)

(4a) (—B)(a/x) (82) (—A)(b/x)

(5) (A= B)(a/z) %" (9) (A= B)(b/z) """

(619) 1‘4(60/:6) (6p9) (ﬁ‘A)(a/w‘) (1019) ‘A(b/x) (1059) (TA)(b/x)
(61a) J‘B(G/m) (6pa) (ﬁ‘B)(a/x) (1014) ‘B(b/z) (10pa) (TB)(b/x)

X 44,614 X44,6p4 X 84,1014 X 84,1054
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9.2.2.
(@) Vo (IyP(z,y) — VzP(x, 2)) — VyVz(P(y, 2) = P(z,9))
WprowadZmy oznaczenia:

e Adlaformuty Vz (3y P(x,y) — Vz P(x, 2))
e Bdlaformuly VyVz (P(y, z) — P(z,9)).

Badana réwnowaznos$¢ jest semantycznie réwnowazna koniunkcji (A — B) A (B — A). Poniewaz drzewo semantyczne
zanegowanej powyzszej rownowaznosci jest dos¢ ztozone (jak na mozliwosci tej kartki), wigc zbadamy nieco prostsze drzewa.
Formuta (A — B) A (B — A) jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy drzewo semantyczne jej negacji ma wszystkie galezie
zamkniete. To z kolei zachodzi, gdy zar6wno drzewo semantyczne formuty =(A — B), jak i drzewo semantyczne formuty
—(B — A) jest zamknigte. Jesli cho¢ jedno z tych drzew ma co najmniej jedna gataZ otwarta, to badana réwnowaznos$¢ nie jest
tautologia. Jeszcze inaczej, odwotujac si¢ bezposrednio do reguty R(— =): badana réwnowazno$¢ A = B jest tautologia wtedy
i tylko wtedy, gdy drzewa semantyczne formut A A =B oraz B A —A sa oba zamknigte.

4.1.1.Badamy, czy formuta A = B jest tautologia.

Drzewo semantyczne formuty =(A — B):

~(Ve(3y Px,y) — Vz P(z,2)) = VyVz (P(y,2) = P(z,9)) "
(1) Yz(3y P(z,y) —‘> Vz P(x,z)) 45"
(1a) ~(¥y¥z (P(y,2) . P(z,y))) 2
(2) —Vz (P(a,z) — P(z,a)) 3
(3) ~(P(a,b) T P(b,a)) *
(4) 3y P(a,y) — Yz P(a,z) ™~
(5) 3y P(b,y) ‘—> Vz P(b,z)
(64) P(‘a, b)

|
(64) —~P(b,a)

() ~3y Pla,y) * (7,) ¥z Pa2)
) ~Pla)
o (9) 3y P(by) 1071270 (9,) vz Pb2) e
(10) ~Pl,0 (1) Piha)
12) (bt oo
.

To drzewo semantyczne ma gataZ otwarta. Implikacja A — B nie jest wigc tautologia. Réwnoznacznie: formuta A A =B
nie jest tautologia.

Drzewo semantyczne formuty (B — A):
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-

~(VyVz (P(y, z) — P(z,y)) — vT(ay P(z,y) — ¥z Pz, 2))) -
(14) Vyvz (P(y,2) —>‘ P(z,y) % a™ b ¢
(1a) ~Va(3y P(z,y) — Vz P(x,z)) >V
(2) ~(3y P(a,y) —Vz P(a,2)) >~
(3,) Jy Pla,y) *"
(34) —Vz }‘D(a, z) 5Ve
(4) P(a,b)
(5) —P(a,c)
(6) Vz (P(a,2) — P(z,a)) %"t 107
(7) Vz (P(b, ) H‘p(z,b)) 11.%a 12.%¢
(8) Vz (P(c, z) _>‘p(z7 ¢)) 1370 147
(9) P(a,b) —‘> P(b,a) 5
(10) P(a,c) T P(c,a) '®~
(11) P(b,a) — P(a,b) '°
(12) P(b,c) ‘_> P(e,b) 17

| -
(13) P(c, a) — P(a,c) 1.

P(e,b) — P(b,c)
(15;) ﬂP (a,b) (15,) P

><4 15[ /\

(161) —‘P b a ( )
><15,, 16,
(171) =P(c,a) 17) P(a,c)
|
X5,17p

(18;) =P(a,c) (18,) P

><17l 18,
(19;) =P(b,¢) (19,) P

(20,) ﬂmpw, ¢ (20) ﬂmpw, )
| | | |
'y

& X19;,20, X19,,20;

Uwaga. Nie wykonano wszystkich mozliwych krokéw. Zauwazmy, ze implikacje: P(a,a) — P(a,a), P(b,b) — P(b,b) oraz
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P(e,¢) — P(c, c) nie moga postuzy¢ do zamknigcia drzewa.

To drzewo semantyczne ma gataZ otwarta. Formuta B — A nie jest wigc tautologia. Rownoznacznie: formuta B A —A nie
jest tautologia.
W konsekwencji, rtownowazno$¢ A = B nie jest tautologia.

4.1.2. Badamy, czy formuta A = B jest kontrtautologia.

Drzewo semantyczne formuty A — B:

Va(3y P(z,y) — Vz P(x,2)) = Vy¥z (P(y,z) — P(z,y)) '

(L)) ~Va(3y P(z,y) - Vz P(z,2)) >Ve (1) Vy¥z (P(y,2) n P(z,y)) e
(2) ~(3y P(a,y) N Vz P(a,z)) %~ (7) Vz (P(c,2) N P(z,¢) 8"
(3¢) 3y Pla,y) * (8) Plc,c) — P(c,c)*

|

(34) Vz P(T,z) 57a 6.7b ) =Ple,c)  (9,) Ple,c)

| \
(4) P(C‘Lab) o V)
(5) P(a,a)

|
(6) P(a,b)

|
)

[Tutaj c jest dowolng stalg z rozwazanego jezyka KRP.]

—

Drzewo semantyczne formuty B — A::

VyVz (P(y, z) — P(z,y)) — V2(3y P(x,y) — Vz P(x,2)) &

(1) ~Vy¥z (P(y,2) i P(z,y)) 27 (1,) Va(3y P(z,y) - Vz P(z,z)) 5V
(2) —Vz (P(a,2) — P(z,a)) 3" (5) 3y P(e,y) — Vz P(c,z) &
\
(3) ~(P(a,z) TP(Z#I)) +
6,) -3y P(c,y) "¢ 6,) Vz P(c, 2 8.%e
o D | l)m y P(< y; | )<8> PE >)
(4d) —|P(‘b,a) ‘ ’ ‘ ’

v
. ¢

-

[Tutaj ¢ jest dowolng stata z rozwazanego jezyka KRP.]

Poniewaz zaréwno drzewo semantyczne A — B, jak i drzewo semantyczne B — A maja (akurat wszystkie) galezie otwarte,
wigc kazda z tych implikacji jest prawdziwa w co najmniej jednej interpretacji. W konsekwencji, zadna z tych implikacji nie jest
kontrtautologia.

Odpowiedz. Badana formuta A = B nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia. Jesli chodzi o badane implikacje, to:

e Implikacja A — B nie jest tautologia.
e Implikacja B — A nie jest tautologia.

e Zadna z tych implikacji nie jest kontrtautologia.
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(b) Vo (P(z) — Q(z)) — Va(Jy (P(y) A R(z,y)) — Fy (Qy) A R(x,y))).

Badamy, czy formuta jest tautologia:

-

~(Va (P(x) — Q(z)) — Yz (3y (P(y) ) R(z,y)) — 3y (Qy) A R(x,y))))
(14) ¥z (P(x) n Q(x)) ¥7a 6t
(1a) ~V=(3y (P(y) A R(z,y)) i By (Qy) A R(z,y)) 27
(2) =(3y (P(y) A R(a,y)) T Fy (Q(y) A R(a,y))) *
(3) Pla) N Qa) 1
(49) Fy (P(y) A R(a,y)) >
(40) ~Ty (Q(y) ‘AR(a,y)) T 87

——

(10,) Q(a)
(104) ]‘%(a, a)
11,) Qo)
(114) ]‘%(a, b)
(12) ~P0) 12,) Q)
13) ~Fl)  (13,) Q@
. s

Drzewo ma galezie otwarte. Badana formula nie jest tautologia. Oto interpretacje, w ktérych jest ona fatszywa:

A P|lQ Ra |a| b
a + a |+
b | + | + b 71 7?
& | Pl Q Rg | a | b
a | ? |+ a +
b | + | + b 71 7?

4.3.2. Badamy, czy formutla jest kontrtautologia:
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Vz (P(z) — Q(z)) — Vz(3y (P(y) A R(z,y)) — y (Q(y) A R(x,y)))

(1) ~Va (P(z) — Q(z)) > (1,) Va(Jy (P(y) A R(=, y))\ — 3y (Qy) A R(z,y)) ™
| .
(2) ~(P(a) - Q(a) * (4) 3y (P(y) A R(b, 1)) — 3y (Qy) A R(b,y)) ®
|
&) ro
) ) 50 =30 (P) A RO (52) 3y (@) A Blb.y))
. |
4 (6) ~(P(b) A R(,H) ™ 8) Q) A R(b.c)
|
9,) Q0
() Py (1) ~Rbb) |
‘ ‘ (gd) R(ba C)
v o |
&

Drzewo ma galezie otwarte. Stata b jest tu dowolng stata rozwazanego jezyka KRP. Badana formuta nie jest kontrtautologia.
Oto interpretacje, w ktérych jest ona fatszywa:

o
~

Odpowiedz. Badana formuta nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia KRP. Zwréémy uwage, ze znaleziono skoriczone
interpretacje, w ktérych jest ona prawdziwa oraz skoriczone interpretacje, w ktorych jest ona fatszywa.

(© 323y P(z,y) — Q(z)) = 33y (P(z,y) — Q(x)).

Badamy, czy formuta jest tautologia:
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=323y P(z,y) — Q(2)) = JaJy (P(z,y) — Q(x))) "

(Liy) 33y P(a,y) — Q(2)) 27 (1pg) 7323y Pla,y) — ?<x>>
|
(Lg) =323y (P(z,y) — Q(z)) > (1pa) 323y (P(z,y) — Q(z)) *7

|
(2) 3y P(a,y) — Q(a) & (8) 3y (P(b,y) — Qb)) *¥°

\
| \ |
(3) =3y (P(a, y‘) — Q(a)) +" (9) P(b,c) — Q(b) 20~

—

o |
(4) =(P(a,a) f Q(a)) > (10) =(3y P(b,y) — Q(b)) 12~
|
(54) P(Taa) (11) =3y P(c,y) — Q(e)) ¥~
|
(5d> —|Q(a) (12g) Jy P(b,y) 14.Vd

|
T (124) ~Q(b)

(6;) =3y P(a,y) ™"*  (6,) Q(a) |

(7) ﬂP(‘a,a) ><5L,6p (134) Jy P‘(c, y) 15.Ve
o (13 ~Q(c)
(14) P(b,d)
|
(15) P(c,e)

(16) =(3y P(d,y) — Q(d)) &~
(17) ~(Iy P(e,y‘> —Qe) 7
(184) 3y P(d,y) 2"

(15, -0
(19,) Jy P‘<e, y) 220

|
(194) =Q(e)

(20,) ﬁ‘P(by ) (20,) Q‘(b)
(21) P(d, f) X124,20,

|
(22) P(Tg)

Drzewo ma nieskoriczong galaZ otwartg. Badana formuta nie jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze krok 20 mozna byto wykonaé
wczesniej, juz po kroku 12 (ze wzgleddw typograficznych postapiliSmy inaczej). Interpretacja nieskoficzona, w ktérej badana
formuta jest fatszywa, ma postaé nastgpujaca:

c — e — g —

Strzatka wskazuje migdzy ktérymi elementami zachodzi denotacja predykatu P. Ponadto, nie zachodzi P(b, ).
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Badamy, czy formuta jest kontrtautologia:

3z (Jy P(z,y) — Q) = 2Ty (P(z,y) — Q(x)) -

(1ig) 323y P(a:,‘y) — Q(x)) 27
(1;q) 323y (P(z,y) — Q(z)) 3.V

\
(2) 3y P(a, y\) — Q(a) >
(3) 3y (P(b,y) — Q(b))

| -
(4) P(b,c) — Q(b) *

—

(51) —Jy P(a,‘y) 6.%a 7.*b 8.%¢c (5p) Q(a)
(0) ~Plaa) 0 ~Fbe) - @) Q)
(7) ﬂli(a, b) o &
(8) ~P(a,c)
(9) _'-‘P(bv ) (%) ‘Q(b)
'y v

Drzewo ma galgzie otwarte: cztery skoficzone oraz jedna nieskoriczona. Stala a; jest tu dowolna stata z rozwazanego jezyka
KRP. Badana formuta nie jest kontrtautologia KRP.

Oto interpretacje, w ktérych badana formuta jest prawdziwa:

160

(1,4) =32(Jy P(z,y) — Q(x)) 1071 16.7a>
(1pa) =323y (P(x,y)‘—> Q(x)) 117ar 177 az
(10) ~(Fy P(al,y‘) —Qay)) W
(11) =3y (P(a1,y) _‘> Q(ay)) 12" m 20" a
(12) ﬂ(P(al,al)‘ — Q(ay)) *

(134) P(a‘l,al)
(134) ﬂQ‘(al)
(14,) Ty P(‘al, ) 15z
(144) _‘Q‘(al)
(15) P(Ch‘,ag)

(16) ~(3y P(az,y‘) — Q(ag)) 2+
(17) =3y (P(as,y) — Q(ag)) 18 a1 19 7az
(18) ~(P(az,a1) — Q(az)) 2~
(19) ~(P(as, az)‘ L Qlan) 2
(20) ~(P(a1, aQ)‘ L Qlay)) B

(21,) P(a‘g,al)
(21q) %2‘((12)
(224) P(a‘g, as)
(224) ﬂQ‘(aa)
(23,) P(a‘l, as)
(234) ﬁQ‘(al)
(244) Ely‘P(CLQ, y)
(244) ~Q(az)
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01 Q ¢ | Q & | Q

a | ? a | + a | +

b | + b | + b | +

c ? c ? c ?

Nadto, mamy Qe =7.

Palal|b]ec Pola|b]|c Py lal|b|c
a - | = a o a 217?21 ?
b 20?7 = b U Y 21?7 —
c 2017107 c 20717 21?2 ?

Nadto, mamy Py, =7.

W interpretacji wyznaczonej przez gataz nieskoriczong denotacja predykatu () jest zbiorem pustym, a denotacja predykatu P
jest réwna zbiorowi {ay, as, as, ...} x {a1,as,as,...}. Czy potrafisz to uzasadni¢?

Odpowiedz. Badana formuta nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia KRP.

I11.9.3. Semantyczna niesprzeczno$s¢ w KRP

@ {P(a), ~Q(a),Vz(P(z) — (R(x) V 5(x))), ~5(a), Ve ((R(z) A T(2)) — Q(z)), ~3x(R(z) A =T (x))}.

(0.1) P(a)
(0.2) ﬂé(a)
(0.3) Va(P(z) — (R(z) v S(x))) 1@
(0.4) —S(a)
(0.5) Va((R(x) ‘A T(x)) — Q(x)) >
(0.6) =3z(R(x) A —T(z)) 3@
(1) (P(a) — (R‘(a) v S(a))) *
(2) (R(a) AT(a)) — Q(a)) >
(3) ﬁ(R(a)‘AﬁT(a))

—

(4) “P(a) (4) R(a)V S(@)*
o /\
(51) ~(R(a) A ~T(a)) ™" (5,) Qla)
P
(61) R(a) (6,)" (@)
T ‘ono,
(7)) “R(a) (7,) ~T(@)



Drzewo zamknigte. Semantycznie sprzeczny zbidr formut.

(b) {3z(3yP(y) = Q(z,y)),Vz(Q(a, z) = P(x))}.

Drzewo otrzymane w tym przypadku jest dos¢ skomplikowane (jak na mozliwosci druku na tej kartce). Zostanie przedsta-
wione w kilku cze$ciach. Nadto, wskazemy na pewne klopoty, dotyczace uzywanej przez nas notacji.

2 3y Ply) = Iy Q(a,y)) -0
Vw(QULx);f%x»2faawefcufd
(1) 3y P(y) E‘ Iy Qb,y) *
(2) Qa,a) ‘E P(a)
(&Q@@LMm

(4ig) 3y P(y) >° (4pg) ~Ty P(y) 127 1870 1074
(41a) 3y Q(b7‘y) T st ote (4pa) Ty Q‘(l% y) 104
(5) p‘(@ (6) Q(a, ) . P(c)
(6) Q(a, ) _ P(e) 5~ (10) Q‘(b, d)
(7) ~Q(b,a) (11) Q(a, d) = P(d)
(8) ~Q(b,b) (12) ~P(a)
(9) ﬁéz(b, ) (13) JD(b)
(11) Q(a, d) L P(d) (14) ~P(d)
o

(1519) ‘Q(a,c) (1554) TQ(CL,C)
(151a) =P(c)  (15pa) P(c)

\ |
x5, 1514 &

W miejsce liscia & nalezy teraz wklei¢ drzewo powstajace przez trzykrotne zastosowanie reguty R(=) do formut:

e (2) Q(a,a) = P(a) '6~
e (3)Q(a,b) = P(b) '~
e (11) Q(a,d) = P(d) '8~

Juz uwazne spojrzenie na powyzsze formuty pozwala stwierdzié, ze wszystkie gatgzie tego drzewa beda otwarte. Dla niedo-
wiarkéw (niedowidzow?) narysujemy stosowne drzewo. Bedzie ono sklejeniem drzewa:
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(16lg) Q(a7 a)

(1614) ~P(a)

(1719) ‘Q(a, b) (1759) TQ(% b)

(1714) =P(b) (17,q4) P(b)
(18;9) Q(a,d)  (18p4) ~Q(a,d) (18;,) Q(a,d) (18,) TQ(md)
-P(d) (18pd)‘ P(d)

| |
(1814) FP(d) (18pd)‘ P(d) (18M)‘

o1 02 o3 O4

oraz drzewa:

(1659) TQ(a,a)
(16,a) P(a)

(1719) Q(a,b) (175g) TQ(% b)

(1714) = P(b) (17,a) P(b)

(1815) Q(a,d)  (18y9) ~Q(a,d) (18;5) Q(a,d) (18,4) ~Q(a,d)

| | | |
(1814) ~P(d) (18,,d)‘ P(d)  (18,q) =P(d) (18pd)‘ P(d)

O5 O6 o7 o8

oSmiu liSciach).
Natomiast w miejsce liScia # nalezy wkleié¢ drzewo powstajace przez czterokrotne zastosowanie reguty R(=) do formut:

W tym przypadku niektére z gatezi zostang zamknigte, ale pozostang dwie gatezie otwarte:
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(1615) Q(a, a) (1659) ~Q(a; a)
(1614) LP(a) (16pd)‘ P(a)
><12,‘16pd
(1714) Q(a, b) (17p9) ~Q(a, b)
(17ld)‘ﬁP(b) (17pd)‘ P(b)
><13,‘17pd
(19y9) Q(a, d) (19p9) =Q(a, d)
(19a) LP(d) (19,,d)‘ P(d)
><14,‘19pd

(2044) ‘Q(a, c)  (204) TQ(%C)
(2054) ‘—\P(c) (20pd)‘ P(c)

Q9 ©10

Cale drzewo ma galezie otwarte, a wigc rozwazany zbidr formut jest semantycznie niesprzeczny. Oto interpretacje, w ktérych
obie formuty z tego zbioru sa prawdziwe:

op | P Qlal|b|c|d
a | — a |+ |+ |- |+
b | — b | — | —1—-1?
c | + c | 21?71 ?7]7?
d | — d ? ?
oy | P Qla|b|c|d
a | — a |+ |+ |- -
b | — b | —]1—=1—=127
c | + c | 2717177
d | + d 20?7 ?
o3 | P Qla|b|c|d
a | — a |+ |—|— |+
b | + b | — | —|—1?
c | + c | 21?71 ?]7?
d | — d ? ?
o4 | P Qla|b|c|d
a | — a |+ | —|—-1-
b | + b | —1—=1-=127
c | + c | ? 7| ?
d | + d | ? ?
o5 | P Qla|b|c|d
a | + a | — |+ |- |+
b b | —|—|—-17?
c | + c | T ?21?2]?
d | — d|?|? ?

164



og | P Qla|b|c|d
a | + al| —|+|— |-
b | — L e I I
c | + c | 21?21?2127
d | + d ? ?
o7 | P Qla|b|c|d
a | + a | —|—-]—-1]+
b | + b | —|—1]—-17?
c | + c | 7271?2177
d d| ?1]? ?
og | P Qla|b|c|d
a | + al| —|—|—|-—
b | + b | —1—=1—-1272
c | + c | ?1|7? ?
d | + dl?2]?2?7]|?
og | P Qlal|blc|d
a | — a |+ |+ |+ ]+
b | — b | ?21?2]?]+
c | — c | 21?2717
d | — d|?2|1?21?2|?
o190 | P Qla|b| c|d
a | — a |+ |+ ]| — |+
b | — b | 21?2?74+
c + c | 2|27 |?
d | — dl?2?2]?]?

Powyzszy przyklad wymaga jeszcze komentarza dotyczacego numeracji formut w budowanym drzewie. Zauwazmy, Ze:

e Zgodnie z przyjetymi zasadami, kazdy krok wykonany na jakiej$ formule daje w wyniku pewna formute kazdej otwartej
w danym momencie gat¢zi drzewa. Tak wigc, rezultaty krokéw: 2.*a, 3.*D, 6.*c oraz 11.*d pojawity si¢ w kazdej otwartej
galezi pierwszego z powyzszych drzew. Zwréémy uwage, ze zarowno krok 6.*c, jak i krok 11.*d daty w wyniku formuty
na roznych gateziach.

e Podobnie byto z krokami: 16.= oraz 17.=. Ich rezultaty widoczne sa na trzech pozostatych drzewach.
e Krok 18.= otrzymuje inny numer niz krok 19.=, poniewaz kazdy z nich jest wykonywany na innej gatezi drzewa. Nie jest

przy tym istotne, ze kroki te wykonywane sa na ,.takiej samej” formule.

Tak wigc, uzywana przez nas notacja nie prowadzi (jak dotad) do bledéw logicznych. Stwarza jednak czasami pewne utrud-
nienia.

(© {3z3y(R(z,y) A =~S(z,y)), Vo (P(x) — VyR(z,y)), JxP(x)}.

165



323y (R(z,y) A=S(z,y)) 7
‘ * * *
Vo (P(LC) N Vy R($7y)) 4.%a 5.7b 6.7¢c
|
A Pz) 1Yo

(1) P(a)
(2) Jy (R(b,y) A‘ ~S(b,y)) 4V°
(3) R(b,c) /‘\ =5(b,c) ™"
(4) P(a) ‘—> Yy R(a,y) &
(5) P(b) . Yy R(b,y) 12
(6) P(c) —‘> Yy R(c,y) 16~
(7g) R‘(b, c)

|
(7a) —S5(b,c)

—

(8:) ﬁ‘P(a) (8,) Vy R(a, y‘) 9.%a 10 11 ¢
X18 (9) R(a,a)
(10) R‘(a,b)
(11) R‘(a,c)
(12) =P(b) (12,) Vy R(b,y) 13- 7@ 1470 15.%¢

-L (13) R‘(b7 a)

(14) R‘(b, b)

(15) R‘(b, c)

(16:) =P(B)  (16,) Yy R(b,y) 177 1870 197
4‘~ (17) R‘(c, a)
(18) R‘(c,b)
(19) R‘(c, c)
0

Drzewo ma gatezie otwarte, a wigc rozpatrywany zbidr formut jest semantycznie niesprzeczny. Oto interpretacje, w ktérych
wszystkie te formuly sg prawdziwe:

& | P Rg |a|b|c Salal|b| c
a | + a + |+ |+ a 21?7 ?
b | — b 212 | + b 719

cl? c [2]?]? c [7][7]>
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& | P Ra|la|b]|ec Sala|b| c
a | + a + |+ | + a 217?71 ?
b |2 212 + 27192 =
c | — 20?21 7? 21?7 ?
Q1P Ry |a|b]|c Solal|b| c
a | + a + |+ | + a 2017?21 ?
b | ? b + |+ | + 21?7 —
c | ? c + |+ | + 21?7 ?

(d) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy wszystkie formuty:

vz (P(x) N Q(z)) +a 50
a3y (R(y) A S(y,a)) &7 7"
¥z (R(z) A Q(x)) — T(x)) 5@ &0
vavy (T(y) A S(y, z)) T T(x)) 10-7a 1170
~(vavy ((~P(y) N ~S(x,y)) = T(x)))
(1) =y (~P(y) i ~S(a,y)) = T(a)) >
(2) ~((~P(b) — ~S(a,b)) = T(a)) >

|
(3g) ~P(b) — =S5(a,b)

Va

(34) —T(a)
(4) P(a) ‘—> Q(a)
(5) P(b) ‘—> Q(b)
(6) 3y (R(y) /‘\ S(y,a))
(7) 3y (R(y) /‘\ S(y,b))
(8) (R(a) ‘A Q(a)) — T(a)
(9) (R(b) AQ(b)) — T(b)
(10) Vy ((T(a) /‘\ S(y,a)) — T(a)) 127a 13"
(11) Yy ((T'(y) A S(y,b)) — T(b)) 14"a 1570
(12) (T(a) ‘A S(a,a)) — T(a)
(13) (T(a) ‘A S(b,a)) — T(a)
(14) (T'(y) ‘A S(a,b)) — T(b)
(15) (T(y) A S(b,b)) — T(b)

WykonaliSmy wszystkie kroki dotyczace formut skwantyfikowanych oraz statych a i b. Jest widoczne, ze druga formuta
zmusza do wprowadzania coraz to nowych statych indywiduowych (tak, jak ma to miejsce w formutach (6) oraz (7) powyzej).
W konsekwencji, drzewo jest nieskoficzone. Zbidr jest semantycznie niesprzeczny. Informacje dotyczace interpretacji, w ktorej
wszystkie rozwazane formuly sg prawdziwe, znajduja si¢ na nieskoficzonej gatezi drzewa.
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I11.9.4. Wynikanie logiczne w KRP

9.4.1.
Jest to przyktad sytuacji, gdy pewne formuly rozktadane sa za pomoca przyjetych regut w kilku galeziach budowanego
drzewa. Spdjrzmy na rozwazang, sama w sobie interesujaca (?), regule wnioskowania:

Vo ((PxV Qz) — (Rx A Sz))
Va ((Rx V Sz) — (Px A Qx))
Vo (Pz < Rz)

Pokazemy, ze jest ona niezawodna, tj. ze wniosek wynika logicznie z przestanek, czyli ze nie istnieje interpretacja, w
ktérej wszystkie przestanki bytyby prawdziwe, a wniosek falszywy. Musimy wigc pokazaé, ze wykluczona jest sytuacja, gdy
wszystkie przestanki oraz zaprzeczenie wniosku sa prawdziwe. Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu znajdujg si¢
wlasnie wszystkie przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

Ve ((PzV Qz) —‘> (Rz A Sz)) 27°

Va ((Rz Vv Sz) — (Pz AQx)) >'@
\

—Vz (Pz < Rx)

\
(1) —=(Pa «> Ra) '*

1.Va

(2) (PaV Qa) — (RaASa) *~

|
(3) (RaV Sa) — (PaAQa) ™

(4,) —(PaV Qa) >~ (4,) RaA Sa ¢
(54) —Pa (64) Ra
(54) ﬁ‘Qa (64) k‘S'a
(7)) —~(RaV Sa) ® (7)) PaAQa °" (7)) ~(Rav Sa) (7,) PaAQa '
(84) ﬂ‘Ra (99) I‘DG (104) —‘\Ra (114) ‘Pa
(84) ﬂ‘Sa (94) Qa (104) —‘|Sa (114) ‘Qa
X59.9g XGd‘JOd
(12;,) Pa (12p4) —Pa (12;,) Pa (12,4) —Pa
(121a) —Ra (12,4) Ra (1214) JRa (12,4) ‘Ra
X54,121 X 8,12p4 ><6g‘,12ld ><6_q,‘12,,g

Uwaga: powyzsze drzewo nie jest narysowane w sposob estetyczny. Poprawienie estetyki powoduje wystawanie rysunku poza
kartke.

Pokazali$my to, co zamierzali§my pokazaé: ze rozwazana reguta jest niezawodna; wniosek wynika logicznie z przestanek.
Nadto, zwr6émy uwage, ze kroki 7 oraz 12 wykonywane byty na formutach nalezacych do pnia drzewa. W konsekwencji,
nalezato stosowa¢ t¢ sama numeracj¢ dla formut otrzymanych w wyniku poczynienia tych krokéw, we wszystkich galeziach
drzewa, na ktérych pojawialy si¢ stosowne formuly. Inaczej rzecz si¢ miata z krokami:

e 8.77110.77
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e 901111,

Krok 8.7, chociaz stosowany do takiej samej formuty, jak krok 10.7~ (a mianowicie do formuty =(Ra V Sa)), byt jednak
czyniony nainnej galezi drzewa niz krok 10.77 ! W konsekwencji, kroki te otrzymywaty inne numery. Podobnie rzecz si¢ miata
z krokami 9. i 11.”. Oba stosowane byly do takiej samej formuty (a mianowicie do Pa A Qa), lecz na réznych gateziach
drzewa.

Jesli komus potrzebne jest — jak, powiedzmy, Watykanowi ekumenizm — wypetnienie ludzka, Humanistyczna trescia po-
wyzszych schludnych, estetycznych formulek, to moze zinterpretowac predykaty P, Q, R, S np. jako, odpowiednio: Polak,
katolik, tolerancyjny, patriota i zadumac si¢ nad otrzymanym (dedukcyjnym!) wnioskowaniem.

Uwaga na marginesie, dla Czytelniczek, ktore obcowaty juz z rachunkiem zbioréw. W rozwazanej regule wnioskowania wy-
stapily wytacznie predykaty jednoargumentowe. Tak wigc regula ta ,méwi” co$§ o stosunkach migdzy zakresami nazw — a
zatem dotyczy takze zaleznosci migdzy zbiorami. Czytelniczki oswojone z algebra zbioréw tatwo zauwaza, ze reguta powyzsza
przyjmuje w notacji odnoszacej si¢ do rachunku zbioréw postaé nastepujaca:

PUQCRNS
RUSCPNQ
P=R

(P,Q, R, S sa tu zmiennymi nazwowymi (odnoszacymi si¢ do zbioréw), C denotuje relacje inkluzji (zawierania), a = jest pre-
dykatem identycznos$ci). Kusi, aby narysowaé stosowne diagramy Venna pozwalajace rozstrzygaé, czy zachodzi w tym wypadku
wynikanie logiczne, prawda? Ale c6z, sa cztery zmienne, diagram bytby wigc moze nieco zagmatwany (16 obszaréw!). Nadto,
kusi niepotrzebnie, bo skoro juz ustalili§my, iz wynikanie logiczne zachodzi, to odwolaé tego nie mozna,' a potwierdzaé —
szkoda czasu. Roma locuta, causa finita, jak zwykto si¢ mawia¢ na zakonczenie kazdej (wykrytej) afery w kregach hierarchii
katolickiej.> Skoro juz jednak wdepnelismy na teren rachunku zbioréw, to sprébujmy odnies¢ stad jakie$ korzysci. Jesli pa-
migtamy, ze przekrdj dowolnych dwéch zbioréw zawiera si¢ w ich sumie (w szczegdlnosci: R NS C R U S) i potaczymy te
informacje z przestankami rozwazanej reguty, to otrzymamy nastgpujace trzy formuty:

PUQCRNS
RNSCRUS
RUSCPNQ

Jesli nie umkneta z naszej pamigci wiedza, iz relacja inkluzji jest przechodnia, to przytomnie wyprowadzimy z powyzszych
formut wniosek: P U @ C P N Q. Poniewaz, jak juz wspomnieliSmy, przekr6j dwoch zbioréw zawiera si¢ w ich sumie (tj. w
tym przypadku PN Q C P U Q), wigc z zachodzenia tych dwéch inkluzji wynika, na mocy zasady ekstensjonalnosci, iz P = @
(jesli kazdy element zbioru P jest elementem zbioru () oraz kazdy element zbioru () jest elementem zbioru P, to zbiory te maja
doktadnie te same elementy, a wigc na mocy zasady ekstensjonalnosci, sa identyczne).

Bystre Czytelniczki® zauwaza z pewnoscia pewne symetrie sktadniowe w formutach rozwazanej reguty.* Bez trudu dokonaja
wigc odkrycia, ze takze reguta wnioskowania:

Vo ((PxV Qz) — (Rx A Sz))
Vo ((Rx V Sz) — (Px A Qx))
Vo (Qx < Sx)

jest niezawodna. Czytelniczki nieufne moga narysowaé stosowne drzewo semantyczne i sprawdziC, ze wszystkie gatezie tego
drzewa (w ktdérego pniu umieszczamy przestanki reguly oraz zaprzeczony wniosek) sa zamknigte. Trochg zmudna to pokuta, ale
zawsze lepsza niz zadna. Czytelniczki wahajace si¢’ miedzy zaufaniem do bystrosci wtasnych skojarzen a (pochwaty godna!)
nieufnos$cia wobec wtasnych intuicji moga dokonaé jednoczesnej zamiany: P na S (i .S na P) oraz () na R (i R na Q) w regule
od ktérej rozpoczeliSmy ten przyklad i skorzysta¢ z praw przemiennosci koniunkcji i alternatywy oraz z faktu, ze predykat
identycznosci denotuje relacje symetryczna, a na koniec zmieni¢ kolejno$¢ przestanek; w efekcie otrzymaja wilasnie powyzej
wypisana regute.® W symbolice rachunku zbioréw reguta ta przyjmie postac:

1Z wynikaniem logicznym rzecz si¢ ma tak samo jak z prowadzeniem sie: raz ladacznica, zawsze ladacznica.

2Przesadzilismy. Najlepiej koi sumienie pasterzy naszych milczenie. W dodatku, ta ghupia rymowanka jest zamierzona, podobnie jak putapka wieloznacznosci,
nie wspominajac o koszmarnych asocjacjach medialnych.

3Pustostowny komplement. Zaktadamy przyjaznie, ze wszystkie nasze Czytelniczki sa bystre.

4Nie zgadzamy si¢ z porzekadlem, iz symetria to estetyka idioty.

3 Panie doktorze, cierpig na chroniczny brak zdecydowania. Ale pewna tego nie jestem. ..

6Czytelniczki metabystre z pewnoscia rozmyslaja w tym momencie lektury nad prawomocnoscia tych operacji. Catkiem stusznie.
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PUQCRNS
RUSCPNQ

Q=S

Wierzymy, ze Czytelniczki, idac tym tropem (i pamigtajac o przechodnioSci inkluzji oraz o fakcie, ze iloczyn dwdch zbioréw
zawiera si¢ w ich sumie) dokonaja tez odkrycia, iz z przestanek reguly wypisanej bezposrednio powyzej wynika, ze R = .S. Do
whniosku tego doj$¢ mozna réwniez innymi szlakami, np.: ustaliliSmy, Ze z przestanek badanej na poczatku reguty wynika P = @)
oraz () = S; stad i z przechodnios$ci identyczno$ci mamy P = S, a to ostatnie facznie z ustalonym juz P = R, symetrycznoscia
i przechodnio$cia identycznosci daje R = S. Jest juz zatem widoczne, ze z przestanek badanej na poczatku reguty (i z wtasnosci
identycznosci) wynika identyczno$¢ zakresowa wszystkich czterech wystgpujacych w tej regule predykatéw. Koniec uwagi na
marginesie.

I tak oto udalo si¢ zgrabnie polaczy¢ polski patriotyzm z katolicka tolerancja! Poprawia to samopoczucie, jesli nie nam
osobiscie, to moze chociaz Watykanowi.

9.4.2.
(a) Prace nad tym przyktadem podzielimy na kilka etapow.

(a).1. Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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(0.1) 323y (((P(x) A P)) A #9) A Q) AQy))) 7

(0.2) Vz (Q(x) L —R(z))4"a 5 b 6%
(0.3) 3z (P(z) /‘\R(x)) 3.Ve
(0.4) ~(3z ((P(z) A R(x)) AVy (y # = — (P(y) — =R(y)))) ™" 770 97¢
(1) 3y ((P(a) A P(y)) ‘A a#y) A (Qa) AQ(y)) 2"
(2) ((P(a) A P(b) Aa #b) A(Q(a) A QD)) **

WykonalisSmy wszystkie kroki nie powodujace rozgatezien dla statych a, b oraz c. Informacje zawarte w powyzszej gatezi
otwartej (zakoriczonej liSciem #) zbieramy w ponizszej tabeli:

oloo |9
++ |+
o+ |+ | O
+ ool

Nadto, mamy: a # b.
(a).2. Teraz zastosujemy regute R(—) do formut (6), (4) oraz (5) (w tej kolejnosci):
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/\

(15;) =Q(c

/\ >< 5,
(16;) —
‘ /\
X,16;

(7)) = R(b)
\ \
X 17, &

Informacje zawarte w powyzszej galezi otwartej (zakoriczonej liSciem &) zbieramy w ponizszej tabeli:

& | P|Q|R
a |+ |+ |-
b+ |+ |-
c |+ | =1+

(a).3. Teraz zastosujemy regute R(—) do formut (7), (8) oraz (9) (w tej kolejnosci). Przyjmiemy tez oznaczenie A(y, «) dla
formuly: Vy (y # o — (P(y) — —R(y))). Ze wzgledéw typograficznych podzielimy tez drzewo o korzeniu & na dwa drzewa,
o korzeniach <>y oraz {>».

g0

N
01 02

18l 19 N

201 21 o _‘A y,

A

(231) ~(P(c) A R(e))  (23p) ~A(y, ¢)

(21;) = (b) \ \
\ X 23, 2
X 21,
(23l) C _'A ya )
\
X 23, O1
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2

(1810) _‘A(ya a)

(20,) )y 227" (20,) —A(y, b)

e

(231) ~(P(c) AR(c)) (23,) ~A(y,c)
(22;) ﬁP \ \

X 23, Oy
X -,221
(23l) C _‘A ya )
\ \

X 23, Os

Galezie otwarte tego drzewa (bez uwzglgdnienia na razie formut A(y, o)) nie dostarczaja zadnej nowej informacji dotyczacej
a, b oraz ¢, ktéra nie bytaby juz zawarta w tabeli &. Pozostata do uwzglednienia jedynie formuta A(y, «) dla przypadkéw:

o Ay, o)

o A(y,c) A A(y,b)

o A(y,a) A A(y,c)

o Aly,a) A (A(y, b) A Ay, c))

O
|
(23,) =¥y (y # ¢ — (P(y) — —R(y))) >V

|
(24) =(d1 #c— (P(c‘il) — =R(dy))) 2~
(254) di # ¢
|
(254) =(P(dy) — —R(dy)) 2~

(26,) P‘(dl)

\
(264) ﬁﬁfT(dl)

1

Teraz trzeba rozwinaé¢ wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzglgdem statej d;. W konsekwencji, otrzy-
mamy nowe zdania postaci A(y, ), ktdre z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych statych, itd.
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2
|
(23,) ~Vy (y # ¢ — (P(y) — —R(y))) 28

|
(28) =(dy # ¢ — (P(dy) — —R(dy))) 2

\
(29¢) d2 7"5 c
(294) ~(P(dy) — —R(ds)) 3~

(304) P‘(dz)

|
(304) _‘—‘P‘n(dQ)
(20,) =¥y (y # b — (P(y) — —R(y))) %

\
(31) —|(d3 #*b— (P(dg) N —\R(dg))) 39,7~

(329) d3 l’é b
|
(324) ~(P(d3) T —R(d3)) 3
(334) P(ds)

|
(334) ﬁﬁR‘(ds)

2

Teraz trzeba rozwinaé wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzgledem statych ds oraz d3. W konsekwencji,
otrzymamy nowe zdania postaci A(y, «), ktére z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych statych, itd.
Dochodzg informacje: do # ¢ oraz d3 # b. Pamigtajmy, Ze nie ma znaczenia, jakie sa zaleznoSci migdzy d; a dy oraz ds.

O3
(18 40 (. (P) = L)
(34) ~(dy # a — (P((‘i4) s SR(dy))) 35
(359) d2 ;‘é a
(354) =(P(da) L ~R(dy)) %
(364) P‘(d4)
(364) ﬁﬁﬂ"(d@
(23,) Yy (y # b — (]L(y) . SR(y))) 37V
(37) ~(ds # ¢ — (P(ll5) — ~R(ds))) 3~
(384) ds 7‘é c
(384) =(P(ds) _‘> “R(ds)) ¥
(39) P‘(d5)
(394) ~—R(ds)

3

Teraz trzeba rozwinaé wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzglgdem statych d4 oraz ds. W konsekwencji,
otrzymamy nowe zdania postaci A(y, o), ktére z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych statych, itd.
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Dochodzg informacje: dy # a oraz ds # c. Pamigtajmy, ze nie ma znaczenia, jakie sa zaleznosci migdzy dy a d4 oraz ds, a
takze mie;dzy doidzadsads.

V4
(18 40 (£ 5 (P) = ()
(40) ~(ds #a — (P(llb’) s SR(dg))) A
(41,) do ¥ a
(414) —(P(ds) —‘> ~R(dg)) 2~
(42,) P‘(d(;)
(424) ﬂﬁﬁ‘xd@
(20,) ~Vy (y # b — (JL(y) . —R(y))) 43-Ydr
(43) ~(d7 #£ b — (P(c‘l7) — SR(ds)))
(44,) dy 7‘& b
(444) —(P(dr) L —R(d7)) 4
(45,) P‘(d7)
(454) ﬁﬁ}%(dﬂ
(23,) “Vy (y # b — (‘P(y) . SR(y))) 16-Vds
(46) ~(ds # ¢ — (P(c‘ls) — ~R(dg))) 4T
(474) ds ; ¢
(474) ~(P(ds) 4 =R(dg)) *®
(48,) P‘(dg)
(484) =~ R(dg)

4

——

Teraz trzeba rozwinaé wszystkie zdania generalne (tj. zdania (0.2) oraz (0.4)) wzglgdem statych dr oraz ds. W konsekwencji,
otrzymamy nowe zdania postaci A(y, ), ktdre z kolei zmusza do wprowadzenia dalszych nowych statych, itd.

Dochodzg informacje: dg # a, d7 # b oraz dg # c. Pamigtajmy, ze nie ma znaczenia, jakie sg zaleznoSci migdzy dy i dg a:

[ ] d1

e doids

e dyids.

(a).4. Widaé wigc, ze rozwazane drzewo jest nieskoniczone. Reguta zawodna.

(b) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

175



(9) —R(a) (95) Qa)

Drzewo ma galezie otwarte. Reguta zawodna. Przyklady interpretacji, w ktérych prawdziwe sa przestanki oraz falszywy
whniosek:

o | P|Q|R oo | P| Q| R o3 | P|Q|R oy | P|Q|R
a |+ | — | — a |+ | — | — a |+ | — | — a |+ | — | —
b |+ |+ | — + |+ | - + |+ | ? b |+ |+ |7
c | 71?7 — 270+ | - 70?7 - c | 7T+ |—
o5 | P| Q| R o | P| Q| R o7 | P| Q| R os | P| Q| R
a |+ | —|— a |+ | —|— a |+ | —| - a |+ | —| -
b | + | + | — + |+ | — + |+ | ? b |+ |+ 7
c |+ 7| - + |+ | ? + | ? | - c |+ |+ |7

(c) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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(2) S(b) A=P(b) >
(3) P(c)‘AS(c) o
(4) S(a) — (Qéa)AR(a» 10
(5) S(b) — (Q‘(b)AR(b)) H
(6) S(c) = (Q(c) AR(e))
(74) S(a)
(7a) Q‘(a)
(89) S‘(b)
(8a) ﬂP‘(b)
(99) P‘(c)
(9a) S‘(c)
(10,) ﬁ‘5<a> (10,) Q(a) A R(a) 1
X7, 10,
(11;) ~S(b) (11,) Q(b) A R(b) *"
(12)) ﬂ‘S(c) (125) Q(c) ‘A R(e) 1"
X94,12 (134) Q(a)
(134) ll%(a)
(14,) Cb(b)
(144) I‘%(b)
(154) éz(c)
(154) 1‘%(@
.

Drzewo ma galaZ otwarta. Reguta zawodna. Oto interpretacja, w ktdrej przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy:

O | PIQ|R|S
a ||+ |+ |+
b | — |+ + ]|+
c |+ |+ |+ |+
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(d) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

Ve ((P(z) v Q(S‘C)) = R(z)) >
v ((R(z) v S(ﬂ‘c)) — T(x)) >
Va (T(z) — (K(z) A L(x)) ¢

|
3z (P(z) A H{(Tﬁ) A =N (z))) -7

Drzewo zamknigte. Reguta niezawodna.

(e) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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. .
(5) S(a) —Vy (T‘(y) Q(a,y))
(64) S‘(a)
(64) P‘(a)
(79) T(b)
(74) ﬂR
. ﬁp)/\ .
><6d 8 /\
) 117
><sg o (10) Q(a, b) — R(b )HH
) 137
(12)) ﬂQab/\
/\ X7d 12,
(13;) =T'(b
| \
X74,13; X12,13,

Drzewo zamknigte. Niezawodna reguta wnioskowania. Zauwazmy, ze dla zamknigcia wszystkich gatezi nie bylo potrzebne
zastosowanie wszystkich uzy¢ reguty R(V).

(f) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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Vo ((P(x) A =Q(z)) — ‘Hy (R(z,y) AS(y)) >
Fz ((T(z) A P(z)) A Vy‘ (R(x,y) — T(y)) -
Va (T(x) —TQ(I)) e
~(3z (T(z) A S‘(w))) e
(1) (T(a) A P(a)) AVy (R(a,y) — T(y)) ™

(79) T‘ (a)
(7a) P(a)
(81) =T'(a) (8p) ~Q(a)
><7L’81
(%) —T(a) (9p) —~S(a)
><7‘g,91

(101) ~(P(a) A ~Q(a)) ™" (10,) 3y (R(a,y) A S(y)) >

\
/\ (12) R(a,b) A S(b) >

(111) =P(a) (11p) ~=Q(a) |
\ \ (13¢) R(‘a, b)

X74,11; X8p,11p
(134) S(b)

| ;
(14) ~(T'(b) A S(b)) '

T

(15:) =T'(b) (155) =S(b)
\ \
(16) R(a,b) — T(b) *7-~ X 134,15,
(17:) ~R(a,b) (17,) T(b)
><16‘,17l ><15J,17p

Drzewo zamknigte. Reguta niezawodna.

(g) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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Vady (P(z,y) — P(z,x)) 10.%a

‘ *
Vo (Q(z) — (32 P(x,‘z) — 3y P(y,x))) 3@
Yo —\P(x,x) 2.Va
|
=(Vz (Q(x) — -3z P(x,2))) 1.Va

\ -
(1) =(Q(a) — ﬁﬁz P(a,z)) *
(2) _'P(aaa)

\ .
(3) Q(x) — (32 P(a,2) — Jy P(y,a)) -

(6) P(a,b)
() ~Qla) (7,) 3= Pla,2) = 3y Ply,a) >
><4‘g,7l
(81) _\32" P(a,z) (8p) Jy P(y,a) 9.Ve
|
%58, (9) P(c,a)

(10) 3y (P(a,y) — P(a,a)) V4

(11) P(a,d) L P(a,a) '*

(12)) —\P‘(a, d) (12,) P‘(a, a)

X2,12,

Drzewo jest nieskoficzone. Zauwazmy, ze z pierwszych dwoch przestanek otrzymujemy ciagle nowe zdania egzystencjalne,
nakazujace wprowadzanie nowych statych indywiduowych. Regula jest zawodna.

(h) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

181



Vady P(x,y) 2@ 8702 9.7as
32V (Jy P(z,y) _‘> P(z,2)) 1.Va,
=AY P‘(x,z) 5.*a; 10.*az 11.*as
(1) Vz(Jy P(z,vy) _‘> P(z,a,)) 3.%ay
(2) 3y P‘(al,y) 6.V
(3) 3y P(a1,y) L P(ay,a1) *

—

(41) ﬂy‘ P(a1,y) (4p) P‘(auy)
X2.4, (5) —Vz P(x,a1) 7.Va
|
(6) P(‘al,a2)

(9) 3y Plag,y) ¥V

\

(10) —Vz P(x,az) 14.Vag
\

(11) —Vz P(z,as) 15.Vaz

|

(12) P(a2,a4)
(13) P‘(

(14) ﬁz‘n(%,az)
(15) —|]‘3(a7,a2)

as,as)

Widaé, ze to drzewo ma gataZ nieskoficzona. Stosowanie regut R(V) oraz R(—3) do formut w pniu drzewa generuje stale
nowe zdania egzystencjalne, ktére z kolei (na mocy regut R(3) oraz R(—V) kaza wprowadzi¢ kolejne nowe state indywiduowe.

Tak wigc, badana reguta jest zawodna. Wniosek nie wynika logicznie z przestanek. Jako ¢wiczenie pozostawiamy czytel-
niczkom prébe scharakteryzowania modelu, w ktérym prawdziwe sa przestanki, a falszywy wniosek badanej reguty.

I11.9.5. KRP z identyczno$cia

9.5.1.
(a) P(a) =Vx (x = a — P(x)).
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P 4.0//b3 ‘
(34) ~P(b)
(4) —P(a)
X14,4

Drzewo zamknigte. Badana formuta jest tautologia KRP.
(b) 3z (P(z) A Q(x)) AVyY (P(y) AQ(y)) — x =y)) — Vo P(x).

-

—(Fz ((P(x) A Q(x)) AVy (P(y) /\‘ Q(y)) =z =y)) = Vz P(x))
(1g) Fz ((P(z) A Q(x)) A VY (‘(P(y) AQy) =z =y)) >

(15) —Vz P(x) 3.0

(2) (P(a) AQ(a)) AVy ((‘P(y) AQY) —a=y)*
3) =P(b)

(49) P(a) A‘ Qa) "
(4a) Yy ((P(y) A Q(L)) e a—y)Ba 6
(5) (P(a) A Q((‘z)) —a=a%"
(6) (P(b) A Q(‘b)) —a=b9%"

|
(74) Pla) """

|
(74) Q(a)

(81) ~(P(a) A Q(a)) 8,) a=a
X5.8,
(9) ~(P(b) A Q(b)) (9p) a=b
(11) P()
(10;) —~P(b) (10,) —Q(b) \
| \ X3,11
& [ )

Drzewo ma galezie otwarte. Badana formuta nie jest tautologia. Oto przyktady interpretacji, w ktérych zaprzeczenie badanej

formuty jest prawdziwe:
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S

+
)
+

9.5.2.
(a) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

o1 P
(0.2) JxVy (x = y) 1Yo

Q *

(0.3) =FaVy (P(y) =2 =1y) > @

|
(1) vy (b _ y) 2.%a 5.*¢c

(2) b‘:a

(5) b=c6"""2
6) a=c
(Tig) P(c) (Tpg) —P(c) 8"/ Tra
(Tia) —a ‘— c (Tpa) a ‘_ ¢
X6,714 (8) —P(a)
X0.1,8

Drzewo zamknigte. Regula niezawodna. Zauwazmy, ze gdyby nie zastosowaé reguty dotyczacej identycznosci, to otrzymali-
bySmy drzewo nieskoriczone. Cwiczenie dodatkowe: zastap znak identycznosci = przez predykat dwuargumentowy @ i zbuduj

poczatkowy fragment drzewa nieskorficzonego.

(b) Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczony wniosek:

(0.1) ¥ (3 = a — P(z)) 1 2
02) a ¥
mg)ﬁ}@

(1) a=a ‘—> P(a) *

(ﬂbzaLP@*ﬂ

—

(31) ~a=a (3p) P(a)
o /\
(4) "b=a (4p) P(b)
X0.3,4,

Drzewo ma galaz otwarta. Reguta zawodna. Interpretacja, w ktdrej prawdziwe sa przestanki, a falszywy wniosek:

NP =la|b
a | + al| + | —
b | — b|—| +
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I11.9.6. KRP z symbolami funkcyjnymi

9.6.1. Przypomnijmy aksjomaty specyficzne Arytmetyki Robinsona:

A VaVy (z #y — o(z) # o(y))

Az Yz (O # o())

Az:Vz (2 # O — Iy (x = o(y)))
Ag:Vz (8(z,O) = 2)

As: Vavy (&(z,0(y)) = o(&(,y)))
Ag: Yz (®(2,0) = O)

A7 Vavy (®(z,0(y)) = B(®(2,y), 2)).

Dowody punktéw (a) i (b) przedstawiamy ponizej.

@ &(0,0(0)) =a(O)

0.1. | Vo (d(z,O) = x) aksjomat Ay
0.2. | VaVy (®(z,0(y)) = o(®(z,y))) | aksjomat As
03. [ ~(®(0.0(0)) =a(Q)) zdn.
La0,0)=0 0.1, R(V) dla O
2 (0000 = o(6(0.00) | 02 A7) da O
31 9(0,00) = o®(0,0)) |2 kW) da0
7 80,0(0) =a(0) 3RS
5. | X0.3.4 SPRZECZNOSC.
(b) ®(0,a(0)) =(O)
0.1. | Vo (d(z,0) = x) aksjomat Ay
0.2. | Vz (®(z,O)=0) aksjomat Ag
0.3. | Vavy (®(z,0(y)) = ®(®(x,y),x)) | aksjomat Ay
04. | ~(2(0,0(0)) =a(O)) Zdn
L [®(0,0) =0 R(Y) dla O
2. | vy (8(O,0(y) = 8(3(0,9),0)) 0 3 RV )dla O
3. 1 ®(0,0(0)) =a(©(0,0),0) R(v) dl
4. | ®(0,0(0)) =8(0,0) 13 R(= )
5019(0,0)=0 0.1., R(V)dlaO
6. | ®(O,0(0)) =a(O) 45, R(=)
7. | Xo04.6 SPRZECZNOSC.

I11.9.7. Unifikacja

9.7.1.

(1) Niech og = ¢, Sy = S.

(2) Poniewaz S nie jest zbiorem jednoelementowym, wigc znajdujemy zbidr niezgodnosci Dy dla Sp.

Mamy Do = {f(a), y}.

B)o1 =aofy = f(a)} = {y = fla)}, S1 = So{y — fla)} = {Q(f(a), 9(2)),Q(f(a), f(a))}-

(4) Sp nie jest zbiorem jednoelementowym i mamy Dy = {g(x), f(a)}. Poniewaz termy wystepujace w D; réznia sig
gtéwnymi symbolami funkcyjnymi, wigc D nie jest uzgadnialny.

(5) S nie jest uzgadnialny.

9.7.2.
(1) Niechog =€, Sy = S.
(2) Dg = {a, z}.

() o1 =o00{z — a} = {z+ a}.

@) Dy = {z, f(a)}.
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B)oy=01{z— f(a)} ={2z— a,z— f(a)}.

Sy = Si{z — f(a)} = {P(a, f(a), f(9(v))), Pla, f(a), f(u)).

(6) D2 = {g(y), u}.

(Nog=02{urgy)} ={2—a,z— f(a),u g(y)}

Sz = Sa{ur— g(y)} = {P(a, f(a), fg(¥))}

Poniewaz S5 jest zbiorem jednoelementowym, wigc .S jest uzgadnialny.
Najbardziej ogélnym unifikatorem dla S jest o3 = {z — a,x — f(a),u — g(y)}.

I11.9.8. Rezolucja

9.8.1. Pokazemy, ze klauzula reprezentujaca formute 3z (S(z) A R(x)) jest rezolucyjnie wyprowadzalna z klauzul reprezentu-
jacych formuty:

o Vz (P(z) — (Q(z) A R(z)))

o Jz (P(x) A S(z)).

Wystarczy pokazacd, ze koniunkcja formut:

o (DVz (P(z) — (Qx) A R(x)))

e (2)dz (P(z) A S(x))

e (3) ~Jx (S(z) A R(x))
nie jest spetnialna w zadnej interpretacji, co w przekladzie na terminologi¢ dowodéw rezolucyjnych (pamigtajac o trafnoSci
i petnosci metody rezolucji) oznacza, ze ze zbioru klauzul reprezentujacych powyzsze formuty mozna rezolucyjnie wywiesé
klauzulg pusta (.

Sprowadzamy matryce formut (1), (2) i (3) do skolemowej koniunkcyjnej postaci normalnej:

o (I) (=P(z) v Q(z)) A (=P(x) V R(x))

e (2°) P(a) A S(a)

e (3’) ~S(x) V—R(x).

Uwaga: stala a jest tutaj zeroargumentowym symbolem funkcyjnym, wprowadzanym w procesie skolemizacji formuty (2).
Budujemy dowdd rezolucyjny:

1. —=Plx)vQx) z()

2. =P(x)VR(z) z()
3. Pla) 7 (2)
4. S(a) z(2)
5. =S(z)V-R(z) z(3)
6. R(a) rezolwenta 2. i 3.
7. —R(a) rezolwenta 4. i 5.
8. O rezolwenta 6. 1 7.

9.8.2. Pokazemy, ze formuta 3z (P(z) A R(z)) wynika logicznie z formut:

o Vz((Q(z) A=T(x)) — Jy (S(z,y) A R(y)))
e Jz (P(z) A Q(z) ANVy (S(z,y) — P(y)))
o Vx (P(z) — —T(x)).

Wystarczy pokazaé, ze koniunkcja formut:

o W Va((Q(x) A=T(x)) — 3y (S(z,y) A R(y)))
e (2) 3z (P(z) AQ(x) AVy (S(2,y) — P(y)))
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o 3)Vz (P(z) —» —T(x))

e (4) —Jz (P(z) A R(x))
nie jest spetnialna w zadnej interpretacji, co w przektadzie na terminologi¢ dowodéw rezolucyjnych (pamigtajac o trafnosci
i pelnosci metody rezolucji) oznacza, ze ze zbioru klauzul reprezentujacych powyzsze formuty mozna rezolucyjnie wywiesé

klauzule pusta (.
Sprowadzamy matryce formut (1), (2), (3) i (4) do skolemowej koniunkcyjnej postaci normalne;j:

o (1IN (=Q(x) VT(z)VS(z, f(z)) A(=Q(x) VT (z)V R(f(z)))
e (2) P(a) AQ(a) A (—S(a,y) V P(y))

o (3)=P(z)V —T(z)

o (4)=P(z)V -R(z)

Uwaga: stata a jest tutaj zeroargumentowym symbolem funkcyjnym, wprowadzanym w procesie skolemizacji formuty (2).
Nowy symbol funkcyjny f jest jednoargumentowym symbolem funkcyjnym, wprowadzanym w procesie skolemizacji formuty

(D).

Budujemy dowdd rezolucyjny:

1 ﬂQ(z)VT(I)VS(Lf(;:)) 2(1)

2 Q) VTE)VR(f()  z()

3. P(a) z(2)

4 Qa) 2(2)

5. =S(a,y) vV P(y) z(2)

6. —P(z)V~T(z) z(3)

7. —P(z)V-R(z) z(4)

8. —T(a) rezolwenta 3. i 6.

9. T(a)V R(f(a)) rezolwenta 2. i 4.
10.  R(f(a)) rezolwenta 8. i 9.
1. T(a)V S(a, f(a)) rezolwenta 1. i 4.
12.  S(a, f(a)) rezolwenta 8.1 11.
13.  P(f(a)) rezolwenta 5. i 12.
14. =R(f(a)) rezolwenta 7. i 13.
15. O rezolwenta 10. i 14.
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Wiele zadan dotyczacych drzew semantycznych w KRP znalez¢ mozna np. w nastgpujacych podrecznikach:
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Paris Tokyo Hong Kong.
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