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Plan na dzis

Plan na dzis:

@ Informacja o aksjomatycznym ujeciu KRP.
@ Informacja o wybranych wtasnosciach metalogicznych KRP:

o Trafnosé, petnosé, zwartos¢ i niesprzecznosé.
o Twierdzenie Léwenheima-Skolema.

e Twierdzenie o postaci normalnej. Skolemizacja.
o Twierdzenie Herbranda.

o Nierozstrzygalnos¢ i pozytywna rozstrzygalnosc.

@ Informacja o poprawnosci MDS.

@ Informacja o tematach egzaminacyjnych.
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Aksjomatyczne ujecie KRP

W aksjomatycznym ujeciu KRP przyjmujemy: )

o pewne formuty jezyka KRP jako aksjomaty;

@ pewne reguty inferencji.

Aksjomaty powinny by¢ tautologiami KRP.
Reguty inferencji powinny byé niezawodne.

Aksjomaty mozna dobiera¢ na rézne sposoby.
Mozna np. za aksjomaty KRP przyja¢ wszystkie podstawienia tautologii
KRZ (za zmienne zdaniowe podstawiamy dowolne formuty jezyka KRP).
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Aksjomatyczne ujecie KRP

Reguty inferencji. Mozna przyja¢ np. nastepujacy zestaw regut inferencji
w aksjomatycznym ujeciu KRP:

Reguta podstawiania:

e(x)
p(t/x)’

gdzie t jest termem podstawialnym za x w .

Regufa odrywania:

=Y,
—
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Aksjomatyczne ujecie KRP

Reguta opuszczania duzego kwantyfikatora:

= VXY
ooy
Reguta dofaczania duzego kwantyfikatora:
=1
= Vx
o ile x nie jest wolna w (.
Reguta opuszczania matego kwantyfikatora:

(Bxp) =9
o=
Reguta dofaczania matego kwantyfikatora:
=Y
(Fx ) =2’
o ile x nie jest wolna w 1.
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Aksjomatyczne ujecie KRP

Dowodem formuty A ze zbioru formut X jest dowolny skonczony ciag
formut A1, ..., A, taki, ze:

@ A jest identyczna z Ap;
o kazda z formut A; jest:

e aksjomatem, lub

o elementem zbioru X, lub

e wnioskiem jakiej$ reguty inferencji, ktérej przestankami sa formuty
wystepujace w ciagu As, ..., A, przed formuta A;.

Jesli istnieje dowdd formuty A ze zbioru X, to méwimy, ze A jest
dowodliwa z X.

Teza KRP jest kazda formuta jezyka KRP, ktéra ma dowdd z aksjomatéw
KRP. Oznaczmy przez TW zbiér wszystkich tez KRP, a przez TAUT zbiér
wszystkich tautologii KRP.
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Niesprzecznos¢ KRP

Zbiér formut X jest (syntaktycznie) sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje formuta A jezyka KRP taka, ze zaréwno A jak i —=A s3 dowodliwe z
X. Zbiory, ktére nie s3 sprzeczne, nazywamy niesprzecznymi.

Twierdzenie. Zbiér TW tez KRP jest niesprzeczny. )

Oznacza to, ze w KRP nie istnieje dowdd (z aksjomatéw KRP) pary formut
wzajem sprzecznych. J

Réwnowaznie, co najmniej jedna formuta jezyka KRP nie jest teza KRP. ]

Wiemy zatem, ze z samych aksjomatéw logiki nie mozna wywies¢
Sprzecznosci.
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Trafnos¢ KRP

Twierdzenie. Kazda teza KRP jest tautologia KRP. )

Dowdd tego twierdzenia nie jest szczegdlnie trudny. Wystarczy mianowicie
sprawdzi¢, ze:
@ kazdy aksjomat KRP jest tautologia KRP;

o kazda reguta inferencji KRP jest reguta niezawodna; w szczegdlnosci:
jesli jej przestanki sa tautologiami, to i jej wniosek jest tautologia.

Twierdzenie o trafnosci KRP pokazuje zatem, ze aksjomatyka oraz zestaw
regut inferencji zostaty dobrane trafnie.

Twierdzenie o trafnosci ustala prawdziwos¢ inkluzji: TW C TAUT.
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Petnos¢ KRP

Twierdzenie. Kazda tautologia KRP jest teza KRP. )

Twierdzenie to gtosi, ze dla kazdej formuty jezyka KRP, ktéra jest
prawdziwa we wszystkich interpretacjach istnieje jej dowdd z aksjomatéw
KRP.

Jego dowdd jest nieco trudniejszy, niz dowdd twierdzenia o trafnosci.
Nie wykracza jednak poza mozliwosci intelektualne osoby petnoletniej, w
tym réwniez Filolozki.

Twierdzenie o petnosci ustala prawdziwos¢ inkluzji: TAUT C TW. )

Twierdzenia o trafnosci oraz o petnosci ustalajg zatem facznie prawdziwosé
réwnosci: TW = TAUT.
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Zwartosc

/wartosé

Twierdzenie o zwartosci. Wersja semantyczna. Zbiér formut jezyka
KRP ma model wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skoficzony podzbiér ma
model.

Wersje semantyczng Twierdzenia o zwarto$ci mozna réwniez sformutowaé
tak:

Zbidr formut jezyka KRP jest semantycznie sprzeczny wtedy i tylko wtedy,
gdy jakis jego skofnczony podzbiér jest semantycznie sprzeczny.

Twierdzenie o zwartosci. Wersja syntaktyczna. Zbiér formut jezyka
KRP jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skonczony
podzbidr jest sprzeczny.

Wersje syntaktyczna Twierdzenia o zwartosci mozna réwniez sformutowaé tak:
Zbiér formut jezyka KRP jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien jego
skoficzony podzbiér jest sprzeczny.
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Twierdzenie Léwenheima-Skolema

Twierdzenie Lowenheima-Skolema

Twierdzenie. Jedli zbiér formut jezyka KRP ma model, to ma model
o uniwersum, bedacym zbiorem przeliczalnym.

Konsekwencja tego twierdzenia jest to, ze dowolny zbiér formut jezyka KRP,
ktéry ma model, ma tez model o uniwersum ztozonym z liczb naturalnych.

Mowiac nieco metaforycznie, z Twierdzenia Lowenheima-Skolema (wraz z
pewnym twierdzeniem don , dwoistym”, udowodnionym przez Tarskiego)
wynika, iz logika nie rozréznia zadnych mocy nieskonczonych.

Czasami zwraca sie uwage na rzekomo paradoksalne konsekwencje tego
twierdzenia (facznie z aksjomatem nieskonczonosci oraz Twierdzeniem
Cantora o nieréwnolicznosci dowolnego zbioru z rodzing wszystkich jego
podzbioréw) w teorii mnogosci.
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Postacie normalne i skolemizacja

Moéwimy, ze formuta ¢ jest w postaci normalnej, jesli jest ona formuta
Q1 ...Qn ¢, gdzie 9 jest formuta nie zawierajaca kwantyfikatoréw, a
Q1. ..Q, jest ciggiem ztozonym z kwantyfikatoréw V oraz 3.

Twierdzenie o postaci normalnej. Dla kazdej formuty ¢ jezyka KRP
istnieje réwnowazna jej formuta 1) w postaci normalnej o takich samych
zmiennych wolnych.

Termin ,réwnowazna” oznacza tu, ze w KRP dowodliwa jest réwnowaznosé¢

p=1.

Poprzez rozszerzenie jezyka o nowe symbole funkcyjne mozna zastapié¢
pytanie o spetnianie formuty postaci Vx3y ¢(x, y) pytaniem o spetnianie
formuty Vx ¢(x, f(x)), gdzie f jest nowym symbolem funkcyjnym,
niewystepujacym w .

Procedure te nazywa sie skolemizacja.

v
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Skolemizacja

Postacie normalne i skolemizacja

Formuta uniwersalna nazywamy kazda formute postaci Vx; ... Vx, v, gdzie
1) jest formuta nie zawierajaca kwantyfikatoréw.

Twierdzenie o skolemizacji. Dla kazdej formuty ¢ jezyka KRP o
sygnaturze o istnieje formufa uniwersalna 1) w jezyku KRP o sygnaturze
powstajacej przez dodanie do o nowych symboli funkcyjnych
niewystepujacych w ¢ taka, ze ¢ oraz v sg spetnialne w doktadnie tych
samych interpretacjach.

Procedura skolemizacji ma bardzo wazne zastosowania, zaréwno w logice,
jak i w informatyce.
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Przypomnienie: modele Herbranda

Jesli S jest dowolnym zbiorem formut jezyka KRP (ustalonej sygnatury), to
przez uniwersum Herbranda dla S rozumiemy zbiér Hs okreslony
indukcyjnie nastepujaco:

o (i) jesli stata indywiduowa aj, wystepuje w jakiej$ formule ze zbioru S,

to ax € Hs
o (ii) jesli ti, ..., ts; s3 dowolnymi termami nalezacymi do Hs, to
Ij."j(tl, ..+, tn;) takze nalezy do Hs, dla dowolnego symbolu

funkcyjnego 15."1' .

Jesli w formutach z S nie wystepuje zadna stata indywiduowa, to warunek
(i) definicji zbioru Hs zastepujemy warunkiem: a, € Hs dla dowolnie
wybranej statej indywiduowej ay.

Jesli w formutach z S wystepuje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to Hs
jest zbiorem nieskonczonym.
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Twierdzenie Herbranda

Przypomnienie: modele Herbranda

Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formut S jest zatem zbiorem
wszystkich terméw bez zmiennych utworzonych (z uzyciem symboli

funkcyjnych) ze statych indywiduowych wystepujacych w formutach zbioru
S.

Interpretacjg Herbranda dla zbioru formut S nazywamy interpretacje
(Hs, As) spetniajaca nastepujace warunki:
o As(ak) = ax dla dowolnej statej indywiduowej a, nalezacej do Hs;
° As(lj."j(tl, s tng)) = Ij-nj(tl, .-+, tn;) dla dowolnych terméw
t1,...,tn, nalezacych do Hs.

Modelem Herbranda dla zbioru formut S nazywamy kazdj interpretacje
Herbranda dla S, w ktérej prawdziwe sg wszystkie formuty z S.
Zauwazmy, ze uniwersa Herbranda tworzone s3 z wyrazen jezyka KRP.
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Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie Herbranda. Niech S bedzie zbiorem formut otwartych (tj.
formut bez kwantyfikatoréw). Wtedy zachodzi doktadnie jedno z dwojga:

@ S ma model Herbranda;

@ S jest niespetnialny (nie ma modelu), a nadto istnieje skonczenie wiele
formut otrzymanych z elementéw S poprzez zastapienie zmiennych
wolnych termami bez zmiennych takich, ze koniunkcja tych formut jest
niespetnialna.

Drugi czton powyzszej alternatywy réwnowazny jest warunkowi:

@ Istnieje skonczenie wiele formut otrzymanych z elementéw S poprzez
zastapienie zmiennych wolnych termami bez zmiennych takich, ze
alternatywa ich negacji jest tautologia KRP.

Wazna konsekwencja twierdzenia Herbranda jest mozliwo$¢ wykazania
niespetnialnosci zbioru formut jezyka KRP w rachunku zdan.
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Nierozstrzygalnos¢ KRP

Twierdzenie. Klasyczny Rachunek Predykatéw jest nierozstrzygalny.)

Oznacza to, ze nie istnieje efektywna procedura, pozwalajaca ustala¢ w
skonczonej liczbie krokéw, czy dana formuta jezyka KRP jest, czy tez nie
jest tautologia tego rachunku.

Teza tego twierdzenia wydaje sie intuicyjnie oczywista: skoro wszelkich
mozliwych interpretacji KRP jest nieskonczenie wiele, to sprawdzenie, jaka
(prawdziwa czy fatszywa) jest w nich wszystkich ustalona formuta nie moze
by¢ dokonane w skoriczonej liczbie krokéw.

v

Oczywiscie, istnieje precyzyjny matematyczny dowdd tego twierdzenia. ]
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Pozytywna rozstrzygalno$é KRP

Pozytywna rozstrzygalnos¢ KRP

Istnieja efektywne procedury pozwalajgce w skonczonej liczbie
krokéw ustali¢ dla dowolnej tautologii KRP, Ze jest ona tautologia.

Jednj z takich procedur jest oméwiona na wyktadach poprzednich metoda
drzew semantycznych.

Inne z takich procedur to, m.in.:

@ metoda aksjomatyczna;
@ dedukcja naturalna;

@ metoda rezolucji.
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O poprawnosci MDS

W niniejszych wyktadach czyniono istotny uzytek z metody drzew
semantycznych (MDS). Kazano stuchaczom wierzy¢, ze:

o formuta @ jest tautologia KRP wtedy i tylko wtedy, gdy drzewo
semantyczne formuty —p jest zamkniete;

e formuta ¢ jest kontrtautologia KRP wtedy i tylko wtedy, gdy drzewo
semantyczne formuty ¢ jest zamkniete;

e formuty 1,...,p, tworza zbiér semantycznie sprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy drzewo semantyczne formuty o1 A ... A ¢, jest zamkniete;

e formuta 1) wynika logicznie ze zbioru formut ¢1, ..., ¢, wtedy i tylko
wtedy, gdy drzewo semantyczne formuty o1 A ... A @, A 1) jest
zamkniete.

Sformutujemy teraz (w znacznym uproszczeniu i bez dowodéw) stosowne

twierdzenia, ustalajace, iz owa wiara ma mocne podstawy logiczne.
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Tefiiets MBS
Trafnos¢ MDS

Dla wykazania trafnosci MDS nalezy udowodni¢, ze jesli drzewo
semantyczne formuty —) jest zamkniete, to formuta ¢ jest tautologia KRP.
Aby takie twierdzenie poprawnie sformutowaé¢, trzeba najpierw poda¢
precyzyjna definicje drzewa semantycznego. Dotad pojeciem tym
postugiwalismy sie, jak to Humanistki, w sposéb intuicyjny.

Zaktadamy, ze pojecia: drzewa, gatezi, itp. (objasnione w pliku
krp311.pdf) sa stuchaczom znane.

Jesli T jest gatezig w drzewie 7, a 7* jest drzewem, to przez 7(I' U 7%)
rozumiemy drzewo otrzymane z T przez dotaczenie do gatezi I drzewa 7*.

Indukcyjna definicja drzewa semantycznego. Zdefiniujemy najpierw
atomowe drzewa semantyczne.
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Poprawno$é MDS Trafno$é MDS

Dla dowolnych formut ¢, 1) jezyka KRP atomowymi drzewami
semantycznymi s3: ¥, -,

© A‘ 0 —(p ‘—> Y) (o ‘V V)
| | 7
(0 - )
oV © — 1 (A1)
N PN P
® (0 R e Y
(0
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Tefiiets MBS
Trafnos¢ MDS

Uwaga. Z pewnych powodéw wygodnie jest

uwazaé = za termin zdefiniowany (np. przez — i A)
i nie rozwaza¢ drzew atomowych dla =.

Pracujemy dalej w jezyku KRP bez =.

Zaktadamy réwniez, ze mamy do dyspozycji przeliczalny ciag statych
indywiduowych (aj, az, .. .).

Zatozenie to potrzebne jest do zapewnienia poprawnego sformufowania
regut dotyczacych kwantyfikatoréw, a konkretnie regut R(3) oraz R(—V).
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Poprawno$é MDS Trafno$é MDS

Dla dowolnych formut ¢, 1) jezyka KRP o zmiennej wolnej x oraz termu t
podstawialnego w tych formutach za x atomowymi drzewami
semantycznymi s3:

X () S H(x)
v V()
¥x (x) ~3x (x)
(/) ol

W drzewach atomowych odpowiadajacych regutom R(3) oraz R(—V)
zadamy, aby stata indywiduowa a nie wystepowata w ¢ — aby byta jedna
ze statych z ciagu (a1, a2, .. .).

Drzewo atomowe o korzeniu v bedziemy oznaczaé¢ przez 7.
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Tefiiets MBS
Trafnos¢ MDS

Definicja drzewa semantycznego.

@ (1) Wszystkie atomowe drzewa semantyczne s3 drzewami
semantycznymi.

@ (2) Jesli 7 jest drzewem semantycznym, I' gatezia w 7, formuta v jest
jednym z elementéw gatezi I', to drzewem semantycznym jest tez
kazde drzewo postaci 7(I LI 7%), gdzie 7% jest atomowym drzewem
semantycznym o korzeniu ). Spetnione by¢ przy tym musza warunki
naktadane na termy w regutach R(V), R(3), R(—V) oraz R(—3).

@ (3) Jezeli 7y jest drzewem semantycznym oraz dla wszystkich n > 0

drzewo 7,41 powstaje z drzewa 7, poprzez zastosowanie reguty (2), to
|| 7 jest drzewem semantycznym.

W warunku (3) | | 7 jest najmniejszym drzewem zawierajacym (jako
poddrzewa) wszystkie drzewa 7,, dla n > 0.
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Tefiiets MBS
Trafnos¢ MDS

Definicja drzewa semantycznego ze zbioru S. )

Jesli S jest zbiorem formut jezyka KRP, to drzewem semantycznym ze
zbioru S nazywamy drzewo semantyczne, w ktérego tworzeniu mozemy tez
wykorzysta¢ nastepujacy warunek:

o (2') Jesli T jest drzewem semantycznym z S, ' gatezia w 7 oraz ¢ jest
formutfa nalezaca do S, to 7(I" U ) jest drzewem semantycznym ze
zbioru S (tu rozszerzamy gataz [ o atomowe drzewo ztozone tylko z
korzenia ).

Pojecie drzewa ze zbioru formut jest przydatne np. w przypadku, gdy
pytamy o wynikanie logiczne jakiej$ formuty z pewnego zbioru przestanek.
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Tefiiets MBS
Trafnos¢ MDS

Uwaga. Ten sposéb méwienia o drzewach semantycznych w dalszym ciggu
jest pewnym uproszczeniem. W istocie drzewa semantyczne sg drzewami
znakowanymi, tj. pewnymi drzewami, do wierzchotkéw ktérych
przypisujemy pewne formuty jezyka KRP.

Mozna tez uwaza¢ drzewa semantyczne za funkcje ze skonczonych zbioréw
kodéw (wierzchotkéw drzewa) w zbiér formut jezyka KRP. Wtedy kazdy
wierzchotek drzewa semantycznego jest para uporzadkowana (i, ), gdzie i
jest kodem, a v formuta.

Jesli para uporzadkowana (i, 1)) jest wierzchotkiem tak rozumianego drzewa
semantycznego 7 (odpowiednio, gatezi '), to powiemy, ze jest ona i-tym
wystapieniem 1 w 7 (odpowiednio, w I).

Uwaga. Indeks i okreslimy (za chwile) jako pewien ciag liczb.

v
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Poprawno$é MDS Trafno$é MDS

Przypomnijmy, ze wierzchotki drzewa nierozwojowego kodowa¢ mozemy za
pomoca ciggdw o wyrazach z jakiegos ustalonego zbioru tréjelementowego,
np. {0,1,2}:
o Korzen drzewa otrzymuje kod (0).
@ Niech wierzchotek x ma kod (ny, np, ..., npy). Wtedy:
e Jesli x ma dokfadnie jednego bezposredniego potomka y, to y
otrzymuje kod {ny,na, ..., nm,0).
o Jesli x ma dwéch bezposrednich potomkéw, to otrzymuja oni kody:

(n1, N2, ..., Nm, 1) (tzw. lewy potomek) oraz (n1, na,..., Nm,2) (tzw.
prawy potomek).

Poziomy drzewa. Poziom zerowy drzewa 7 to zbiér ztozony z korzenia 7.
Poziom k + 1 to zbiér bezposrednich potomkéw elementéw poziomu k.

Przy ustalonym kodowaniu wierzchotki drzewa mozemy uporzadkowa¢ liniowo
(poziomowo-leksykograficznie): x < y, gdy albo poziom x jest mniejszy od
poziomu y albo poziomy te s3 réwne i ostatnia cyfra kodu x jest mniejsza od
ostatniej cyfry kodu y.
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Poprawno$é MDS Trafno$é MDS

Niech 7 bedzie drzewem semantycznym, ' gatezia w 7, a S zbiorem formut
jezyka KRP.

o [ jest gateziag zamknieta, jesli istnieje formuta ¢ taka, ze (i, ) oraz
(j, ) naleza do I dla pewnych i oraz j. W przeciwnym przypadku I
jest otwarta.

e 7 jest zamkniete, jesli kazda gataz w 7 jest zamknieta.
e 7 jest drzewem dowodowym (z S) formuty ¢, jesli T jest
skonczonym drzewem (z S) zamknietym o korzeniu —t). Jesli istnieje

drzewo dowodowe (z S) formuty 1, to méwimy, ze ¥ jest
T-dowodliwa (z S) i piszemy » 1 (odpowiednio: S » ).

@ S jest T-sprzeczny, gdy S » 1) A ) dla pewnego ).

Gdy (i, %) nalezy do I dla pewnego i, to méwimy tez krétko, ze 1 nalezy do T.
Niech t1,ta, ..., t,... bedzie wyliczeniem wszystkich terméw domknietych (tj.
terméw bez zmiennych) jezyka KRP (z wtaczeniem wszystkich statych
indywiduowych z ciagu (as, a2, .. .)).
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Tefiiets MBS
Trafnos¢ MDS

Niech 7 = | | 7, bedzie drzewem (ze zbioru S), ' gateziag w 7 oraz niech
(i,) bedzie i-tym wystapieniem formuty ¢ w gatezi I'; i = (nq,..., ng).
Powiemy, ze (i, 1) jest zredukowane w I, gdy zachodzi alternatywa:

@ 1 nie jest ani postaci Vx ¢(x) ani =3x ¢(x) oraz istnieje n takie, ze
Tn4+1 powstaje z 7, przez zastosowanie reguty (2) z definicji drzewa
semantycznego do formuty 1) oraz gatezi I'; innymi stowy

Toy1 = To(T U TY), gdzie 79 jest drzewem atomowym o korzeniu o) ;
lub

@ 1 jest jednej z postaci: Vx ¢(x), =3x p(x), ¢(ti), —p(ti) oraz (j, )
nalezy do I', dla j = (n1,...,nk,0).

Powiemy, ze drzewo semantyczne 7 jest zakonczone, jesli kazde wystapienie
(i,v) na kazdej gatezi otwartej w T jest zredukowane. W przeciwnym
przypadku drzewo semantyczne jest niezakonczone.
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Systematyczne drzewo semantyczne formuty v jest drzewem | | 7,
tworzonym nastepujaco (pomijamy indeksowanie | | 7, oraz 7, przez v):

e 7o = 7%. [Jesli 7% powstaje na mocy R(V) lub R(=3), to uzywamy termu
t1, a jesli na mocy R(3) lub R(—V), uzywamy statej ax dla najmniejszego
dostepnego k.]

@ Niech 7, bedzie okreslone. Drzewo 7,11 budujemy w nastepujacy
sposéb:

o Jesli kazde wystapienie (i, @) na kazdej gatezi [ w 7, jest zredukowane,
to Thy1 = Th.

e W przeciwnym przypadku, niech i bedzie <-najmniejszym kodem
takim, ze (i, ¢) jest niezredukowanym wystapieniem na jakiej$ otwartej
gatezi ' w 7,. Wtedy rozwazamy dwa przypadki:

@ (1) ¢ nie jest ani postaci Vx x(x) ani =3x x(x);
@ (2) ¢ jest postaci Vx x(x) lub =3x x(x).
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Poprawno$é MDS Trafno$é MDS

e W przypadku (1) dotagczamy drzewo atomowe 7% do kazdej otwartej
gatezi w 7, zawierajacej wystapienie (i, ). Definiujemy:
T = | J(T'u 7%), gdzie I jest otwarta gatezia w 7,,, zawierajaca

r

wystapienie (i, p). Wreszcie, Tpy1 = | [{7n, 74}. Jesli ¢ jest postaci
Ix x(x) lub =¥x (x), to w stosownym dotaczanym drzewie atomowym
postugujemy sie staty indywiduowa a, nie wystepujaca w 7, o
najmniejszym numerze k.

e W przypadku (2) dotaczamy do kazdej otwartej gatezi I', zawierajace;j
wystapienie (i, Vx x(x)) lub (i, =3x x(x)) odpowiednio:

Vx x(x) —3x x(x)
X(t,-,,./X) ﬁX(tn,-/x)

gdzie n; jest pozycja kodu i w liniowym porzadku < (poniewaz < jest porzadkiem
liniowym, wiec kody wierzchotkéw mozna ponumerowa¢ liczbami 0, 1, 2, 3,...).
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Jesli 1 jest formuta, a S (liniowo uporzadkowanym) zbiorem formut jezyka
KRP, to systematyczne drzewo semantyczne ) z S jest drzewem | |7,
tworzonym nastepujaco:

e Dla n parzystych drzewa 7, budujemy wedle opisanej powyzej
procedury.

@ Dla n nieparzystych, a wiec postaci n = 2k + 1, dodajemy do kazdej
otwartej gatezi w 7, formute ¢, ze zbioru S.

@ Procedure te iterujemy tak dtugo, az wszystkie elementy zbioru S
zostang uwzglednione i wszystkie wystapienia zostang zredukowane.

Twierdzenie. Kazde systematyczne drzewo semantyczne jest zakonczone. )

Uwaga. Dowody wszystkich twierdzen dot. MDS z dzisiejszego wyktadu
znajduja sie w IV rozdziale skryptu.
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Twierdzenie o trafnosci MDS. Dla dowolnej formuty v oraz zbioru
formut S: jesli ¢ jest T-dowodliwa z S, to v wynika logicznie z S.
W szczegélnosci (dla S = 0), jesli » 1), to 1 jest tautologia KRP.

W dowodzie twierdzenia o trafnosci wykorzystuje sie nastepujacy lemat:

o Lemat. Jesli 7 = | | 7, jest drzewem dowodowym ze zbioru formut S o
korzeniu —), to dla dowolnego modelu 9t zbioru S U {—)} istnieje
model 9t (o tym samym uniwersum co ) tego zbioru w jezyku
rozszerzonym o state ai, ap, ..., w ktérym spetnione s3 wszystkie
elementy pewnej gatezi ' w .

Rozszerzenie, o ktérym tu mowa, polega na znalezieniu interpretacji dla ew.
nowych statych, wprowadzanych w I przez reguty R(3) oraz R(—V).
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Dowéd Twierdzenia o Trafnosci.
Przypus¢my (dla dowodu nie wprost), ze formuta ¢ jest T-dowodliwa z S,
lecz nie wynika logicznie ze zbioru S.
Poniewaz S » ¢, wiec istnieje dowod 7 formuty ¢ ze zbioru S.
Z zatozenia dowodu nie wprost istnieje model 9T zbioru S U {—¢p}.
Na mocy powyzszego lematu istnieja:
@ interpretacja I taka, ze:

o M= Soraz N —p;
o I oraz 9 majj identyczne dziedziny;

@ gataz ' w 7 taka, ze kazda formuta wystepujaca na tej gatezi jest
spetniona w 1.

Poniewaz I jest gatezia zamknieta (bo 7 jest drzewem dowodowym ¢),
wiec w 91 spetniona jest para formut wzajem sprzecznych, co jest
wykluczone na mocy definicji spetniania. Sprzecznose¢.

Zatem zatozenie dowodu nie wprost trzeba odrzuci¢; formuta ¢ wynika
logicznie z S.
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Petnos¢ MDS

Twierdzenie o petnosci MDS. Niech I bedzie otwarta gateziag w
systematycznym drzewie semantycznym 7 ze zbioru S o korzeniu —).
Wstedy istnieje interpretacja 90t taka, ze 9t = S oraz M = ).

W dowodzie twierdzenia o petnosci MDS wykorzystuje sie:

@ uniwersa Herbranda, tj. budowanie modelu z ,materiatu
syntaktycznego';

e indukcje po ztozonosci formut;

@ zbiory modelowe Hintikki oraz Lemat Hintikki;

@ Lemat Koniga.

Twierdzenia o trafnosci i o petnosci MDS stwierdzaja tacznie, ze relacja
wynikania logicznego w KRP jest réwna relacji T-dowodliwosci ».
Stanowi to uzasadnienie poprawnosci MDS.
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Niektore konsekwencje petnosci MDS

Twierdzenie. Jesli kazda gataz w systematycznym drzewie semantycznym
jest zamknieta, to drzewo to jest skonczone.

Twierdzenie. Dla dowolnego zdania v oraz zbioru zdan S jezyka KRP
zachodzi alternatywa:

@ systematyczne drzewo semantyczne z S o korzeniu —) jest drzewem
dowodowym z S dla v; lub

@ istnieje gataz otwarta w systematycznym drzewie semantycznym z S o
korzeniu —, ktérej elementy wyznaczaja (tj. daja sie rozszerzy¢ do
zbioru Hintikki) interpretacje 9 taka, ze 9 |= S oraz M = —p.

@ Whiosek: Twierdzenie Lowenheima-Skolema. Jesli przeliczalny zbiér
formut jezyka KRP ma model, to ma model przeliczalny.

@ Whiosek: Zwartos¢. Zbiér formut jezyka KRP ma model wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy jego skonczony podzbiér ma model.
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Pozegnanie z logika

Pozegnanie z logika

KRZ i KRP to Elementarz Logiczny. Jego znajomos¢ zalecana jest w
Swiecie Cywilizowanym.

Do szeroko rozumianej logiki nalezy jeszcze wiele innych zagadnien, np.:
@ analiza pytan i odpowiedzi;
@ analiza definicji;
@ analiza wnioskowan indukcyjnych;
@ nieprzebrane mnéstwo logik tzw. nieklasycznych (np. modalnych,
epistemicznych, deontycznych, wielowartosciowych, temporalnych);
@ problematyka pragmatyki logicznej, itd.

Panstwo: Studentki i Studenci | roku JiIN UAM zechca taskawie wybaczy¢, ze

podczas tego konwersatorium powiedziatem tak niewiele o logice matematyczne;.
Uczcie sie dalej samodzielnie.
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Tematy egzaminacyjne

Zakres egzaminu obejmuje:

o wiadomosci przekazane na wyktadach;
o czes¢ | zbioru Cwiczenia z logiki Pani Profesor Barbary Stanosz, tj.
zadania 1-123.

W szczegdlnosci, pytania egzaminacyjne beda dotyczy¢:

@ umiejetnosci ustalania: czy dana formuta jezyka KRZ jest tautologia
lub kontrtautologia KRZ; czy dany zbiér formut jezyka KRZ jest
semantycznie sprzeczny, badz semantycznie niesprzeczny; czy dana
formuta jezyka KRZ wynika logicznie ze zbioru formut tego jezyka;

@ dowodéw zatozeniowych w KRZ;

@ stosowania metody drzew semantycznych w KRP dla ustalania:
tautologicznosci, semantycznej niesprzecznosci, wynikania logicznego
w KRP;

@ rozumienia podstawowych poje¢ logicznych oméwionych na wyktadzie.
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Koniec

To juz koniec wprowadzenia do elementarza logicznego.
Zainteresowanych pozyskaniem wiedzy logicznej zachecam do lektury
podrecznikéw.

Przypominam, ze zajecia przygotowujace do egzaminu odbeda sie 4, 5 6
czerwca 2007 roku (godz. 15:00-17:00 w sali 203B Collegium Novum).

Wszystkich uczestnikéw kursu uprzejmie zapraszam na egzamin pisemny:

@ 8 czerwca 2007 roku, o godz. 15:00 w sali 203B Collegium Novum.

Whisanie ocen 13 czerwca 2007 roku o godz. 10:00 w sali 412,
ul. Miedzychodzka 5.
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