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Plan na dzis

Plan na dzis; )

@ reprezentowalnosé relacji i funkgji rekurencyjnych w PA;

@ hierarchia arytmetyczna.

W tym oraz nastepnych wyktadach odwotywa¢ bedziemy sie do ksigzki:

o Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia
Gédla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan.
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Arytmetyka Peana

Na drugim wyktadzie przypomnielismy, jak wyglada Arytmetyka Peana
(PA), tj. podalismy:

alfabet PA;

aksjomaty logiczne;

sktadnie PA;

reguty wnioskowania;

aksjomaty dla identycznosci;

aksjomaty pozalogiczne;

e 6 6 6 o o o

relacje - (dowodliwosci w PA).

Do konca tych wyktadéw bedziemy zajmowaé sie zwigzkami miedzy
matematycznymi reprezentacjami pojecia obliczalnosci a moca wyrazeniowa
i dedukcyjng Arytmetyki Peana. Przytoczymy pewne wazne twierdzenia
metalogiczne, ktére odmienity oblicze Swiata. Tego Swiata.
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Reprezentowalnos¢ funkgeji rekurencyjnych w PA

Definicja liczebnikéw.
@ Term 0 jest liczebnikiem.
o Jesli term « jest liczebnikiem, to term S(a) jest liczebnikiem.
@ Liczebnikami s tylko termy opisane w powyzszy sposéb.
Oznaczmy: n = 5(5(...5(0)...)).
N

n razy
n jest zatem liczebnikiem nazywajacym liczbe n.

Uwaga notacyjna. Symbol S oznacza odtad operacje nastepnika, a symbol
0 staty pozalogiczna zero.

Poprzednio byto nieco inaczej, ale wazna jest obecna umowa.

Gdy Szawta nazwiemy Pawtem (lub nawet Gawtem), to przeciez wiemy, o
kogo chodzi.

v
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Reprezentowalnoéé funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalnos¢

@ Formuta ¢ jezyka PA o n zmiennych wolnych stabo reprezentuje w PA
relacie R C N, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych ky, ..., k, zachodzi réwnowaznos¢:

R(ki, ..., k) wtedy i tylko wtedy, gdy PA - o(kq, ..., ky).

@ Relacje R C N™ nazywamy stabo reprezentowalng w PA, jesli istnieje

formuta jezyka PA, ktéra stabo reprezentuje R.

Uwaga. Formuta ¢ stabo reprezentuje R w PA wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodza implikacje:

o Jesli R(ky, ... ko), to - (k... kn)

s kn

o Jesli - p(ky,. .., ky), to R(ki,..., kn)
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Reprezentowalnoéé funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalnos¢

@ Formuta ¢ jezyka PA o n zmiennych wolnych mocno reprezentuje w
PA relacje R C N, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych ki,..., k, zachodzg implikacje:

o Jesli R(ky,... ky), to PAF o(ky,... k).

o Jesli ~R(ky,... ky), to PAF =p(ky,. .. ky).

@ Relacje R € N nazywamy mocno reprezentowalng w PA, jesli istnieje
formuta jezyka PA, ktéra mocno reprezentuje R.

v

Uwaga. Kazda relacja mocno reprezentowalna w PA jest tez stabo
reprezentowalna w PA, lecz nie na odwrét.
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Reprezentowalnoéé funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalnos¢

Jesli PA jest niesprzeczna oraz R jest mocno reprezentowana w PA przez
formute ¢, to zachodza nastepujace réwnowaznosci:

o R(ky,..., k,) wtedy i tylko wtedy, gdy PA - o(ky, ..., kn).
o —R(ky,...,k,) wtedy i tylko wtedy, gdy PA - —p(ky, ..., kn).

Na mocy powyzszego twierdzenia, relacja R jest mocno reprezentowalna w
PA wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta ¢ jezyka PA taka, ze:

@ R jest stabo reprezentowana przez o,

@ —R jest stabo reprezentowana przez —.
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Reprezentowalnoéé funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalnos¢

e Formuta ¢ jezyka PA o n+ 1 zmiennych wolnych reprezentuje w PA
funkcje f : N™ — N wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych kq,..., kg

PAEVy (o(ki, ..., kn) = (y = f(ki, ..., kn)))-

@ Funkcje f : N™ — N nazywamy reprezentowalna w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje formuta ¢ jezyka PA o n+ 1 zmiennych wolnych
taka, ze ¢ reprezentuje f w PA.

@ Relacja identycznosci jest mocno reprezentowana w PA przez formute
X| = Xa.
@ Funkcja dodawania jest reprezentowana w PA przez formute
X1 + X2 = X3.
@ Funkcja mnozenia jest reprezentowana w PA przez formute x; - xo = x3.
@ Relacja mniejszosci jest mocno reprezentowana w PA przez formute
X1 < X2.
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Twierdzenie o reprezentowalnosci

Twierdzenie o reprezentowalnosci

Dowolna relacja R € N jest mocno reprezentowalna w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy jej funkcja charakterystyczna jest reprezentowalna w PA.

Dla dowolnej formuty ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n:

PAF o0)Ap(I)A... Ap(n=1)Ax < — p(x).

Dla dowolnej formuty ¢ jezyka PA i dowolnej liczby naturalnej n, jezeli dla
kazdego i < n, PA + —p(i) oraz PA - ¢(n), to:
PAE (p(x) AVy (y < x — =p(y))) = (x = 7).

Twierdzenie o reprezentowalnosci.

o Kazda funkcja rekurencyjna jest reprezentowalna w PA.

o Kazda relacja rekurencyjna jest mocno reprezentowalna w PA.
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Hierarchia arytmetyczna

Z poprzedniego wyktadu wiemy, ze operacje kwantyfikatoréw ograniczonych
prowadzg od relacji rekurencyjnych do relacji rekurencyjnych.
Kwantyfikatory nieograniczone juz nie maja tej wiasnosci — istotnie
zwiekszaja stopien skomplikowania pojec.

Mozna dokona¢ logicznej klasyfikacji poje¢ uwzgledniajacej liczbe
kwantyfikatoréw nieograniczonych potrzebnych w ich definicjach.

Klasyfikacja ta przyjmuje postac hierarchii, ktérej kazde pietro ma
nieskonczenie wiele stopni.
Szczegélnie istotne s3 dwa pierwsze pigtra, nazywane:

@ hierarchia arytmetyczna;

@ hierarchia analityczna.
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Hierarchia arytmetyczna

Definicja Hierarchii Arytmetycznej.

° 28 = Hg = zbiér relacji rekurencyjnych;

@ Relacja R C N jest klasy Z?H_l wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
relacja Q C N *1 klasy H?’ taka, ze
R(a1,...,ak) = 3Ix Q(ay, ..., ax, x).

o Relacja R C N jest klasy H?H_l wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
relacja Q C N**1 klasy Zg taka, ze
R(a1,...,ak) = 3x Q(a1,. .., ak,x).

@ Relacje klasy Z? to dokfadnie relacje rekurencyjnie przeliczalne.

@ Relacja R jest rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy R oraz =R s3
rekurencyjnie przeliczalne.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

o Jezeli relacja R jest klasy Z?, (odpowiednio, Hg) zas f1,...,f; sa
funkcjami rekurencyjnymi, to relacja P okreslona wzorem:

jest rowniez klasy 3% (odpowiednio, TT°).

n
o Kazda klasa hierarchii arytmetycznej jest zamknieta ze wzgledu na
koniunkcje i alternatywe.

Tu (i dalej) 3 oznacza ciag argumentdéw o takiej dtugosci, ile argumentéw
ma rozwazana relacja lub funkcja.

Dla dowolnego zbioru X relacji przez zbiér uzupetnien relacji z X
rozumiemy zbiér CX zdefiniowany nastepujaco: R € CX wtedy i tylko
wtedy, gdy V3 (R(3) = —P(3)) dla pewnej relacji P € X.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

o Klasa Zg jest identyczna z klasa uzupetnien relacji z klasy Hg i vice
versa.

@ Operacja kwantyfikatora ogélnego nie wyprowadza poza klase Hg (dla
n > 0).

e Operacja kwantyfikatora egzystencjalnego nie wyprowadza poza klase

S22 (dla n > 0).

Prawdziwe s3 nastepujace inkluzje:

0 0

° Hn g Zn—l—l’
0 0

° Zn - Hn+1’
0 0

L Hn - Hn+1'
0 0

° Zn g En+1'
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Hierarchia arytmetyczna

o Dla kazdej klasy 3% (odpowiednio, [I%) (n > 0) istnieje w 52
(odpowiednio, Hg) relacja uniwersalna dla wszystkich relacji tej klasy.

o Dla kazdego n > 0: T]° # 322
e Dla kazdego n: Z?, # Z?H_l oraz Hg # H?H_l.

@ Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy Z?, nalezy do Z?, ale nie
nalezy ani do []% ani do 320 .

o Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy [% nalezy do []2, ale nie
nalezy ani do Zg ani do Hg_l.
@ Jezeli relacja uniwersalna dla relacji klasy X sama nalezy do X, to

CX # X.
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Hierarchia arytmetyczna

Przyktad. Pojecie granicy ciagu jest pojeciem klasy Hg (i nie jest pojeciem
ani klasy Y3 ani 29 ani []3:

a=Ilima, =Vk3Im¥n (n > m —|a, —a| < ——).

Przyktad. Jak zobaczymy wkrétce, zbidr twierdzen Arytmetyki Peana jest
klasy 2(1) czyli jest rekurencyjnie przeliczalny (ale nie jest rekurencyjny!).

Przyktad. Pojecie prawdy nie moze zosta¢ scharakteryzowane na zadnym
pietrze hierarchii arytmetycznej. Mozna udowodni¢, ze definicja tego
pojecia znajduje sie na pierwszym pietrze hierarchii analitycznej.
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Koniec

Koniec

Na dzi$ wystarczy. ]
Na nastepnym wyktadzie zobaczymy, jak w jezyku Arytmetyki Peana

mozna méwié o samej Arytmetyce Peana.

Bedzie to wstepem do prezentacji zapowiedzianych twierdzen
metalogicznych. J

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne (9) (JiNol I11) 25 kwietnia 2007 16 / 16



	Wprowadzenie
	Arytmetyka Peana
	Reprezentowalnosc funkcji rekurencyjnych w PA
	Twierdzenie o reprezentowalnosci
	Hierarchia arytmetyczna
	Koniec

