4. Wynikanie logiczne

4.1. Definicje

Formuta A wynika logicznie ze zbioru formul X, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem A, tj.
gdy A jest prawdziwa w kazdej interpretacji, w ktorej prawdziwe sg wszystkie elementy zbioru X. Ustalenie
zachodzenia wynikania logicznego metoda wprost wymaga wiec w ogélnosci przejrzenia nieskoiiczenie wielu
interpretacji, co nie jest oczywiscie procedursg efektywna. Zauwazmy jednak, ze formula A nie wynika
logicznie ze zbioru formul X wtedy i tylko wtedy, gdy w co najmniej jednym modelu dla X formuta A
jest falszywa. Zatem, gdy dla ustalonego X oraz A uda sie wykluczyé sytuacje polegajaca na tym, ze
w co najmniej jednej interpretacji formuta A jest falszywa, a wszystkie formuly ze zbioru X sa w tejze
interpretacji prawdziwe, to potwierdzimy w ten sposéb, ze A wynika logicznie z X. Jeszcze inaczej mowiac:
jesli wykluczymy przypadek, ze wszystkie formuly ze zbioru X oraz formuta —A sa wspolprawdziwe, to
wykazemy, iz A wynika logicznie z X.

Ustalanie za pomocg metody drzew semantycznych czy dana formuta A wynika logicznie z danego (skoni-
czonego) zbioru formut X polega na:

e zalozeniu, ze wszystkie formuly z X sg prawdziwe;
e przypuszczeniu, ze formuta —A jest prawdziwa;

e zbudowaniu drzewa semantycznego, w ktérego pniu sy wszystkie formutly ze zbioru X oraz formuta
—A.

Mozliwe sa nastepujace sytuacje:

e otrzymane drzewo semantyczne ma wszystkie galezie zamkniete; wtedy formuta A wynika logicznie ze
zbioru formut X;!

e otrzymane drzewo semantyczne zawiera galezie otwarte; wtedy formuta A nie wynika logicznie ze zbioru
X, a znalezione galezie otwarte pozwalaja skonstruowaé takie interpretacje, ktore sa modelami zbioru
przestanek X, a w ktorych formuta A jest falszywa.

W jeszcze innym sformulowaniu:

e formuta A wynika logicznie ze zbioru formul X wtedy i tylko wtedy, gdy zbior formut X U{—A} jest
semantycznie sprzeczny;

e formula A nie wynika logicznie ze zbioru formul X wtedy i tylko wtedy, gdy zbior formut X U{-A}
jest semantycznie niesprzeczny.

4.2. Przyklady

Pobawmy sie przykladami ilustrujacymi zastosowania omawianej metody w ustalaniu, czy zachodzi
wynikanie logiczne.

PRZYKLAD I11.4.1.: SMIESZNI POLITYCY

Polityka to sprawa powazna, dla dorostych chlopcow i dziewczynek. Nie zaprzatajac sobie glowy tym,
czy w podanym nizej wnioskowaniu przestanka i wniosek sa prawdziwe, ustalimy jaki jest zwiazek logiczny
miedzy przestanka i wnioskiem:

7 pewnego polityka $miejg sie wszyscy politycy.
Zatem jakis polityk smieje sie sam z siebie.

Dowéd, ze zamkniecie wszystkich galezi takiego drzewa ma miejsce dokladnie wtedy, gdy zachodzi wspomniane wynikanie
logiczne, podajemy w rozdziale IV.
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Whnioskowanie to przebiega wedle nastepujacej reguly:

Jz(Px AVy(Py — ySt))
Jx(Px A xSx)

Gdyby regula ta byta niezawodna, to zbudowane wedle regut sztuki drzewo semantyczne (w pniu przestanka
oraz zaprzeczony wniosek) mialoby wszystkie galezie zamkniete. Sprawdzmy:

Jz(Px AVy(Py — ySz)) 1Va

ﬂﬂx(Px/‘\xSx) 3."a
(1) Pa‘/\Vy (Py — ySa) 2"
(2,) ]La
(24) Vy (PyLySa) 4l
(3) ﬁ(Pa/‘\aSa) 5.77

| -
(4) Pa— aSa %

(5;) —Pa (5p) —aSa
\
X245
o (6;) —Pa (6,) aSa
\ \
X24,6, X5,,6p

I oto istotnie, wszystkie gatezie drzewa sa zamkniete. Rozpatrywana regula jest wiec niezawodna: nie
istnigje interpretacja, w ktorej prawdziwa bylaby przestanka, a wniosek falszywy. A to oznacza, ze wniosek
wynika logicznie z przestanki. Zatem kazde wnioskowanie, przeprowadzone wedle powyzszej reguly jest
dedukeyjne: jesli jego przestanka jest prawdziwa, to i wniosek jest prawdziwy.

Jesli nie szkoda ci czasu, to mozesz sprobowaé odniesé uzyskany przed chwila wynik do sytuacji politycznej
np. w Rzeczpospolitej Polskiej. Zastanow sie: czy aby uzyska¢ poczucie autoironii trzeba by¢ najpierw
wyémianym przez wszystkich?

PrzYKrAD II1.4.2.: SZALENI STUDENCI

Na prowadzonych przez nas zajeciach z logiki matematycznej nigdy dotad nie doszto do aktéw przemocy
fizycznej, czego nie mozna powiedzie¢ — opierajac sie na doniesieniach prasowych — o wszystkich placoéwkach
edukacyjnych w Rzeczpospolitej Polskiej. Moze bezkonfliktowosé naszego procesu dydaktycznego gwaran-
towana jest tym, ze piszacy te stowa, ktérego idolem jest Dawid ben Jesse, zawsze przychodzi na zajecia z
proca (ktora jest szybsza od siekiery, nawet dzierzonej przez niezréwnang Angelike)?

Rozwazmy wnioskowanie:

Wszyscy siedzgcy w tej sali to studenci.
Wsrod studentow jest szaleniec.

Stad wynika, ze wsrdd siedzgcych w tej sali nie ma szalernica.
Regutla wnioskowania, wedle ktorej powyzsze wnioskowanie jest przeprowadzane, ma postaé¢ nastepujaca:

Vz (Pzr — Q)
Jz (Qx A Rx)
-3z (Px A Rx)
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Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu sa przestanki tej reguty oraz zaprzeczenie jej wniosku:

Va (Pz — Qx) 3.%a 5.*b
N (Qx/‘\Rx) 2.Va
——3 x(Pm‘/\Rx) L
(1) 3z (Px/‘\Rai) 4.vb
(2) Qa/‘\Ra 6."
(3) PaLQa .
(4) Pb/‘\Rb 7"
(5) Pb— Qb 8~

(64) Qa
(64) ha
(7,) Pb
(74) b
(81) —Pb (8p) Qb
(%) ~Pa (9) Qa
49 $

Widag, ze w drzewie tym sa gatezie otwarte. Do zadnej z formul, na zadnej z gatezi otwartych, nie mozna
juz zastosowaé zadnych regut. Galezie otwarte odpowiadaja interpretacjom, w ktérych wszystkie przestanki
reguly sa prawdziwe, a jej wniosek falszywy. Regula jest zatem zawodna, a przeprowadzone wedle niej
powyzsze wnioskowanie nie jest dedukcyjne. Kontrprzyklady, tj. interpretacje, w ktorych prawdziwe sa
przestanki, a falszywy wniosek podaja ponizsze tabelki:

ClP|Q|R
a + | +
b |+ |+ ]+
G| P|IQ|R
a |7 |+ |+
b |+ |+ ]+

Zgodnie z przyjeta wczesniej konwencja, druga z tych tabelek jest skrétowym zapisem dwoch tabelek: w
jednej zamiast znaku zapytania wpisujemy znak plusa, a w drugiej w miejsce znaku zapytania wstawiamy
znak minusa. Tak wiec, z konstrukcji powyzszego drzewa semantycznego mozna odtworzy¢ dwa kontr-
przyktady na dedukcyjno$é rozwazanego wnioskowania. Czy widzisz, dlaczego nie trzy?

Radzimy uwazaé¢ na osobnika, ktéry jest desygnatem stalej indywiduowej b. Nie namawiamy od razu do
defenestracji, ale zalecamy zachowaé czujnosc.
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Sprobuj zbudowaé¢ drzewo semantyczne, w ktérego pniu beda trzy nastepujace formuty:

Vz (Pr — Q)
Jz (Qx A Rx)
-3z (Pxz A Rx)

A teraz zastanéw sie, dlaczego zostalas o to poproszona. Przeciez nie chodzilo tylko o bezduszne mo-
lestowanie intelektualne, prawda? Zapewniamy, ze ani pro§ba ani pytanie nie sa tendencyjne. Krotko moéowiac,
chcemy zwrécié¢ uwage na zwigzek miedzy:

e badaniem, czy ze zbioru formul {A;, Ao, ..., A, } wynika logicznie formuta B;

e badaniem, czy zbiér formul {A;, Ao, ..., A,, B} jest semantycznie sprzeczny.

Brawo! Na pewno odgadlas, ze odpowiedz twierdzaca na pierwsze z powyzszych pytan jest prawdziwa
doktadnie wtedy, gdy prawdziwa jest odpowiedz twierdzaca na drugie z nich: ze zbioru formut {A;, Ao, ..., 4, }
wynika logicznie formuta B wtedy i tylko wtedy, gdy zbior formut {4, As, ..., A,, ~B} jest semantycznie
sprzeczny. A zatem, w szczegdlnosci: Jx (PxARz) wynika logicznie ze zbioru {Vo (Pz — Qz), 3z (QzARx)}
wtedy i tylko wtedy, gdy formuty

Vo (Pr — Qx)

Jz (Qz A Rx)
-3z (Px A Rx)

tworza zbiér semantycznie sprzeczny.
PRZYKEAD 111.4.3.: KONSEKWENCJE NIEODWZAJEMNIANYCH UCZUC

W jednej ze scen slusznie bezoskarowego filmu Ostatni walczyk w Miedzyzdrojach padaja, przeplatane
szlochem, stowa:

Kazdy kogos lubi.
Niektorzy lubig tylko tych, kiorzy ich nie lubig.

Zatem kto$ jest lubiany przez niesamoluba.

Uznajmy, ze — poszukujac formut jezyka KRP reprezentujacych budowe sktadniows tych zdari — mamy
tu do czynienia z predykatem dwuargumentowym: x; Lzs interpretujemy jako xy lubi xo. Uznajmy takze, ze
pasywizacji w jezyku naturalnym odpowiada branie konwersu relacji w KRP. Samolub to kto$, kto lubi siebie,
a niesamolub to ktos, kto nie jest samolubem. Powyzsze wnioskowanie, ktérego zmuszone byty wystuchaé
nieliczne nadbaltyckie mewy (a do wystuchania ktérego nikt nie zmuszal rownie nielicznych widzéw) prze-
biega wedle nastepujacej reguty wnioskowania:

Vzdy Ly
JaVy (xLy — —yLx)
dzdy (yLx A —yLy)

Zbadamy, czy reguta ta jest niezawodna, tj. czy wniosek wynika logicznie z przestanek.?
Zbudujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu beda przestanki tej regulty oraz zaprzeczenie jej wniosku.
Wyglada ono tak:

2Przyklad ten zaczerpneliémy z ksiazki: G.N. Georgacarakos, R. Smith Elementary Formal Logic, McGraw-Hill, 1979, str.
315-317. Omawiamy go jednak nieco inaczej, niz cytowani Autorzy.
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Ve3y xLy 2.%a 7.%b
JxVy (xLy ‘—> —yLax)
—Jz3y (yLx ‘/\ -y Ly) 3.%a 8.*b
(1) Vy(aLy ‘—> —yLa) 47097
(2) Jy a‘Ly 6.Vb
(3) -3y (yLa ‘/\ ~yLy) 57107
(4) aLa L —aLa 16~
(5) —(aLa /‘\ ~aLa)
(6) a‘Lb
() oy

‘ * *
(8) -3y (yLb A —yLy) 11 a 1270

1.Va

(9) aLb— —bLa 3~
\
(10) —(bLa A —bLb)
‘ A
(11) —(aLbA —aLa) **~

(12) —(bLb A —bLb)

(13;) —aLb (13,) SbLa
><!3,13l
(14;) —alLbd (14,) ——aLa 5
nglﬁh (15) aLa
(16;) —aLa (16,) —aLa
X1‘5,161 ><1‘5,16p

Poniewaz wszystkie galezie tego drzewa semantycznego sa zamkniete, wiec badana reguta wnioskowania
jest niezawodna — wniosek wynika logicznie z przestanek.

Zauwazmy, ze nie wszystkie z wykonanych powyzej krokéw byly niezbedne, aby zamknaé wszystkie
galezie rozwazanego drzewa. Pozostawiamy Czytelniczkom — jako wdzieczne éwiczenie — ustalenie, ktére
mianowicie z tych krokéw mozna opuscié. Niech wskazéwke stanowi brak komentarza z prawej strony
rozwazanych formul zlozonych (nieatomowych). Prosze tez wykazaé czujnos$é, spogladajac na zdania ge-
neralnie skwantyfikowane oraz negacje zdan egzystencjalnie skwantyfikowanych!

Zauwazmy nadto dwie jeszcze rzeczy. Po pierwsze, formuly o numerach (5) oraz (12) sa szczegblnej
postaci: obie sa mianowicie podstawieniami prawa niesprzeczno$ci —(p A —p) z KRZ. Dla ewentualnego
zamkniecia galezi drzewa ich uwzglednianie jest zatem zbyteczne; dotyczy to oczywiscie kazdej tautologii.
Bywaja powody, dla ktorych w budowie drzew semantycznych stosuje sie zalecane reguty do takich formut;
w tym miejscu omawianie tych powodéw pominiemy.

Po drugie, (niepotrzebne!) wykonanie kroku 7' wprowadzilo egzystencjalng formute o numerze (7).
Nie stosowali$my wobec niej reguly R(3J) wprowadzajace] nowa stala indywiduowa, bo i nie bylo takiej
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potrzeby (pamietajmy: celem bylo jak najszybsze ewentualne zamkniecie wszystkich galezi drzewa). Tak
wiec, dwoje (fikcyjnych!) aktorow (desygnaty stalych indywiduowych a oraz b) wystarczyto do odegrania
sceny zamykania wszystkich galezi drzewa. .. Life’s but a walking shadow. Poor player. .. itd., jak znakomicie
pamietaja Humanistki.

Na koniec, te Czytelniczki, ktore kochajg sie wylacznie bez wzajemnosci, niech naciesza sie chociaz
szczesliwym losem potencjalnej bohaterki (dedukcyjnego!) wnioskowania, od ktérego rozpoczelismy ten
przyktad: pokochanej przez jakiego$§ niesamoluba. ..

PRZYKEAD II1.4.4.: O KONIUNKCJACH ZDROWIA, BOGACTWA I SZCZESCIA.

By¢ zdrowym, bogatym, szczegliwym! Ma sie rozumieé, takze miodym (np. mniej niz stulatkiem). I
zeby jeszcze kochaly nas stworzenia takiej pici, ku ktorej ciagnie nas nasza (zdrowa, bo przecie innej nie ma)
orientacja seksualna. ..Do$¢ marzen, wracajmy do logiki. Rozpatrzmy wnioskowanie:

Co najmniej jeden szczesliwy jest bogaty, a sq i tacy, ktdrzy nie dosSé, ze sq zdrowi, to sq tez bogaci.
Zgodzicie sie ze mng, zZe kazdy, kto jest zdrowy ¢ bogaty, jest tez szczesliwy. W takim razie musicie
przyznad, zZe sq tacy, ktorzy sq jednoczesnie zdrowi ¢ szczeSliwi.

Przeprowadzone ono zostalo wedle nastepujacej reguty wnioskowania:

Iz (Sz A Bx) A Jy (Zy A By)
Vo ((Zz N Bx) — Sx)
Jx (Zx A Sx)

Beznamietnie sprawdzimy, czy jest to reguta niezawodna, tj. czy wniosek wynika logicznie z przestanek.
Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku. Jesli to drzewo bedzie
mialo wszystkie galezie zamkniete, to wykluczona zostanie sytuacja, aby w jakiej$ interpretacji wszystkie
przestanki reguly byly prawdziwe, a wniosek reguly falszywy. Innymi stowy, zamkniecie wszystkich gatezi
drzewa o pniu zlozonym z przestanek reguly oraz zaprzeczenia jej wniosku oznacza, ze wniosek wynika
logicznie z przestanek.
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3z (Sz A Bz) Ay (Zy A By) +"
Vz ((Zz A Bx) _‘> Sg) 47a5b
-3z (Zx * Sg) 6 aT7b
(1,) 3z (Sx/‘\Bx) 2Va
(1) 3y (Zy‘ABy) 8.
(2) Sa /‘\ Ba
(3) Zb * Bb 8"
(4) (Za A Ba) ‘_> Sa
(5) (Zb A Bb) _‘> Sb O
6) —~(Za /‘\ Sa)
(7) ﬂ(ZbL\Sb) 10.7%

(84) Zb
(8a) B‘b
(9:) —(ZbA Bb) (95) Sb
|
X3,9,
(10;) —Zb (10,) —Sb

X8,4,10; X9,,10,

Wszystkie galezie zostaly zamkniete. Regula jest niezawodna. Wniosek reguly wynika logicznie z jej
przestanek. Kazde wnioskowanie zbudowane wedle powyzszej reguly jest dedukcyjne.

Zauwazmy jeszcze, ze — co czasem samo w sobie pochwaly godne — stosowalismy sie (prawie) $cisle do
regul budowania drzew. Jednakze nie wszystkie wykonane kroki byty niezbedne do zamkniecia wszystkich
galezi: nie korzystaliémy z formul o numerach (2), (4), (6). Nadto, na ksztalt otrzymanego drzewa wplyw
ma kolejnoéé¢ wykonywanych krokéw; prosze zauwazyé, ze krok 8" stosowany do formuly o numerze (3)
mozna wykonaé¢ po wykonaniu kroku 1077 4 wtedy formuly otrzymane w wyniku jego wykonania nie beda
nalezaly do pnia drzewa, lecz jedynie do galezi, na ktorej znajduja sie formuly o numerach (9,) oraz (10;)
(oczywiscie, numeracja krokéw i formul ulega wtedy zmianie). I tak to juz jest: zauwazenie, ktore kroki
sa (byly) niezbedne przychodzi czesto dopiero po zbudowaniu catego drzewa $cisle wedle regut. Pomijanie
zbednych krokow wymaga bystrodci, ktora uzyskuje sie (rzadko) za darmo od Losu, a zwykle poprzez trening.
Zachecamy Czytelniczki, aby chyzo do owej bystrosci zmierzaly — niech dobrym poczatkiem przysztego
mistrzostwa w analizach logicznych bedzie np. eleganckie uproszczenie powyzszego drzewa tak, aby w jego
konstrukeji nie wystepowaly zadne zbedne kroki.

Zauwazmy takze, ze wiekszo$é owych zbednych krokéw mozna wyeliminowaé, jesli nie bedziemy zajmowacé
sie formula o numerze (1,); krok 2.Va (i wszystkie inne, przezen ,prowokowane”; tj. prowadzace do formut
o numerach (2), (4), (6)) jest dla zamkniecia galezi drzewa nieistotny. Zmierzamy ku zamykaniu galezi
wtlasciwie od kroku 3'”’, zastosowanego do formuly o numerze (14).

Konsekwencja ostatniej z powyzszych uwag jest tez to, ze niezawodna regula wnioskowania jest réwniez
regula o postaci:
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Jy (Zy A By)
Vo ((Zz N Bx) — Sx)
Jx (Zx A Sx)

rézniaca sie od badanej przed chwilg reguty pominieciem pierwszego cztonu koniunkeji w pierwszej przestance.

Pozostawiamy wolnej decyzji Czytelniczek ewentualne refleksje wigzace powyzsze uwagi z wnioskowaniem
od ktorego zaczeliémy analize w tym przykladzie. W szczegélnodci, zauwazmy, ze przyjmowanie istnienia,
szczesciarza bogacza (niechby nazywat sie np. John Coolcheek) nie wplywa na dedukcyjnosé tego wnioskowa-
nia. A czy je ubogaca? To juz problem pozalogiczny. Jak mawia madry Orient: O nikim nie mow, Ze jest
szezeSliwy, dopdki nie umrze.

PrRzYKEAD I11.4.5.: USMIECHNIETY PARAFIANIN

Humanistki czesto pytaja, czy logika ma jakikolwiek zwigzek z Zyciem. Nie jest im na to pytanie tatwo
odpowiedzie¢, bowiem trzeba by najpierw w miare precyzyjnie ustali¢, co Humanistki przez Zycie rozumieja.
Nie filozofujmy wiec i pozostanmy przy moze nudnawych, ale jednak chyba ksztatcacych intelekt ¢wiczeniach
logicznych. Rozwazmy prosta, niewinng regule wnioskowania:

Vo (Pr — Qx)

Jy (Ry A Qy)
Vz (Pz — Rz)

Czy jest ona niezawodna?

Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu sa przestanki oraz zaprzeczony wniosek. Jesli wszystkie
galezie tego drzewa beda zamkniete, to wykluczona zostanie mozliwosé, iz przestanki sa w jakiej$ interpretacji
prawdziwe, a wniosek w tejze interpretacji falszywy. Jak pamietamy, wykluczenie tej mozliwosci oznacza,
ze badana reguta wnioskowania jest niezawodna, wniosek wynika logicznie z przestanek. Jezeli natomiast
drzewo zawiera co najmniej jedna galaz otwarta, to regula jest zawodna; z gatezi otwartych odczytaé¢ mozemy
interpretacje, w ktorych przestanki reguty sa prawdziwe, a jej wniosek falszywy. Oto drzewo:

Vo (Px — Q) 274
Jy (Ry ‘A Qy) Ve
~Vz (Pz ‘—> Rz) 3V
(1) Ra /‘\ Qa 5"
(2) Pa L Qa &~
(3) ﬂ(Pb‘—> Rb) 67
(4) Pb—Qb ™

(5¢) Ra
|
(54) Qa
) P
(6a) ﬁf‘?b
(71) ﬂ‘Pb (7p) Qb
T @) “Pa () Qo
) L)
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Drzewo ma dwie galezie otwarte i do zadnej z formul, na zadnej z tych galezi otwartych nie mozna
juz zastosowaé zadnej z regul. Zatem nie jest wykluczone, ze przestanki reguly sa prawdziwe w jakiejs
interpretacji, w ktorej wniosek tej reguly jest falszywy. Oznacza to, ze wniosek nie wynika logicznie z
przestanek. Reguta jest zawodna.

Kontrprzyklady, tj. interpretacje, w ktérych przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy:

& P | Q|R
a | — |+ |+
b |+ |+ -
& PIQ|R
a | 7|+ |+
b |+ |+ |-

A jaki to ma zwigzek z zZyciem? — zapytaja moze Humanistki. No c6z, gdy wstuchaé sie uwaznie. . .

Drodzy parafianie, nie wierzycie, ze zawsze i wszedzie rozpoznam bezboznika? Otéz — najmilsi
moi — kazdy, kto uprawia (tfu!ll!) seks oralny, ten glupkowato sie¢ $mieje. A chodzi tu taki
jeden bezboznik po naszej wsi i $mieje sie glupkowato. A wiec wynika stqd niezbicie, drogie moje
owieczki, ze kazdy, kto seks oralny uprawia, bezboznikiem jest. A ty tam, w ostatniej tawce, czemu
Smiejesz sie glupkowato?

Czytelniczki nie powinny mie¢ najmniejszych trudnosci z przekonaniem sie, iz powyzsze wnioskowanie
przebiega wedle badanej reguly. Nie jest wiec ono wnioskowaniem dedukcyjnym. Jesli chcemy interpretacje
wyznaczong przez galaz otwarta & odnie§¢ do parafii, w ktérej zycie biegnie inaczej, niz zyczy sobie tego
Hogika” proboszcza, to nalezy znalezé w niej np. pobozna, rozchichotana parafianke, utalentowang w mitosci
Jfrancuskiej” (denotacja stalej indywiduowej b) oraz np. wesotkowatego bezboinego parafianina (denotacja
stalej indywiduowej a), ktory nigdy nie znalazl sie w zasiegu denotacji predykatu uprawia seks oralny (z
jakichs swoich osobistych powodéw — np. dlatego, ze rozmitowany w nim ksiagdz z sasiedniej parafii czule
mu to odradzil).

Wesotg parafie odpowiadajaca galezi otwartej # zechcg Czytelniczki opisa¢ samodzielnie. Jako wskazowka,
niech stuzy to, ze denotacja stalej indywiduowej b ma tu takie same wlasnosci, jak w parafii & (i to wlasnie
zywot tej parafianki ma moc destrukcyjna wobec argumentacji proboszcza — pozostali parafianie uzyskuja
catkowita swobode w sferze seksualnej, byle trwali w wesolym bezboznictwie).?

Prosze zauwazy¢, ze w powyzszej regule wnioskowania wystapily trzy rézne zmienne zwiazane: z,y oraz
z. Jest chyba jasne, ze réwnie dobrze postuzy¢ sie mozna jedna tylko zmienna zwiazana, np. x.

Wszystkim Czytelniczkom zyczymy, aby ich lica jak najczesciej ozdabial wesoty usmiech. Logic is fun.
PrzYKeAD I11.4.6.: CHETNA ZIUTA

Rozwazmy regule wnioskowania, w ktorej wystepuja jakies state indywiduowe (w tym przypadku dwie:
a oraz b):

dx xPa — Jy aPy
Va (bQr — xPa)
Vz bQx — Jy aPy

3Mnogie w tym skrypcie przyktady, ktére kto§ mogltby odczytaé jako wyraz dobrodusznej ironii wobec dziatah perswazyjnych
kleru w sferze seksualnej lub fiskalnej moga by¢ oczywiscie zastapione innymi przyktadami, np. dotyczacymi ochrony srodowiska
lub Regulaminu Musztry. Logika jest aseksualna i aklerykalna. (Nie jestem pewien, jak zareaguje na poprzednie zdanie moj
polonista pierwszego kontaktu.) Jedenaste przykazanie brzmialo podobno: Bedziesz czerpat(a) radosé z seksu, ale ten kawalek
Tablic si¢ ukruszyl. Nie jest naszym zamiarem urazanie czyichkolwiek uczué, przekonan i nastrojow religijnych. Pomyslcie
przy okazji, przed jakimi dylematami staja Ateistki: co maja zrobi¢, poproszone o odmoéwienie modlitwy? ODMOWIC 1 NIE
ODMOWIC czy tez NIE oDMOWIC 1 oDMOWIEG? Sytuacja Boga tez pozazdroszczenia godna nie jest — podobno zniecierpliwiony
rzekl niedawno do §w. Piotra: Stuchaj, gdyby przyszli jacys ateisci, to mow, e Mnie nie ma.

78



Zbadamy, czy jest ona niezawodna, tj. czy wniosek wynika logicznie z przestanek. Jesli w rozwazanych
formutach wystepuja state indywiduowe, to stosujemy najpierw, o ile wérod tych formut s generalnie skwan-
tyfikowane lub negacje egzystencjalnie skwantyfikowanych, reguty R(V) lub R(—3) wzgledem tych stalych.
Dopiero w dalszej kolejnosci — jesli jest to mozliwe (i potrzebne) — wprowadzamy ewentualnie nowe stale.

Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki reguly oraz zaprzeczenie jej wniosku. Jesli
wszystkie galezie tego drzewa zostana zamkniete, to reguta jest niezawodna: nie moze istnie¢ interpretacja, w
ktorej wszystkie przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy, a wiec wniosek wynika logicznie z przestanek.
Gdyby ktoras z galezi pozostala otwarta, to wniosek nie wynikalby logicznie z przestanek; z takiej otwartej
galtezi odczytaliby$my jak zbudowac interpretacje, w ktorej prawdziwe sa przestanki, a falszywy wniosek
reguly. Oto drzewo:

dx xPa — Jy aPy
Vo (bQz ‘—> zPa) '@
~(Va bQux ‘—> Jy aPy) v
(1) Ve b‘Q.ﬁ 3."a
(1a) -3y al"y i

| -
(2) bQa — aPa

|
(3) 0Qa

-

\
(4) —aPa
(5;) —bQa (5p) aPa
\ \
X3,5, X4,5,

Wszystkie galezie drzewa zostaly zamkniete, a wiec regula jest niezawodna, wniosek wynika logicznie z
przestanek. Zauwazmy, ze do zamkniecia wszystkich gatezi drzewa wystarczylo rozwiniecie formutl generalnie
skwantyfikowanych wzgledem tylko stalej a. Nadto, pierwsza przestanka w ogoéle nie musiata by¢ brana pod
uwage w tak planowanym budowaniu drzewa, aby zamknaé¢ wszystkie jego galezie. Oznacza to, ze wniosek
wynika logicznie z samej tylko przestanki drugiej; regula wnioskowania zlozona z przestanki drugiej oraz
wniosku tez jest niezawodna.

Wedle powyzszej reguly zbudowaé¢ mozna zatem nieskonczenie wiele dedukcyjnych wnioskowan, lub
choc¢by tylko 666 przykladéw takich wnioskowan. My ograniczmy sie do jednego:

Jesli ktos jest mity dla Ziuty, to i Ziuta jest mita dla kogos.
Kazdy, kto jest przekupiony przez Wacka, jest mity dla Ziuty.
Zatem, jesli Wacek przekupit wszystkich, to Ziuta jest dla kogos mita.
Poniewaz wniosek badanej reguly wynika logicznie z samej tylko przestanki drugiej (jak przed chwila
ustaliliémy), wiec rowniez nastepujace wnioskowanie jest dedukcyjne:
Przekupieni przez Wacka sq mili dla Ziuty.
Stad, jesli Wacek przekupit wszystkich, to Ziuta jest dla kogos mita.
Uprzejmie prosze zadumac sie chwile nad silg pienigdzai jej wptywie na kobiece nastroje oraz zachowa-
nia. Jak prawdopodobnie juz (bolesnie) sie przekonaliscie, relacja byé mitym dla nie jest symetryczna: to,
ze Adam jest mity dla Chawy, nie implikuje, iz Chawa jest mila dla Adama. A tu przychodzi taki Wacek,

przekupuje wszystkich, wszyscy przekupieni czyniag umizgi do Ziuty i nagle — cud: nieprzystepna Ziuta
staje sie dla kogo§ mital
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Z rozczuleniem wspominamy wszystkie mite dla nas Humanistki. Tym bardziej, ze nigdy nie mielismy
niczego, czym mogliby$my kogokolwiek przekupié.

PrRzYKLAD 111.4.7.: UWAGA NA KAPUSTE

Spojrzmy na niewinnie wygladajaca regule wnioskowania:

VaVy (zPy Vv —yPy)
JaVy x Py
Jy3z (xPy A yPzx)

Pokazemy, Ze jest ona niezawodna, a wiec, ze w kazdej interpretacji, w ktorej prawdziwe sa wszystkie (tu:
obie) przestanki, prawdziwy jest tez wniosek. Zgodnie z regutami sztuki, przekonamy wszelkich niedowiarkow
o tym w ten sposob, iz wykluczymy mozliwosé, aby istniala interpretacja, w ktérej prawdziwe sa wszystkie
przestanki oraz zaprzeczenie wniosku. Istotnie, drzewo, w ktérego pniu sa obie przestanki oraz zaprzeczony
wniosek ma wszystkie gatezie zamkniete:

VaVy (zPy VvV —yPy)
|
JaVy x Py 1Va

—3Jy3z (zPy /‘\ yPzx) 3¢
(1) vy al‘Py e
(2) a}’a
(3) -3z (zPa /‘\ aPz) *'@

\
(4) —(aPa A aPa) 5"

(5;) —aPa (5p) —aPa
\ \

X2,5, X2.5,

Wszystkie galezie zamkniete. Reguta niezawodna. Wniosek wynika logicznie z przestanek. Zauwazmy
ponadto, ze nie korzystaliSmy z przestanki pierwszej przy rozbudowywaniu drzewa, a wiec wniosek wynika
logicznie z samej przestanki drugiej. Stosowanie reguty R(V) w przestance pierwszej wzgledem wprowadzonej
stalej a nie jest oczywiscie zabronione, ale jest niepotrzebne dla zamkniecia wszystkich galezi drzewa. Tak
wiec, warto zwracac¢ uwage na to, w jakiej kolejnosci stosujemy reguty — sprytnie dobrana kolejnosé pozwala
na zaniechanie pewnych krokéw, uzyskanie efektow estetycznych (bardziej smukte drzewo) i zaoszczedzenie
czasu, ktéry mozna wykorzystaé na nieprzebranie wiele sposobéw, aprobowanych badz nieaprobowanych
przez. Watykan.

Z nieskonczenie wielu dedukcyjnych wnioskowan zbudowanych wedle powyzszej reguly wybierzmy, dla
ilustracji, jedno:

Dla dowolnych dwoch obywateli, pierwszy donosi na drugiego lub drugi nie donosi na stebie. Ktos
donosi na wszystkich. Sq zatem tacy, ktdrzy donoszq na siebie nawzajem.

Zauwazmy jeszcze, ze formula VaVy (x Py V —yPy) jest logicznie rownowazna formule VzVy (yPy — zPy)
(moze nam ufasz, ale sprawdz tez samal), a ,przeklad” drugiej z tych formul na jezyk naturalny bywa (z
jakichs wzgledéw — psychologicznych, stylistycznych,...) odbierany jako ,bardziej przyjazny, naturalny”
przez Humanistki. Parafraze pierwszej przestanki w podanej interpretacji mozna wiec przeczytaé¢ np.: Dla
dowolnych dwdch obywateli, pierwszy donosi na drugiego, o ile drugi donosi tez na siebie. Jest takze chyba
oczywiste, ze stowo obywatel pelni tu funkcje czysto stylistyczna, ratujaca ,,przektad” z jezyka KRP na polski.

I ostatnia w analizie tego przyktadu wiadomo$é, pod uwage socjologom, stuzbom specjalnym, ale przede
wszystkim Humanistkom ufnym w wielokrotnie w tym skrypcie przywolywana Eufonie Stowa. Skoro, jak
ustaliliSmy, wniosek powyzszej reguly wynika logicznie z samej tylko przestanki drugiej, tj. reguta:
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JaVy x Py
Jy3Iz (xPy A yPx)

jest niezawodna, to nastepujace wnioskowanie przeprowadzone wedle tej regulty jest — o zgrozo — deduk-
cyjne:

Ktos donosi na wszystkich.

Sq zatem tacy, ktorzy domoszq na siebie nawzajem.

Zastandéw sie nad podtoscia tego §wiata: jakze zarazliwe jest donosicielstwo — wystarczy, aby cho¢ jeden
osobnik kapowal na kogo popadnie, a juz gdzies tam narasta wzajemna podejrzliwo$¢ — donosza na siebie
nawzajem tesciowa i synowa, lub Bolek i Lolek, albo Jacek i Agatka, itd.

PRZYKEAD II1.4.8.: SCHEDA LENINOWSKA

Jest nieskoniczenie wiele niezawodnych regul wnioskowania, ale jest tez nieskoniczenie wiele regul za-
wodnych. Za chwile ujrzysz jedna z tych drugich. Nauczeni do§wiadczeniem dydaktycznym uznajemy za
wlasciwe podkredlenie nastepujacego stwierdzenia: dowolna reguta wnioskowania albo jest niezawodna,
albo jest zawodna — nie ma trzeciej mozliwosci, nie jest tak, ze czasem wynika, a czasem nie wynika,
jak z brawura stowa wyprzedzajacego mys$l mawiaja niekiedy Humanistki. Upraszamy oczywiscie, aby tego
komentarza nie traktowac jako nietaktownego.

Przyjrzyjmy sie nastepujacej regule wnioskowania, w ktoérej wystepuja predykaty dwuargumentowe P
oraz @, a takze stata indywiduowa a:

Va aPx — Jy3z (yQz A —aQy)
VaVy ~zQy
—Va xPx V Jx 2Qx

A teraz zbudujmy drzewo o pniu ztozonym z obu przestanek reguly oraz jej zaprzeczonego wniosku. Jesli
drzewo to bedzie miato galaz otwarta, to rozwazana regula jest zawodna: z takiej galezi otwartej odtworzymy
interpretacje, w ktorej zaréwno przestanki reguly, jak i zaprzeczenie jej wniosku beda prawdziwe. A w takiej
interpretacji przestanki reguly sa prawdziwe, za$ jej wniosek falszywy, wiec istnienie takowej interpretacji
$wiadczy o zawodnosci reguly.
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Vo aPr — JyIz (yQz A —aQy) >
VaVy ﬁxéy 5.%a 6.*b 18.%¢
—(~Vz zPx ‘v Jr 2Qx) V7
(1,) —-—Vx .'I;‘F)l' 2
(14) -3z 36653: 7-a 8.7

[
(2) Vo rPx 9.%a 10.7b

(3) ~VaaPr + (3,) Fy3z (yQz A —aQy) Ve
(4) ﬂaI‘Db (15) 3z (CQZ‘AﬁaQC) 16.Yd
(5) Vy—aQy Mo (16) cQd A —aQc 17"
(6) Vyﬂb?y 1.5 10 (17,) CC‘Qd
(7) W?a (17,) ﬁa‘Qc
(8) ﬁb?b (18) vy —@Cﬁy 19
) o (19) a
(10) bJ‘Pb o
(11) —aQa
(12) ﬁaC‘Qb
(13) —\bba
(14) ﬂbbb
o

Drzewo zawiera gataz otwarta (i do zadnej formutly na tej galezi nie mozna juz zastosowac zadnych regut),
a wiec badana regula wnioskowania jest zawodna, wniosek nie wynika logicznie z przestanek. Informacja
zawarta na galezi otwartej pozwala na skonstruowanie takiej interpretacji, w ktorej przestanki sa prawdziwe,
a wniosek falszywy. Konstrukcja ta polega na podaniu uniwersum oraz denotacji w nim predykatéw P
oraz (). Potrzebne uniwersum jest dwuelementowe (zlozone z desygnatow statych indywiduowych a oraz b),
relacje bedace denotacjami predykatéw podane sa w ponizszych tabelkach. Przypominamy, ze znak ,,+” na
przecieciu danego wiersza i danej kolumny oznacza, iz relacja zachodzi miedzy elementem z tego wiersza a

elementem z tej kolumny, znak ,,—”, ze nie zachodzi. Jeéli informacja, czy relacja zachodzi, czy nie zachodzi
miedzy danymi elementami nie znalazla sie w rozwazane]j galezi otwartej, to na przecieciu stosownego wiersza
i kolumny umieszczamy znak ,,?” (oznacza to, ze moze w takim miejscu wystapi¢ zaréwno ,,+”, jak i,,—").

Pla|b

a | +

b | 7?7+

Qlal|b

a | —

b | —
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Zauwazmy jeszcze, ze prace na prawej galezi (formula o numerze (3,) i formuly pod nia) udalo sie
zakoriczy¢ bardzo sprawnie, zamykajac te galaz — w szczegblnosci, nie stosowalismy reguty R(V) wzgledem
stalej a, bo nie bylo takiej potrzeby. Wprowadzenie nowych staltych indywiduowych c i d i wykonanie krokéw
18%¢ oraz 19" pozwolilo na uzyskanie pary formul wzajem sprzecznych.

Przy nastepujacej ponurej interpretacji predykatow P oraz @ i stalej indywiduowej a:

x Py interpretujemy jako — x z troskq przejmugje sie losem vy;

xQy interpretujemy jako — x ufa y;

stala indywiduowa a denotuje Jozefa Stalina;*
wnioskowaniem (zawodnym!) przeprowadzonym wedle rozwazanej reguly jest:

Jesli Jozef Stalin z troskq przejmuge sie losem wszystkich, to pewnemu obywatelowi, ktéry komus
ufa, towarzysz Stalin nie ufa.

Nikt nikomu nie ufa.
Zatem nie kazdy przejmuge sie z troskg wtasnym losem lub kto$ ufa samemu sobie.

Prosimy jeszcze zauwazy¢, ze na mocy znanego prawa KRZ wniosek powyzszego wnioskowania jest
rownowazny stwierdzeniu: Jesli kazdy z troskq przejmuge sie swoim losem, to ktos ufa sobie samemu.

Towarzysz Lenin pono¢ mawial dobrotliwie mniej wiecej tak: Ufaé dobrze, kontrolowaé lepiej. Nie wiemy,
czy my$l te koniczyl jakim§ leninowskim superlatywem.

PRzZYKEAD II1.4.9.: CUDA SIE ZDARZAJA, LECZ NIE POWTARZAJA

Pokazemy, ze niezawodna jest nastepujaca regula:

dx Pz V Jyvz yQz
Vady ~yQx
Vo (Pz — JyVz 2Qy)
JyVz yQz

Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku badanej reguty:

4Drogie Czytelniczki maja szczedcie 2y¢ w $wiecie, w ktorym denotacja tej stalej jest juz truchtem. Nie kazdy zdazyl to o

sobie powiedzieé.
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(0.1) 3z Pz V Iz yQz 1

-
(0.2) Va3dy —yQx 6°°

| .
(0.3) Va (Px — Jyvz 2Qy) 3@

|
(0.4) —=FyVz yQz

(;) Fz Px 2.Va (1p) JyvzyQ=z

\ |
(2) Pa X0.4,1,

\ -
(3) Pa — IyVz 2Qy *

T

(41) _‘]‘Da (4,) 3yVz 2Qy 5.Vb
|
X2,4; (5) Vzz2Qb 8¢
\
(6) 3y —yQb "
|

(7) ﬂc?b
(8) Qb

\
X7.8

Wszystkie galezie drzewa sa zamkniete, a to oznacza, ze rozpatrywana reguta wnioskowania jest nieza-
wodna. Nie istnieje wiec interpretacja, w ktorej prawdziwe bylyby wszystkie przestanki tej reguly, a falszywy
jej wniosek. Zatem wniosek reguly wynika logicznie z jej przestanek.

Zauwazmy, ze nie wykonywano mechanicznie wszystkich zalecanych regul, wybierajac te (np. krok 7'%,
w ktorym wprowadzamy nowg staly indywiduowa c), ktore doprowadzity do jak najszybszego zamkniecia
wszystkich gatezi. Nie ma w przypadku takich ,usprawnien” zadnego algorytmu, jest to sprawa pomystu i
sprzyjajacych okolicznosci.

Zwroémy uwage jeszceze 1 na to, iz w poddrzewie o korzeniu (1;) nie wykorzystywano (z oczywistych
powodow!) drugiego czlonu alternatywy, ktora jest przestanka pierwsza (tj. formula o numerze (0.1)); ale
nie wykorzystywano rowniez zanegowanego wniosku (tj. formuly o numerze (0.4)) rozpatrywanej reguly.
Oznacza to, ze przestanki druga (tj. formuta o numerze (0.2)) i trzecia (tj. formuta o numerze (0.3)) wraz z
formuty o numerze (1;) tworzg zbiér semantycznie sprzeczny.

W pewnym sensie, ilustrowanie niezawodnych regul wnioskowania (lub praw logiki) przykladami uzyé
jezyka naturalnego jest czynnoscia nuzaco bezsensowna. Skoro np. wyzej rozwazana reguta jest niezawodna,
to jakkolwiek zinterpretujemy wystepujace w niej predykaty, to o ile przestanki beda prawdziwe, to i wniosek
bedzie prawdziwy. Po co wiec cokolwiek ilustrowaé¢? Z drugiej strony, trening logiczny powinien braé¢ pod
uwage nie tylko (czesto arcytrudne!) odnajdywanie struktur logicznych w analizowanych wypowiedziach
jezyka naturalnego, ale takze (zwykle latwiejsze) ¢wiczenia polegajace np. na umiejetnosci uprzytomnienia
sobie, ze gotowe formuty oraz reguly maja walor uniwersalnoéci aplikacyjnej — nadto, sq one dobrem pub-
licznym, ich uzZywanie jest bezptatne!!! Wreszcie, nie mozemy przeciez zostawi¢ bezbronnych, ufnych
w Eufonie Stowa mlodych Humanistek catkowicie na pastwe nagich, nieprzybranych kojacymi wtretami
lingwistycznymi, praw logiki. Tak wiec, niech np.:

Px bedzie interpretowane jako — x jest cudem (zdarzeniem cudownym, nadprzyrodzonym,);

xQy bedzie interpretowane jako — (zdarzenie) x jest przyczyng (zdarzenia) y (co odezytywaé tez bedziemy
jako y jest skutkiem x).
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Wtedy nastepujace wnioskowanie przeprowadzone jest wedle wyzej zbadanej reguly, a poniewaz jest ona
niezawodna, jest wnioskowaniem dedukcyjnym:

(%) Cuda sie zdarzajq lub istnieje przyczyna wszystkich zdarzen. Dla kazdego zdarzenia istnieje
(co najmniej jedno) zdarzenie, ktdre nie jest jego przyczyng. Dla dowolnego zdarzenia cudownego
istnieje zdarzenie, ktore jest skutkiem wszystkich zdarzen. Zatem istnieje przyczyna wszystkich
zdarzen.

Nie twierdzimy, ze istnieje doktadna odpowiednio$¢ miedzy formutami KRP a zdaniami jezyka natu-
ralnego. Madra Ksiega tez tak nie twierdzi. Nie mozna jednak straszy¢ Humanistek samymi formutkami:
proste znaczeniowo, nieulomne gramatycznie i niezbyt zgrzebne stylistycznie przyklady rozsiane w tekscie
maja by¢ wyrazem naszej empatii dydaktycznej.

Poniewaz, jak stwierdzilismy powyzej, formuty

Jdx Px
Vzdy ~yQx
Vo (Pz — JyVz 2Qy)

tworza zbiér semantycznie sprzeczny, wiec przy kazdej (a zatem takze podanej wyzej) interpretacji predykatow
P oraz @ otrzymany tekst bedzie, jako calo§é, absurdalny, choé¢by wbogacaé go najbardziej wykwintnymi
stylistycznie ozdobnikami; zainteresowane Czytelniczki moga wykonaé taka prace stylistyczna nad inkrymi-
nowanym tekstem:

Cuda sie zdarzajg. Dla kazdego zdarzenia istnieje zdarzenie, ktore nie jest jego przyczyng. Dla
kazdego zdarzenia cudownego istnieje zdarzenie, ktore jest skutkiem wszystkich zdarzeri.

Teilhard de Chardin nie polubilby tego przyktadu, to pewne.
Zauwazmy na koniec, ze pierwsza przestanka omawianej reguly jest semantycznie réwnowazna, na mocy
znanych tautologii KRZ, kazdej z nastepujacych implikacji:
—3Jx Px — Jyvz yQz
-IYVz yQz — dx Px
Tak wiec, pierwsze zdanie (alternatywe) w tekscie (%) zastapi¢ mozna np. kazdym ze zdan:

Jesli nie ma cudow, to wszystkie zdarzenia majg wspélng przyczyne.

Cluda sie zdarzajg, o ile nie istnieje przyczyna wszystkich zdarzen.

Mozna igraé¢ dalej z tym przyktadem, figlujac z czasem gramatycznym oraz liczbg gramatyczna, itp. Takie
niewinne zabawy moga poméc Czytelniczkom w u$wiadomieniu sobie, w jakim sensie struktury logiczne sg
NIEZMIENNIKAMI niektorych operacji jezykowych (np. parafrazowania).
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